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G d b`eGb�fg\�ehRib�W$U�P	fjP	k&l�NmfaW8V�bnfaL&Q9o�\�QKY`b�kpb�Y-U�\mkXU�^+\mehRqZX\mQr^cb�_�R-]�b	Y�YqP�kfaL&Q�o8\�Q�YqP�Q�sXWA_At�ehUuP-V�N�U�t�ehR�UDL&Vv^+\�ehRAZX\�Qw^cb�_�RAx
y \"_8P	eGo8t	V/z|{~}m�`�A}/�

K
}m�`�j�A�q���p�+�A�`�G���q�p����`�G�A���/�M�p}/�`�c�c�i��}/���+�+�q�`���

σ
�`�c���q�g�`�p�S�m���+���n�H�+�+}/�

��������$��}��p�M�+}/�G����}/�r�S�`�`�A�����$�A�`�
g ∈ K

�
χ ∈ Irr G   ��} χ(g) = χσ(gσ) = χ(gσ)

�c��}/�S���
K
�/�

Kσ�q�p�/�G�`¡(�¢�g}/�q}m�`�A}/�/�G�n� ��������$�p}m�p����S�H���(�`�£��¤I�¥�`�p���q�q�q�S�`�G�G��`�¦�S�p}/�O�`§/�G¨`���g�O���p��}m�+�9©q�1�Aª�«A}m�p�A}/�m�G���
�+�q�`�

K = Kσ
�

¬ �KJMLON�P�QSR	T:U:VXW�YZX\]�^SP�_�R
H / G ® k\rb H ® ZX\mehL G ® YqP	Q�sXWq_8t�ehU�P	V�N�U�t�ehRAP	YKVN�t�fnbfg\�_8\"_�R8\N�L�Yb-N Irr H

G ® YqP	Q�sXWA_At�ehUuP-V�NmU"t�ehRAb�L&Q�b	YaV�N�t`fnt d b�eGxy \"_8P	eGo8t	V/z {�}/�`�A}/�
d = dimC 〈{χH |χ ∈ Irr G }〉

�
k
�

G
§m�p�`¡��`�p�

H   �(�`�¯�H}�«A©°�A�q�  �p�+�A�`�G�p�q�p�m��`�±�8�`�H�S���a�v�p���`�j�c�
t
¡�}/�+�G�

Irr H
�A�q���p�+�A�`�±���q�p�m���`�G�8�`�H�S���²�p���`�j���

G   �p}³�+�/��«A}`��´w�±«A}/�
Irr G

�$�H�q}/�+}���`� ���
G
ªq�p�p�/}m���q�¦�m��`�G�$���+�q�`«A�/�A�A�m�����

χH   �K�$�H�q}/�+}m���`� �����K�`�µªq�p�p�/}/�I�q�±�8�`� H → C���+�q�`«A�/�A�$�����`�g}/�±�A}m�a�
H   ��}/�G� G   �A�q���p�+�A�`�G���q�p����`�G�A�`�A�q�a�A�q�+�¦��`�+�p�`�9��¶)}/�S��� d = k

��´w�`�¦���m�p�m���
·��H�G¸9�`���   �p�m��}/���n�O���p�D�g�H�+�+}/� χ

�±�p��}/�+�+§/�±�S�H�G�H�
G   ��������$��}��¹�g}/�q�p�/�`�pºG���`�p����� χH = e ·

∑
ϕi

�`�O���c»£�
�`�+�q�

{ϕi }
�`�

IrrH
}/�`�v�A�q���p�+�A�`�G���q�¦�m��`�G�8�c�-�/�~�g�H�+�+}/� ∑

ϕi   �+}m� }/�H©A�`�G�`«`�`�H�`�g}/�±�I�¦���`�O�����p�m�`���q���}/�`�
χ ∈ IrrG

�n}/�q�p�/�`��º±���`�p�&�����A�m�8�j¼½�`�g�
χ
�p¨+���`�g}/�±�$��}

[ϕG
i , χ] 6= 0 ¾ �~���-«����+�(���¿�$�+�Hªq�A��ªq�/©�A�q���p�+�A�`�G�p�q�p�m��`�±�A�`�c�+�q�I����p���q�m¨[ªq�p�¦�/}/�q}m�¿�H�G�+}������H�p�`�K���+�q�q}m���G}/�+}m�9�1ºG�`�

d = t
�

À �¿Á~\�_�RA\mQ
H / G

][ÂXV
ϕ ∈ Irr H

x|JML�N�P	QSR�T&U�VXW8Y3Z�\]�^+P�_`R
ϕG ∈ Irr G

b	Y�YAP	krÂXVrÃXV�b	Y3b	Y�YqP�k�]�^cb
H = IG(ϕ) := { g ∈ G |ϕg = ϕ }

x
y \"_8P	eGo8t	V/zn¤Ä·��H�±¸��`���   ���m��}/�±��©q�`�Aª�«A}m�p�A}/�m�G���-�+�q�`�v�g�G�+�+}/� ϕ ∈ Irr H   �� (ϕG)H = e·

r∑
i=1

ϕi

�	�`�+�q�
�
{ϕi }

�A�q���p�+�A�`�G���q�p����`�G���g�m�p}m��}
r = |G : IG(ϕ)|

�	�/�
|G : H|ϕ(1) = (ϕG)H(1) = e·

∑
ϕi(1) =

erϕ(1)
�g�O���p�

er = |G : H|
�£�Aª-«A}��p�A}/�/�/�5�A�m¡+¡�}/�

|IG(ϕ)| = e · |H|
�¢ÅÆ�c�H�±«`�`�

H ≤ IG(ϕ)
�ÇºG�`�

H = IG(ϕ)
���$�A�`�D�/��§/�����g���$�A�`���8�S�

e = 1
��´È�G«A}/�

[ϕG, ϕG] = [(ϕG)H , ϕ] = e
�c�

ϕG
��������$��}��

���$�A�`�M�/�³§/�����¿���$�A�`�M�±�p��}/�+�+§/�±�S�H�G�H�/�S�S�
e = 1

�(�`���`� �S�
H = IG(ϕ)

�
É �¿Á~\�_�RA\mQ

H / G
]

χ ∈ Irr G
]

ϕ ∈ IrrH
]

[χH , ϕ] = e 6= 0
x�JMLON�P	Q(R	T&U�VXW�YiZ�\]D^SP�_�R¿bjYqÊ d \�U�Yq\N-Ë^ct�kP	fÌt`e�ehT&U"t�Va\XY d L d b�eH\�QSV/z

(i) χH = eϕ
]

e2 = |G : H| Í
(ii) χ|G\H ≡ 0

]¹ÂXV
ϕ
L&Q d b�k�L½t�Q+V G ® ZX\mQ Í

(iii) χ
b

ϕG
\�_�RA\mU�eH\�QwL&kXk\�o�W(Ã�L½ZmL&ehL&V²Ê-VV�N�\bAoAb�Q9o�Îus/b-]�ÂXV

ϕ
L&Q d b�k�L½t�Q+V G ® ZX\�Q�xy \"_8P	eGo8t	V/zÏ¤Ð·��H�±¸��`���   ���m��}/�±��©q���Aª�«A}m�p�A}/�/�±�����+�q�`� χh = eϕ

�����A�`�¢�m�¢§/�����3���$�A�`� �H�A�`���)�S�
ϕ�H�A«������O�`�+�

G   �9}/�£����}/�S���¢§/�����Ñ�`� (i)
�
(ii)

�/�
(iii)

�j�`�p�±�3��}/�±���m��}m�H�/�+}m�6�`�g}m��«c�G«��`�H}m�+§/�O�������¢�A}m�H�
�S�H�m�q�8�$ºG��`�+���`� �[��}/�±���m��}/�Ç�g}m�H�H}����+�+�q�`�

χH = eϕ
�

(i) ⇔ (ii) Ò 1 = [χ, χ] =
1

|G|

∑

g∈G

|χ(g)|2 ≥
1

|G|

∑

g∈H

|χ(g)|2 =
1

|G : H|
·

1

|H|

∑

g∈H

|χH(g)|2 =

1

|G : H|
[eϕ, eϕ] =

e2

|G : H|

�6¶)}/�S���
e2 = |G : H|

�����A�`�µ�/��§/�����Ó���$�A�`�¢��}/� �p}m�p�+�½���S�����}/�A���
}/�`�A}/�+�G©`���H}m�+�p�/�`��}m�r}/�`�A}/�+�G©q�p�/�n«��`�£�(�`���`� �S�

χ(g) = 0
�g�H�+�+}m�

g ∈ G \ H   ���c�
(i) ⇔ (iii) Ò [ϕG, χ] = [ϕ, χH ] = e

�g�H���p�
eχ

�+�G�p}m�$�Ôªq�p�p�/}��`�S�`�+�+¨-���
ϕG   �+}m���ÕºH�`�

|G : H| · ϕ(1) = ϕG(1) ≥ e · χ(1) = e · χH(1) = e2ϕ(1)
���m�n}m�+�9©q�

|G : H| = e2
�����A�`�

�/�³§/�����¿���$�A�`�¹��}/� �p}/�p�+���1�S�[�`� }/�`�A}m�+�H©`���G}/�+�p�/�`�9}/�r}/�`�A}/�+�G©q�p�/�n«��`�£�(�`���`���S�
ϕG = eχ

�
Ö �Ä×1\"_�R�Ø8Y¢Ù�\�eÚ]I^+P�_`R

G ® Q�\XYw\"_�R8\�U½eH\�Q|Q£\�fÛehL&Q£\�t�kXL&V[L&k�k�\�o�W(Ã�L½Z/L&ehL�VµY`b�k�b	Y-Uu\�k�\ d b�Q9xrJMLON�P�QSR	T:U:VXW�Y�Z�\]^+P�_`R
G′ Ü ZX\�eGxÞÝ-ß)U½faW�U�b�U�t	V/zrà+N�t�faT:U:VXW�YrY-Lvb G

k\"_�W$eGt�kXL&VnYqb�kpb	Y	U�\�kÂ�Q�\XYrfg\"_�V�N�P	k�T&U"t�V/t�U
G′ ® k�\YqÂ�UáÙ�Â�eH\�YqÂ�âAâS\mQ9xáã
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ρ
�

G
��}/�q�+�O���p�H�¿�����������}m��}`�

χ
�`�6}/�`�A}����H}/�Ô�+}/� �G�H�+}������G�K�±�p��}/�+�+§/�±�S�H�G�H�

��������$��}���� �/�
λ1, . . . , λt

�r�G�H�+}����p�H�����9�K�����A�`�
ρ = χ(1)χ +

t∑
i=1

λi

���`�g�±��©q�
ρG′ = χ(1)χG′ +

t∑
i=1

(λi)G′ = χ(1)χG′+t·1G′

�	�+�`�8�`�+�G�~�¹�H�G�+}������G�Ç�����������}m��}m�Æ�j�`�/��������p���`�H�j�`�/�/�
G′   ���)´w�`�¦���m�p�m�

ρG′

§/�����¢�`�
1   }/�²«A}/�¦����ªq���+}m� �8�+�H�O�³�m�p���m�A}�������}/�S���)�p�/�c�$�p�/�`�A�m¡+¡9}/��� G′ ��}/�q�+�O���p�H�~�����������}m���/�+}���¦���`�O�����¦�/�`���q���c�����+�9©q�1�Aª�«A}m�p�A}/�m�G�����+�q�`�

ρG′

}/�G©A�`�H�GºG��`�����(�`�
G′ �g�G�+�+}/�j�G�¦��}/�+�+§/�±�S�H�H�G�D��������$��}���}�p�/}���}m¡�}m�½�g¤Ð·��H�±¸��`���   ���m��}m���n�O���p� χG′

ªq�p�¦�/}��`�S�`�+�+¨q���`�
Irr G′ }/�`�A}m���G}/�3�A�q���p�+�A�`�±���q�p�m��`�±�8����¨q�«��`�H¨`� Ò ϕ1, . . . , ϕr

� �p}/�S���
Irr G′ = {ϕ1, . . . , ϕr, 1G′ }

���`�+�q�D�
ϕi   �3�g�H�+�Ñ�`�m�q�+�q�µ���`�c»S������¤

|G′| = ϕi(1)2 + . . . + ϕr(1)2 + 1 = r · ϕ1(1)2 + 1
ªq�¦�p�/}/���+�q�q�/�5��©q�

ϕ1(1) | |G|
�n�O���p�

ϕ(1) | 1�Aª�«A}m�p�A}/�/�±������}/�S���[�
ϕi

��������$�p}m��}m�Õ�G���G�H�+}����p�H�����9�Ñ´w�±«A}/�
G′ �g�G�+�+}/� �±�p��}/�+�+§m�G�S�H�G�H�µ��������$��}���}�H�G�+}������G�/�

G′ §/������¤Æ��}m�   §m�p�`¡��`�p�³�H}m�+}m���
� ���(�¿Á~\�_�RA\mQ

H / G
]
|G : H| = 2

]MÂXV
χ ∈ IrrG

x¥JMLON�P	QSR�T&U�VXW�YgZX\]�^SP�_�RbmãÕ^cb
χ|G\H

Q�\mfÌb-N�P�Q�P-V/b�Q
0
]�b�Y�YqP	k

χH ∈ Irr H ÍZ¦ãÕ^cb
χ|G\H ≡ 0

]¹b	Y�YqP	k
χH

YqÂ�U�Y-Ø$eHÊ	Q9ZXÊ�N-Ë[L&kXk\�o�W(Ã�L½ZmL:ehL�VIY`b�k�b	Y-Uu\�kµÊ-VXV�N�\"_8\�x
� � ¬ �¿Á~\�_�RA\mQ

H / G
]
|G : H| = 2

]�ÂXV
ϕ ∈ Irr H

x¹JMLON-P	QSR�T&U:V�W8Y[ZX\]�^+P_�R
ϕG d b-_�RaL&k�k�\�o�W(Ã�L½Z/L&ehL�V�] d b�_�R

χ+λχ
b�eGb	Y��A]Db	^+P�e

χ ∈ IrrG
]�ÂXV

λ
b-N bµehL&Q£\�t�kXL&VMY`b�k�b	Y-Uu\�k�]�b�fg\�ehR

H ® Q¿Y-T d Ø$e −1 ® \�U&] H ® QÈZX\�ehØ$e
1 ® \�U d \XV�N�Ù�\�eGx


