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Gyiirtik és csop. repr. 1. feladatsor 2015. februar 9.

. Legyen M € Mod-R, azaz M jobb oldali R-modulus, B balidealja, J jobbidealja R-nek,

a € M és U,V részmodulusok M-ben. Az alabbiak koziil melyikek lesznek feltétleniil
részmodulusai M-nek? (Az 6sszegek komplexusosszegeket, a szorzatok a komplexusszorzat
elemeibdl alkotott Gsszegek hamazat jelentik, Annys /(H) — H C R annulldtora M-ben
— pedig az M azon elemeinek halmazat jelenti, amelyeket a H minden eleme 0-ba szoroz.)

a) aR b) aB c) aJ d) UnvV  e) UUV
fy U+V g) Annpy(B)  h) Anny(J) i) UB j) UJ.
a) Legyen 1 € S < R. Bizonyitsuk be, hogy minden R-modulus S-modulus is, de forditva
nem igaz.

b) Legyen I < R. Mi a kapcsolat az R-modulusok és az R/I-modulusok kozott?

. Hany részmodulusa van az aldbbi modulusoknak, és azok hany izomorfiaosztalyba tartoz-

nak?
a) R* mint R-modulus.
b) Z4® Zs ® Zs mint Z-modulus.
c) A 2-elemi test folotti 3 x 3-as méatrixok gyfirtje, IE‘;XB, onmaga folott.
d) ngs mint a f6ls§ haromszdégmatrixok gyftirije f6l6tti jobbmodulus.

. Mi lehet a Z, Z3, illetve Zg gyfirtik f6l6tti (unitér) modulusok additiv csoportja? Izomorfia

erejéig hany 15 elemii modulus van az egyes gytirtik f6lott?

. Legyen V = R" az R {6l6tti n-dimenzios vektortér. Keressiink alkalmas S részgyrtit

az n X n-es valés matrixok gytrtjében, hogy a szokisos méatrix-vektor szorzasra nézve V'
egyetlen nemtrivialis S-részmodulusa

a) U={(z1,...,zn) €V]z1+...+ 2, =0}, illetve

b) U={(z,...,z) € V]x € R} legyen.

. Legyen N < M € Mod-R. Bizonyitsuk be, hogy létezik M-ben egy maximalis U

részmodulus, amelyre N N U = 0, és hogy ekkor M minden nem trivialis részmodulusa
nemtrividlisan metszi az N @& U modulust. Mutassunk példat az Abel-csoportok kézott
arra, hogy N ® U nem feltétleniil az egész M.

. Az alabb felsorolt modulusosztalyok koziil melyikekben bonthaté minden modulus cik-

likusok, illetve egyszertiek direkt Osszegére? Ha az egész osztilyra nem igaz, milyen
részosztalyra teljesiil a felbonthatosag?

a) vektorterek

b) ferdetest folotti modulusok

) véges Abel-csoportok

) Abel-csoportok
* L, 1616tti modulusok
f)* K[x] f616tti modulusok, ahol K test

Legyenek A, B és C részmodulusok az M modulusban, és tegyiik f6l, hogy A > C. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor AN (B+C)=(ANB)+C.

Legyen
Modle b |a,beR}y & R=14 | d |c,deR Y.
0 —a 0 c

Bizonyitsuk be, hogy M jobbmodulus R folott (a természetes méatrixszorzassal), és hogy
M-nek egyetlen valodi részmodulusa van.

c
d
e)

Legyen M jobb R-modulus. Bizonyitsuk be, hogy M annulldtora R-ben, azaz Anng(M) =
{r e R|rm =0V m € M } kétoldali idedlja R-nek.



