Gyiirtik és csop. repr. 1. feladatsor 2015. februar 9.

1. Legyen M € Mod-R, azaz M jobb oldali R-modulus, B balidedlja, J jobbidedlja R-nek,
a € M és UV részmodulusok M-ben. Az aldbbiak kozil melyikek lesznek feltétlendil
részmodulusai M-nek? (Az osszegek komplerusisszegeket, a szorzatok a komplexusszorzat
elemeibdl alkotott dsszegek hamazdt jelentik, Anny, /(H) — H C R annulldtora M-ben —
pedig az M azon elemeinek halmazdt jelenti, amelyeket a H minden eleme 0-ba szoroz.)

a) aR b) aB c) aJ d)unVv e UUV
f)U+V  g) Aany(B) k) Anny(J) i) UB j) UJ.
Megoldds: a) aR részmodulus, a c) specialis esete.

b) aB nem részmodulus, pl. legyen R = R™*" B alljon azokbol a métrixokbol, ame-
lyeknek az elsé oszlopén kiviil nincs nemnulla eleme, M = R, és a = I,.

¢) aJ részmodulus: aj + aj’ = a(j+j') € aJ, (aj)r = a(jr) € aJ.

d) UNV részmodulus: ha v,v" € UNV, akkor U-ban és V-ben is benne vannak, tehét
v + v’ és minden vr benne van U-ban és V-ben, igy a metszetiikben is.

e) U UV nem részmodulus, mar vektorterekre sem: R2?-ben az x tengely, illetve az y
tengely vektorai alteret alkotnak, de az uni6juk nem zart az Osszegre.

f) U+ V részmodulus: (u+v)+ (v +0') = (u+u)+ (v+v")eU+V, és (u+v)r =
ur+ovrelU+V.

g) Anny/(B) részmodulus: ha mb = m’b = 0 minden b € B-re, akkor (m + m')b =
mb+m'b =0 és (mr)b =m(rb) = 0 minden r € R-re, ugyanis rb € B.

h) Annj/(J) nem feltétleniil részmodulus. Legyen R = R"™™ ", mint a b) részben, J
alljon azokbol a méatrixokbol, amelyeknek az els§ soran kiviil csak 0 elemei vannak,
és M = R" alljon sorvektorokbodl. Ekkor Ann,s(J) azokbol a sorvektorokbol all,
amelyeknek az els§ eleme 0, de ezek nem alkotnak részmodulust (Mg kiilonben is
egyszerti).

i) Nem részmodulus. Legyen R = R™", U = M = R" alljon az n-dimenzios sorvek-
torokbol, és legyen B azon méatrixok halmaza, amelyeknek az elsé oszlopan kiviil csupa
0 eleme van. Ekkor UB = {[z,0,...,0] |z € R}, ami nem részmodulus.

j) Részmodulus.

2. a) Legyen 1 € S < R. Bizonyitsuk be, hogy minden R-modulus S-modulus is, de forditva
nem igaz.

b) Legyen I <« R. Mi a kapcsolat az R-modulusok és az R/I-modulusok kozétt?

Megoldds:  a) Az nyilvanvalo, hogy egy R-modulus az S-beli elemekkel valo szorzéasra
is zart. A forditott iranyt tobbféleképpen lehet értelmezni. Egyrészt egy R-modulus
S-részmodulusa nem feltétleniil R-részmodulus (pl. Rp-nek Z-részmodulusa Z, de
nyilvan nem R-részmodulusa), masrészt egy S-moduluson tobbnyire nem lehet tgy
definialni az R-beli elemekkel valo szorzast, hogy az eredeti modulusmiiveleteket meg-
tartsuk, és R-modulust kapjunk, pl. R =R, S = Z esetén M = Z < Ry nyilvan nem
tehet6 R-modulussa, mert a szamossaga is til kicsi.

b) Minden R/I-modulus R-modulus is (az mr := m(r+1) szorzassal), és egy R-modulus,
M pontosan akkor R/I-modulus, ha M = 0 (ekkor az m(r +I) = mr szorzat jol van
definialva, és az axiomak teljesiilése kovetkezik az R-modulus tulajdonsagaibol).

3. Hdny részmodulusa van az aldbbi modulusoknak, és azok hdany izomorfiaosztdlyba tartoznak?
a) R* mint R-modulus.
b) 24 ® 7o ®Zs mint Z-modulus.
c) A 2-elemd test folotti 3 x 3-as mdtrizok gyirije, ngs, onmaga folott.
d) ngs mint a f6lsé haromszogmadtrixok gyiridje folotti jobbmodulus.
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Megoldds: a) A test f616tti modulusok vektorterek, és R*-ben mar egy dimenzids altérbdl
is végtelen sok van. Viszont az azonos dimenzi6s alterek mind izomorfak egyméastol,
igy az izomorfiatipusuk csak 6tféle lehet.

b) Véges Abel-csoportoknak minden p primhez egyetlen p-Sylow-részcsoportjuk van,
amely tartalmazza az 6sszes p-hatvanyrendi elemet. Igy G = Z4 ® Zy ® Zs-nek min-
den H részcsoportja H = P®(Q alaki, ahol P < Zys®7Zs és Q < Zs. (@ nyilvan
csak kétféle lehet. Z4 @ Zo negyedrendii elemet tartalmazo valodi részcsoportjaibol
(2 Z4) csak %2 darab van (a negyedrendii elemekb6l 2-2 ugyanazt a részcsoportot
generalja), a tobbi valodi részesoport a Zy @ Zo 6t részesoportjanak valamelyike. Igy
a G csoportnak osszesen (1 4 2+ 5) -2 = 16 részcsoportja van, és ezek 5-2 = 10
izomorfiatipushoz tartoznak (P = Z4 ® Zao, Ly, Lo ® Lo, Lo vagy 0, és Q = Zs vagy
0).

¢) Legyen R = K3X3  ahol K = Fy. Az Rp részmodulusai kdlcséndsen egyértelmtien
megfeleltethetSk a benniik levé matrixok oszlopai altal generalt altereknek a K3 = IF%—
ben a kovetkezd modon. Mivel R egyszeri gytirti, R = Re; R, ahol e; = FEj; azt a
matrixot jeloli, amelynek egyetlen nem 0 eleme az (1,1) helyen &ll6 1. M < Rpg-
re Me; < (Rel)x = K3, mig V.= Ve; < (Rej)g-ta VeyR < Rp. FEz a
két leképezés egymas inverze: MeitR = MRetR = MR = M, és VeiRe;, =
Vei. Tehat Rpr részmodulusainak szdma a K3 vektortér altereinek szdma, azaz
1+7+7+1 = 16. Radasasul M = N akkor és csak akkor, ha Me; = Ne;
(azaz, ha dimg Me; = dimg Nej), mert mindegyik izomorfizmust egy invertalhato
matrixszal valo balszorzas valositja meg (a modulus-izomorfizmusok K3*3 f5lott
egyuttal vektortér-izomorfizmusok is, és egy r € R elemmel vald balszorzds mindig
modulus-homomorfizmus), igy a részmodulusoknak 4 izomorfiatipusa van.

d) A c) rész jeloléseit megtartva legyen S a fels6 haromszogméatrixok részgytirtje R-
ben. Most az Rg részmodulusait kell leirnunk. Ha egy 3 x 3-as maétrixot jobbrol
szorzunk egy felsé haromszogmatrixszal, akkor az els6 oszlopba az eredeti méatrix elsé
oszlopanak skalarszorosa keriil, a méasodikba az els6 két oszlop linearis kombinécioja, a
harmadikba pedig a harom oszlop egy linearis kombinacioja. Igy egy M részmodulus
matrixainak elsg oszlopai altal alkotott altér (V7), a matrixok mésodik oszlopai altal
alkotott altér (V) és a matrixok harmadik oszlopai altal alkotott altér (V3) néve
altérsorozatot alkotnak K3-ben, és ez jellemzi is a részmodulust. (Vi = MEy3, V5 =
M Es3 és V3 = M E33, ahol E;; az a matrix, amelynek egyetlen nem nulla eleme az (3, j)
helyen levs 1). Formalisan lathatjuk, hogy az M +— (M E13, M Eo3, M Es3), illetve a
Vvl S va S VE; S RE33 = K3 esetre (Vl, VQ, VE;) — ViEgl -|—‘/2E32+VE;E33 megfeleltetés
egymés inverze: M F13F31+ M Fo3FEso+ M FEs3E33 = ME11+MFEos+MFEss = M3 =
M, és (ViE31 + VaE3y + V3E33)Ei3 = ViEs3 = V;. Tovabba ME3 = ME3FEs3 <
ME23 és ME23 = ME23E33 < ME33 miatt M képe nove altérlénc, a (%,VQ,%)
altérharmas képe pedig S-modulus: (Vi FEsy + VoFsy + VaE33)Ey, = ViEs1Ey =
ViEs; < ViEsi,hal <1, (ViEg1+VaoEso+Valss)Ey = VoEsoFyy = Vol < ViE3;, ha
2 S ’i, és (V1E31 + V2E32 +VE;E33)E33 = V3E33. Fg novs altérharmasainak szama 172,
az izomorfiatipusok (hasonléan a c) feladathoz) pedig csak a dimenzidkon milnak, és
ezekbdl 20 van (a 0,1, 2,3 harom elemii ismétléses kombinacidinak a szama).

4. Mi lehet a Z, 73, illetve Zg gyirik folotti (unitér) modulusok additiv csoportja? Izomorfia
erejéig hany 15 elemd modulus van az eqyes gyirik folétt?

Megoldds: 7 f6l6tti modulus minden Abel-csoport. Zs test, tehat a Zs f6l6tti modulusok
vektorterek, és igy @ Zs alakban felirhatok (elemi Abel 3-csoportok). Zg = Zg @ Z3 mint
gylrid, és igy minden MZ6 modulusra M = MZo® MZs egy Zso-modulus és egy Zs-
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modulus (vektortér) direkt Osszege, tehat mint Abel-csoport (@ Zs) (D Zs). 15-6drendii
Z-modulus csak egy van (Zi5), a masik két gytiri folott pedig nincs 15-6drendii modulus.

. Legyen V.= R" az R folotti n-dimenzids vektortér. Keressink alkalmas S részqyirit
az n X n-es valos mdtrixok gyirijeben, hogy a szokdsos mdtriz-vektor szorzdsra nézve V
egyetlen nemtrividlis S-részmodulusa

a) U= {(z1,...,an) €V ]z +...+x, =0}, illetve
b) U={(z,...,x) e V]x € R} legyen.

Megoldds: Tetsz6leges U < V altérre az S = {p € EndV |Up < U} < EndV = R™™"
részgytirtire igaz, hogy U az egyetlen valodi S-invaridns altér. Ugyanis ha W £ U és
W <V, akkor a w € W\ U és v € V\ W vektorokhoz van olyan ¢ € EndV, amelyre
we =v, s Up =0, igy ¢ € S, de W £ W. Ha pedig 0 < W < U, akkor u € U\ W,
w € W\ {0}-ra van olyan ¢ € S, hogy ¢ : w — u (és U egy w-t tartalmazo bazisdnak
tobbi elemén 0), igy W £ W.

Speciélisan az a) esetben S azokbol a matrixokbol all, amelyeknek mindegyik
sorGsszege ugyanannyi, a b) esetben pedig azokbol, amelyeknek mindegyik oszloposszege
ugyanannyi.

. Legyen N < M € Mod-R. Bizonyitsuk be, hogy létezik M-ben eqy mazximdlis U
részmodulus, amelyre N " U = 0, és hogy ekkor M minden nem trividlis részmodulusa
nemtrividlisan metszi az N & U modulust. Mutassunk példdt az Abel-csoportok kézdtt arra,
hogy N @ U nem feltétleniil az egész M.

Megoldas: Barmely olyan felszallo részmoduluslancra, amelynek tagjai az N-et csak 0-
ban metszik, az unid is ilyen részmodulus, ezért a Zorn-lemma szerint létezik az ilyen
modulusok ko6zott maximalis. Ha pedig U maximalis ilyen modulus, és 0 < W < M-re
(N+U)NW =0, akkor NN (U + W) = 0 (ugyanis n = u + w esetén w = n —u €
(N+U)NW =0, amibsl w =n—u =0, é&s NNU = 0 miatt n = u = 0 is igaz), és ez
ellentmond U maximalitasdnak.

A 7,4 Abel-csoportban Zs-hoz 0 a maximalis olyan részmodulus, ami csak trivialisan
metszi metszi Zo-t, de 0 + Zo # Zy.

. Az aldbb felsorolt modulusosztdlyok kozil melyikekben bonthaté minden modulus ciklikusok,
illetve egyszeriek direkt dsszegére? Ha az egész osztdlyra nem igaz, milyen részosztdlyra
teljestil a felbonthatdsdg?

a) vektorterek

b) ferdetest folotti modulusok

c) véges Abel-csoportok

d) Abel-csoportok

e)* Ly, folotti modulusok
) Klx] folotti modulusok, ahol K test

Megoldds:  a), b) Egyszert gytirt féligegyszeri is, ezért minden modulusa egyszertiek
direkt Osszege.

c) A véges Abel-csoportok alaptétele szerint minden véges Abel-csoport felbonthato
ciklikusok direkt Osszegére. Egyszertiek (p-edrendii ciklikusok) Osszegére viszont
altalaban nem (pl. a Z4 sem).

d) Végesen generalt Abel-csoportok felbonthatok ciklikusok direkt Gsszegére (egyszerti-
ekre termeészetesen nem). A nem végesen generaltakra ez azonban nem igaz: a 2.
feladatsor 6. feladataban belatjuk, hogy Q7 nem projektiv, tehat nem irhato fel Z-k
direkt Osszegeként (més ciklikus komponens pedig nem is jonne szoba, minthogy Q
minden nem nulla eleme végtelen rendi).
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e) A Zy-modulusok minden eleme legf6ljebb n-edrendt, és Priifer tétele szerint véges
exponensii Abel-csoportok ciklikusok direkt Osszegére bonthatok. Egyszertiek direkt
Osszegére nyilvan nem.

f) Klz| féidealgytiri, s6t euklideszi gytird, igy minden végesen generalt K[z]-modulus
felbonthato ciklikus modulusok direkt Gsszegére. Nem végesen generdlt modulusokra
ez nem igaz, példaul a racionalis tortfiiggvények teste, K (z) nem bonthato fel, mert
K (z) minden elemének van z-edrésze, viszont a K[z] folotti ciklikus modulusokra
(=2 K[z]/(p(x))), és igy ezek direkt Osszegére sem igaz ez. Egyszertiek (K[z]/(p(z))-
ek, ahol p(z) irreducibilis) direkt Osszegére a végesen generaltak se bonthatok, példaul
a K[z]/(x?) sem.

Legyenek A, B és C részmodulusok az M modulusban, és tegyiik fol, hogy A > C. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor AN (B+C)=(ANB)+C.

Legyen
M:{[a b] }a,bER} €s R:{[c d] ‘c,dER}.
0 —a 0 c

Bizonyitsuk be, hogy M jobbmodulus R folott (a természetes mdtrizszorzdssal), és hogy
M -nek egyetlen valodi részmodulusa van.

Legyen M jobb R-modulus. Bizonyitsuk be, hogy M annullitora R-ben, azaz Anng(M) =
{reR|rm=0V m e M} kétoldali idedlja R-nek.



