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. Keressiik meg Cy irreducibilis reprezentdcioit eqy tetszdleges K test folott! Hatdrozzuk meg
K35 részmodulusait, ha K karakterisztikdja 3.

Megoldds: C5 reprezentéacioi GL(V)-be mend csoport-homomorfizmusok. A reprezentaciot
meghatarozza a Cs generdtorelemének a képe: egy olyan A matrix, amelyre A3 = I.
Ahhoz, hogy a reprezentacié irreducibilis legyen, az kell, hogy V-nek ne legyen A-invarians
valodi altere. Legyen m(z) az A minimélpolinomja. A® = I miatt m(z) | 23 — 1. Ha
m(1) = 0, akkor 1 sajatértéke A-nak, tehat A-nak van sajatvektora, és az ez altal generalt
altér A-invarians, azaz ekkor dimV = 1, és A trividlisan hat rajta. char K = 3 esetén
23 —1 = (x — 1)3, ezért ekkor mas irreducibilis reprezentacié nincs is.

Tegyiik fel most, hogy char K # 3 és m(1) # 0. Ekkor m(z) | 2 +z+1. Ha 2?> +2+1
reducibilis K folott, akkor a gyokei kiilonbozéek (ugyanis 23 — 1-nek sincs tdbbszoros
gydke 3-tol kiildnbozs karakterisztika esetén, mert 23 — 1 relativ prim a derivaltjahoz),
és mindkét sajatértékhez tartozik egy egydimenzids reprezenticié. Ekkor Cs-nak harom
els6foku reprezentacidja van.

Ha 22 + 2 + 1 irreducibilis K foltt, akkor tetszdleges v € V-re a v és vA Altal generalt
altér A-invarians (ui. vA? = —v —vA), és ennek mar nincs A-invarians altere, mert akkor
A-nak lenne sajatvektora. Tehat ilyenkor dim V' = 2, és ilyen reprezentacio valoban létezik:

A= [:} (1)} . Toébb irreducibilis reprezentacié nem lehet, mert 1 + 2 = dim CC}.

3 karakterisztikaji K test esetén K (O3 minimalis részmodulusa csak olyan z +ya + za?
elemekbdl allhat (ahol C3 = (a)), amelyekre (z+ya+ za?)a = z+ra+ya® = x +ya+ za?,
azaz r = y = z, mert K C3 egyetlen irreducibilis modulusa a trivialis modulus. Tehat M; =
{M1+a+a*)| ) € K} az egyetlen minimalis részmodulus K C3-ban, ef6ltt maximalis
modulus pedig szintén csak egy van, ugyanis csak olyan u elemek lehetnek benne, amelyekre
ua —u € My, hogy Ms/M; trivialis egyszerii modulus legyen, és ilyenek csak azok az
x +ya + za? elemek, amelyekre x +y + z = 0.

. Adjuk meg Cy x Cy irreducibilis reprezentdcidit eqy tetszdleges K test folatt!

Megoldds: Cs x Co homomorfizmusait GL(V)-be megadja a két komponens generator-
elemének homomorf képe, A és B, azaz olyan matrixpar, amelyre A?> = B? = ] és
AB = BA. A és B minimélpolinomja osztéja 2 — 1-nek, tehat mindenképpen van
K-ban sajatértékiik. Legyen Vi az A-nak egy sajataltere. AB = BA miatt ez B-
invarians: vA = Av esetén (vB)A = v(BA) = v(AB) = (vA)B = AvB. Ebben B-nek van
sajatvektora is, ismét a B? = I feltétel miatt, tehat van A-nak és B-nek kozos sajatvektora,
azaz V-nek egydimenzios Cy x Cp-invarians altere. Igy az irreducibilis reprezentacio csak
egydimenzios lehet, azaz C*-be vezeté homomorfizmus. Ez mindkét generitor elemet 1-
be vagy —1-be viheti, és ezek valoban homomorfizmust adnak, tehit char K = 2 esetén
egyetlen, egydimenzios irreducibilis reprezentacié van, minden mas esetben négy.

. Bizonyitsuk be, hogy egy Abel-csoportnak minden C folotti irreducibilis reprezentdcidja
linedris! Mi a helyzet tetszéleges test folott?

Megoldds: A linearis reprezentaciok nyilvanvaloan irreducibilisek. Ha a G Abel-csoportot
felbontjuk nq,...,ng rendi ciklikusok direkt szorzatara, és az i-edik generatorelemet
egy tetszbleges n;-edik komplex egységgyokbe képezziik, ez nyilvan kiterjeszthets egy
C*-be mend csoporthomomorfizmussa, és fgy nins---nxy = |G| kiilonbozs linearis
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reprezentéciot kapunk (ezek nyilvanvaléan nem is hasonlok egyméshoz). Mivel az irre-
ducibilis reprezentéciok fokainak a négyzetisszege |G|, ezen kiviil G-nek mar nem is lehet
irreducibilis reprezentacioja.

Ez més test f6l6tt nem feltétleniil igaz, példaul C's-nak Zs f6l6tt van masodfoki irre-
ducibilis reprezentacioja (1d. a 3. feladat megoldasat). Algebrailag zart test f6lott viszont
mindig linedrisak az irreducibilis karakterek, ugyanis tetszGleges elemnek van sajatértéke,
és az ehhez tartozo sajataltér a vele felcserélhets elemekre, tehat az egész csoportra nézve
invarians, igy az irreducibilitasbol kovetkezik, hogy a sajataltér a teljes vektortér. Mivel ez
minden elemre igaz, a vektortér egy tetszdleges egydimenzios altere is G-invarians, igy a
vektortér csak 1-dimenzids lehet. Viszont a linearis karakterek szdma lehet ekkor is kisebb
a G elemszamanal, ha a karakterisztika osztja a csoport rendjét.

. Adjuk meg Sy-nek egy 3-dimenzids valds irreducibilis reprezentdcidjdt, és hatdrozzuk meg
ennek a reprezentdcionak a karakterét.

Megoldds: A szabalyos tetraéder egybevagosagi csoportja Sy, és ha egy ilyen tetraéder
kozéppontjat az origoba tessziik, akkor az egybevagosagai a 3-dimenzios valos téren linearis
transzforméaciok lesznek. Vegyiik fel azt a bazist, amelynek elemei az origobol a tetraéder
harom cstcsaba mutato vektorok (ekkor a negyedik csiicsba mutato vektor ezek Gsszegének
ellentettje, mert az atlaguk 0 kell, hogy legyen). Ebben felirva minden konjugaltosztalybol
egy transzformaciot, a kovetkezd matrixokat kapjuk (a permutécioknak az a transzforméacio
felel meg, amelyik a négy cstcsot az adott permutacié szerint permutalja, és a harom
béazisvektor az elsd harom csiics helyvektora):

1 0 0 0 1 0 01 0
X(1)=1{0 1 0 X((12)34)=| 1 0 0 X((123)= {0 0 1
00 1 1 -1 -1 1 0 0
01 0 0 1 0
X((12)=1{1 0 0 X((1234)=| 0 0 1
00 1 1 -1 -1
gy x(1) =3, x((12)(34)) = -1, x((123)) = 0, x((12)) = 1, x((1234)) = —1.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy trreducibilis karakternek és eqy linedris karakternek a szorzata

maindig irreducibilis.

Megoldds: Legyen x € Irr G és A linearis. Ekkor [Ay, A\x] = |G| > Ag)x(g)A(g)x(g) =
e

| P2 Mg Ix(9)|2. De X(g) egységgydk, igy [A(g)]? = 1, és ezért az utobbi dsszeg
gEG

D x] =

. Hatdrozzuk meg Ay és Sy karaktertdblajdt.

Megoldds: As-nek a kommutator részcsoportja a 4-elemii Klein-csoport, igy harom lineéris
karaktere van, ami az Ay/A), = (3 karaktereinek felel meg: a harmadrendid elem
tetsz6leges harmadik egységgyokbe képzddhet, az inverze pedig ennek konjugéltjaba.
Az egyetlen nem linearis karaktert ezutidn az ortogonalitasi relaciok segitségével is
kiszémithatjuk de megkaphatjuk agy is mint 54 mér ismert (valamelyik) 3- adfokﬁ ir—
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harmadik egységgyok.

Ay 1 ()() | (123)C | (321)¢
1 1 1 1
1 1 € €
1 1 g €
3 -1 0 0

Ss-nek 6t konjugéltosztilya, igy 6t irreducibilis karaktere van. Ebbdl ismerjiik a két
linearis karaktert, tovibba a 6. feladatban megadott harmadfoki karaktert. Ez utébbinak
a nem trivialis linearis karakterrel vett szorzata megadja a negyedik irreducibilis karak-
tert (a 7. feladat szerint ez is irreducibilis), az 6t6dik (méasodfoki) karaktert pedig méar
ortogonalitassal kiszamolhatjuk. Igy a karaktertabla

S, 10 )3 (D8 ()8 | ()
1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1
3 -1 0 1 -1
3 -1 0 -1 1
2 2 -1 0 0

Bizonyitsuk be, hogy egy nemtrividlis csoport karaktertdbldjinak minden sordban és minden
oszlopaban legaldbb két nemnulla szam van.

Megoldas: A trivialis karakter sorara nyilvan igaz ez. Ha 1g # x € Irr G, akkor 0 =

k
bolel = o T x(9) = a7 2 IKilx(g0), és K = {1} esetén x(g1) # 0, fgy van masik
g€ i=

konjugaltosztaly is, amelynek g; reprezentans elemére x(g;) # 0.
Az 1-nek az oszlopa a karakterek fokait tartalmazza: ezek nem nullak, g # 1-re pedig

k
> xi(g)xi(1) =0, és a tagok koziil 16(g)1g(1) # 0, igy van még egy nem nulla tag.
i=1

Bizonyitsuk be, hogy eqy 28 elemi nem kommutativ csoportnak van mdsodfoki irreducibilis
reprezentdcioja C folott.
Egészitsiik ki a kévetkezd tdblazatot, ha tudjuk, hogy ez eqy véges csoport karaktertdiblaja

(vegyiik figyelembe, hogy a sorok és oszlopok esetleg nem a megszokott sorrendben van-
nak, tehdt az 1 elemhez tartozo oszlop nem feltétleniil az elsd, és a trividlis karakter nem
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feltétlenil az elsé sorba kerilt)! Mekkora a csoport rendje, konjugdltosztilyainak mérete,
milyen rendid normdlosztéi vannak? Mekkora a csoport centruma?

1 1 —1 1
1 —1 1
1 —1 1
0 0 —2
2 —2 0 —iV/2 0
2 0 0 0




