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1. Bevezetés

Dolgozatomban a Poincaré egyenlGtlenséget vizsgalom kolcsonhaté Markov
folyamatokra, ez az egyenl6tlenség kulcsfontossagt szerepet tolt be részecske-
rendszerek hidrodinamikai viselkedésének vizsgéalatakor, tobbek kozt a spekt-
ralis rés nagysigira vonatkozoé kovetkeztetéseket vonhatunk le. Maga az

egyenlGtlenség

D AW (W) < —e Y Aw)p(w)Lp(w)

we weN

alakot 6lti, ahol €2 az allapotteret, \ a stacionarius mértéket és L a folya-
mat generatorat jeloli.

A vizsgalt modelljeink mindegyike fizikai indittatasia. Képzeljiik el, hogy
egy egyenes mentén n szomszédos racsponton részecskék helyezkednek el.
Legegyszertibb modelliinkben egy fajta részecske van, igy egy adott helyen
vagy van részecske (1-essel fogjuk jelolni) vagy nincs részecske (0-aval fogjuk
jelolni). A Markov folyamatot az jelenteni, hogy a részecskék racspontrol
racspontra ugralnak. Gondolhatunk erre a folytonos Markov folyamatra agy
is, hogy a részecskék és az iires helyek egy n ponta teljes graf csiicsaiban
helyezkednek el és minden élen van egy ora, melyek egymastol fiiggetleniil
1 paramétert exponencialis eloszlas szerint csorognek, és amelyik élen meg-
csOrren az Ora ott végrehajtjuk az allapotok cseréjét. Természetesen a modell
tovabbfejleszthetd: kikothetjiik, hogy a részecskék egy erétér hataséra csak
egy adott irdnyba tudnak mozogni és csak a szomszédos helyre ugorhat-
nak, ami mar egy sokkal valosaghtibb megkozelités. Ezzel a modellel fogok
foglalkozni dolgozatom els6 részében, az ott leirtak T. Funaki, K. Uchiyama
és H.T. Yau cikkére [1] épiilnek.

A masodik targyalt modellben immér nem egy-, hanem kétfajta részecs-



kével dolgozunk, ahol a folyamatot djfent a részecskék véletlen cseréje je-
lenti. Erre az esetre bizonyitom a Poincaré egyenl&tlenséget, a dolgozat 6
eredménye a 4.1 Tétel. Ez a modell ha ugy tetszik, mar pozitiv és negativ
toltést részecskéket is tartalmaz és latni fogjuk, hogy vizsgélata 1ényegesen
bonyolultabb a kétallapotd modellnél.

Veégiil kitériink a parkeltéses-irtasos folyamatra is, ahol mar az egyes ti-
pust részecskék szama is valtozhat, agymond két ellentétes toltést részecske

kiolthatja egymaést és forditva.



2. Poincaré egyenl6tlenség és a spektralis rés

A modellek pontos definidlasa el6tt vizsgaljuk meg, hogy a Poincaré egyen-
16tlenség milyen alakot 61t folytonos Markov folyamatra véges allapottéren.
Dolgozatomban elsé két fejezetében vizsgalt modellekben az egyes tipusi
részecskék szama a folyamat soran nem valtozik, csak ugrasok torténnek bi-
zonyos ratakkal. Legyen L a folyamat infinitezimélis generatora, ami métrix

alakban a kovetkezd:

, ha
L — r(w, o) w#o

)

—r(w) haw=o0¢

ahol r(w) = >, r(w,0), & r(w,o) jelenti a megfelel§ ugrasi ratat. Folya-
mataink tipikusan nem reverzibilisek, igy szimmetrizalast fogunk alkalmazni.
Jelolje < ¢,1 > a ) stacionarius mértékhez rendelt valos L* tér skaldris

szorzatat:

<@ >=> Awpw)(w),

we

ekkor a Dirichlet forma D(p) =< ¢, —Lp > (ahol ¢ az allapottér ele-
mein hato valos érték fiiggvény), ez szerepel a Poincaré egyenlGtlenség jobb
oldalan. Ha most L* jeloli L operator adjungaltjat, akkor — < ¢, Ly >=
— <@, L*p > és igy

1
—<pLp>=—o <o (L+L)p>

Jeloljiik 7*(w, 0)-al az L* generatorral rendelkezd folyamat ugrasi ratait.

Ismert, hogy ekkor

Ao)r(o,w)
AMw)

A targyalt folyamataink mindegyikében az egyenletes eloszlas lesz a sta-

r(w, o) =

cionarius, igy A(w) = A(0) felhasznalasaval
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r*(w,0) =r(o,w)
adodik. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy az L* generatoru folyamat az
L generatorid folyamat idébeni megforditasa.
Tovabba jol ismert, hogy reverzibilis folyamatok esetén a Poincaré egyen-
I6tlenség a

D AWPW) e Y Aw)r(w, 0)(@(o) — pl(w))?

weN w,o€N

alakot 0lti.

2.1. Definicié. Legyen X; folytonos idejii Markov linc Q véges dllapottéren

A staciondrius eloszldssal, ekkor a folyamat spektrdlis rése:

_ i) D)
e f{Vam(SO)

0 € L*(N), Exp =0, Vary(p) # 0}

Vegyiik észre, hogy a spektralis rés azon legkisebb C' konstans reciprokaval

egyenlS, melyre

Vary(p) < CD (p)

ezért van fontos szerepe a Poincaré egyenlGtlenségnek a spektrélis rés
becslésénél. Tovabba jol ismert, hogy a stacionarius eloszldshoz vald kon-
vergencia sebessége pedig a spektralis rés segitségével becsiilhetd, igy tu-
lajdonképpen a Poincaré egyenltlenség vizsgalata egyben az "allandosult”

allapot elérésének gyorsasagat is vizsgalja.



3. A kétallapotu kizarasos folyamat

3.1. A kétallapotii modell

A bevezetében vazolt modellt most pontosan definialjuk. A részecskéink egy
dimenzioban mozognak, egy periodikus szakaszon: Z/nZ, igy a konfigura-
ciokat egy n-hosszu vektorral reprezentaljuk: w = (wy, ..., w,).A konfiguracios
tér alljon az olyan n hosszi 0,1 sorozatokbol, melyek adott m darab egyest
tartalmaznak. Vagyis Q7 = {w | >  wx = m} ahol wy az w k. koordinéatéja.

A folyamat generatora a kdvetkezo:

Lo = Zwk(l - wk+1)(¢(w(k’k+l))) —p(w))

Ahol w® jelentse azt a konfigurdciot amit w-bol kapunk, ha b = (k,1)
koordinatdkon 1év6 allapotokat felcseréljiik, vagyis (w*), = w; és (W), =
wg, ami ugyebar azt jelenti, hogy a részecskék egy erétér hatasara jobbra
haladnak. Legyen ¢ : €2 — R, feltehets, hogy E¢ = 0. Legyen tovabba
A az a valoszindségi mérték az (2 téren ami ez egyenletes elsozlast adja,
fgy Mw) = 1/("), itt emlitem meg, hogy ez tulajdonképpen egy feltételes

eloszlas, ahol a feltételt az egyesek szama jelenti.
3.1. Allitas. A fent definidlt folyamatra a \ valészintségi mérték staciondrius.

Bizonyitas:

Igazolnunk kell, hogy > Lo(w)A(w) = 0. A folyamat L generatora-

wenn,

nak, és A mértéknek a definici6i szerint:

D Lo@Aw) = A@) D D wr(l —wi) (p(w™F ) — p(w)) =

weQn, weQn k=1



n

=Mw) YD (i (1= w) — w1 = wiepr)) plw) =

weQn k=1

= A@) D (@nr1 —wi)p(w) =0

wen,

Hiszen w11 = w1, igy A valoban stacionarius. [

3.2. Poincaré egyenlStlenség vizsgalata

Most méar ratérhetiink a Poincaré egyenl6tlenség bizonyitasara a kizarasos
modellre. Elgszér egy konnyebben kezelhet6 folyamatra igazoljuk az egyen-
16tlenséget, arra amikor a (1,0) — (0, 1) cseréken kiviil a (0,1) — (1,0) csere

is megengedett. Vagyis az el6z6 részben leirtak szerint L+2L generatorral ren-

delkez6 folyamatot vizsgaljuk.

(L z L*) ¥ %(Wk(l — wit1) + Wi (1= wi)) (™)) — p(w)) =

3

(wk—i—l - wk)Q(Sﬁ(W(k’kH))) - SD(W))

N | —

k=1
Tehét ebben a folyamatban a pozitiv toltést részecskék jobbra és balra

is ugorhatnak. Tovabba a fentiek szerint, ha erre a folyamatra bizonyitjuk
a Poincaré egyenlGtlenséget, akkor egyben az asszimetrikus, nem reverzi-
bilis folyamatra is igazoltuk, hiszen ezt a Dirichlet forma atalakitasabol kap-
tuk. A bizonyitas els6, egyben legfontosabb részében még tavoli cseréket is

megengediink, majd ezutan redukaljuk a megoldést a szomszédos cserékre.



3.1. Tétel. [1]
Minden ¢ : Q' — R fiigguény esetén, melyre Ep = 0, teljesil a Poincaré

egyenlitlenség:

S AR P () - @) Aw)

weNn, €N

ahol B = {(k,1)|1 < k,l <n} a cserék halmaza.

n
m?

Bizonyitas:
Nyilvanvalo, hogy wy = w; és b = (k,1) esetén (o(w?) — p(w))? = 0, igy
jobb oldalon csak a tényleges cserékkel kell tor6dniink, amik meg is valtoz-

tatjak a konfiguraciot. Tovabba

Y Ma)*(a) :% Yo D AW (pw) = p(o))?

zeQn, weQn ocQy,

m

egyszeri szamolassal adodik felhasznalva, hogy Ep = 0.
A ={(w,0) € Q" x Q" |#{i|w; # 0;} = 2k}

Vagyis Ay jeloli azon konfiguraciéparok halmazat, melyek pontosan 2k helyen
térnek el egymastol.

k=1-re:

1 s 1(n ! b )
PIRCCCERE) 1) T - e

m we, b
Tovabba egy « konfiguraciobol [ konfiguracioba vezets 1t legyen olyan
a-ban kezd6dé és (-ban végz6ds konfiguraciok sorozata, melyek a lehetd
legrovidebbek, és a szomszédosak egy cserével egymasba viheték. Adott a,(
parra a koztiikk vezetd utak halmazat jeloljiik S, g-val. Igy keészitsiink egy

o — (3 utat:



a=w oWl - ... >k =3

ahol természetesen w'™! = (w!)? valamely b cserére, ekkor

() — i W) — pwh)® = (Z (o) - w(wl))2)+

=1 =1

+2 ) (p(w") = (@) (W) = 9(8)) = N+ Kag

Eszerint a felbontas szerint fogjuk becsiilni a tagokat (k=1 esetet azért
vizsgaltuk kiilon, mert ott az 1t hossza 1, igy nincsenek kozbiilsG tagok),
a kétszeres szorzatokrol belatjuk, hogy az 6sszes konfiguraciora Osszegezve
negativot adnak, mig a négyzetes tagok alkotta 6sszeghben meg fogjuk hatarozni,

hogy egy adott (¢(w’) — p(w))? tag hanyszor fordul eld.

Kezdjiik a masodik tag becslésével: ehhez vegyiik észre, hogy két konfigu-
raci6 csak paros sok helyen kiilonbozhet egyméastol. Tovabba ha két konfigura-
ci6 2k helyen kiilonbozik, akkor koztiik pontosan (k!)? 1t vezet, hiszen az elss
csere k? fele lehet, a masodik (k — 1)? és igy tovabb. Vizsgaljuk >°_ ; Ko
Osszeget, csoportositsuk a konfiguracié parokat aszerint, hogy hény helyen
kiilonboznek egyméstol, vagyis A, halmazokba. Rogzitsiik ezen eltérések szamét:
2k. Tovabba ne csak egy uton jussunk el a-bol f-ba hanem az Osszes lehet-
ségesen, hogy az Osszeg ne valtozzon, osszunk az utak szamaval. Ossze-

foglalva:

P?‘
,_\

Z E — o) (pw™) = ¢(8))

(0676)6 k ‘ SESO‘ BT

I
)



Fixaljunk egy (¢(w") —@(w™™)) (p(w™™) —¢(3)) tagot belértve a w™*! =
(w")b-et ado b cserét és w'-t is és magét r-t is vagyis azt, hogy hanyadik helyen
torténik a b csere. Tovabba s jelolje az w'-k &ltal adott o — 3 utat, azaz azon
helyek rendezett sorrendjét ahol csere tortént. Az attekinthet&ség kedvéért
W' = w jeldlést hasznaljuk. Ekkor ha a® — (-t vizsgaljuk az s tton, akkor
(p(w’) — o)) (p(w) — p(a’)) tagot kapunk. Ugyebéar van egy s-sel jeldlt

utunk:

a—.mw—ow—. -4
Az a — [ 1t, ezt harom részre bontjuk: s; legyen a — w, és legyen s,
w® — B. Induljunk ki 8 konfiguraciobol és haladjunk b o s; titon a (ahol o az
utak egyméas utéan fiizését jelenti), igy jussunk el y-ba:

b b
a 51 W —p W 82/6_>bﬁ 3

Igy van egy v — w® utunk: s;' obo s, ' és ezen ut mentén taldljuk

(2(8”) — 0(3)) (2(B) — w(w”)

tagot, tovabba ha az egész titon végrehajtjuk a b cserét, akkor ugyebar 7° — w
utat kapjuk és (0(8) — ¢(8°)) (¢(3°) — p(w)) tagot. Tehat a szummaban
szerepls tagok négyesével ( mint @ — 3, o — B°, ¥ — w, v — W)
csoportosithatéak, hiszen barmelyik barmelyik taghél indulva a fenti harom
atalakitast elvégezve a masik harom tagot kapjuk. Tovabba minden négyes
csoportbol minden egyes tag szorzoja a szummaban azonos, hiszen mindegyik
tagban a b csere azonos helyen torténik, és ugyanazokat az elemeket cseréljiik

fel csak esetleg forditott sorrendben. Egy csoporton beliili tagok Gsszege:

(p(w) = (W) (e(W”) = 0(B)) + (W) — e(w)) (p(w) — ©(B")+

10



+((8°) = ¢(8)) (¢(B) = (") + (9(8) = 2(58")) (¢(8") — p(w)) =

= (p(w) — (W) (p(w’) — ©(B) + ©(B") — o(w))+

+(2(B) = 0(8") (e(w”) = 0(B) + (") — p(w)) =

2

—(p(W”) = (B) + (8" — p(w))” <0

Kovetkezésképp a tagok Osszege minden egyes négyesben negativ, igy a
négyes csoportokra 0sszegezve is negativot kapunk. Ezzek bizonyitasunk els6
felét befejeztiik, attériink az 6sszeg elsé felének vizsgalatara.

Tehat célunk

osszegben megszamoljuk, hogy egy adott (gp(wb) — gp(cu))2 tag hanyszor sze-
repel. Vegyiik észre, hogy minden egyes tag ugyanannyiszor szerepel, hiszen
a probléma szimmetrikus, minden egyes konfiguracié egy permutacioval egy
tetszoleges masikba vihets. Igy tulajdonképpen a tagok szamat elég meghataroz-

nunk. Bizonyitdsunk elején definidlt A halmazok elemszaméra

= () ()

adodik. Ekkor a tagok szama:

> 2 w2 20 () ()

k (a,8)€Ag IS k

11



0G0 -GG -
= (2 = () e

A szumma kiszamitédsa azon az egyszert kombinatorikai elven alapul,
hogy n — 1 targybol ugy valasztunk ki m darabot, hogy két részre osztjuk
a targyakat, egy m — l-es és egy n — m-es csoportra majd esetszétvalasztas-
sal dontjiik el, hogy melyikb&l mennyit valasztunk. Tovabba a szumméban
szerepel egy \(x)A\(y) tag, igy a (Z)Q—es szorzo kiesik. Végiil a bizonyitando
egyenlGtlenség jobb oldalan is minden tag ugyanannyiszor szerepel, igy itt
is egylittes szamukat hatarozzuk. Ezt ugy kapjuk, hogy kivalasztunk egy w
konfiguraciot, ez (TZ) lehetGség, majd egy b cserét, ez m(n — m) lehetdség,
persze minden tagot kétszer szidmoltunk igy adodik a bizonyitani kivant

> A w)pt(w) < ﬁ Z%b(cp(w(b)) — p(w))?Mw) egyenlétlenség. [

Az el6z6 bizonyitasban még B szerepelt az allitasban, mint az Gsszes lehet-
séges cserék halmaza. Viszont a modell leirasanal a folyamat motivaciojaként
azt irtuk, hogy elektromos erétér hatasara a pozitiv részecskék szomszédos
helyekre ugralva jobbra haladnak. Igy B* jelolje a szomszédos helyeken létre-
johetd cserék halmazat, vagyis B* = {(k, k+1)|1 < k <n, wx = 1, w41 = 0}.

Ekkor igaz a kovetkez6 Poincaré egyenlGtlenség:

3.2. Tétel. [1]

Minden ¢ : ' — R fiigguény esetén, melyre Ep = 0, teljesil a Poincaré

eqyenlitlenség:
2 n? b 2
D AWt w) < T Y (W) = pw)*Aw)
weQn, weNn, ,be B*

ahol B* a fent definidlt.

12



Bizonyitas:
Az el6z6 tétel eredményét fogjuk kihasznalni. Elssként (o(w?) — p(w))?
tagot alakitjuk at: jussunk el w’-bél w-ba (vagy forditva, amelyik lehetséges)

egy uton, hogy kozben csak B*-beli cseréket végziink.

(p(0®) — ()" = (k:l (p(a'*h) sO(o/)))2 <
< (k_l 12)(k_1<go< 1)~ plad)?) Sn(iw 1)~ p(al))?)
Vagyis
Y W) )< S (Z 1) = p(a)?) <
weN® beB weN™ beB i=0

wenn, .be B*
hiszen egy adott (p(a1) — ¢(a'))? tag nem szerepelhet tobbszor a fenti
szumméaban mint n?, hiszen a "vandorlé" 1-es részecske kevesebb, mint n

helyrsl indulhatott és kevesebb mint n helyre érkezhet. Ezt Gsszevetve az

el6z6 tételiink eredményével:

SAMWP@ S D () — pw)Aw) <
wenr, weQ® beB
ST ) = elw)PAw)

7"

adodik, ezzel a bizonyitast befejeztiik. [

13



Osszefoglalva az eddig latottakat, megallapithatjuk, hogy a probléma
szimmetrizélasa, vagyis L+ L* generatoru folyamat vizsgalata, illetve a "tavoli"
cserék megengedése célravezets volt. Ezt a két 1épést a kovetkezd fejezetben
is alkalmazni fogjuk, viszont mint latni fogjuk a 2.1. tétel bizonyitasdban

latott Gtlet csak részben fog miikodni.

14



4. A haromallapotu folyamat

A kovetkezSkben ennél bonyolultabb folyamatot fogunk vizsgalni, melyet
Fritz Jozsef és Toth Balint, illetve Fritz Jozsef és Nagy Katalin vizsgal 2004-
ben valamint 2006-ban megjelent cikkiikben [4],[2]. A konfiguraciés tér most
3 fajta elemet tartalmaz: —1,0, 1, mindegyikbdl adott, a folyamat soran Aal-

land6 szamu allapot szerepel, igy a konfiguracios tér:

O = | S n = p—m, St = pet m)

Gondolhatunk itt pozitiv, negativ részecskékre és iires helyekre. A részecs-
kék egy periodikus egyenes Z /nZ mentén helyezkednek el, tovabba egy erdtér
hatasara a pozitiv toltést részecskék jobbra, a negativ toltéstiek balra mo-
zognak 1-1 rataval, és egy —1l-es és +1-es részecske helycseréje 2-es rata-
val torténik. Célunk most is ezen folyamat spektralis résének megbecsiilése,

vagyis a Poincaré egyenl6tlenség igazolasa.

Esetiinkben is adott A valoszinliségi mérték, az egyenletes eloszlas a Q7

altéren: \(w) ZPIZIZ!, ahol z = n — m — p jeloli a nulldk szamat. Vagyis A

egy megmaradasi feltételekkel vett egyenletes eloszlas a konfiguracios téren.
Legyen o most is a konfigurdcios tér elemein hato figgvény:p : 2, — R,
feltehetd, hogy E¢ = 0. Az w® jelentse azt a konfiguraciot, amit w-bol kapunk,
ha b = (k,1) allapotokat felcseréljiik.

A folyamat generatora a kdvetkezo:

1
Ly = Z 5(“‘)/% + W/§+1 T Wy — wk+1)(¢(w(k’k+1))) - GO(W))
k=0

15



4.1. Allitas. A fent definidlt haromdllapoti folyamatra a \ valdszindségi

mérték staciondrius.

Bizonyitas:
[gazolnunk kell, hogy Zwng N Lo(w)A(w) = 0. A folyamat L generatora-

nak, és A\ mértéknek a definiciéi szerint:

1
Y Lo w) = Aw) 5 (@itwi g twr—wi) (W) —p(w)) =
wey ., wey ., k=0
- 1 2 2
—)\(u)) E(wk + Wiy Wik — wk+1)g0(w)+
wer . k=0
- 1 2 2
) (s + i — ) =
weQy ., k=0
Aw) (Wr1 — wi)p(w) =0
wey , k=0

Kihasznatuk, hogy A(w) allandé és, hogy w,1 = wi, igy A valoéban sta-

ciondrius. J

4.1. Poincaré egyenlStlenség vizsgalata

Térjiink at a Poincaré egyenl6tlenség vizsgalatara. Az el6z6 fejezetben 1a-
tott gondolatmenetbdl indulunk ki, vagyis az L 4+ L* generatorral rendelkez6
folyamatot vizsgaljuk, tovabba még a tavoli cseréket is megengedjiik. Ezzel

szimmetrikussa és konnyebben kezelhetévé tessziik a problémat.

L+r17)
2 )¥™

((wi+wi+l +Wk_wk+1)+(wz+1+wz+wk+l_wk)) (@(W(k’kﬂ)))—@(w)) =

16



3

(wp + wipy) (P(@FFH)) — p(w))

DO | —

k=1

Vagyis célunk djfent ugyanolyan tipust Poincaré egyenlétlenség bizonyitasa,

mint amit az el6zé fejezetben lattunk, hiszen ha wy # wiy1 ,akkor
wi + wp 1 >0
A koveteks tétel tekinthets a dolgozat f6 eredményének.

4.1. Tétel. Minden ¢ : ), — R figguény esetén, melyre Ep = 0, teljesil

a Poincaré egqyenldtlenség:

> A < - (P(") ~ p()PA)

weQy ., weQn . beB

ahol B = {(k,1)|1 < k,l < n} a cserék halmaza.

Bizonyitas:

A harom allapotot a konnyebb kezelhet&ség kedvéért értelemszerten +, 0, —
szimboélumokkal jeloljiik. A bizonyitas szerkezete hasonlit a 0,1 részecskékbdl
allo konfiguracios térnél latottra. Viszont vegyiik észre, hogy most az hogy két
konfiguracié hany helyen kiilénbézik nem hatirozza meg a két konfiguracio

kozt vezetd at hosszat:

a=(—,—,0,0,+,+)
ﬁ = (+7+7_a_70a0)
Y= (+,O,+,—,0,—)

Konnyen lathato, hogy mind §, mind v is 6 helyen kiilonbozik a-tol,
viszont o« — [ ut 4 hosszt és o — ~y Ut 3 hosszi, igy nem a tagok Osszesza-

molésa nem igérkezik egyszertinek. Az olyan 3 elemi részkonfiguraciokat,
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melyek rendezéséhez legalabb 2 csere sziikséges ciklusnak fogjuk nevezni. Ve-

gyiik észre, hogy a permutacioktol eltekintve két fajta ciklus van:

H‘,O, _| - ’07 _7+‘

illetve

|+7O> _| - |_7+7O‘

Az elsd ciklust negativ ciklusnak, a masodikat pozitiv ciklusnak nevezzik
a tovabbiakban. Az elnevezés abbdl ered, hogy a 0 elem helyére — vagy +
allapotnak kell keriilnie.

Az utak szerkezete:

ElGszor vizsgaljuk meg adott o és § konfiguraciopar kozti kiilonbségek

szerkezetét, azt, hogy milyen cserékkel lehet egyikbél a masikba eljutni:
Ny = {k| ap =z, 8, =y}
és legyenek ezek elemszamai:
Ny 1= [Noy|

Vezessiink be néhany transzformaciot, melyek a konfiguraciokon hatnak.
T(I’M) legyen az a transzformaéacio, ami w konfiguracio k. és [. koordinatajan
levé allapotot felesereli. Vagyis (17, ;) (w))x = wi és (T} y(w)): = wy, és a tobbi
koordinata nem valtozik.

T (c,:’rl’m) mar harom elemet valtoztat és akkor értelmes ha k, [, m allapotok
koziil egy-egy +,0, — allapot, és a transzformacio a 0 allapotbol +, a + &l-

lapotbol — és a — allapotbol 0-at csindl az adott k, [, m koordinata harmason,

a t6bbi koordinatat nem véltoztatja. Példaul: T o (0+——0+) = 0—0—++.
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T (ck”l’m) is olyan konfigurécidokon értelmezett, ahol k, [, m allapotok koziil
egy-egy +, 0, — allapot, és a transzforméacié a 0 allapotbol —, a — allapotbol
+ és a + allapotbdl 0-at csinél az adott k, [, m koordinata harmason, a tobbi
koordindtat nem véltoztatja. Példaul T, (0 + — — 04) = 00 + — — +.

Vegyiik észre, hogy T és T transzforméciok a ciklusokat hivatottak
rendezni, és mindkettd felithato két megfelels TP transzforméacio szorzataként.

Az el6z6 fejezetben latottakhoz hasonléan itt is utakat fogunk a konfigu-
racioparok kozt definialni. Adott o és § konfiguraciopar esetén o konfigura-
cion hajtsuk végre T°, T°t, T~ transzformaciok egy sorozatat, hogy 3 kon-
figuraciot kapjuk. Méghozza tessziik ezt igy, hogy minden egyes koordinatan
legfeljebb egyszer hajtunk végre transzformaciot. Egy it legyen azon konfigu-
raciok egymasutanja, amiket egy ilyen transzformaciosorozat soran kapunk.
Sa,p legyen adott o, § parra a megengedett utak halmaza. A konnyebb ért-
hetGség kedvéért hozunk egy példat a transzformaciok sorozatara:

(T2 0T (0.6, 0T (57,10 © Lo, 11)) (F0+00—+0+——) = (0+—+—00—++0)

és az ehhez tartozo ut:

a=(+0+00—+0+——) — (+0+00—+—+—-0) = (+04+0——0—++0) —

—(+0—+—-00—-++0) = (0+—+—-00—++0) =7

Vegyiik észre, hogy mivel a transzforméaciok egymastol diszjunkt koordinatakat
valtoztatnak meg, a transzforméaciok felcserélhetGek.
A Poincaré egyenlStlenség bal oldalanak atalakitas

Az el6z6 bizonyitas mintajara:

S AR =5 XX MG ela) - #(5)?

WERE 1, Q€ BEQ 1,

tovabba
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a=w oWl - ... >k =3

iuton haladva a-bol § konfiguricioba a kovetkezd atalakitast hajthatjuk

végre:

(pla) - = (Y (™) = p@h)? =3 (e — (W) *+

123 () — p@ ) (™) = 9(B)) = Nass + K

Most is eszerint fogjuk becsiilni a tagokat, a kétszeres szorzokrol belatjuk,
hogy az Osszes konfiguraciora Osszegezve negativot adnak, mig a négyzetes
tagok alkotta Osszeget pedig feliilrél fogjuk becsiilni.

A kétszeres szorzatok

Kezdjiik a kétszeres szorzatok negativitasaval. Adott o, konfiguraciopar

kozt készitsiik el az Osszes S, g-beli utat, ekkor:

Is|—1

> Z Z p(w™h) (p(w™) — ¢(3)) (1)

(a,8) 8€Sa, ’5|

osszeg negat1v1tasat fogjuk igazolni, ahol |s| az s it hosszat jeloli. A kétal-

lapota folyamatnél latott bizonyitds mintajara fixaljunk egy

(p(W") — (™) (e — (3)) (2)

wr+1

= Tw"-et ad6 T transzformaciot és w'-t is és magat r-t is vagyis azt,
hogy hanyadik helyen hajtjuk végre a T transzforméaciot. Az attekinthet&ség
kedvéért w” = w jeldlést hasznaljuk. Ujfent négyesével fogjuk csoportositani

a tagokat. Ha T = T(k ) valamely k, [ parra, akkor az el6z6 fejezetben latott
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érvelés tovabbra is érvényes. Ha T transzforméacio T vagy T tipust, akkor
egy apro6 valtoztatasra van sziikség:

Van egy s-sel jelolt utunk:

a—..—ow—o>Tw— ... —f

Ekkor létezik egy T, transzformacié, ami a fent definialt elemi transzfor-
maciok szorzata, hogy T, o = w tovabb egy Ty, transzformacid, szintén elemi
transzformaciok szorzata, hogy (T, 0T )w = (. Persze ekkor (T, 0T 0Ty, )ov =
3 is teljesiil. Igy az utunkat igy is felirhatjuk:

o —Ty, W ——T Tw T, ﬁ

Ahol a nyilak indexébe az keriil, hogy a konfiguracion milyen transzfor-
méciot hajtunk végre.

Most induljunk ki T konfiguraciobol és haladjunk Ty, o T~! o T}, transz-
formacidsorozat altal definialt uton. Ekkor a kovetkezs konfiguraciokon halad

keresztidl az ut:

To —>T51 Tw —7 W —>T52 Tﬁlﬁ

Ha T'a és T3 kdzt ezen a fenti tton haladunk, akkor a kétszeres szorza-

toknal megjelenik a

(p(Tw) — o(w)) (p(w) — e(T7'6)) (3)

tag.
Ezek utan induljunk ki (7, o T')a konfiguraciobol, és haladjunk T ' o
T~ o Ty, transzformécio altal definialt aton. Ebben az esetben a kovetkezd

konfiguraciokat érinti az 1t:
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(T92 © T)Q{ Ty ﬁ ——1 T_lﬂ —>ng1 w

Ekkor ha (T, o T)a és w kozt ezen az uton haladunk, akkor a kétszeres

szorzatokndl a kovetkez6 tag is szerepelni fog:

(@(B) = o(T718)) (p(T715) — p(w)) (4)

Végiil ha T, konfiguraciobol indulunk ki, és T, ' oT o T}, transzformacio
altal definidlt aton haladunk, akkor a kovetkez6 konfigurécidkon keresztiil

halad az t:

-1
TSQOé —>T51 T 5 —T ﬁ —>TS—21 Tw

Vagyis ebben az esetben ha T;,a és Tw kozt a most definialt aton ha-

ladunk, akkor a kétszeres szorzatok kozt a kovetkez6 tag is szerepel:

(e(T'8) = 0(8)) (¢(B) — p(Tw)) (3)

Konnyen lathato, hogy akdrmelyik most definiélt 4 Gt egyikébdl indultunk
volna ki és elvégeztiik volna a fenti 3 manipulacidt szintén ugyanezeket az
utakat és tagokat kaptuk volna. Tovabba nyilvan minden egyes tag szorzdja

azonos. Ekkor a (2), (3), (4), (5) tagok Osszege:

(p(w) — @(Tw)) (p(Tw) — ©(3)) + (p(Tw) — pw)) (p(w) — p(T~'6))+

+(e(T7'8) —(8)) (¢(B) — e(Tw)) + (2(B) —o(T7'8)) (e(T7' ) — p(w)) =

= (p(w) — o(Tw)) (p(Tw) — p(B) + L(T7'5) — p(w))+
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+(e(B) — o(T7'8)) (¢(Tw) — o(B) + @(T7'B) — p(w)) =

~(¢(Tw) = p(B) + (T 8) = o(w))* < 0

Igy Zaﬁ K,p < 0, amit igazolni akartunk, most mar attérhetiink az
Osszeg els6 tagjanak vizsgélatara.

Itt jegyezziik meg, hogy az el6z6 fejezetben latott bizonyitas 6nmagaban
nem volt megismételhetd, 1évén, hogy vannak olyan cserék melyek sorrendje
nem feleserélhetd, ezt kiiszoboltiik ki 7T és T~ transzfroméciok bevezésével.

A négyzetes tagok

Miésodik lépés a

Q=Y 5 2 (Xt - oh)’) ©
o, ’ l

SGSaﬁ

osszeg vizsgalata. Elscként Tt és T transzfromaciokat felbontjuk az
Osszes lehetséges modon két-két T transzformacioé szorzatara, ezt ugyebar

egy transzformacional 6 féleképpen tehetjiik meg. Képletben:

(T w)—p(w))” = %Z (o((T3.20T; 1)) —p(Ti 1)+ T p(Tyw) —p(w)) <
S (T o) = P(T) + (plTig) —9())’ (7

ahol T; 9 és T; o megfelels cseréket jelolik, és a becsléshez a Cauchy-egyenl6tlenséget
hasznaltuk. Ezzel a 1épéssel tulajdonképpen azt értiik el, hogy csak sima péar-

cserékkel kell foglalkoznunk. Igy a (6) a kovetkezd alakot 6lti:
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Q< c(w,b) (W) — pw))’
w,b

ahol c¢(w, b) csak w-t0l és b-t8l fiiggs allando. Vegyiik észre, hogy c(wy, by) =
c(ws, by) ha by és by azonos allapotokat cserélnek fel. Hiszen ha vesziink két
tagot: (gp(w’fl) —@(wl))2 és (c,o(w?) —¢(w2))2, akkor létezik olyan 7 permutéa-
ci6 mely w; konfiguraciot wo-be viszi és by csere is by cserébe megy at. Tgy
ez a permutacié az utak kozt, melyek a két kérdéses tagot tartalmazzak, is
egy bijekciot ad meg, vagyis a két tag szorzdja valdoban azonos lesz a fenti
Osszegben.

Fels6 becslést fogunk adni arra, hogy egy adott (¢(w®) — <p(w))2 tag mi-
lyen egyiitthatoval szerepelhet (6)-ban, ehhez elég megbecsiilni, hogy hany
olyan tag van amelyben a csere b-vel azonos allapotokat cserél. Legyen a b
élen torténd csere olyan ami + és 0 allapotokat cserél (ezt innentdl (+0)
cserének hivjuk), mas cserékre ugyanez az okoskodas elmondhat6. Ehhez el-
s6ként vizsgaljuk meg azt, hogy adott « és (8 kozt vezetd titon legfeljebb hany
(40) csere van. Minden egyes tthoz tartozik egy koordinéta particio, aszerint,
hogy melyik elemeken hajtottunk végre T, T°T, T transzformaciot. Példa a

particiokra:

a = |—,0/0]+,0[+,0]—,0,+|—, +| + | + 10, —, +|+,0, —|

ﬁ = |O’ _|0|Oa+|0a+|+7 _70|+7 _| + | + |_7+a0|_7+70|

Ekkor akarmilyen utat is tekintiink (+0) cserék szama nem lehet tobb,

mint a

|+70| ’_707+| |+707_|
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‘O,—H ’+7_70| ‘_7+70|

tipusii particiok szaménak kétszerese, hiszen az els§ esetben egy darab
(+0) csere torténik, a harom elemi particioknal pedig particionként a (7)
tanulsaga szerint legfeljebb 2. Hiszen a (7)-ben szerepld 12 tagl Osszegben 4
olyan tag van amikor (40) csere torténik, ez a szumma eltti %—os szorzoval:
8 < 2. Vagyis a (+0) cserék szama nem t6bb, mint 2(n o 4 no ), és fontos,
hogy ez minden egyes « és [ kozti Gitra egy magatol az attol fiiggetlen becslés.

Tehét az olyan tagok szama az
1 2
> Sl > (2 (el = plwh)’)
af TPl ses, s 0

Osszegben, melyekben a b = (+0) legfeljebb 21, ahol:

W =Y "kl{(a,B)|o és B parra k = no +no; }| (8)
k

hiszen az utak szamaval osztas és az Osszes utra Osszegzés "kiejti" egymast,
lévén, hogy a cserék szamara az tuttol fiiggetlen becslésiink van. A (8)-as

kifejezést tovabb alakitva, most mar hozzavéve a sA(a)A(B) szorzot is:

A@)AB)W = E(X)

Ahol X valoszintiségi valtozo két egyenletes eloszlassal kivalasztott kon-
figuraciora az olyan koordinatak szamat jeloli, ahol az egyik konfiguracioban
+ all, a masikban 0 vagy forditva. Legyenek Xi,..., X, indikator valtozok,
melyekre X; = 1 ha az egyik konfigurécié az ¢. koordinatajan + &allapot all
a masik konfiguracio i. koordinatajan pedig O allapot all. Legyen X; = 0

minden mas esetben. Persze ekkor

X=X1+..+X,
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és

Vagyis egy adott (gp(wb) — @(w))2 tag, ahol b = (+0), szorzoja legfeljebb:

2z 2
w8 < —t— = 2aw)
emiP? N

, hiszen zﬁ'm' féleképp tudjuk w konfiguraciot megvalasztani és pz féleképp
a b cserét. Mig a Poincaré egyenlGtlenség jobb oldalan ennek a tagnak a
szorzoja pont 2A(w), hiszen w és b is rogzitett, igy a bizonyitando egyen-
16tlenség jobb oldalan 1év6 szumméban a ((p(wb) — gp(w))Q tag egyszer fordul
eld.

Ugyanez a gondolatmenet miikodik a (+—) és (0—) cserékre is, a harom

kapott eredményt Osszevetve adodik, hogy

S

Y (W) = pw)PAw)

beB

Y AMwew) <

wenn ., we

n
p,m>

amit igazolni akartunk. [

Az el6z6 bizonyitasban B-val, az Osszes lehetséges cserék halmazaval dol-
goztunk. Viszont a modell leirasanal a folyamat motivaciojaként azt irtuk,
hogy elektromos erGtér hatasara a pozitiv toltéstd részecskék szomszédos
helyekre ugralva jobbra haladnak, mig a negativ toltésti részecskék balra.

fgy B* jelolje a szomszédos helyeken létrejohets cserék halmazat, vagyis
B ={(k,k+ 1|1 <k<n, wp — w1 =1 vagy wyp —wpr1 = 2}
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Ekkor igaz a kévetkezd Poincaré egyenlGtlenség:

4.2. Tétel. Minden ¢ : (2, — R figguény esetén, melyre Ep = 0, teljesil

a Poincaré egyenldtlenség:

Y Awtw) <20 Y (pwh) — o) AMw)

wey wen . beB*

ahol B* a fent definidlt.

Bizonyitas:

A tétel bizonyitasa azonos a 2.2. tételben latottakkal. Az el6z6 tétel ered-
ményét fogjuk kihasznélni. Elssként (¢(w?) — o(w))? tagot alakitjuk at: jus-
sunk el wb-bél w-ba (vagy forditva, amelyik lehetséges) egy titon, hogy kizben
csak B*-beli cseréket végziink, vagyis egy részecske szomszédos helyekre 16p-

kedve "vandorol"

(¢ - (k_l ) - () <
<’f_12><’“f )
(kzj aith) ai))Q)
Vagyis
e -ers 3 n(§<w< )= pla)?) <
weNy B weQy ., ,bEB 1=0



weNn

p,m>

be B*

hiszen egy adott (p(a1) — ¢(a'))? tag nem szerepelhet tobbszor a fenti
szumméban mint n?, hiszen a "vandorlo" részecske (legyen az 1-es vagy -1-
es) kevesebb, mint n helyrdl indulhatott és kevesebb mint n helyre érkezhet.

Felhasznalva el6z6 tételiink eredményét:

S A@R@ s Y (pleh) - o)/ Aw) <
wep wean . beB
<ot Y (pleh) - o)A
wEQ;”m,bEB*

adodik, ezzel a bizonyitast befejeztiik. [

Lathatjuk, hogy az el6z6 fejezetben latott allitasok, igaz mas konstanssal,
tovabbra is érvényesek. Ebben a fejezetben bizonyitottuk a haromallapoti
modellre a Poincaré egyenlétlenséget, mely a sajat eredményemnek tekinthetd.
A kovetkezd alfejezetben egy hasznosnak tiindé otletet ismertetek, a klonok

bevezetését.

4.2. A tobballapoti modell tanulmanyozasa

Végiil ismertetiink gondolatot, mely tobb &llapotti modellek vizsgalatdnal
hasznos lehet. Céliink az, hogy a haromallapott modellt egy n allapoti mo-
dellre alakitsuk &t.

Kiilonboztessiik meg egymastél az eddig azonosnak tekintett allapotokat:

+1, . +p7017 Oz, T )

és egy eddigi w konfiguracionak készitstik el plz!m! darab klonjat, amit

gy kapunk, hogy vessziik az eddigi azonos allapotok egymas kozti sszes per-

P
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is terjessziik ki a klonokra: ¢(w;) := ¢(w). Tovabba a klénokkal kiegészitett
allapotteret jeloljiik Q7-el. B legyen az dsszes Q" téren lehetséges n? darab
csere halmaza. Ekkor:

Ekkor

Y AR =5 XY M@ ela) - o(3)? =

wer m aeQ;,"b ’Beﬂg’m

plzlm! plzim!

%/\(O‘))‘ lzlml Do D Dy () =

aeQy . peQr . =1 j=1

[\.’)

)2
aEQ” EGQ"

Ha a Poincaré egyenl6tlenség jobb oldalat is atirjuk:

plzlm! plzlm!
& 1

MOy 2 2 2 (e —e@)) =

weQy ,,beEB =1 j=1

=LY (ele) — o)y

weNn beB

Tehét nincs més dolgunk, mint hogy bizonyitsuk

—_

AP <SS T (o) - o))

l\D

ozEQ" aGQ"

egyenlGtlenséget, ami egyéaltalan nem tiinik egyszertinek.

Itt jegyzem meg, hogy ez az okoskodas nem hasznélja ki azt, hogy a mo-

dell haromallapottu. Az allapotok szaméatol fiiggetleniil a fenti atalakitasokkal
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ugyanerre az eredményre vezet. Vagyis a gondolatmenet tobb &llapott mo-
dellek esetében is hasznalhato, hiszen a fent leirtakban tulajdonképpen csak

az torténik, hogy egy tetszéleges allapott modellt n allapotiava alakitjuk at.
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5. Tovabbi kutatasi irdny: a parkeltéses-irtasos
folyamat

Dolgozatomban eddig targyalt modellek mindegyikében az egyes tipusa ré-
szecskék szama a folyamat sordn nem valtozott. Egy adott fizikai kornyezetben
nem ritka, hogy az ellentétes toltésii részecskék kiolthatjak egyméast (gon-
doljunk csak az ionokbol keletkezd molekulakra). Vagy forditva: a semleges
toltési részecskeparbol keletkezik két ellentétes toltési részecske. Kovetkezzen
a modell pontos lefrasa: a részecskéink egy dimenziéban mozognak, egy pe-
riodikus szakaszon: Z/nZ A konfiguracios tér tartalmazzon harom féle ele-
met: -1,0,1. Viszont most mér csak egy megmaradé mennyiségiink van az
Ossztoltés: Q) = {w | > wy = t} A lényeges valtozés, hogy az eddig megengedett
cseréken kiviil parkeltés-irtas is torténhet: (1, —1) < (0,0) és (0,0) < (1, —1).
Stacionarius mértéknek tjfent megfelel a konfiguracios téren vett egyenletes
eloszlas. A probléméat neheziti, hogy modelliinkben a |Q}|-re, vagyis a konfi-
guraciés tér nagysigara, igy az egyes konfiguraciok mértékére sem adhato
meg zart formula. A sejtésiink az, hogy erre a folyamatra is igaz lesz a
Poincaré egyenl6tlenség a fent targyalt formaban, igy

DM@ < = D Mw)pw)Lpw)

we weN
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6. Osszefoglalas

Dolgozatom kolcsonhaté részecskerendszerek vizsgélataval foglalkoztam, a cél
a Poincaré egyenl6tlenség vizsgéalata, és ezzel a spektrélis rés becslése volt.
Lathattuk, hogy a targyalt modellek mindegyike fizikai inditatasa. A dol-
gozat elsd részében megismertiik magit a Poincaré egyenlGtlenséget, és az
egyenlGtlenség jelentGségét. Az elsd targyalt modelliink a kizarasos folyamat
volt, erre adott bizonyitasunk lényegében megegyezik [1]| cikkben latottakkal.
Majd ezen modellt tovabbfejlesztését vizsgaltuk, melyet Fritz Jozsef és Nagy
Katalin targyal [2] 2006-ban megjelent cikkiikben. Itt méar harom allapotot
tartalmaz a konfiguracios tér és a folyamatot tjfent az egyes elemek cseréi je-
lentik. Erre a modellre bizonyitottam a Poincaré egyenl6tlenséget, lathattuk,
hogy az egyenl6tlenségben szerepld allando djfent n? nagysagrendii. Tovabba
dolgozatom végén egy 1j modellel ismerkedtiink meg, ahol mar péarkeltés és

irtas is torténhet és megfogalmaztam tovabbi kutatasom iranyéat.
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