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1. Bevezetés

Dolgozatomban a Poincaré egyenl®tlenséget vizsgálom kölcsönható Markov

folyamatokra, ez az egyenl®tlenség kulcsfontosságú szerepet tölt be részecske-

rendszerek hidrodinamikai viselkedésének vizsgálatakor, többek közt a spekt-

rális rés nagyságára vonatkozó következtetéseket vonhatunk le. Maga az

egyenl®tlenség

∑
ω∈Ω

λ(ω)ϕ2(ω) ≤ −c
∑
ω∈Ω

λ(ω)ϕ(ω)Lϕ(ω)

alakot ölti, ahol Ω az állapotteret, λ a stacionárius mértéket és L a folya-

mat generátorát jelöli.

A vizsgált modelljeink mindegyike �zikai indíttatású. Képzeljük el, hogy

egy egyenes mentén n szomszédos rácsponton részecskék helyezkednek el.

Legegyszer¶bb modellünkben egy fajta részecske van, így egy adott helyen

vagy van részecske (1-essel fogjuk jelölni) vagy nincs részecske (0-ával fogjuk

jelölni). A Markov folyamatot az jelenteni, hogy a részecskék rácspontról

rácspontra ugrálnak. Gondolhatunk erre a folytonos Markov folyamatra úgy

is, hogy a részecskék és az üres helyek egy n pontú teljes gráf csúcsaiban

helyezkednek el és minden élen van egy óra, melyek egymástól függetlenül

1 paraméter¶ exponenciális eloszlás szerint csörögnek, és amelyik élen meg-

csörren az óra ott végrehajtjuk az állapotok cseréjét. Természetesen a modell

továbbfejleszthet®: kiköthetjük, hogy a részecskék egy er®tér hatására csak

egy adott irányba tudnak mozogni és csak a szomszédos helyre ugorhat-

nak, ami már egy sokkal valóságh¶bb megközelítés. Ezzel a modellel fogok

foglalkozni dolgozatom els® részében, az ott leírtak T. Funaki, K. Uchiyama

és H.T. Yau cikkére [1] épülnek.

A második tárgyalt modellben immár nem egy-, hanem kétfajta részecs-
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kével dolgozunk, ahol a folyamatot újfent a részecskék véletlen cseréje je-

lenti. Erre az esetre bizonyítom a Poincaré egyenl®tlenséget, a dolgozat f®

eredménye a 4.1 Tétel. Ez a modell ha úgy tetszik, már pozitív és negatív

töltés¶ részecskéket is tartalmaz és látni fogjuk, hogy vizsgálata lényegesen

bonyolultabb a kétállapotú modellnél.

Végül kitérünk a párkeltéses-irtásos folyamatra is, ahol már az egyes tí-

pusú részecskék száma is változhat, úgymond két ellentétes töltés¶ részecske

kiolthatja egymást és fordítva.
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2. Poincaré egyenl®tlenség és a spektrális rés

A modellek pontos de�niálása el®tt vizsgáljuk meg, hogy a Poincaré egyen-

l®tlenség milyen alakot ölt folytonos Markov folyamatra véges állapottéren.

Dolgozatomban els® két fejezetében vizsgált modellekben az egyes típusú

részecskék száma a folyamat során nem változik, csak ugrások történnek bi-

zonyos rátákkal. Legyen L a folyamat in�nitezimális generátora, ami mátrix

alakban a következ®:

Lω,σ =

 r(ω, σ) ha ω 6= σ

−r(ω) ha ω = σ

ahol r(ω) =
∑

σ 6=ω r(ω, σ), és r(ω, σ) jelenti a megfelel® ugrási rátát. Folya-

mataink tipikusan nem reverzibilisek, így szimmetrizálást fogunk alkalmazni.

Jelölje < ϕ,ψ > a λ stacionárius mértékhez rendelt valós L2 tér skaláris

szorzatát:

< ϕ,ψ >=
∑
ω∈Ω

λ(ω)ϕ(ω)ψ(ω) ,

ekkor a Dirichlet forma D(ϕ) =< ϕ,−Lϕ > (ahol ϕ az állapottér ele-

mein ható valós érték¶ függvény), ez szerepel a Poincaré egyenl®tlenség jobb

oldalán. Ha most L∗ jelöli L operátor adjungáltját, akkor − < ϕ,Lϕ >=

− < ϕ,L∗ϕ > és így

− < ϕ,Lϕ >= −1

2
< ϕ, (L+ L∗)ϕ >

Jelöljük r∗(ω, σ)-al az L∗ generátorral rendelkez® folyamat ugrási rátáit.

Ismert, hogy ekkor

r∗(ω, σ) =
λ(σ)r(σ, ω)

λ(ω)

A tárgyalt folyamataink mindegyikében az egyenletes eloszlás lesz a sta-

cionárius, így λ(ω) = λ(σ) felhasználásával
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r∗(ω, σ) = r(σ, ω)

adódik. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy az L∗ generátorú folyamat az

L generátorú folyamat id®beni megfordítása.

Továbbá jól ismert, hogy reverzibilis folyamatok esetén a Poincaré egyen-

l®tlenség a ∑
ω∈Ω

λ(ω)ϕ2(ω) ≤ c
∑

ω,σ∈Ω

λ(ω)r(ω, σ)(ϕ(σ)− ϕ(ω))2

alakot ölti.

2.1. De�níció. Legyen Xt folytonos idej¶ Markov lánc Ω véges állapottéren

λ stacionárius eloszlással, ekkor a folyamat spektrális rése:

γ = inf

{
D (ϕ)

V arλ(ϕ)

∣∣∣∣∣ ϕ ∈ L2(Ω, λ), Eλϕ = 0, V arλ(ϕ) 6= 0

}

Vegyük észre, hogy a spektrális rés azon legkisebb C konstans reciprokával

egyenl®, melyre

V arλ(ϕ) ≤ CD (ϕ)

ezért van fontos szerepe a Poincaré egyenl®tlenségnek a spektrális rés

becslésénél. Továbbá jól ismert, hogy a stacionárius eloszláshoz való kon-

vergencia sebessége pedig a spektrális rés segítségével becsülhet®, így tu-

lajdonképpen a Poincaré egyenl®tlenség vizsgálata egyben az "állandósult"

állapot elérésének gyorsaságát is vizsgálja.
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3. A kétállapotú kizárásos folyamat

3.1. A kétállapotú modell

A bevezet®ben vázolt modellt most pontosan de�niáljuk. A részecskéink egy

dimenzióban mozognak, egy periodikus szakaszon: Z/nZ, így a kon�gurá-

ciókat egy n-hosszú vektorral reprezentáljuk: ω = (ω1, ..., ωn).A kon�gurációs

tér álljon az olyan n hosszú 0,1 sorozatokból, melyek adott m darab egyest

tartalmaznak. Vagyis Ωn
m = {ω |

∑
ωk = m} ahol ωk az ω k. koordinátája.

A folyamat generátora a következ®:

Lϕ =
n∑

k=1

ωk(1− ωk+1)
(
ϕ(ω(k,k+1)))− ϕ(ω)

)
Ahol ωb jelentse azt a kon�gurációt amit ω-ból kapunk, ha b = (k, l)

koordinátákon lév® állapotokat felcseréljük, vagyis (ω(k,l))k = ωl és (ω(k,l))l =

ωk, ami ugyebár azt jelenti, hogy a részecskék egy er®tér hatására jobbra

haladnak. Legyen ϕ : Ωn
m → R, feltehet®, hogy Eϕ = 0. Legyen továbbá

λ az a valószín¶ségi mérték az Ωn
m téren ami ez egyenletes elsozlást adja,

így λ(ω) = 1/
(

n
m

)
, itt említem meg, hogy ez tulajdonképpen egy feltételes

eloszlás, ahol a feltételt az egyesek száma jelenti.

3.1. Állítás. A fent de�niált folyamatra a λ valószín¶ségi mérték stacionárius.

Bizonyítás:

Igazolnunk kell, hogy
∑

ω∈Ωn
m
Lϕ(ω)λ(ω) = 0. A folyamat L generátorá-

nak, és λ mértéknek a de�níciói szerint:

∑
ω∈Ωn

m

Lϕ(ω)λ(ω) = λ(ω)
∑

ω∈Ωn
m

n∑
k=1

ωk(1− ωk+1)
(
ϕ(ω(k,k+1)))− ϕ(ω)

)
=

6



= λ(ω)
∑

ω∈Ωn
m

n∑
k=1

(
ωk+1(1− ωk)− ωk(1− ωk+1)

)
ϕ(ω) =

= λ(ω)
∑

ω∈Ωn
m

(ωn+1 − ω1)ϕ(ω) = 0

Hiszen ωn+1 = ω1, így λ valóban stacionárius. �

3.2. Poincaré egyenl®tlenség vizsgálata

Most már rátérhetünk a Poincaré egyenl®tlenség bizonyítására a kizárásos

modellre. El®sz®r egy könnyebben kezelhet® folyamatra igazoljuk az egyen-

l®tlenséget, arra amikor a (1, 0) → (0, 1) cseréken kív¶l a (0, 1) → (1, 0) csere

is megengedett. Vagyis az el®z® részben leírtak szerint L+L∗

2
generátorral ren-

delkez® folyamatot vizsgáljuk.

(
L+ L∗

2

)
ϕ =

n∑
k=1

1

2

(
ωk(1− ωk+1) + ωk+1(1− ωk)

)(
ϕ(ω(k,k+1)))− ϕ(ω)

)
=

=
n∑

k=1

1

2

(
ωk+1 − ωk

)2(
ϕ(ω(k,k+1)))− ϕ(ω)

)
Tehát ebben a folyamatban a pozitív töltés¶ részecskék jobbra és balra

is ugorhatnak. Továbbá a fentiek szerint, ha erre a folyamatra bizonyítjuk

a Poincaré egyenl®tlenséget, akkor egyben az asszimetrikus, nem reverzi-

bilis folyamatra is igazoltuk, hiszen ezt a Dirichlet forma átalakításából kap-

tuk. A bizonyítás els®, egyben legfontosabb részében még távoli cseréket is

megengedünk, majd ezután redukáljuk a megoldást a szomszédos cserékre.
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3.1. Tétel. [1]

Minden ϕ : Ωn
m → R függvény esetén, melyre Eϕ = 0, teljes¶l a Poincaré

egyenl®tlenség:

∑
ω∈Ωn

m

λ(ω)ϕ2(ω) ≤ 1

4n

∑
ω∈Ωn

m,b∈B

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω)

ahol B = {(k, l)|1 ≤ k, l ≤ n} a cserék halmaza.

Bizonyítás:

Nyilvánvaló, hogy ωk = ωl és b = (k, l) esetén (ϕ(ωb) − ϕ(ω))2 = 0, így

jobb oldalon csak a tényleges cserékkel kell tör®dnünk, amik meg is változ-

tatják a kon�gurációt. Továbbá

∑
x∈Ωn

m

λ(x)ϕ2(x) =
1

2

∑
ω∈Ωn

m

∑
σ∈Ωn

m

λ(ω)λ(σ)(ϕ(ω)− ϕ(σ))2

egyszer¶ számolással adódik felhasználva, hogy Eϕ = 0.

Ak := {(ω, σ) ∈ Ωn
m × Ωn

m|]{i|ωi 6= σi} = 2k}

Vagyis Ak jelöli azon kon�gurációpárok halmazát, melyek pontosan 2k helyen

térnek el egymástól.

k=1-re:

1

2

∑
(ω,σ)∈A1

λ(ω)λ(σ)(ϕ(ω)− ϕ(σ))2 =
1

4

(
n

m

)−1 ∑
ω∈Ωn

m,b

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω)

Továbbá egy α kon�gurációból β kon�guracióba vezet® út legyen olyan

α-ban kezd®d® és β-ban végz®d® kon�guraciók sorozata, melyek a lehet®

legrövidebbek, és a szomszédosak egy cserével egymásba vihet®k. Adott α,β

párra a köztük vezet® utak halmazát jelöljük Sα,β-val. Így készítsünk egy

α→ β utat:
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α = ω0 → ω1 → ...→ ωk = β

ahol természetesen ωl+1 = (ωl)b valamely b cserére, ekkor

(ϕ(α)− ϕ(β))2 =
( k∑

l=1

(ϕ(ωl+1)− ϕ(ωl)
)2

=
( k∑

l=1

(
ϕ(ωl+1)− ϕ(ωl)

)2)
+

+2
k−1∑
r=0

(
ϕ(ωr)− ϕ(ωr+1)

)(
ϕ(ωr+1)− ϕ(β)

)
:= Nα,β +Kα,β

Eszerint a felbontás szerint fogjuk becsülni a tagokat (k=1 esetet azért

vizsgáltuk külön, mert ott az út hossza 1, így nincsenek közbüls® tagok),

a kétszeres szorzatokról belátjuk, hogy az összes kon�guracióra összegezve

negatívot adnak, míg a négyzetes tagok alkotta összegben meg fogjuk határozni,

hogy egy adott (ϕ(ωb)− ϕ(ω))2 tag hányszor fordul el®.

Kezdjük a második tag becslésével: ehhez vegyük észre, hogy két kon�gu-

ráció csak páros sok helyen különbözhet egymástól. Továbbá ha két kon�gurá-

ció 2k helyen különbözik, akkor köztük pontosan (k!)2 út vezet, hiszen az els®

csere k2 féle lehet, a második (k − 1)2 és így tovább. Vizsgáljuk
∑

α,β Kα,β

összeget, csoportosítsuk a kon�guráció párokat aszerint, hogy hány helyen

különböznek egymástól, vagyisAk halmazokba. Rögzítsük ezen eltérések számát:

2k. Továbbá ne csak egy úton jussunk el α-ból β-ba hanem az összes lehet-

ségesen, hogy az összeg ne változzon, osszunk az utak számával. Össze-

foglalva:

∑
(α,β)∈Ak

1

(k!)2

∑
s∈Sα,β

k−1∑
r=0

(
ϕ(ωr)− ϕ(ωr+1)

)(
ϕ(ωr+1)− ϕ(β)

)
9



Fixáljunk egy
(
ϕ(ωr)−ϕ(ωr+1)

)(
ϕ(ωr+1)−ϕ(β)

)
tagot belértve a ωr+1 =

(ωr)b-et adó b cserét és ωr-t is és magát r-t is vagyis azt, hogy hányadik helyen

történik a b csere. Továbbá s jelölje az ωi-k által adott α→ β utat, azaz azon

helyek rendezett sorrendjét ahol csere történt. Az áttekinthet®ség kedvéért

ωr ≡ ω jelölést használjuk. Ekkor ha αb → βb-t vizsgáljuk az s úton, akkor(
ϕ(ωb) − ϕ(ω)

)(
ϕ(ω) − ϕ(αb)

)
tagot kapunk. Ugyebár van egy s-sel jelölt

utunk:

α→ ...→ ω → ωb → ...→ β

Az α → β út, ezt három részre bontjuk: s1 legyen α → ω, és legyen s2

ωb → β. Induljunk ki β kon�gurációból és haladjunk b ◦ s1 úton a (ahol ◦ az

utak egymás után f¶zését jelenti), így jussunk el γ-ba:

α −→s1 ω →b ωb −→s2 β →b βb −→s1 γ

Így van egy γ → ωb utunk: s−1
1 ◦ b ◦ s−1

2 és ezen út mentén találjuk(
ϕ(βb)− ϕ(β)

)(
ϕ(β)− ϕ(ωb)

)
tagot, továbbá ha az egész úton végrehajtjuk a b cserét, akkor ugyebár γb → ω

utat kapjuk és
(
ϕ(β) − ϕ(βb)

)(
ϕ(βb) − ϕ(ω)

)
tagot. Tehát a szummában

szerepl® tagok négyesével ( mint α → β, αb → βb, γb → ω, γ → ωb)

csoportosíthatóak, hiszen bármelyik bármelyik tagból indulva a fenti három

átalakítást elvégezve a másik három tagot kapjuk. Továbbá minden négyes

csoportból minden egyes tag szorzója a szummában azonos, hiszen mindegyik

tagban a b csere azonos helyen történik, és ugyanazokat az elemeket cseréljük

fel csak esetleg fordított sorrendben. Egy csoporton belüli tagok összege:

(
ϕ(ω)− ϕ(ωb)

)(
ϕ(ωb)− ϕ(β)

)
+
(
ϕ(ωb)− ϕ(ω)

)(
ϕ(ω)− ϕ(βb)

)
+
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+
(
ϕ(βb)− ϕ(β)

)(
ϕ(β)− ϕ(ωb)

)
+
(
ϕ(β)− ϕ(βb)

)(
ϕ(βb)− ϕ(ω)

)
=

=
(
ϕ(ω)− ϕ(ωb)

)(
ϕ(ωb)− ϕ(β) + ϕ(βb)− ϕ(ω)

)
+

+
(
ϕ(β)− ϕ(βb)

)(
ϕ(ωb)− ϕ(β) + ϕ(βb)− ϕ(ω)

)
=

−
(
ϕ(ωb)− ϕ(β) + ϕ(βb)− ϕ(ω)

)2 ≤ 0

Következésképp a tagok összege minden egyes négyesben negatív, így a

négyes csoportokra összegezve is negatívot kapunk. Ezzek bizonyításunk els®

felét befejeztük, áttérünk az összeg els® felének vizsgálatára.

Tehát célunk ∑
α,β

1

(k!)2

∑
s∈Sα,β

(∑(
ϕ(ωl+1)− ϕ(ωl)

)2)

összegben megszámoljuk, hogy egy adott
(
ϕ(ωb)− ϕ(ω)

)2
tag hányszor sze-

repel. Vegyük észre, hogy minden egyes tag ugyanannyiszor szerepel, hiszen

a probléma szimmetrikus, minden egyes kon�guráció egy permutációval egy

tetsz®leges másikba vihet®. Így tulajdonképpen a tagok számát elég meghatároz-

nunk. Bizonyításunk elején de�niált Ak halmazok elemszámára

|Ak| =
(
n

m

)(
m

k

)(
n−m

k

)
adódik. Ekkor a tagok száma:

∑
k

∑
(α,β)∈Ak

1

(k!)2

∑
s∈Sα,β

1 =
∑

k

(
n

m

)(
m

k

)(
n−m

k

)
k =

11



=
∑

k

(
n

m

)
m

(
m− 1

k − 1

)(
n−m

k

)
=

(
n

m

)
m
∑

k

(
m− 1

m− k

)(
n−m

k

)
=

=

(
n

m

)
m

(
n− 1

m

)
=

(
n

m

)2
1

n
m(n−m)

A szumma kiszámítása azon az egyszer¶ kombinatorikai elven alapul,

hogy n − 1 tárgyból úgy választunk ki m darabot, hogy két részre osztjuk

a tárgyakat, egy m− 1-es és egy n−m-es csoportra majd esetszétválasztás-

sal döntjük el, hogy melyikb®l mennyit választunk. Továbbá a szummában

szerepel egy λ(x)λ(y) tag, így a
(

n
m

)2
-es szorzó kiesik. Végül a bizonyítandó

egyenl®tlenség jobb oldalán is minden tag ugyanannyiszor szerepel, így itt

is együttes számukat határozzuk. Ezt úgy kapjuk, hogy kiválasztunk egy w

kon�gurációt, ez
(

n
m

)
lehet®ség, majd egy b cserét, ez m(n − m) lehet®ség,

persze minden tagot kétszer számoltunk így adódik a bizonyítani kívánt∑
ω λ(ω)ϕ2(ω) ≤ 1

4n

∑
ω,b(ϕ(ω(b))− ϕ(ω))2λ(ω) egyenl®tlenség. �

Az el®z® bizonyításban mégB szerepelt az állításban, mint az összes lehet-

séges cserék halmaza. Viszont a modell leírásánál a folyamat motivációjaként

azt írtuk, hogy elektromos er®tér hatására a pozitív részecskék szomszédos

helyekre ugrálva jobbra haladnak. Így B∗ jelölje a szomszédos helyeken létre-

jöhet® cserék halmazát, vagyisB∗ = {(k, k+1)|1 ≤ k ≤ n, ωk = 1, ωk+1 = 0}.

Ekkor igaz a következ® Poincaré egyenl®tlenség:

3.2. Tétel. [1]

Minden ϕ : Ωn
m → R függvény esetén, melyre Eϕ = 0, teljes¶l a Poincaré

egyenl®tlenség:

∑
ω∈Ωn

m

λ(ω)ϕ2(ω) ≤ n2

4

∑
ω∈Ωn

m,b∈B∗

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω)

ahol B∗ a fent de�niált.
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Bizonyítás:

Az el®z® tétel eredményét fogjuk kihasználni. Els®ként (ϕ(ωb) − ϕ(ω))2

tagot alakítjuk át: jussunk el ωb-b®l ω-ba (vagy fordítva, amelyik lehetséges)

egy úton, hogy közben csak B∗-beli cseréket végzünk.

ωb := αk → ...→ α0 =: ω

ekkor a Cauchy egyenl®tlenséget alkalmazva:

(
ϕ(ωb)− ϕ(ω)

)2
=
( k−1∑

i=0

(
ϕ(αi+1)− ϕ(αi)

))2

≤

≤
( k−1∑

i=0

12
)( k−1∑

i=0

(ϕ(αi+1)− ϕ(αi))2
)
≤ n

( k−1∑
i=0

(ϕ(αi+1)− ϕ(αi))2
)

Vagyis

∑
ω∈Ωn

m,b∈B

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2 ≤
∑

ω∈Ωn
m,b∈B

n
( k−1∑

i=0

(ϕ(αi+1)− ϕ(αi))2
)
≤

≤ n3
∑

ω∈Ωn
m,b∈B∗

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2

hiszen egy adott (ϕ(αi+1)− ϕ(αi))2 tag nem szerepelhet többször a fenti

szummában mint n2, hiszen a "vándorló" 1-es részecske kevesebb, mint n

helyr®l indulhatott és kevesebb mint n helyre érkezhet. Ezt összevetve az

el®z® tételünk eredményével:

∑
ω∈Ωn

m

λ(ω)ϕ2(ω) ≤ 1

4n

∑
ω∈Ωn

m,b∈B

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω) ≤

≤ n2

4

∑
ω∈Ωn

m,b∈B∗

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω)

adódik, ezzel a bizonyítást befejeztük. �
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Összefoglalva az eddig látottakat, megállapíthatjuk, hogy a probléma

szimmetrizálása, vagyis L+L∗ generátorú folyamat vizsgálata, illetve a "távoli"

cserék megengedése célravezet® volt. Ezt a két lépést a következ® fejezetben

is alkalmazni fogjuk, viszont mint látni fogjuk a 2.1. tétel bizonyításában

látott ötlet csak részben fog m¶ködni.
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4. A háromállapotú folyamat

A következ®kben ennél bonyolultabb folyamatot fogunk vizsgálni, melyet

Fritz József és Tóth Bálint, illetve Fritz József és Nagy Katalin vizsgál 2004-

ben valamint 2006-ban megjelent cikkükben [4],[2]. A kon�gurációs tér most

3 fajta elemet tartalmaz: −1, 0, 1, mindegyikb®l adott, a folyamat során ál-

landó számú állapot szerepel, így a kon�gurációs tér:

Ωn
p,m = {ω |

∑
ωk = p−m,

∑
ω2

k = p+m}

Gondolhatunk itt pozitív, negatív részecskékre és üres helyekre. A részecs-

kék egy periodikus egyenes Z/nZ mentén helyezkednek el, továbbá egy er®tér

hatására a pozitív töltés¶ részecskék jobbra, a negatív töltés¶ek balra mo-

zognak 1-1 rátával, és egy −1-es és +1-es részecske helycseréje 2-es rátá-

val történik. Célunk most is ezen folyamat spektrális résének megbecsülése,

vagyis a Poincaré egyenl®tlenség igazolása.

Esetünkben is adott λ valószín¶ségi mérték, az egyenletes eloszlás a Ωn
p,m

altéren: λ(ω) =p!m!z!
n!

, ahol z = n − m − p jelöli a nullák számát. Vagyis λ

egy megmaradási feltételekkel vett egyenletes eloszlás a kon�gurációs téren.

Legyen ϕ most is a kon�gurációs tér elemein ható függvény:ϕ : Ωn
p,m → R,

feltehet®, hogy Eϕ = 0. Az ωb jelentse azt a kon�guraciót, amit ω-ból kapunk,

ha b = (k, l) állapotokat felcseréljük.

A folyamat generátora a következ®:

Lϕ =
n∑

k=0

1

2
(ω2

k + ω2
k+1 + ωk − ωk+1)

(
ϕ(ω(k,k+1)))− ϕ(ω)

)

15



4.1. Állítás. A fent de�niált háromállapotú folyamatra a λ valószín¶ségi

mérték stacionárius.

Bizonyítás:

Igazolnunk kell, hogy
∑

ω∈Ωn
p,m

Lϕ(ω)λ(ω) = 0. A folyamat L generátorá-

nak, és λ mértéknek a de�níciói szerint:

∑
ω∈Ωn

p,m

Lϕ(ω)λ(ω) = λ(ω)
∑

ω∈Ωn
p,m

n∑
k=0

1

2
(ω2

k+ω
2
k+1+ωk−ωk+1)

(
ϕ(ω(k,k+1))−ϕ(ω)

)
=

−λ(ω)
∑

ω∈Ωn
p,m

n∑
k=0

1

2
(ω2

k + ω2
k+1 + ωk − ωk+1)ϕ(ω)+

+λ(ω)
∑

ω∈Ωn
p,m

n∑
k=0

1

2
(ω2

k+1 + ω2
k + ωk+1 − ωk)ϕ(ω) =

λ(ω)
∑

ω∈Ωn
p,m

n∑
k=0

(ωk+1 − ωk)ϕ(ω) = 0

Kihasznátuk, hogy λ(ω) állandó és, hogy ωn+1 = ω1, így λ valóban sta-

cionárius. �

4.1. Poincaré egyenl®tlenség vizsgálata

Térjünk át a Poincaré egyenl®tlenség vizsgálatára. Az el®z® fejezetben lá-

tott gondolatmenetb®l indulunk ki, vagyis az L+L∗ generátorral rendelkez®

folyamatot vizsgáljuk, továbbá még a távoli cseréket is megengedjük. Ezzel

szimmetrikussá és könnyebben kezelhet®vé tesszük a problémát.

(
L+ L∗

2

)
ϕ =

=
1

4

n∑
k=1

(
(ω2

k+ω
2
k+1+ωk−ωk+1)+(ω2

k+1+ω
2
k+ωk+1−ωk)

)(
ϕ(ω(k,k+1)))−ϕ(ω)

)
=
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=
n∑

k=1

1

2
(ω2

k + ω2
k+1)

(
ϕ(ω(k,k+1)))− ϕ(ω)

)
Vagyis célunk újfent ugyanolyan típusú Poincaré egyenl®tlenség bizonyítása,

mint amit az el®z® fejezetben láttunk, hiszen ha ωk 6= ωk+1 ,akkor

ω2
k + ω2

k+1 > 0

A követek® tétel tekinthet® a dolgozat f® eredményének.

4.1. Tétel. Minden ϕ : Ωn
p,m → R függvény esetén, melyre Eϕ = 0, teljesül

a Poincaré egyenl®tlenség:

∑
ω∈Ωn

p,m

λ(ω)ϕ2(ω) ≤ 2

n

∑
ω∈Ωn

p,m,b∈B

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω)

ahol B = {(k, l)|1 ≤ k, l ≤ n} a cserék halmaza.

Bizonyítás:

A három állapotot a könnyebb kezelhet®ség kedvéért értelemszer¶en +, 0,−

szimbólumokkal jelöljük. A bizonyítás szerkezete hasonlít a 0,1 részecskékb®l

álló kon�gurációs térnél látottra. Viszont vegyük észre, hogy most az hogy két

kon�guráció hány helyen különbözik nem határozza meg a két kon�guráció

közt vezet® út hosszát:

α = (−,−, 0, 0,+,+)

β = (+,+,−,−, 0, 0)

γ = (+, 0,+,−, 0,−)

Könnyen látható, hogy mind β, mind γ is 6 helyen különbözik α-tól,

viszont α → β út 4 hosszú és α → γ út 3 hosszú, így nem a tagok összeszá-

molása nem ígérkezik egyszer¶nek. Az olyan 3 elem¶ részkon�gurációkat,
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melyek rendezéséhez legalább 2 csere szükséges ciklusnak fogjuk nevezni. Ve-

gyük észre, hogy a permutációktól eltekintve két fajta ciklus van:

|+, 0,−| → |0,−,+|

illetve

|+, 0,−| → |−,+, 0|

Az els® ciklust negatív ciklusnak, a másodikat pozitív ciklusnak nevezzük

a továbbiakban. Az elnevezés abból ered, hogy a 0 elem helyére − vagy +

állapotnak kell kerülnie.

Az utak szerkezete:

El®ször vizsgáljuk meg adott α és β kon�gurációpár közti különbségek

szerkezetét, azt, hogy milyen cserékkel lehet egyikb®l a másikba eljutni:

Nx,y := {k| αk = x, βk = y}

és legyenek ezek elemszámai:

nx,y := |Nx,y|

Vezessünk be néhány transzformációt, melyek a kon�gurációkon hatnak.

T b
(k,l) legyen az a transzformáció, ami ω kon�guráció k. és l. koordinátáján

lév® állapotot felcseréli. Vagyis (T b
(k,l)(ω))k = ωl és (T b

(k,l)(ω))l = ωk és a többi

koordináta nem változik.

T c+
(k,l,m) már három elemet változtat és akkor értelmes ha k, l,m állapotok

közül egy-egy +, 0,− állapot, és a transzformáció a 0 állapotból +, a + ál-

lapotból − és a − állapotból 0-át csinál az adott k, l,m koordináta hármason,

a többi koordinátát nem változtatja. Például: T c+
(2,3,5)(0+−−0+) = 0−0−++.

18



T c−
(k,l,m) is olyan kon�gurációkon értelmezett, ahol k, l,m állapotok közül

egy-egy +, 0,− állapot, és a transzformáció a 0 állapotból −, a − állapotból

+ és a + állapotból 0-át csinál az adott k, l,m koordináta hármason, a többi

koordinátát nem változtatja. Például T c−
(2,3,5)(0 +−− 0+) = 00 +−−+.

Vegyük észre, hogy T c+ és T c− transzformációk a ciklusokat hivatottak

rendezni, és mindkett® felírható két megfelel® T b transzformáció szorzataként.

Az el®z® fejezetben látottakhoz hasonlóan itt is utakat fogunk a kon�gu-

rációpárok közt de�niálni. Adott α és β kon�gurációpár esetén α kon�gurá-

ción hajtsuk végre T b, T c+, T c− transzformációk egy sorozatát, hogy β kon-

�gurációt kapjuk. Méghozzá tesszük ezt úgy, hogy minden egyes koordinátán

legfeljebb egyszer hajtunk végre transzformációt. Egy út legyen azon kon�gu-

rációk egymásutánja, amiket egy ilyen transzformációsorozat során kapunk.

Sα,β legyen adott α, β párra a megengedett utak halmaza. A könnyebb ért-

het®ség kedvéért hozunk egy példát a transzformációk sorozatára:

(T b
(1,2)◦T

c+
(3,4,6)◦T

c−
(5,7,10)◦T b

(8,11))(+0+00−+0+−−) = (0+−+−00−++0)

és az ehhez tartozó út:

α = (+0+00−+0+−−) → (+0+00−+−+−0) → (+0+0−−0−++0) →

→ (+0−+− 00−+ + 0) → (0 +−+−00−+ + 0) = β

Vegyük észre, hogy mivel a transzformációk egymástól diszjunkt koordinátákat

változtatnak meg, a transzformációk felcserélhet®ek.

A Poincaré egyenl®tlenség bal oldalának átalakítás

Az el®z® bizonyítás mintájára:

∑
ω∈Ωn

p,m

λ(ω)ϕ2(ω) =
1

2

∑
α∈Ωn

p,m

∑
β∈Ωn

p,m

λ(α)λ(β)(ϕ(α)− ϕ(β))2

továbbá
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α = ω0 → ω1 → ...→ ωk = β

úton haladva α-ból β kon�gurációba a következ® átalakítást hajthatjuk

végre:

(ϕ(α)− ϕ(β))2 =
( k∑

l=1

(ϕ(ωl+1)− ϕ(ωl)
)2

=
k∑

l=1

(
ϕ(ωl+1)− ϕ(ωl)

)2
+

+2
k−1∑
r=0

(
ϕ(ωr)− ϕ(ωr+1)

)(
ϕ(ωr+1)− ϕ(β)

)
:= Nα,β +Kα,β

Most is eszerint fogjuk becsülni a tagokat, a kétszeres szorzókról belátjuk,

hogy az összes kon�gurációra összegezve negatívot adnak, míg a négyzetes

tagok alkotta összeget pedig felülr®l fogjuk becsülni.

A kétszeres szorzatok

Kezdjük a kétszeres szorzatok negatívitásával. Adott α,β kon�gurációpár

közt készítsük el az összes Sα,β-beli utat, ekkor:

∑
(α,β)

∑
s∈Sα,β

1

|Sα,β|

|s|−1∑
r=0

(
ϕ(ωr)− ϕ(ωr+1)

)(
ϕ(ωr+1)− ϕ(β)

)
(1)

összeg negatívitását fogjuk igazolni, ahol |s| az s út hosszát jelöli. A kétál-

lapotú folyamatnál látott bizonyítás mintájára �xáljunk egy

(
ϕ(ωr)− ϕ(ωr+1)

)(
ϕ(ωr+1)− ϕ(β)

)
(2)

ωr+1 = Tωr-et adó T transzformációt és ωr-t is és magát r-t is vagyis azt,

hogy hányadik helyen hajtjuk végre a T transzformációt. Az áttekinthet®ség

kedvéért ωr ≡ ω jelölést használjuk. Újfent négyesével fogjuk csoportosítani

a tagokat. Ha T = T b
(k,l) valamely k, l párra, akkor az el®z® fejezetben látott
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érvelés továbbra is érvényes. Ha T transzformáció T c+ vagy T c− típusú, akkor

egy apró változtatásra van szükség:

Van egy s-sel jelölt utunk:

α→ ...→ ω → Tω → ...→ β

Ekkor létezik egy Ts1 transzformáció, ami a fent de�niált elemi transzfor-

mációk szorzata, hogy Ts1α = ω tovább egy Ts2 transzformáció, szintén elemi

transzformációk szorzata, hogy (Ts2 ◦T )ω = β. Persze ekkor (Ts2 ◦T ◦Ts1)α =

β is teljesül. Így az utunkat így is felírhatjuk:

α −→Ts1
ω −→T Tω −→Ts2

β

Ahol a nyilak indexébe az kerül, hogy a kon�guráción milyen transzfor-

mációt hajtunk végre.

Most induljunk ki Tα kon�gurációból és haladjunk Ts2 ◦T−1 ◦Ts1 transz-

formációsorozat által de�niált úton. Ekkor a következ® kon�gurációkon halad

kereszt¶l az út:

Tα −→Ts1
Tω −→T ω −→Ts2

T−1β

Ha Tα és T−1β közt ezen a fenti úton haladunk, akkor a kétszeres szorza-

toknál megjelenik a

(
ϕ(Tω)− ϕ(ω)

)(
ϕ(ω)− ϕ(T−1β)

)
(3)

tag.

Ezek után induljunk ki (Ts2 ◦ T )α kon�gurációból, és haladjunk T−1
s2
◦

T−1 ◦ Ts1 transzformáció által de�niált úton. Ebben az esetben a következ®

kon�gurációkat érinti az út:
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(Ts2 ◦ T )α −→Ts1
β −→T−1 T−1β −→T−1

s2
ω

Ekkor ha (Ts2 ◦ T )α és ω közt ezen az úton haladunk, akkor a kétszeres

szorzatoknál a következ® tag is szerepelni fog:

(
ϕ(β)− ϕ(T−1β)

)(
ϕ(T−1β)− ϕ(ω)

)
(4)

Végül ha Ts2α kon�gurációból indulunk ki, és T−1
s2
◦T ◦Ts1 transzformáció

által de�niált úton haladunk, akkor a következ® kon�gurációkon kereszt¶l

halad az út:

Ts2α −→Ts1
T−1β −→T β −→T−1

s2
Tω

Vagyis ebben az esetben ha Ts2α és Tω közt a most de�niált úton ha-

ladunk, akkor a kétszeres szorzatok közt a következ® tag is szerepel:

(
ϕ(T−1β)− ϕ(β)

)(
ϕ(β)− ϕ(Tω)

)
(5)

Könnyen látható, hogy akármelyik most de�niált 4 út egyikéb®l indultunk

volna ki és elvégeztük volna a fenti 3 manipulációt szintén ugyanezeket az

utakat és tagokat kaptuk volna. Továbbá nyilván minden egyes tag szorzója

azonos. Ekkor a (2), (3), (4), (5) tagok összege:

(
ϕ(ω)− ϕ(Tω)

)(
ϕ(Tω)− ϕ(β)

)
+
(
ϕ(Tω)− ϕ(ω)

)(
ϕ(ω)− ϕ(T−1β)

)
+

+
(
ϕ(T−1β)−ϕ(β)

)(
ϕ(β)−ϕ(Tω)

)
+
(
ϕ(β)−ϕ(T−1β)

)(
ϕ(T−1β)−ϕ(ω)

)
=

=
(
ϕ(ω)− ϕ(Tω)

)(
ϕ(Tω)− ϕ(β) + ϕ(T−1β)− ϕ(ω)

)
+
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+
(
ϕ(β)− ϕ(T−1β)

)(
ϕ(Tω)− ϕ(β) + ϕ(T−1β)− ϕ(ω)

)
=

−
(
ϕ(Tω)− ϕ(β) + ϕ(T−1β)− ϕ(ω)

)2 ≤ 0

Így
∑

α,β Kα,β ≤ 0, amit igazolni akartunk, most már áttérhetünk az

összeg els® tagjának vizsgálatára.

Itt jegyezzük meg, hogy az el®z® fejezetben látott bizonyítás önmagában

nem volt megismételhet®, lévén, hogy vannak olyan cserék melyek sorrendje

nem felcserélhet®, ezt küszöböltük ki T c+ és T c− transzfromációk bevezésével.

A négyzetes tagok

Második lépés a

Q =
∑
α,β

1

|Sα,β|
∑

s∈Sα,β

(∑
l

(
ϕ(ωl+1)− ϕ(ωl)

)2)
(6)

összeg vizsgálata. Els®ként T c+ és T c− transzfromációkat felbontjuk az

összes lehetséges módon két-két T transzformáció szorzatára, ezt ugyebár

egy transzformációnál 6 féleképpen tehetjük meg. Képletben:

(
ϕ(T c+ω)−ϕ(ω)

)2
=

1

6

6∑
i=1

(
ϕ((Ti,2◦Ti,1)ω)−ϕ(Ti,1ω)+Ti,1ϕ(Ti,1ω)−ϕ(ω)

)2 ≤
2

6

6∑
i=1

(
ϕ((Ti,2 ◦ Ti,1)ω)− ϕ(Ti,1ω)

)2
+
(
ϕ(Ti,1ω)− ϕ(ω)

)2
(7)

ahol Ti,2 és Ti,2 megfelel® cseréket jelölik, és a becsléshez a Cauchy-egyenl®tlenséget

használtuk. Ezzel a lépéssel tulajdonképpen azt értük el, hogy csak sima pár-

cserékkel kell foglalkoznunk. Így a (6) a következ® alakot ölti:
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Q ≤
∑
ω,b

c(ω, b)
(
ϕ(ωb)− ϕ(ω)

)2
ahol c(ω, b) csak ω-tól és b-t®l függ® állandó. Vegyük észre, hogy c(ω1, b1) =

c(ω2, b2) ha b1 és b2 azonos állapotokat cserélnek fel. Hiszen ha veszünk két

tagot:
(
ϕ(ωb1

1 )−ϕ(ω1)
)2

és
(
ϕ(ωb2

2 )−ϕ(ω2)
)2
, akkor létezik olyan π permutá-

ció mely ω1 kon�gurációt ω2-be viszi és b1 csere is b2 cserébe megy át. Így

ez a permutáció az utak közt, melyek a két kérdéses tagot tartalmazzák, is

egy bijekciót ad meg, vagyis a két tag szorzója valóban azonos lesz a fenti

összegben.

Fels® becslést fogunk adni arra, hogy egy adott
(
ϕ(ωb)− ϕ(ω)

)2
tag mi-

lyen együtthatóval szerepelhet (6)-ban, ehhez elég megbecsülni, hogy hány

olyan tag van amelyben a csere b-vel azonos állapotokat cserél. Legyen a b

élen történ® csere olyan ami + és 0 állapotokat cserél (ezt innent®l (+0)

cserének hívjuk), más cserékre ugyanez az okoskodás elmondható. Ehhez el-

s®ként vizsgáljuk meg azt, hogy adott α és β közt vezet® úton legfeljebb hány

(+0) csere van. Minden egyes úthoz tartozik egy koordináta partíció, aszerint,

hogy melyik elemeken hajtottunk végre T, T c+, T c− transzformációt. Példa a

partíciókra:

α := |−, 0|0|+, 0|+, 0|−, 0,+|−,+|+ |+ |0,−,+|+, 0,−|

β := |0,−|0|0,+|0,+|+,−, 0|+,−|+ |+ |−,+, 0|−,+, 0|

Ekkor akármilyen utat is tekintünk (+0) cserék száma nem lehet több,

mint a

|+, 0| |−, 0,+| |+, 0,−|
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|0,+| |+,−, 0| |−,+, 0|

típusú partíciók számának kétszerese, hiszen az els® esetben egy darab

(+0) csere történik, a három elem¶ partícióknál pedig partíciónként a (7)

tanulsága szerint legfeljebb 2. Hiszen a (7)-ben szerepl® 12 tag¶ összegben 4

olyan tag van amikor (+0) csere történik, ez a szumma el®tti 2
6
-os szorzóval:

8
6
≤ 2. Vagyis a (+0) cserék száma nem több, mint 2(n+,0 + n0,+), és fontos,

hogy ez minden egyes α és β közti útra egy magától az úttól független becslés.

Tehát az olyan tagok száma az∑
α,β

1

|Sα,β|
∑

s∈Sα,β

(∑
l

(
ϕ(ωl+1)− ϕ(ωl)

)2)
összegben, melyekben a b = (+0) legfeljebb 2W , ahol:

W =
∑

k

k|{(α, β)|α és β párra k = n+0 + n0+}| (8)

hiszen az utak számával osztás és az összes útra összegzés "kiejti" egymást,

lévén, hogy a cserék számára az úttól független becslésünk van. A (8)-as

kifejezést tovább alakítva, most már hozzávéve a 1
2
λ(α)λ(β) szorzót is:

λ(α)λ(β)W = E(X)

Ahol X valoszín¶ségi változó két egyenletes eloszlással kiválasztott kon-

�gurációra az olyan koordináták számát jelöli, ahol az egyik kon�gurációban

+ áll, a másikban 0 vagy fordítva. Legyenek X1, ..., Xn indikátor változók,

melyekre Xi = 1 ha az egyik kon�guráció az i. koordinátáján + állapot áll

a másik kon�guráció i. koordinátáján pedig 0 állapot áll. Legyen Xi = 0

minden más esetben. Persze ekkor

X = X1 + ...+Xn
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és

P(Xi = 1) =
2pz

n2

teljesül. Így a várható érték linearitása miatt:

E(X) =
n∑

i=1

E(Xi) = nE(X1) = n

(
2pz

n2

)
=

2pz

n

Vagyis egy adott
(
ϕ(ωb)−ϕ(ω)

)2
tag, ahol b = (+0), szorzója legfeljebb:

c(ω, b) ≤
2pz
n

n!
p!z!m!

pz
=

2

n
λ(ω)

, hiszen n!
p!z!m!

féleképp tudjuk ω kon�gurációt megválasztani és pz féleképp

a b cserét. Míg a Poincaré egyenl®tlenség jobb oldalán ennek a tagnak a

szorzója pont 2
n
λ(ω), hiszen ω és b is rögzített, így a bizonyítandó egyen-

l®tlenség jobb oldalán lév® szummában a
(
ϕ(ωb)−ϕ(ω)

)2
tag egyszer fordul

el®.

Ugyanez a gondolatmenet m¶ködik a (+−) és (0−) cserékre is, a három

kapott eredményt összevetve adódik, hogy

∑
ω∈Ωn

p,m

λ(ω)ϕ2(ω) ≤ 2

n

∑
ω∈Ωn

p,m,b∈B

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω)

amit igazolni akartunk. �

Az el®z® bizonyításban B-val, az összes lehetséges cserék halmazával dol-

goztunk. Viszont a modell leírásánál a folyamat motivációjaként azt írtuk,

hogy elektromos er®tér hatására a pozitív töltés¶ részecskék szomszédos

helyekre ugrálva jobbra haladnak, míg a negatív töltés¶ részecskék balra.

Így B∗ jelölje a szomszédos helyeken létrejöhet® cserék halmazát, vagyis

B∗ = {(k, k + 1)|1 ≤ k ≤ n, ωk − ωk+1 = 1 vagy ωk − ωk+1 = 2}
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Ekkor igaz a következ® Poincaré egyenl®tlenség:

4.2. Tétel. Minden ϕ : Ωn
p,m → R függvény esetén, melyre Eϕ = 0, teljesül

a Poincaré egyenl®tlenség:

∑
ω∈Ωn

p,m

λ(ω)ϕ2(ω) ≤ 2n2
∑

ω∈Ωn
p,m,b∈B∗

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω)

ahol B∗ a fent de�niált.

Bizonyítás:

A tétel bizonyítása azonos a 2.2. tételben látottakkal. Az el®z® tétel ered-

ményét fogjuk kihasználni. Els®ként (ϕ(ωb)− ϕ(ω))2 tagot alakítjuk át: jus-

sunk el ωb-b®l ω-ba (vagy fordítva, amelyik lehetséges) egy úton, hogy közben

csak B∗-beli cseréket végzünk, vagyis egy részecske szomszédos helyekre lép-

kedve "vándorol"

ωb := αk → ...→ α0 =: ω

a Cauchy-Swartz egyenl®tlenséget alkalmazva:

(
ϕ(ωb)− ϕ(ω)

)2
=
( k−1∑

i=0

(
ϕ(αi+1)− ϕ(αi)

))2

≤

≤
( k−1∑

i=0

12
)( k−1∑

i=0

(ϕ(αi+1)− ϕ(αi))2
)
≤

n
( k−1∑

i=0

(ϕ(αi+1)− ϕ(αi))2
)

Vagyis

∑
ω∈Ωn

p,m,b∈B

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2 ≤
∑

ω∈Ωn
p,m,b∈B

n
( k−1∑

i=0

(ϕ(αi+1)− ϕ(αi))2
)
≤
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≤ n3
∑

ω∈Ωn
p,m,b∈B∗

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2

hiszen egy adott (ϕ(αi+1)− ϕ(αi))2 tag nem szerepelhet többször a fenti

szummában mint n2, hiszen a "vándorló" részecske (legyen az 1-es vagy -1-

es) kevesebb, mint n helyr®l indulhatott és kevesebb mint n helyre érkezhet.

Felhasználva el®z® tételünk eredményét:

∑
ω∈Ωn

p,m

λ(ω)ϕ2(ω) ≤ 2

n

∑
ω∈Ωn

p,m,b∈B

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω) ≤

≤ 2n2
∑

ω∈Ωn
p,m,b∈B∗

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω)

adódik, ezzel a bizonyítást befejeztük. �

Láthatjuk, hogy az el®z® fejezetben látott állítások, igaz más konstanssal,

továbbra is érvényesek. Ebben a fejezetben bizonyítottuk a háromállapotú

modellre a Poincaré egyenl®tlenséget, mely a saját eredményemnek tekinthet®.

A következ® alfejezetben egy hasznosnak t¶n® ötletet ismertetek, a klónok

bevezetését.

4.2. A többállapotú modell tanulmányozása

Végül ismertetünk gondolatot, mely több állapotú modellek vizsgálatánál

hasznos lehet. Célünk az, hogy a háromállapotú modellt egy n állapotú mo-

dellre alakítsuk át.

Különböztessük meg egymástól az eddig azonosnak tekintett állapotokat:

+1, ...,+p, 01, ...0z,−1, ...,−m

és egy eddigi ω kon�gurációnak készíts¶k el p!z!m! darab klónját, amit

úgy kapunk, hogy vesszük az eddigi azonos állapotok egymás közti összes per-

mutációját. Legyenek az így keletkezett klónok: ω1, ..., ωp!z!m! és ϕ függvényt
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is terjesszük ki a klónokra: ϕ(ωi) := ϕ(ω). Továbbá a klónokkal kiegészített

állapotteret jelöljük Ωn
n-el. B̃ legyen az összes Ωn

n téren lehetséges n2 darab

csere halmaza. Ekkor:

Ekkor

∑
ω∈Ωn

p,m

λ(ω)ϕ2(ω) =
1

2

∑
α∈Ωn

p,m

∑
β∈Ωn

p,m

λ(α)λ(β)(ϕ(α)− ϕ(β))2 =

1

2
λ(α)λ(β)

1

(p!z!m!)2

∑
α∈Ωn

p,m

∑
β∈Ωn

p,m

p!z!m!∑
i=1

p!z!m!∑
j=1

(ϕ(α̃i)− ϕ(β̃j))
2 =

1

2

1

(n!)2

∑
α∈Ωn

n

∑
β∈Ωn

n

(ϕ(α)− ϕ(β))2

Ha a Poincaré egyenl®tlenség jobb oldalát is átírjuk:

c

n

∑
ω∈Ωn

p,m,b∈B

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2λ(ω) =

=
c

n
λ(ω)

1

(p!z!m!)

∑
ω∈Ωn

p,m,b∈B

p!z!m!∑
i=1

p!z!m!∑
j=1

(ϕ(ω̃b
i )− ϕ(ω̃i))

2 =

=
c

n

1

n!

∑
ω∈Ωn

n,b∈B̃

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2

Tehát nincs más dolgunk, mint hogy bizonyítsuk

1

2

1

(n!)2

∑
α∈Ωn

n

∑
α∈Ωn

n

(ϕ(α)− ϕ(β))2 ≤ c

n

1

n!

∑
ω∈Ωn

n,b∈B̃

(ϕ(ωb)− ϕ(ω))2

egyenl®tlenséget, ami egyáltalán nem t¶nik egyszer¶nek.

Itt jegyzem meg, hogy ez az okoskodás nem használja ki azt, hogy a mo-

dell háromállapotú. Az állapotok számától függetlenül a fenti átalakításokkal
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ugyanerre az eredményre vezet. Vagyis a gondolatmenet több állapotú mo-

dellek esetében is használható, hiszen a fent leírtakban tulajdonképpen csak

az történik, hogy egy tetsz®leges állapotú modellt n állapotúvá alakítjuk át.
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5. További kutatási irány: a párkeltéses-irtásos

folyamat

Dolgozatomban eddig tárgyalt modellek mindegyikében az egyes típusú ré-

szecskék száma a folyamat során nem változott. Egy adott �zikai környezetben

nem ritka, hogy az ellentétes töltés¶ részecskék kiolthatják egymást (gon-

doljunk csak az ionokból keletkez® molekulákra). Vagy fordítva: a semleges

töltés¶ részecskepárból keletkezik két ellentétes töltés¶ részecske. Következzen

a modell pontos leírása: a részecskéink egy dimenzióban mozognak, egy pe-

riódikus szakaszon: Z/nZ A kon�gurációs tér tartalmazzon három féle ele-

met: -1,0,1. Viszont most már csak egy megmaradó mennyiségünk van az

össztöltés: Ωn
t = {ω |

∑
ωk = t}A lényeges változás, hogy az eddig megengedett

cseréken kív¶l párkeltés-irtás is történhet: (1,−1) ↔ (0, 0) és (0, 0) ↔ (1,−1).

Stacionárius mértéknek újfent megfelel a kon�gurációs téren vett egyenletes

eloszlás. A problémát nehezíti, hogy modellünkben a |Ωn
t |-re, vagyis a kon�-

gurációs tér nagyságára, így az egyes kon�gurációk mértékére sem adható

meg zárt formula. A sejtésünk az, hogy erre a folyamatra is igaz lesz a

Poincaré egyenl®tlenség a fent tárgyalt formában, így∑
ω∈Ω

λ(ω)ϕ2(ω) ≤ c

n

∑
ω∈Ω

λ(ω)ϕ(ω)Lϕ(ω)
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6. Összefoglalás

Dolgozatom kölcsönható részecskerendszerek vizsgálatával foglalkoztam, a cél

a Poincaré egyenl®tlenség vizsgálata, és ezzel a spektrális rés becslése volt.

Láthattuk, hogy a tárgyalt modellek mindegyike �zikai inditatású. A dol-

gozat els® részében megismertük magát a Poincaré egyenl®tlenséget, és az

egyenl®tlenség jelent®ségét. Az els® tárgyalt modellünk a kizárásos folyamat

volt, erre adott bizonyításunk lényegében megegyezik [1] cikkben látottakkal.

Majd ezen modellt továbbfejlesztését vizsgáltuk, melyet Fritz József és Nagy

Katalin tárgyal [2] 2006-ban megjelent cikkükben. Itt már három állapotot

tartalmaz a kon�gurációs tér és a folyamatot újfent az egyes elemek cseréi je-

lentik. Erre a modellre bizonyítottam a Poincaré egyenl®tlenséget, láthattuk,

hogy az egyenl®tlenségben szerepl® állandó újfent n2 nagysagrend¶. Továbbá

dolgozatom végén egy új modellel ismerkedtünk meg, ahol már párkeltés és

irtás is történhet és megfogalmaztam további kutatásom irányát.
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