UJRAMINTAVETELEZESI ELJARASOK

A jackknife (zsebkés) és bootstrap (cip6huzé a sajat kallantytijanél fogva) eljardsok angol el-
nevezése is arra utal, hogy itt ad hoc eljardsokrdl van szd, melyek azonban nagyon hasznosak
olyan szorult helyzetekben, mikor nincs kelléen nagy mintank vagy nem tudjuk tesztadatokon
megismételni az eljardst. Modellépitésnél szokdasos a tanuld- ést tesztadat elnevezés, mikor a
tanulé adatokon becsiiljiik a modell paramétereit, a tesztdatokon pedig szeretnénk kiprébélni
azokat. Az esetek tobbségében azonban egyetlen adatrendszer dll csak rendelkezésiinkre.

Célunk valamely becslés pontossiganak javitdsa, a hiba eloszldsanak becslése elsGsorban
kismintéds esetekben vagy olyanokban, melyeknél a tanuléalgoritmust tesztadatokon szeretnénk
kiprobalni.

Tesztadatok hidnydban a tanuléadatokat replikdljuk (ismételjiik). Az djramintavételezett
minta alkalmas konfidenciaintervallumok szerkesztésére és hipotézisvizsgalatra is, kiilondsen
nem-paraméteres esetben.

Jackknife

A jackknife az adatok jol megvalasztott csoportositdsan alapszik, a csoportok kombinacidi
alapjan becsléseket konstrualunk, amelyek atlaga lesz a jackknife becslés. Itt csak egy specialis
csoportokat haszndlo eljarast ismertetiink.

Legyen X = (X1,...,X,,) fiiggetlen azonos eloszldsi minta egy Py eloszlasbél, ahol § € ©
ismeretlen paraméter. Jelolje 6 = é(X) a 0 paraméter valamilyen becslését a teljes minta
alapjan; a tovabbiakban a becslések argumentumaba nem irjuk be a mintaelemeket. Jelolje 6_;
(1t = 1,...,n) azt a becslést, amelyet az i-edik mintaelem elhagyasaval kapunk. Képezziik az
un. pszeudoértékeket (az elnevezés Tukey-t6l szarmazik):

0; :=nb — (n — 1)6_,

Definicio. A 0 paraméter jackknife becslése a 0; pszeudoértékek atlaga:
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Allitds. A jacknife becslés pontosan eliminalja a torzitas % rendil tagjat.
Bizonyitds. Ha E(f) =0 + o+ n% + ..., akkor
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E(é.):n(9+;+m+...)—(n—1)(9+n_l+(n_1)2+...):9_m+,,,

Ha a 52 pszeudoértékek kozelitéleg fliggetlenek (elég nagy n-re ez altaldban teljesiil), akkor
D?2(0,) becslése az

n

oy i

i=1



statisztika lehet (@—ok korrigalt empirikus szérasnégyzetét le kell osztani n-el, ha &tlaguk
szérasnégyzetét akarjuk megkapni), tovabba a
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statisztika kozelitéleg ¢(n — 1) eloszldsi (ha n elég nagy), igy alkalmas hipotézisvizsgalatra és
konfidenciaintervallum szerkesztésre.

e 1. Példa: Legyen Xq,..., X, fae. minta egy olyan eloszlasbdl, melynek elsé momentuma
létezik. Konnyti latni, hogy a § = E(X;) paraméter jackknife becslése X. Hiszen a § = X
torzitatlan becslésbdl kiindulva a jackknife becslés megtartja a torzitatlansagot.

e 2. Példa: Legyen X1,...,X,, fae. minta egy olyan eloszlasbdl, melynek létezik a mésodik
momentuma. A § = o2 paraméter kezdeti becslése legyen 6 = S2 ennek torzitasa % rendd.
Az Allités értelmében a jakknife becslés eliminalja ezt a torzitast, és a fe = 5;22 torzitatlan
becslés lesz a szérasnégyzet jacknife becslése. A Steiner-formula tébbszori alkalmazéasdval
belathatd, hogy a 6; pszeudoértékek kozel fliggetlenek, igy a
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statisztika “nagy” mn-re “kozel” t(n — 1) eloszldsi, melynek segitségével konfidenci-
aintervallumot szerkeszthetiink és hipotéziseket vizsgdlhatunk az eloszlds ismeretlen
szorasnégyzetére.

Bootstrap

A [3] konyv jeloléseit hasznédlva legyen Z = (Z1, ..., Z,) fae. minta, S(Z) pedig ennek valamely
fiiggvénye (nem feltétleniil statisztika, mert az ismeretlen paramétert is tartalmazhatja). Pl a
¥ (0) paraméterfiiggvény T'(Z) statisztikaval torténé becslésekor S(Z) := T(Z) — () a becslés
hibaja, E¢S?(Z) pedig a becslés négyzetes rizikéja.

A Z = (Z,...,Z,) minta replikdltja a Z* = (Z,...,Z}) Gn. bootstrap minta, amelyet a
21, .., 2y realizaltakbol val6 visszatevéses mintavétellel nyeriink (megjegyezziik, hogy a jacknife
médszer alkalmazéasakor valgjaban n — 1 elemet replikdltunk visszatevés nélkiil). Pl. n = 6
esetén a z1,...,2¢ szdmokat egy szabalyos dobdkocka oldalaira irva, 6 dobas kimenetele egy
bootstrap mintat szolgaltat. Tetszdleges n esetén a z1, ..., z, szamokat n cédulara feliva és egy
kapalba téve, n-szer hizunk egymads utan visszatevéssel.
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annak a valdszintisége, hogy egy mintaelem belekeriil a bootstrap mintdba.



A bootstrap minta alapjan is kiszamoljuk S(Z*) értékét, s6t ezt &ltaldban t6bb bootstrap
mintéra is megtesszitk: S(Z*1),...,S(Z*P). Ha B elég nagy, akkor a kapott B sziam S(Z)
an. bootstrap eloszlasat mutatja, aminek alapjan kvantilis értékeket és egyéb paramétereket
becsiilhetiink. Ennek akkor van jelentsége, ha S(Z) elméleti eloszldsat egyébként nem ismerjiik,
pl. nem-paraméteres esetben. S(Z) szérdsnégyzetének becslése a bootstrap eloszlds alapjan:

B
D2(5(Z)) = 5 D (S(Z) ~ 5,
b=1

ahol §* = L0 | S(Z*").

A bootstrap eloszlds nem mds, mint a z1,...,z, realizdcié alapjan szerkesztett empirikus
eloszlas (az empirikus eloszlasfiiggvény 1épcsés fliggvény, mely a zq, ..., z, helyeken ugrik 1/n-
el). Ez valgjdban a z1,...,z, pontokra koncentralt diszkrét egyenletes eloszlds: U(z1,. .., zn).
Ennek az eloszldsnak a valédi momentumai (centralis momentumai) az eredeti eloszlds empirikus
(centrélis empirikus) momentumaival egyeznek meg. Ennek alapjén a momentumoktol fiiggd
becslések megkonstrualhatdok.

e 1. Példa: Legyen Z = (Zy,...,Z,) fae. minta egy olyan eloszldsbol, melynek létezik
a masodik momentuma. Legyen a § = o2 paraméter a szérasnégyzet, ennek torzitatlan

becslése: Z" ( _)2
- (Z—Z

T(Z) =S ===L" =2
S(Z) == T(Z) — 0, ES(Z) = 0. Legyen Z* bootstrap minta. A bootstrap eloszlds
szérasnégyzete S2, T(Z*) pedig a bootstrap minta alapjan szdmolt korrigalt empirikus
szdrasnégyzet, ami itt is torzitatlanul becsli az S2 valédi szérasnégyzetet. lgy a bootstrap
eloszlas alapjan E(S(Z)) = 0. Most szamitsuk ki a bootstrap eloszlas alapjan T'(Z), vagy
ami ugyanaz, S(Z) szérasnégyzetét! Mivel régebben beldttuk, hogy amennyiben az eredeti

eloszlds negyedik momentuma (my), s igy negyedik centralis momentuma (m$) is létezik,
akkor

X 1 . mn—3
D*(5(2)) = DA(T(2) = D¥(S;%) = (i - 2T,

Mivel a bootstrap eloszlas valédi momentumai az eredeti eloszlas empirikus momentuaival
egyeznek meg, ennek alapjan

= 1 /(—~. n—-3 — 1/~ n-3
D2(S(Z)) = D(T(Z*)) = — | M§ — M$?) = — [ M§ — s2
(s@) =021 (z) = (35 - 22300 ) = 1 (71 - 22382 ).
ahol M jeloli az eredeti minta alapjan kapott empirikus momentumokat. Tehdt itt a
bootstrap minta vétele nélkiil, csupan az eredeti minta alapjan szdmolt empirikus momen-
tumokra tdmaszkodva elméletileg meg tudjuk hatdrozni S(Z) bootstrap eloszlds szerinti
szorasnégyzetét.

e 2. Példa: regresszits hiba becslése. Legyen Z; = (X;,Y;), i = 1,...,n fae. 2-dimenziés
minta. AzY = f(X)+bregressziés modell (spec. Y = aX+c+e linedris regresszids modell)



paramétereinek legkisebb négyzetes becslését jelolje a és b. Az ¢ hiba szorasnégyzetének
bootstrap becslése az «¥,yf (i = 1,...,n) bootstrap realizaltakbdl (melyek azonos indexhez
tartozé (x,y)-parok az eredeti mintabdl) torténd f* becslések (linedris esetben az a*, ¢*

becslések) alapjén a B db. bootstrap mintabol:
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ahol a masodik becslés a linearis esetre vonatkozik. Itt tehat a generdlt tesztadatokbol
becsiiltiik a regressziés modell paramétereit, a hibat viszont az eredeti mintapontok helyén
szamoltuk.

3. Példa: a diszkriminanciaanalizis hibabecslése. Az egyszertliseg kedvéért tegyiik fel, hogy
csak két mintank van:

X1,y Xy ~ F = Ni(my,C)
és

Yl, e ,Ym ~ G :Nk(mQ,C),
ahol az X; és Y; k-dimenziés véletlen vektorok teljesen fiiggetlenek. A megfigyelt értékek:
X1,...Xp, illetve y1,...,ym. A minta alapjdn megbecsiiljiik az m; és my vdrhatéérték
vektort, valamint a C kovariancaiamatrixot, legyenek a becslések: my, my és C. Ezeket

a becsléseket figyelembe véve [1] Diszkriminanciaanalizis fejezete alapjan eljardst kapunk
arra, hogy eldontsiik: egy 1j x megfigyelést az I’ vagy a GG eloszlast koveti-e. Legyen

A= {x: (m) —ml])C 'x >c} cRF

ahol ¢ a paraméterektdl és mintaelemszamoktdl fliggd konstans. Ha x € A teljestil, akkor az
x megfigyelést a G eloszlast kovetok csoportjaba soroljuk. Az osztalyozas varhaté hibajat
még az 1j megfigyelések (tesztadatok) beérkezése el6tt szeretnénk megbecsiilni. Az

— i:x, €A

error := M

n

mennyiség nyilvan alulbecsiili a hibat, mert az osztalyozd eljardst a minta alapjin sz-
erkesztettiik, az mintegy adaptaléodott a mintdhoz. A valédi varhaté hiba

error := Pp{i: x; € A}

lenne. Mindezt megcsindlhatnank a masik fajta hibara is, mely a G-eloszlastak (y;-k)
F-eloszlasi csoportba valé téves besoroldasabél adédna (az A tartomany alapjan). Az
osztéalozas hibja e kétfajta hiba Osszege. A téves besorolas relativ gyakorisiga igy csak
az X-es, ill. Y-os mintdkbél szdmolandé, maga az A illetve A taromény azonban fiigg
mindkét mintatol (Z).

S(Z) := error — érror,

a masik fajta hibara vonatkozé eltérés teljesen hasonléan szamolhato.



Az S(Z*) bootstrap veszteséget Monte Carlo mddszerrel hatarozhatjuk meg. Az Fés G
eloszlasbdl generdlunk n, illetve m darab x7, illetve y; bootstrap mintaelemet, ezek alapjan
kiszamitjuk az F és G eloszlasok paramétereit, majd meghatdrozzuk az A* bootstrap
kritikus tartomanyt. fgy az bootstrap veszteség egy realizacidja:

xi € A} i x} e A

n n

hasonl6an y;-k, illetve y7-ok alapjan a mdsik fajta hibdra.

Ezen eljaras elegendden sok fliggetlen ismétlése utan a veszteség eloszldsa, momentumai
meghatarozhatok.

Megjegyezziik, hogy a programcsomagok kiszamitjak a hibavalésziniliség jackknife becslését
is olymédon, hogy minden egyes mintaelem kihagyédsaval megszerkesztik a kritikus A illetve
A’ tartoményt, majd megvizsgdljak, hogy a kihagyott elem melyik tartomdnyhoz tartozik.
Az igy tapasztalt hibds dontések relativ gyakorisdga a hibavaldszintiség becslése. Efron [2]
dolgozataban egy 10 és egy 20 elem mintara ismerteti mindkét eljaras eredményét; nincs
lényeges kiilonbség.

Megjegyezziik, hogy a bootstrap moddszer nem-paraméteres prébakra is alkalmazhaté.
Annak a nul-hipotézisnek a tesztelésére, hogy mintdnk normadlis eloszlasbdl szarmazik (a
tagadds alternativdjaval szemben) el6szor a rendelkezésre all6 fae. mintabdl becsiiljiik meg a
szébajoheté normélis eloszlas paramétereit (mintadtlag és empirikus szérdasnégyzet). Ezutan
generdljunk egy mdsik (nem feltétleniil az eredetivel azonos elemszamu) mintdt a becsiilt
paraméterekkel (eredeti mintdnkhoz gyartott bootstrap minta Hjy fennélldsa esetén). Végiil
végezziink illeszkedésvizsgalatot arra nézve, hogy a két minta azonos eloszlasbdl szarmazik-e
(pl. Kolmogorov—Szmirnov prébaval). Ha (az adott szinten) igen, akkor elfogadjuk, kiilonben
elutasitjuk a null-hipotézist.
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