TOBBVALTOZOS STATISZTIKAI MODSZEREK

A t6bbdimenzids normaélis eloszlas kulcsszerepet jatszik itt, bar a legtébb modszer
akkor is alkalmazhato, ha a hattéreloszlas tobbdimenzids folytonos és csak a valtozok
paronkénti kovariancidjara szoritkozunk.

Definicio. Az X ~ N,(m,C) véletlen vektor p-dimenziés normélis eloszldsi m
varhato érték vektorral és C kovarianciamatrixszal, ha siirtiségfiiggvénye
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F6komponensanalizis

Legyen X ~ N, (m, C), és tegyiik fel, hogy a C kovarianciamdtrix pozitiv definit.
A modell a kovetkezo:

X =VY +m,

ahol m = EX, V p x p-s ortogonalis matrix (azaz V~! = V1), Y pedig fiiggetlen
komponensti, p-dimenzids normalis eloszlasi véletlen vektor.

Megadjuk a fenti eléallitast. Mivel V invertalhato, ezért
Y=V }{X-m)=V(X-m).

Jellje C = UAUT az X véletlen vektor kovarianciamétrixanak spektralfelbontésat.
Ezzel Y kovarianciamatrixanak diagondlisnak kell lennie. A spektralfelbontés egyértelmiisége
értelmében

EYY'=E[V ' X-m)(X-m)'V]=V'E[(X-m)(X-m)"]V =
=V7ICV =V 'UAU"V = (V'U)AVTIU)T
diagonalis matrix fédiagondlisaban csokken6 elemekkel akkor és csak akkor, ha
V-IU =1, azaz V = U. (Itt kihaszndltuk, hogy V, U, kévetkezésképpen VU

is ortogondlis métrix.) Megjegyezziik, hogy t6bbszorés multiplicitasi sajatértékek
esetén az U matrix megfelel6 oszlopai sem egyértelmiiek. Igy

X=UZ+m
lesz a kivant felbontas, ahol Z jeloli a V = U vélasztas melletti Y-t, azaz
Z=U1'(X-m)=U"X—-m).

Ezt a Z-t az X véletlen vektor fokomponensvektoranak, komponenseit pedig fokomponensek-
nek nevezzik.
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Vegyiik észre, hogy a k-adik fokomponens az X — m valtozé komponenseinek az
u; vektor koordinataival vett linearis kombinacioja:

Zk:uckp(X—m) (k=1,...,p),

ahol u; a C métrix A\ sajatértékéhez tartozé normélt sajatvektora (U k-adik
oszlopa), és Zj, variancidja Ag; Ay > Ag > -+ > A

X fenti felbontasa eleget tesz az alabb ismertetend6 optimalitasi kritériumnak
(a f6komponenseket ezzel is be lehetne vezetni): Az els6é fékomponens, Z; szérisa
maximalis az X — m véletlen vektor komponenseinek 0sszes lehetséges normalt
(egységvektorral képzett) linedris kombindciééi kozott; Zo szérdsa maximdlis az
Osszes lehetséges, Z1-t6l fliggetlen normalt linearis kombinaciééi kozt; s.i.t. a k-adik
fokomponens, 7, szordsa maximalis az Osszes lehetséges, 71, ..., Z;_1-t6l fiiggetlen
normélt linedris kombindcié szérdsa kozt (k= 3,...,p).

A fékomponens modellhez nem kell sziikségképpen feltenni a tobbdimenzids nor-
malitast. TetszOleges p-dimenzids folytonos eloszlasu véletlen vektor C pozitiv
szemidefinit kovarianciamatrixara elvégezheté a C = UAUT spektralfelbontas,
a Z = UT(X — m) véletlen vektorrdl pedig csak annyi mondhaté el, hogy ko-
ordinatai korrelalatlanok (normaélis eloszlds esetén ez a fiiggetlenséget is jelentette),
varianciaik pedig C sajatértékeivel egyeznek meg, csokkené sorrendben. fgy a
“fliggetlenség” sz6 helyébe tehat mindeniitt a “korrelalatlansag” 1ép. A valésagban
persze a felbontast az X véletlen vektor empirikus kovarianciamatrixan végezziik
el, nem torédve azzal, hogy milyen eloszlasbdl szarmazik a mintank. Megjegyezziik
azonban, hogy diszkrét eloszlasokra a modszer nem javasolt, hanem ott hasonld
céllal mas eljarasokat vezethetiink be.

A fentiek alapjdn a fékomponens transzformacié egyben azt is jelenti, hogy ha
az ug, ..., u, sajatvektorok alkotta bazisra tériink at, akkor ezekben az irdnyokban
a transzformélt valtoz6 variancidja maximalis.

Amennyiben adott egy n-elemii minta, azaz n pont a p-dimenzids térben (n > p),
a fokomponensanalizis szemléletesen a kovetkezoképpen képzelhetd el: u; az az
irany, amely mentén a mintaelemek szérédasa a legnagyobb. Ha az uq,...,ux_1
iranyokat mar megkonstrualtuk, akkor az uy irdany olyan lesz, amely meréleges az
elozoekre, tovabba emellett az ortogonalitasi feltétel mellett ebben az iranyban a
mintaelemek szérdédasa a legnagyobb. Grafikusan lehetséges a mintapontok kiraj-
zolasa az els6 néhény fokomponenspar sikjaban 2-dimenziés abrakon.

Faktoranalizis

A f6komponensanalizisnél lattuk, hogy a médszer alkalmas a valtozdk szamanak
csokkentésére. A faktoranalizis célja eleve ez: nagyszamu korreldlt valtozé ma-
gyarazata kevesebb korreldlatlannal (t6bbdimenzis normélis eloszlas esetén a kor-
relalatlan helyett fliggetlen mondhatd). Ezek a kézds faktorok azonban nem ma-
gyaraznak meg mindent a valtozékbdl, csak azoknak az tin. “kozos részét”. Ezen
kiviil van a valtozoknak egy “egyedi része” is, amelynek levalasztasa szintén a
modell feladata. A kozos faktorokra itt nem gy kell gondolni, mintha kozvetleniil
megfigyelheto valtozdk lennének.

A k-faktor modell tehat a kovetkezd. Adott a p-dimenzids X véletlen vektor
m varhaté érték vektorral és C kovarianciamatrixszal, tobbdimenzidés normalitas



esetén X ~ N,(m,C). Adott k (1 < k < p) egészre keressiik az
X=Af+e+m

felbontast, ahol A p x k-as méatrix, az f kozos faktor O varhaté érték vektort, kor-
relalatlan komponensti, k-dimenzids véletlen vektor, komponensei 1 szérasiak, az e
egyedi faktor p-dimenzids korreldlatlan komponensii véletlen vektor, raadasul kom-
ponensei még f komponenseivel is korrelalatlanok. A modell feltevései formalisan:

Ef =0, EfT =1,
Ee =0, Eeel =D diagonslis matrix,

Efe’ =0 a k x p-es azonosan 0 métrix.

Koordinatakra lebontva ez a kévetkezot jelenti:

k
Xi=) ajfitei+p, i=1..p
j=1

Mivel e; és f; korreldlatlanok, X; variancidja

k
2
Ciz = g aj; + dii,
i=1

ahol d;; a D diagonalis matrix ¢-edik diagondlis eleme nem mas, mint az e; valtozo
(i-edik egyedi faktor) variancidja. Tehat X; variancidjabol a 2521 afj részt ma-
gyardzzak a kozos faktorok — ezt nevezzik az X; véaltozd kommunalitisanak —, d;;
pedig az egyedi variancia.

A modell paraméterei az A és D matrixok. Az A matrixot faktorsiuly-mdtriznak
(més terminologidval atviteli matrixnak) nevezziik. Ezekkel a modell matrixalakja
a kovetkezo:

C=AA" +D.

Lathatd, hogy X tetszoleges atskdlazas utan is leirhaté a k-faktor modellel, ugya-
nis
SX = (SA)f +Se+ Sm

teljesiti a modell feltételeit. Az is lathato, hogy az A faktorsuly-matrix sorainak
tetszoleges elforgatdsa utdn (azaz az AO transzformdcié utén is, ahol O k x k-as
ortogonalis matrix) faktorsiuly-matrix marad a fenti modellben.

Még adott k esetén is nehéz megtaldlni a fenti felbontast. Az egyértelmiiség
kedvéért szokas ezen kiviil még tovabbi kényszerfeltételeket tenni az A matrixra.
Példaul tobbdimenzids normalis eloszlasi X, f, e esetén a k-faktor modell paramétereinek
maximum likelihood becslését keresve fel szoktdk tenni, hogy a C kovarianciamétrix
nem-szingularis, az

ATD A

matrix pedig diagonalis, diagonalis elemei kiilonb6zoek, és nem-csokken6 sorrendbe
vannak rendezve. Ez a feltétel bizonyos egyértelmiiséget biztosit a faktorok maxi-
mum likelihood becsléséhez, és a szamolasokat is egyszeriibbé teszi.



A faktorok szamat, k-t “kicsire” célszerti valasztani. Kérdés azonban, hogy mi-
lyen k£ < p természetes szamokra irhatd le az n-dimenziés X véletlen vektor a
k-faktor modellel. Ehhez szamoljuk 0ssze a modell paramétereit: A-ban és D-ben
Osszesen pk +p ismeretlen paraméter van, a kényszerfeltétel azonban a diagondlison
kiviili elemek 0 voltdra vonatkozén (1/2)(k? — k) = (1/2)k(k — 1) egyenletet jelent
(ez megegyezik a k X k-as forgatdsok szabad paramétereinek szaméval). Alapvet&en
pedig van (1/2)p(p + 1) egyenletiink (a C kovarianciamétrix kiilonboz6 elemei
a szimmetria miatt). A felirhaté egyenletek és a szabad paraméterek szamanak
kiilonbsége:

s=(1/2)p(p+1)+ (1/2)k(k — 1) — (pk +p) = (1/2)(p — k)* — (p + k).

Altalénosségban s < 0 esetén varhatd az egyenlet algebrai megoldasanak létezése.

Ekkor
E>2p+1—+/8p+1)/2.

A faktormodell identifikdlhatésagan azt értjik, hogy rogzitett k esetén egyértelmiien
meg tudjuk adni D-t és A-t.

Adott k < p természetes szam esetén a C = AAT + D egyenlet pontosan akkor
oldhat6 meg, ha van olyan px p-s diagonalis D matrix (f6diagonélisdban nemnegativ
elemekkel), hogy a C — D maétrix pozitiv szemidefinit és rangja nem nagyobb k-nél.
Ez az allitas azonban nem sok gyakorlati jelent6séggel bir, a gyakorlatban numerikus
eljarasok hasznalhatok. Az SPSS-ben tobbféle modszer koziil lehet véalasztani, a
fokomponensanalizis mint ezek egyike van feltiintetve.

A végén a faktorsiulymatrixot tetszélegesen elforgatva (legyen ehhez O k x k-
as ortogondlis matrix), az AO matrixszal, mint faktorsulymatrixszal a k-faktor
modell tovabbra is fennall, a faktorsiulyok pedig esetleg jobban reprezentalhatdk
a gyakorlatban (jobban mutatjak, hogy melyik faktorban melyik valtozé jatszik
szerepet). A faktorok rotdcidjara kiilonb6z6 modszerek allnak rendelkezésiinkre,
példaul a VARIMAX moddszer, ami sok 0-hoz kozeli és viszonylag kevés +1-hez
kozeli faktorsilyt eredményez. A faktoroknak ilyen mdédon a felhasznalé konkrét
jelentést tud tulajdonitani. Példaul ha valtozéink gépkocsik kiillonbozo miiszaki
jellemzo6i, akkor faktora lehet példaul a teljesitoképességnek, gyorsithatésagnak,
stb.

Tobbvaltozds regresszidanalizis

A t6bbvéltozos regresszids problémaban az Y valdszintiségi valtozdt (fiiggd vdltozo)
szeretnénk az Xy, ..., X, val6szintiségi valtozdk (figgetlen vdltozok) fiiggvényével
kozeliteni legkisebb négyzetes értelemben. Amennyiben ismerjiik az Y, Xy,..., X,
véletlen vektor egytittes eloszlasat (tegyiik fel, hogy ez abszolit folytonos, az egyiittes
stirtiségfiiggvényt jelolje f(y,z1,...,zp)), akkor

E(Y - g(Xb .- 'aXP))2

minimumdt a p-valtozds g fiiggvények korében Y-nak az X1, ..., X, véltozok adott
értéke mellett vett feltételes varhato értéke szolgaltatja:

fjooo yf(y7x17 s 7xp)dy

(3.1) gopt(x1,...,2p) =EY| X1 =21,..., X, =12),) = =55 ,
v P P P oo fy, o, ) dy




ezt nevezziik regressziés fliggvénynek.

Adott f stirtiségfliggvény mellett sem mindig trivialis a fenti integral kiszamolasa,
altalaban azonban f nem adott, csak egy statisztikai mintank van a fiiggd és
fiiggetlen valtozdkra az (Y (™), Xfm), e ngm)), (m=1,...,n) figgetlen, (p + 1)-
dimenzids megfigyelések formdajaban. A legegyszerlibb ilyenkor a fenti minimumot
a linedris fliggvények korében keresni, ezt nevezzik linedris regresszionak. Erre
az esetre vezethetd vissza olyan fiiggvényekkel valé kozelitése Y-nak, amely az
X; valtozdk linedris fiiggvényének monoton (példdul exponencidlis, logaritmikus)
transzforméaciéja. Ilyenkor az inverz transzformaciot alkalmazva Y-ra, az igy kapott
1j fliggd valtozon hajtunk végre linedris regresszidt az eredeti fliggetlen valtozok
alapjan.

A masik érv a linedris regresszié mellett az, hogy amennyiben Y, X;,..., X,
egyiittes eloszlasa (p+ 1)-dimenziés normalis, akkor a feltételes varhaté érték vevés
valéban linearis fliggvényt ad megoldasul. A tobbdimenzids normalitas pedig a
centrélis hatareloszlas tételre hivatkozva elég altalanosan feltehetd, vagy legalabbis
kozelitheto vele eloszlasunk.

Harmadik érv: még akkor is, ha eloszlasunk nem kozelitheté6 normalissal, de
abszolut folytonos, el6fordulhat, hogy pusztan a valtozok kozott masodik momen-
tumokra akarunk hagyatkozni, azaz az egyiittes kovarianciaval akarunk csak dolgo-
zni (amely mintdnkbdl becsiilhetd). Ilyenkor is alkalmazhaté az alabb ismertetendé
modszer, hiszen ennek is — a fékomponens- és faktoranalizishez hasonléan — az a
sajatossaga, hogy csak a masodik momentumig bezarélag hasznal momentumokat.

Térjlink ra tehat a linedris regressziéra. A legjobb
YNZ(X> :ale-l-----i-apo-i-b

linedris kozelitést keressiik legkisebb négyzetes értelemben, azaz minimalizalni akar-
juk az
E(Y — (a1 X1 + -+ apX, +b))?

kifejezést az aq,...,a, és b egyiitthatokban édltaldban egy n-elem{i minta alapjan
(n > p).
Az egyvéltozos esethez hasonléan megmutathaté, hogy az ay, . . ., a, egyiitthaték

megoldésai a
Ca=d

egyenletnek, ahol a = (ay,...,a,)T, C jeldli a pxp-s empirikus kovarianciamétrixot,
ad € RP vektor pedig az Y véltozénak X komponenseivel vett empirikus (kereszt)kovariancidit
tartalmazza. A fenti linearis egyenletrendszernek létezik egyértelmii megoldasa, ha
|C| # 0, ami teljesiil, ha az Xi,..., X, véltozék kozott nincsen linedris kapcsolat.
A megoldas:
a=C7'd & b=Y -a'X.

Ezutan hipotéziseket vizsgdlhatunk a regresszié “josagara”. Ha a Hyp: a = 0
hipotézist szignifikdnsan el tudjuk utasitani, akkor értelmes a regresszi6. Mindezt
F-prébaval tessziik az Y minta teljes széréddsanak (31, (V; — Y;)?) felbontésdval
a regresszi6 altal képviselt és a véletlen hiba (3 (Vi — a1 X — -+ — apXip — b)?)
okozta részre, varianciaanalizisbeli technikakkal.



Az [(X) = a1 X1+ - +ap, Xp+b jeloléssel Y és [(X) korreldcidjat Y és (X, ..., X))
tobbszoros korreliciojanak nevezziikk. Ha az Y; és Y, fiiggetlen valtozdkat ugyana-
zon X fiiggetlen véltozokkal linedrisan kozelitjiik, akkor az Yy — [1(X) és Yy —
[5(X) véltozok korrelaciéjat Yy és Yo parcidlis korreldcidjanak nevezzilkk, miutén
(X1,...,Xp) un. hatdsat bel6liik kikiiszoboltiik.

Varianciaanalizis

Gyakorlati alkalmazasokban olyan mintakat vizsgalunk, melyeket kiilonb6z6 koriilmények
kozt figyeltiink meg, és célunk éppen annak a megallapitasa, vajon ezek a koriilmények
jelentOsen befolyédsoljak-e a mért értékeket. Tehat mintankat eleve csoportokba osz-
tottan kapjuk, feltessziik azonban, hogy a kiilonb6z6 csoportokban felvett mintak
egymastdl fliggetlenek, normalis eloszlasiak és azonos szérasuak.

Példaul tobb gépen, vagy tobbféle technoldgidval gyartott alkatrészek valami-
lyen mérhetd jellemzojét vizsgaljuk, és az érdekel benniinket, vajon a gyarté gép
vagy a gyartasi technolégia befolyasolja-e az alkatrész mért tulajdonsagat. Ha
egyszerre mindkét hatds, esetleg azok kolcsonhatasa is érdekel benniinket, akkor
kétszempontos varianciaanalizisrol beszéliink, ha kiilon vizsgaljuk az egyes tényezok
hatasat, akkor egyszempontos a varianciaanalizis. Természetesen bevezethetnénk
tovabbi szempontokat is. A szempontok szama szerint ismertetjiik a legfontosabb
modelleket.

Egyszempontos varianciaanalizis

Valamilyen szempont alapjan (példaul kiillonbozé kezelések) k csoportban kiilén
végziink megfigyeléseket. Az egyes csoportokban a mintaelemek szama &dltalaban
nem egyenlo: jelolje n; az i. csoportbeli mintaelemek szamat, n = Zle n; pedig az
Osszminta elemszamdt. Az i. csoportban az X; ~ N (b;, 02) valésziniiségi valtozéra
vett mintaelemeket

XijNN(bi,Uz), (jzl,,nl)

jeloli. Ezek egymas kozt és kiillonboz6 i-kre is fliggetlenek, azonos szérastak. A
varhaté értékekre a b; = m + a; felbontast alkalmazzuk, ahol m a varhaté értékek
stulyozott atlaga, a; pedig az i. csoport hatasa:

1
m:—Znibi, ai:bi—m (Zzl,,k})

Konnyen lathato, hogy
k
Z n;a; = 0.
i=1
Ezekkel a jelolésekkel az egyszempontos modell
Xij=m+a; + & (G=1,....n5i=1,...,k)

alakban frhatd, ahol az £;; ~ N(0,0?) fiiggetlen valésziniiségi valtozok véletlen
hibak.



Vezessiik be a csoportatlagokra ill. a teljes mintadtlagra az

m:X” és CAM:XZ“—XM' (i:1,...,]€>

lesznek.

A gyakorlati alkalmazok terminolégiajaval élve: a fenti kvadratikus alakok segitségével
a mintaelemek teljes mintadtlagtdl vett eltéréseinek négyzetosszega (Q)) felbom-
lik csoportok kozotti (between, @) ill. csoportokon beliili (within, @.) részre a
kovetkezoképpen:

A fenti felbontdsokat az aldbbi in. ANOVA (ANalysis Of VAriances) tablazatban
foglaljuk Ossze.

A szorédas oka Négyzetosszeg Szabadsdagi Empirikus

fok szorasnégyzet
Csoportok kozétt Q. = Z,’;:l ni (X — X )2 E—1 s2 = kQ_“l
Csoportokon belill Q. = Zle Z?;1<Xij ~X;)? n—k 2 = nQ—Ek
Teljes Q=212 (X —X)? n-1 -

A fenti modellben el6szor az m = 0 hipotézist teszteljiik. Ha ezt elutasitjuk (az
6sszes varhat6 érték nem 0, azaz van un. féhatas), akkor a

Hy :a1=---=a; =0, tomoren a=20
hipotézist vizsgaljuk. Bevezetve az

2 Qa . 2 _
] ill. Se=_—7

S
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kifejezéseket, ezek azonos (02) szérastiak, fiiggetlenek, hanyadosuk pedig Hy fenalldsa
esetén F-eloszlast kovet k — 1 ill. n — k szabadséagi fokkal:

_Qa.n—k
_Qe k-1

sa
F=3 ~F(k—1,n—k).

és ez az I is szigorian monoton csokkeno fliggvénye a likelihood hanyados statisztikanak.

Tehat H tesztelésére F-proba alkalmazhato, mellyel tulajdonképpen arrél dontiink,
hogy a csoportok kozotti eltéréseket mérd s2 szignifikdnsan nagyobb-e, mint a cso-
portokon beliili ingadozdsokat mutaté s (utébbi ingadozdsokat csak a véletlen
eltérések hozzdk létre). Ha a fenti F-statisztika nagyobb vagy egyenld, mint az
F(k — 1,n — k)-closzlds 1 — € szinthez tartozé kritikus értéke, akkor 1 — e biz-
tonsdggal (e szignifikancidval) elutasitjuk Ho-t, azaz az a; varhaté értékek kozott
van olyan, ami nem egyenlé a tobbivel; kiillonben pedig elfogadjuk Ho-t. Az ANOVA
programokban altalaban feltiintetik azt a legkisebb e értéket, amely mellett a cso-
portok kozti eltérés még szignifikéns.

Ha Hy-t elutasitottuk, hipotéziseket vizsgalhatunk és konfidenciaintervallumokat
szerkeszthetiink az egyes csoportok varhato értékére és tetszéleges két csoport
varhaté értékének kiilonbségére.

Kétszempontos varianciaanalizis (interakcioval)

Itt is két kiilonb6z6 szempont alapjan kialakitott k- p csoportban végziink megfi-
gyeléseket, de cellanként t6bb (mondjuk minden celldban n) megfigyelést. Az el6z6
rész példajaval élve: k féle technoldgiaval p féle gépen gyartanak alkatrészeket és
mérik azok szakitoszilardsagat. Itt azonban feltételezziik, hogy a kétféle szempont
hatdsa nem fiiggetlen, (nem mindegy, hogy melyik gépen melyik gyartasi tech-
noldgiat alkalmazzuk).

Jelolje X;;; az els6 szempont alapjan i-edik, a masodik szempont alapjan pedig j-
edik csoportban végzett [-edik megfigyelést, példankban az i-edik technoldgiaval a j-
edik gépen gyértott [-edik termék szakitészilardsdgat (i = 1,...,k; j=1,...,p; [ =
1,...,n).

Tehat 6sszmintdnk elemszama kpn. A mintaelemek fiiggetlenek és
Xijt ~ N(m+ a; + bj + ¢;j,0%), azaz linedris modelliink most a kovetkezd:

Xiji =m+a; +b; + ¢y + €451, (i=1,...,k;j=1,...,p)

ahol az ;5 ~ N(0,0?) fliggetlen valésziniiségi valtozék véletlen hibdk. Itt a;-
k jelolik az egyik, b;-k a mdsik tényezd hatdsait, c;;-k pedig az interakcidkat.
Feltessziik (m-be valé beolvasztéssal elérhetd), hogy

k

Zaz =0, Z bj =0,
i=1 j=1

k
Z%’:O (j=1,...,p) ¢&s
=1



A megoldéashoz lasd az ANOVA-tablazatokat.
Tobb szempont, kisérlettervezés

Héarom vagy tobb szempont is bevezetheto, ekkor azonban az altalanos modellben
vizsgalnunk kell az Osszes kétszeres, haromszoros, esetleg tobbszoros interakciot,
ami hihetetlentiil elbonyolitja a tablazatot (a programcsomagok altaldnosan csak
haromszempontos varianciaanalizist tartalmaznak).

Harom szempont esetén tegyiik fel, hogy mindegyik szempont szerint k csopor-
tunk van. Ez k3 cellat, és ugyanennyi megfigyelést jelent (ha cellanként csak egy
megfigyelést végziink). Amennyiben nincsenek interakciék a modellben, elég k?
szamu kisérletet végezniink a kovetkezo, un. latin négyzet elrendezéssel: az elsé két
faktor (i, j) szintjét a harmadik [ = (3, j) szintjével kombindljuk olyan médon, hogy
a harmadik faktor mindegyik szintje minden ¢ és minden j index esetén pontosan
egyszer forduljon el6. Ilyen elrendezés persze tobb is van (csak ciklikus &! db.).

Ezt a mdédszert el6szor mezdgazdasigi parcellakon alkalmaztak, ahol gabonafajtak
sikértartalméat hasonlitottak ossze maga a fajta, az ontozés és az alkalmazott miitragya
szempontjabol. Példaul 5 kiilonb6z6 ontozési mdd és az alkalmazott 5-féle miitragya
szerint egy b x 5-0s parcellat alakitottak ki, ahol a 25 cellaba 5 fajta gabonét vetet-
tek 1gy, hogy minden sorban és minden oszlopban el6forduljon az 5 fajta gabona
mindegyike ( ciklikus permutéciéndl a legegyszertibb az iiltetés, ahol az azonos fajta
gabonat rézsutosan iiltetik).

Kanonikus korrelaciéanalizis

Most két véletlen vektor egyiittes strukturajat szeretnénk leirni. Mindkettot
ugyanazokon az objektumokon figyeljiik meg, ezért 1igy is elképzelhetjiik oket, hogy
egy tobbdimenziés véletlen vektor komponenseit osztjuk két csoportba, és a két
valtozocsoport kozti Osszefiiggést vizsgaljuk. Példaul pszichiatriai betegek felvett
adatait két csoportra osztjuk: az adatok egyik része in. klinikai paramétereket tar-
talmaz (ezek vérszérumszint, EEG-adatok elemzésébdl ad6dé folytonos valészintiségi
valtozdk), masik része pedig pszichidtriai tesztek eredményeibél all (melyek kiilonbozé
skaldkon szerzett pontszamok, altalaban %-os értékek, szintén tekinthetk folytonos
valésziniiségi véltozoknak), és azt szeretnénk vizsgélni, hogy mely klinikai paraméterek
ill. mely pszichiatriai teszteredmények vannak a legszorosabb kapcsolatban egymassal.

Legyen tehat X = (Xi,...,X,)7 illetve Y = (Y1,...,Y,)T p-ill. g-dimenziés
véletlen vektor 0 varhaté érték vektorral. A rajuk vonatkozo n fliggetlen megfi-

gyelést az n x p-es F ill. az n x ¢g-as G adatmétrix tartalmazza (n > max{p,q}).
Ekkor

1

n

1

~ ~ 1 ~
Cii = -FT'F, Cyp=-GTG, Cyy=-FTG
n n

az empirikus kovariancidk ill. keresztkovarianciak matrixa. Tébbdimenziés normalis

eloszlas esetén ezek az elméleti C11, Coy, Cqo kovarianciamatrixok maximum like-

lihood becslését adjak. Feltehetd, hogy Cq1 és Cos nem-szingularis, ellenkezo eset-

ben ugyanis az X vagy Y véletlen vektor komponensei kozt linearis osszefiiggések

lennének, ekkor azonban alacsonyabb dimenziés véletlen vektorokkal lennének helyettesithetok,
azaz p vagy q csokkenthetd lenne.
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Keresiink olyan a; € RP és b; € R? vektorokat, hogy
Corr (a7 X, b{Y)

maximalis legyen. (Amennyiben X és Y tobbdimenziés normélis eloszlasuak, ez a
Rényi-féle maximélkorreldcié feladatanak specidlis esete.) Ezutdana k = 2,3,...,1 =
min{p, ¢} indexekre keressiik azokat az a; € RP és by, € R? vektorokat, melyekkel

Corr (aj X, b{Y)

maximélis és az al X ill. bl'Y valészintiségi véltozdk korreldlatlanok az al X ill.
blY valészintiségi valtozékkal (i = 1,...,k — 1), azaz a maximumot a

Corr (af X,al X) =0, Corr (blY,b]Y)=0 (i=1,....,k—1)

kényszerfeltételek mellett keressiik. A k-adik maximum értéke g, a k-adik kano-
nikus korreldcios eqyiitthato.

A feladat megolddsa az empirikus kovarianciakbol és keresztkovarianciakbol szamolt
matrix szingularis felbontasaval torténik. Az eredményeket az a és b vektorok
egylitthatodival interpretalhatjuk. Megjegyezziik, hogy a kanonikus korrelaciok a
tobbszoros korrelacié természetes altalanositésai, amennyiben az Y célvaltozo is
tobbdimenzios.

Diszkriminanciaanalizis

Objektumokat szeretnénk a rajtuk végrehajtott tobbdimenzidés megfigyelések
alapjan elore adott osztdlyokba besorolni. Példaul pacienseket klinikai- vagy pszichiatriai
teszteredményeik alapjan szeretnénk beteg- ill. kontrollcsoportba, vagy tobbféle
betegcsoportba besorolni; vagy egy 1j egyedet mért értékei alapjan valamely ismert
fajba akarunk besorolni.

A médszert ugy kell elképzelni, hogy elsé 1épésben egy un. tanulé-algoritmust
hajtunk végre. Az objektumoknak kezdetben létezik egy osztalybasoroldsa. Ezt
ugy adjuk meg, hogy a megfigyelt tobbdimenzids, folytonos eloszlasi valdoszintiségi
valtozo komponensein kiviil bevezetiink egy, az osztalybatartozasra jellemzo dis-
zkrét valdszintiségi valtozdét, mely annyiféle értéket vesz fel, ahany osztdly van; ez
utobbit egy szakérté a mérésektol fliggetleniil allapitja meg. Az egyes osztalyok
adatai alapjan diszkrimindlé algoritmust készitiink, és megnézziik, hogy az algo-
ritmus szerint melyik osztalyba keriilnének eredeti objektumaink. Amennyiben a
téves osztalybasorolasok szama nem tdl nagy, dgy tekintjiik, hogy az algoritmus
altal adott diszkrimindlé fiiggvény a tovabbiakban is haszndlhaté az adott cso-
portok elkiilonitésére. Az el6bbi példakkal élve, ha a jovoben bejon egy paciens,
akkor a mért klinikai- vagy pszichiatriai teszteredményei alapjan a diszkrimindlo
fliggvény segitségével tudjuk 6t beteg- ill. kontrollcsoportba, vagy tobbféle betegc-
soport egyikébe besorolni; vagy elég sok egyedet megfigyelve a fajokbdl, egy 1j
egyedet mar mért tulajdonsigai alapjan be tudunk sorolni. A téves csoportba-
sorolasnak &dltaldban pozitiv valésziniisége van (s6t ez minden csoportra més és
mas), specidlis esetekben ezeket az algoritmus végén meg is tudjuk hatdrozni,
és természetesen csak ezekkel a valdszinliségekkel bocsatkozhatunk “joslatokba”
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egy djonnan bejovo objektum osztalybasorolasa tekintetében. Idonként a kozben
beérkez6 objektumokat is hozzavéve a mintahoz, az algoritmus felfrissitheto, ezéltal
a diszkriminalé fliggvény is mdédosulhat, s6t a mintaelemszam novelésével javulhat,
de n — o0 esetén sem varhato el tokéletes osztalybasorolas.

Egyes alakfelismer6 programok is alapulhatnak egy tanulémintan el6zetesen végre-
hajtott diszkriminanciaanalizisen, mas néven identifikaciéon. A most bevezetendd
séma dontéselméleti fogalmakat haszndl, azokat is a legegyszeriibb formaban. Ha-
sonl6 alakfelismerést végez pl. a postan az iranyitészamokat leolvasé automata,
vagy egy computer tomograf, amely daganatokat diagnosztizal.

A tényleges osztalyozas figyelembevételével bevezetjiik a kovetkezdket. Jeldlje k
az osztalyok szamat, tovabba

a. jelolje az egyes osztalyokhoz tartozé p-dimenziés mintaelemek stirtiségfiiggvényét
f1(x), ..., fr(x) (abszolit folytonos eloszldsokat feltételeziink);

b. jelolje 7, ..., T, az egyes osztalyok a priori valdszintiségeit;
Az a.-beli stirtiségeket osztalyonként becsiiljik a mintatakbdl, a b.-beli a priori

valészintiségek pedig lehetnek az egyes osztalyok relativ gyakorisagai. fgy vissziik
bele “tudasunkat” az alabbi algoritmusba.

Ha mar adva lenne a p-dimenziés mintatér egy X = X;U- - -UX}, particidja, akkor
a x € X mintaelemet akkor soroljuk a j-edik osztalyba, ha x € X;. A cél az, hogy
a legkisebb veszteséggel jaré particiét megkeressiik. Ehhez jelolje r;; > 0 (4,5 =
1,...k) azt a veszteséget, ami akkor keletkezik, ha egy i-edik osztélybelit a j-edik
osztalyba sorolunk (a veszteségek nem feltétleniil szimmetrikusak, de feltessziik,
hogy r;; = 0), és legyen L; az i-edik osztalybeliek besoroldsanak atlagos vesztesége
(rizikéja):

Li :/);1 T21f2<X)dX++/Xk Tik:fi<x)dx7 (7': 17"'7k)7

ahol 0sszegeztiik a veszteségeket azokra az esetekre, mikor az i-edik osztalybelit az
1.,..., k. osztalyba soroltuk.

Az egyes L; veszteségek helyett az
k

L= ZWZLZ

i=1

dtlagos Bayes-féle veszteséget (rizikdt) minimalizaljuk.

LZZWing Tijfi(X)dXij;/X‘zk:mﬁjfz‘(X)dXZ—Z/X‘ S;(x) dx,

i=1 J =1

Si(x) = —[mrifi(x) + -+ merg fr(x)]

fliggvényt j-edik diszkrimindlo informansnak nevezziik, és argumentumaban az x
mintaelem szerepel (j = 1,..., k). A negativ elgjel miatt S;-k novekedése az atlagos
veszteség csokkenését eredményezi, azaz a

i/& Sj(x) dx
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kifejezést szeretnénk maximalizalni a mintatér Gsszes lehetséges mérhet6 particiéjan.

Célszertinek tiinik tehat egy x mért értékekkel rendelkezd objektumot abba az
osztalyba sorolni, melyre diszkriminalé informansa a legnagyobb értéket veszi fel.
Ennek az eljarasnak a jogossagat a kovetkezo tény biztositja: legyen az X mintatér
X7 U~ U A particiGja olyan, hogy x € A7-bdl S;(x) > Si(x) kovetkezik az Gsszes
i # j indexekre (j = 1,...,k). Akkor az X},..., X} osztalyozdssal az L atlagos
veszteség minimalis lesz.

Most néhdny egyszerlisité feltevést vezetiink be. Ha az r;; veszteségekre ninc-
senek adataink, és az Osszes téves besoroldst egyforman akarjuk biintetni, akkor
jobb hijan az r;; =1 (i # j) és r;; = 0 valasztassal élink. Ezzel

k k
Sj(x) = — Z'/Tirijfi(x> = - Z'/Tifi(x) = - Zmﬂ(@ + 7 fi(x) = m; f;(x) + ¢,
i=1 i#£j i=1

ahol a ¢ konstans nem fiigg j-tol. Valgjaban tehat az x mért értékekkel rendelkez6
objektumot az [. osztalyba soroljuk, ha

T fi(x) = jomax 5 f(x).
Tegyiik fel, hogy az egyes osztalyoknak kiillonboz6 paraméterti, p-dimenzids normélis
eloszlasok felelnek meg. Azaz, ha X € N,(m;, C;), akkor

1
e = Grpric

— 4 (x—m;)TC; " (x—m;)

Tekintsiik az osztélybasorolas alapjat képezd m; f;(x) mennyiségek természetes alapt
logaritmusat, a logaritmus monoton transzformacio 1évén ez ugyanarra a j-re lesz
maximalis, mint az eredeti kifejezés, s6t az Osszes j-re kozos In W—tél is el-
tekinthetiink. Az igy kapott mddositott j-edik diszkriminalé informénst Sg—vel
jeloljuk, és alakja miatt kvadratikus diszkriminancia szkornak is szokas nevezni:

1 1 _
Si(x) = —3 In|C;| - Q(X — mj)TCj '(x — m;) + In;.

Ha a kovarianciamdtrixok azonosak: C; = --- = Cy = C, akkor S}(x)-bél a j-
t6l fiiggetlen —% In |C| és a kvadratikus alak kifejtésében fellépd, j-t6l ugyancsak
fiiggetlen —%XTC_lx rész elhagyhatd, a maradék pedig x linearis fliggvényeként
irhaté. Ezt nevezziik linedris informdnsnak:

1
S7(x) = m;FC_lx - §m§~FC_1mJ~ +In;.

Eljarasunk tehdt a kovetkezé: minden osztdlyra kiszdmoljuk az S7(x) értékét
(j = 1,...k), és objektumunkat abba az osztalyba soroljuk, amelyikre az S}'(x)
linedris informans értéke a legnagyobb. A 3.1. Tétel garantalja, hogy ekkor atlagos
veszteséglink minimalis lesz.

Amennyiben csak két osztalyunk van, objektumunkat az x megfigyelés alapjan
az els6 osztélyba soroljuk, ha SY(x) > S9(x), kiillonben a masodikba. Azaz az
ST (x) — 5% (x) kilonbség eldjele fogja eldonteni az osztalybatartozdst. De

S7(x) = 85 (x) = L(x) — c,
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ahol
L(x) = (m? —ml)C™!'x és
c=—-(mfC'm; —mIC'my) —Inm +Inm,.

A fenti L(x)-et Fisher-féle diszkriminancia fiigguénynek is szoktdk nevezni, és en-
nek alapjan dontjiik el az osztalybatartozast: ha L(x) > ¢, akkor objektumunkat az
elsé, ha pedig L(x) < ¢, akkor a mésodik osztalyba soroljuk. Az L(x) linearis kife-
jezésben az egyes x; valtozok egyiitthatéi egyfajta sulyokként is szolgdlnak, azok a
valtozok fejtik ki a legerésebb hatast a két csoport diszkrimindlasaban, amely a leg-
nagyobb sullyal szerepelnek. fgy példaul megtudhatjuk, mely klinikai tiinetek a leg-
jelentésebbek egy diagnozis készitésekor, mikor elso latasra nem kiilonb6zo beteg—
kontroll, vagy két betegcsoportot akarunk elkiiloniteni; vagy a méasik példaban meg-
tudjuk, mely mutatdk a leglényegesebbek a fajspecifikacioban.

Ha az atlagos veszteséget akarjuk minimalizalni, normalis eloszlast mintdk esetén
a fenti eljaras keresztiilviheté az egyes osztalyokban szamolt empirikus kovarian-
ciamatrixokkal és az osztalyok relativ gyakorisagaival becsiilt apriori valoszinliségek
segitségével. Létezhetnek azonban un. latens osztalyok (pl. egy ujfajta betegség,
ujfajta faj), ami ronthat a médszer alkalmazhatésdgan. Sziikség van ezért kiilonféle
hipotézisvizsgalatokra. Pl. két osztaly esetén, az elsé osztalyba valé besorolhatésag
a
[(mg —m))"C (X —my)2

T, =
! (m2 — m1>TC_1(m2 — Il’l1>

x*(1)
statisztikaval, mig a méasodik osztalyba valé besorolhatésag a

[(m2 —my)"C™H(X — my)]
(m2 — m1>TC_1(m2 — Il’l1>

T = ~ X2(1>

statisztikdval tesztelhet6. Ha mind T}, mind 75 szignifikdnsan nagyobb az 1-
paraméterti x2-eloszlas adott (pl. 95%-o0s) kvantilisénél, akkor egy latens harmadik
osztaly jelenlétére gyanakodhatunk.

A diszkriminal6 informénsokban szereplé paramétereket a mintabdl becsiiljiik,
minél tobb a paraméter, annal pontatlanabb az egyes paraméterek becslése; azt
is mondhatjuk, hogy a paraméterek a konkrét mintdhoz vannak adaptalva. Ezért,
ha az eljaras rizikéjat a nem megfelel6 osztalyba sorolt egyedek szama alapjan az
alabb ismertetend6 médon becsiiljiik, a valodi veszteségfiiggvénynél kisebb torzitott
becslést kapunk. E torzitas kivédésére alkalmazzak az un. cross-validation (kereszt-
kiértékelés) modszert: a paramétereket a minta egy része (60% a szokédsos hanyad)
alapjan becsiiljiik, mig az osztalyozas mindségét a paraméterbecslésben fel nem
hasznalt mintaelemekkel teszteljiik (40%).

Az L atlagos bayesi rizik6 becslése: L= Z . 7; L;, ahol

Itt n;; jelenti azon i-edik osztalybeli elemek szamat, amelyeket az algoritmus a

rij,  i=1,...k

SL

j-edik osztdlyba sorolt, tovabba n; = Z?Zl Nij.
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Klaszteranalizis

A diszkriminanciaanalizistol eltéréen itt nem adott osztalyokkal dolgozunk, hanem
magukat az osztalyokat (klasztereket) keressiik, azaz objektumokat szeretnénk osztalyozni
a rajtuk végrehajtott tobbdimenziés megfigyelések alapjan (ugyanez megteheté a
véaltozokkal is az objektumok alapjén).

A minimalizdlandé veszteségfiiggvény, aminek segitségével az osztalyozast végre-
hajtjuk — egyel6re csak vazlatosan — a kévetkezé. Az n db. objektum a p-dimenzids
mintatér pontjainak tekintheté (p < n), és euklideszi metrikdban dolgozunk. Te-
kintsiik minden egyes osztalyra az adott osztalybeli objektumok sulypontjat, és
vegyiik az objektumok négyzetes eltérését (tavolsdg-négyzetét) a silyponttdl. Az
igy kapott mennyiségeket utdna Osszegezziik az osztdlyokra és keressiik azt az
osztalyszamot, hozza pedig az osztalyokat, melyekre ez a veszteség minimalis.

Arra vonatkozdan, hogy hogyan alakult ki ez a veszteségfiiggvény, roviden utalunk

a varianciaanalizisre, ahol a
T=W+B

szérasnégyzet-felbontas alapveté. A minta teljes (Total) variancidjat a csoportokon
beliili (Within) és a csoportok kozotti (Between) variancidkra bontjuk fel.

Az objektumok minden egyes particiéjahoz létezik ilyen felbontas, és a klaszterezés
(osztélybasorolds) annal homogénebb, minél kisebb W a B-hez képest, azaz a

w w

B T-W

kifejezést szeretnénk minimalizalni, ami (7' fix 1évén) W minimalizéldsdval ekvi-
valens. Ezt a W mennyiséget fogjuk tehat alabb definidlandé veszteségfiiggvényiinkbe
beépiteni. (Persze, varianciarél csak akkor van értelme beszélniink, ha feltessziik,
hogy mintapontjaink valamely hattéreloszlasbol szarmaznak. Jobb hijan ezt ve-
hetjiik egyenletesnek, ilyenkor egy rész-pontrendszer alapjan szamolt varhato értéknek
a pontrendszer silypontja fog megfelelni, és az ettol vett négyzetes eltérések atlaga
adja a pontrendszer variancidjat.)

Legyenek Cq, .. ., Ci aklaszterek (ezek a mintateret alkoté objektumok particidjat
jelentik diszjunkt, nem-iires részhalmazokra). A j. klaszter silypontja

1
J xiECj
A Cj-beliek négyzetes eltéréseinek Osszege s;-tol:

1
W= ) ||xi—sj||2:m ST ki —xo ]2
J

X.L‘GCJ‘ xi,xi/GCj
i<i’
(Az utolsé egyenl6ség egyszerli geometriai meggondoldsbol adddik, igy még a silypont
kiszamolasa sem sziikséges.)

Megjegyezziik, hogy a fenti euklideszi tavolsagok az eredeti adatok ortogondlis
transzformécidira invariansak, a célfliggvény csak a pontok kolcsonos helyzetétol
fiige. Ezekutan keresendd a

k
W:ZWj—wnin.

j=1
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veszteség-minimum, amelynek fizikai jelentése a k db. sulypontra vonatkozo tehetetlenségi
(inercia) nyomatékok Gsszege.

A minimalizélas persze az Osszes lehetséges k-ra (1 < k < n), és emelett az Gsszes
lehetséges klaszterbesorolasra vonatkozik, ami nem oldhaté meg n-ben polinomialis
idoben. Helyett inkdbb néhany jol bevalt algoritmust hasznalunk:

a. k-kozép (MacQueen) médszer: a minimalizdlandé veszteségfiiggvény

k
w=> > lxi—sl*
jzl XiECj

Itt k& adott (geometriai vagy el6zetes meggondolasokbdl adddik), és induljunk

ki egy kezdeti C%O), e ,C,go) klaszterbesorolasbdl (pl. kiszemeliink & tévoli ob-
jektumot, és mindegyikhez a hozzajuk kozelieket soroljuk, egyelore csak durva
megkozelitésben). Egy iteraciot hajtunk végre, a lépéseket jelolje m = 1,2,. ...
Tegyiik fel, hogy az (m — 1)-edik lépésben az objektomoknak mar létezik egy

k klaszterbe sorolédsa: Cgm_l), e ,C]gm_l), a klaszterek sulypontjat pedig jelolje
sgm_l), ey s]gm_l) (a 0. lépésbeli besoroldsnak a kezdd klaszterezés felel meg).

Az m-edik lépésben atsoroljuk az objektumokat a klaszterek kozott a kovetkezoképpen:
egy objektumot abba a klaszterbe sorolunk, melynek stilypontjahoz a legktzelebb

van. Pl. x;-t az [. klaszterbe rakjuk, ha

(m—1)

-1
Ix; — | syl

|= min |x; —
je{1,...,k}

(ha a minimum t&bb klaszterre is eléretik, akkor a legkisebb indexii ilyenbe

soroljuk be), azaz x; € Cl(m) lesz. Kétféle modon is el lehet végezni az ob-
jektumok Aatsoroldsit: vagy az Osszes objektumot atsoroljuk az (m — 1)-edik
lépésben kialakult klaszter-silypontokkal szamolva, majd a régi silypontok koriil
kialakult 1j klasztereknek médositjuk a sulypontjat, vagy pedig az objektumokat
Xi,...,X, szerint sorravéve, mihelyt egy objektum atkeriil egy 1j klaszterbe,
modositjuk annak sulypontjat. fgy a végén nem kell mar djra sulypontokat
szédmolnunk, és az iteraciészam is csokkenhet, ui. célratérébb (“mohd”) az algo-
ritmus. Miutan az 6sszes objektumot atsoroltuk, az 1j CY”), - ,C,gm) klaszterezasbol
és az 1j sgm), e s,gm) sulypontokbdl kiindulva ismét tesziink egy 1épést. Med-
dig? Vaélaszthatunk tobbféle leallasi kritériumot is, pl. azt, hogy az objek-
tumok mar stabilizalédnak a klaszterekben, és a klaszterek nem valtoznak az
iteracié soran. Mivel a W veszteségfliiggvény minden egyes 1épésben csokken, és
véges sok objektumunk van, egy ilyen allapot véges 1épésen beliil bekovetkezik,
ezt W stacionarius pontjanak nevezziikk. A “mohd” algoritmus elég gyors, és
végallapota altaldban nem fiigg a kezdo6 klaszterbesorolastél, szerencsés kezdeti
klaszterezés esetén néhany lépésben végetér. A ledllasi szabaly lehet az is, hogy
bizonyos ésszerti korlat alatt marad a klaszterbeli pozicidjukat valtoztatd ob-
jektumok szama. Egyéb feltételeket is szoktak a kialakult klaszterekre roni, pl.
hogy jol szepardltak legyenek: ez azt jelenti, hogy a legnagyobb, azonos klaszter-
beliek kozti tavolsag is kisebb, mint a létez6 legkisebb, kiilonboz6 klaszterbeliek
kozti tavolsag. Beizonyithatod, hogy az objektumok ilyen geometriai struktirajat
a fenti legkisebb négyzetes kritériumra épitett veszteségfiiggvényt minimalizald
iteracié megtaldlja.
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b. Azun. agglomerativill. diviziv modszerek a klaszterszamot fokozatosan csokkentik
ill. novelik. Ezek koziil is az un. hierarchikus eljarasok terjedtek el, ahol
ugy csokkentjiik ill. noveljiik a klaszterszamot, hogy minden lépésben bizonyos
klasztereket Osszevonunk ill. szétvagunk. Példaul nézziink egy agglomerativ,
hierarchikus eljardst. A kezdeti klaszterszdm k(®) = n, tehdt kezdetben min-
den objektum egy kiilon klasztert alkot. Az iteracié a kovetkezd: tegyiik fel,
hogy az m. lépésben mér csak k(™ db. klaszteriink van. Szédmitsuk ki a
klaszter-kozéppontokat (stlypontokat). Ezek euklideszi tdvolsigai egy k(™) x
k(™)_es, szimmetrikus tn. tévolsdg-métrixot alkotnak (f6diagonélisa 0). Azokat
a klasztereket, melyek tavolsaga egy adott korlatnal kisebb, egy klaszterbe von-
juk 0ssze, ilyen médon egy 1épésben persze ketténél tobb klaszter is 6sszevondédhat.
Végiil, legfeljebb n 1épésben mar minden 6sszeolvad, és csak egy klaszteriink lesz.
Nem sziikséges persze végigesinalni az Osszes 1épést. Agglomerativ eljarasok
esetén a W veszteségfiiggvény altalaban monoton né, azt kell megfigyelni, hol
ugrik meg drasztikusan. Ha végigcesinaljuk az 6sszes 1épést, az in. dendrogramot
szemlélve prébalunk meg egy ésszerti klaszterszamot talalni. Ilyen agglomerativ,
hierarchikus eljaras a legkozelebbi szomszéd mbdszer is, amely akkor is Gsszevon
két klasztert, ha létezik kozottiik egy lanc, amelyben az egymaéas utani elemek
mar kozelebb vannak egyméshoz egy adott korlatnal.

c. Ha a célfiiggvényt még klaszterenként egy sillyal is ellatjuk, akkor silyozott
klaszterezésrol beszéliink (pl. lehet a klaszterek elemszaménak valamely fiiggvényét
tekinteni, vagy méds médon silyozni a homogenitas mértékét).

d. Nemcsak diszjunkt, hanem atfedd klasztereket is létrehozhatunk.

e. Grafelméleti médszerek is 1éteznek, ahol az objektumokat egy graf csticspontjainak
képzeljiik, az élek pedig a koztiik vald tavolsdgok valamely monoton csokkend
fiiggvényével vannak silyozva (minél koézelebb van egymdashoz két objektum,
anndl nagyobb kozottiik a hasonlésag). A klaszterezés ilyenkor a kezdeti sulyozott
graf szintgrafjainak megkeresését jelenti, ahol egy adott korlathoz tartozéd sz-
intgraf igy jon létre, hogy csak a korlat alatti (vagy feletti) sillyal rendelkez6
éleket tartjuk meg. Ez lényegében a b.-beli dendogramon végzett miiveleteknek
felel meg, vannak azonban bonyolultabb graf-strukturakat keresé algoritmusok
is. Pl. a minimaélis feszit6 fa keresése a legkozelebbi szomszéd mddszerrel mutat
rokonsagot.

f. Valdsziniiségszamitasi mddszerek, melyek feltételezik, hogy az egyes klaszterbeli
pontok mas-mas eloszlasbdl szarmaznak, a kapott minta pedig ezek keverékelosz-
lasabol adodik. Nekiink a keveréket kell felbontani komponenseire, a felbontas
“jésagara” vonatkozdan pedig hipotéziseket vizsgalhatunk.

El6fordulhat, hogy az objektumok k6zott nem akarunk, vagy nem tudunk kozvetlentil
euklideszi tavolsagokat szdmolni . Ennek kiilonosen akkor van jelentosége, mikor
méréseink nem folytonos eloszlasi, hanem diszkrét valdszintliségi valtozdkra vonatkoz-
nak, és strukturajukat graffal, hipergraffal, vagy egyszertien csak valamilyen ha-
sonlésagi méroszamokkal tudjuk jellemezni. Ilyenkor elsddleges feladatunk az, hogy
objektumainkat valamilyen euklideszi térbe agyazzuk be, azutan hasznalhatjuk
csak a fenti a.b.c. metrikus mddszereket. Ilyen céla eljaras az un. tébbdimenzids
skaldzads.
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SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK

A pénziigyi folyamatokat sokszor idoben valtozé valésziniliségi valtozdkkal irjak
le. Az {X; : t € R} halmazt sztochasztikus folyamatnak vagy idésornak nevezziik,
ahol t az id6. Amennyiben az id6 folytonosan valtozik, folytonos idejii, ha pedig az
X valtozok is folytonosan veszik fel értékeiket a valds szamegyenes (R) valamely
tartomanyaban, akkor folytonos dlapotterii sztochasztikus folyamatrél beszéliink,
altaldban ilyeneket vizsgalunk. Ha az X; értékeket azid6 (t) fliggvényében abrazoljuk,
a sztochasztikus folyamat egy lehetséges lefutasat (trajektoriajat) kapjuk.

Definialjuk a leggyakrabban vizsgalt tipusd idGsorokat.

Definicio.. Az {X; : t € R} idGsort fiiggetlen névekményinek nevezziik, ha az
X, — Xy, Xiy — Xty -, Xy, — Xy, _, valosziniiségi valtozok fliggetlenek tetszoleges
t <ty < --- < t, idopontok esetén. A folyamatot staciondrius novekményimek
nevezziik, ha az X, — X; névekmény eloszlasa csak h-tol fiigg tetszoleges t, h
esetén.

Példa erre az aldabb definidland6 Wiener-folyamat.

Definicio.. A {W; : t > 0} id6ésort (standard) Wiener-folyamatnak, masképpen
Brown-mozgadsnak nevezziik, ha

a. Wy =0 és W, trajektériai 1 valoszintiséggel folytonosak.

b. Tetszbleges 0 < t1 < ty < --- < t, id6pontok esetén a (W, , Wy,,..., W )
véletlen vektor eloszlasa n-dimenziés normalis.

c. Fliggetlen, stacionarius novekményti, ahol Wy, —W; eloszldsa normalis (Gauss),
0 varhato értékkel és h variancidval (szordsnégyzettel) tetszéleges ¢, h > 0 esetén.

Definicid.. A folytonos ideji {X; : t € R} sztochasztikus folyamatot Markov-
folyamatnak nevezziik, ha tetszoleges t1 < to < --- < t,, < t idopontok esetén
]P)(CL <Xt < b|Xt1 :.’Ifl,th :QJQ,...,Xt :.’L‘n) :P(CL < Xt < b‘th :{Zln)

n

minden a < b és x1,x2, ...z, € R értékrendszerre.

Az olyan Markov-folyamatokat, amelyeknek majdnem minden trajektoridja folytonos
fiiggvény, diffuzids folyamatoknak neveziink. Ilyen példaul a Wiener-folyamat.

Definiciéja miatt egy Markov-folyamatot egyértelmiien meghatarozunk, ha tetszéleges
s < tés x € R értékekre megadjuk X; feltételes eloszlasat az X, = x feltétel mel-
lett. Ezt az f(X; = y|Xs = x) feltételes stirliségfiiggvény definidlja, y helyen felvett
értékét p(y, t|z, s) jeloli, melyet a diszkrét eset analogidjara dtmenet-valdsziniiségnek
neveziink.

Definicio.. Az {X; : t € R} Markov-folyamatot staciondrius dtmenet-valésziniiségimek
(homogénnek) mondjuk, ha a p(y,t|r,s) dtmenet-valészinliség csak a t — s = h
kiilonbségtol fiigg.

A tovabbiakban pp,(z,y) jeloli egy stacionarius dtmenet-valészintiségii Markov-
folyamat atmenet-valdszintiségeit. Ilyen folyamatra példa a Wiener-folyamat.

Ezutan térjiink at olyan sztochasztikus folyamatok targyaldsara, melyek idoben
homogének.
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Definicio..

a. Az {X; : t € R} sztochasztikus folyamatot erdsen staciondriusnak nevezzik,
ha tetszOleges n € N és h € R esetén (N a természetes szamok halmaza)
Xiytn, Xtgthy - -+, Xe, +n egylttes eloszlasa magegezik Xy, , X4, ..., Xy, egylittes
eloszlasaval, barmik legyenek is a t1,to,...,t, idépontok.

b. Az {X; : t € R} sztochasztikus folyamatot gyengén staciondriusnak nevezziik,
ha tetszileges h € R esetén a Cov (X, X¢1p) kovariancia csak h-tdl fligg (és
fliggetlen ¢-t6l).

Amennyiben egy folyamatot staciondriusnak mondunk, a gyenge stacionaritdst
értjiik alatta. Megjegyezziik, hogy egyetlen nem konstans, stacionarius novekményti
folyamat sem stacionarius, igy példaul a Wiener-folyamat sem az.

Stacionarius folyamatok vizsgalatanal fontos szerepet jatszik az in. kovarian-
ciafiiggvény:

R(h) = Cov (Xh, Xo) = Cov (Xt—l—h7 Xt), h > 0.

Mivel az els6 és masodik momentum a normalis eloszlast egyértelmiien meghatarozza,
minden gyengén staciondrius folyamathoz van erésen stacionarius Gauss-folyamat,
amelynek ugyanaz a kovarianciafiiggvénye.

Gyakran id6sorunk diszkrét: csak megszamldlhaté (a gyakorlatban véges) sok
(4ltaldban ekvidisztans) idépontban figyeljiik meg (a folytonos idejii folyamatokat
is sokszor diszkretizdljuk). Diszkrét idejli idésorunk felirhaté Xo, Xi,..., X, ...
alakban (néha mindkét irdnyban végtelen sorozat), ahol X, a kezdeti &llapotot
jelenti. Ilyenkor az autokovarianciafiiggvény csak egész helyeken értelmezett:

R(Z) = Cov (XZ,X()) = Cov (Xn—l—i; Xn); 1 = 1, 2, o

Ha ezt még leosztjuk X,; és Xy szérasaval, az un. autokorrelacidkhoz jutunk.
Ezek sorozatanak fontos szerepe van a stacionarius folyamatok karakterizaldsaban
(spektrélanalizisében).

Fontos szerepet jatszanak majd a tovabbiakban az alabbi tipusu, diszkrét ideji
stacionarius folyamatok.

Definicio.. Az Xg, X1,...,X,,... folyamatot p-edrendi autoregresszios folyamatnak
nevezzitkk és AR(p)-vel jeloljiik, ha megfelel6 aq,as2,...,a, € R egyiitthatékkal
tetszdleges n € N esetén

(1-1> Xn=a1Xp_1+a2X,_2 +"'+aan—p+§n:

ahol {&, } 0 varhatd értéki, korreldlatlan valésziniiségi valtozok sorozata, melyeknek
kozos a szorasnégyzetiik és &, korreldlatlan az X,,_1, X,,_o,... véaltozoktdl is.

Adott minta alapjan az a; egylitthatok becslése egy tobbvaltozos linearis re-
gresszios feladat. Amennyiben az

2’ — a2t — .. —aq,
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polinom (esetleg komplex) gyokei 1-nél kisebb abszolit értékiiek, akkor az (1.1)
egyenletnek van stacionarius megoldasa.

Ennél altalanosabb a kovetkezo folyamat.

Definicio.. Az X, X1,...,X,,... stacionérius folyamatot p-edrendi autoregresszids
és q-adrendil mozgddtlag folyamatnak nevezziik és ARM A(p, q)-val jeldljiik, ha
megfeleld a1, as,...,a, és by, ..., b, valés egylitthatokkal tetszéleges n € N esetén

Xn = aan—l + CLZ‘X—n—Q + -+ CLp)(n—p + blgn + b2€n—1 + -+ bqﬁn—q—i-l;

ahol {e,,} 0 varhat6 értéki, 1 szorasu, korreldlatlan valdszintiségi véltozok sorozata
(amennyiben normalis eloszldstak is, azaz N (0, 1)-véltozdk, az ilyen sorozatot fehér-
zajnak nevezzik).



