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Higher Order Learning with Graphs

machine learning. The fundamental object we are in-
terested in is a vertex function or O-chain, thus the
linear operator we are looking for should operate on
O-chains. Notice, how order Lapla-
clan only considers p-chains, and the structure of the
Laplacian depends on the incidence relations between
p =1, pand p+1 simplices. To operate on vertex
functions, one needs a vertex Laplacian, which unfor-
tunately only considers the incidence of O-chains with
I-chains. Thus the vertex Laplacian for a k-uniform
hypergraph will not consider any hyperedges, render-
ing it useless for the purposes of studying vertex func-
tions. Indeed the Laplacian on a 3-uniform graph op-
crates on 2-chains, functions defined on all pairs of
vertices (Chung, 1993).

5. Hypergraph Learning Algorithms

A number of existing methods for learning from a hy-
pergraph representation of data first construct a graph
representation using the structure of the initial hyper-
graph. Then, they project the data onto the cigenvec-
tors of the combinatorial or normalized graph Lapla-
cian. Other methods define a hypergraph “Lapla-
cian” using analogies from the graph Laplacian. These
methods show that the eigenvectors of their Laplacians
are useful for learning, and that there is a relationship

between their hypergraph Laplacians and the struc- 1

ture of the hypergraph. In this section, we review
these methods. In the next section, we compare these
methods analytically.

5.1. Clique Expansion

The clique expansion algorithm constructs a graph
G2(V, E* C V?) from the original hypergraph G(V, E)
by replacing each hyperedge ¢ = (u1, ..., us() € £
with an edge for each pair of vertices in the hyper-
cdge (Zien et al., 1999): B* = {(u,0) : u,v € ee €
£}

Note that the vertices in hyperedge e form a clique
in the graph G*. The edge weight w?(x, v) minimizes
the difference between the weight of tho graph edge |
and the weight of each hyperedge e that contains both |
wand v: |

criterion s simply

>

eeh,

wu,v) =p

w(e) = 3" h(u, )h(v, eJue).

(12)
Here 41 is a fixed scalar. The combinatorial or nor-
malized Laplacian of the constructed graph G* is then
used to partition the vertices.

5.2. Star Expansion

The star expansion algorithm constructs a graph
G*(V*, ") from hypergraph G(V,E) by introduc-
ing a new vertex for every hyperedge e € E, thus
V* =V UE (Zien et al., 1999). It connects the new
graph vertex e to cach vertex in the hyperedge to it,
ie B* ={(u,¢): uceecE}.

Note that cach hyperedge in E corresponds to a star in
the graph G* and that G* is a bi-partite graph. Star
expansion assigns the scaled hyperedge weight to each
corresponding graph edge:

(13)

The combinatorial or normalized Laplacian of the con-
structed graph G® is then used to partition the ver-
tices.

w*(u,€) = w(e) 5(e)

5.3. Bolla’s Laplacian

| Bolla (Bolla, 1093) defines a Laplacian for an un-

| weighted hypergraph in terms of the diagonal vertex

degree matrix Dy, the diagonal edge degree matrix D,
and the incidence matrix H, defined in Section 2.

L°=D,~ HD;'H'. (149)

of_Belle’s Laplacien-L*define the
can embedding of the-hypergraph. Here,
the cost for embedding ¢ : V — R¥ of the hypergraph
is the total squared distance between pairs of embed-
ded vertices in the same hyperedge
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1. Tézis

1. Tézis

Altalénosan, él- és cstics-stilyozott grafokra definidltam a
Laplace-matrix normdlt véltozatait, melyek természetes médon
adddtak a csticsok optimalis reprezentaciéjat definidlé kvadratikus
célfliggvény minimalizalasakor, kiilonb6zd mellékfeltételekkel.

A reprezentdcids technika alapjat képezo lineéris algebrai apparatus
egyben lehetéséget nydjtott arra, hogy ezen Laplace-matrixok
spektrumaval alsé becsléseket adjunk élstlyozott grafok minimalis
tobbszempontu végdsaira.

B és Tusnady G: Spectra and optimal partitions of weighted
graphs, Discrete Math. 128 (1994), 1-20.

B: Spectral Clustering and Biclustering, Wiley (2013).



1. Tézis

Jelolések

G = (V, W) élsulyozott graf, |V| = n,

W: n x n-es matrix (csticsok paronkénti hasonlésagai)
wij = wji >0 (i # j) és w;; =0 (i=1,...,n).

di:=> "y wj (i =1,...,n) dltaldnositott fokok
d:=(dy,...,d,)": fokszam-vektor, v/d := (v/dy,...,vd,)T

D := diag(di, ..., d,): fokszdm-matrix

(Altalaban Y 7 577 wj = 1 feltehetd .)



1. Tézis

Reprezentacio

KeresendSk a csticsok r1, ..., r, € R¥ reprezentdnsai, melyekkel

Qk = Z W,'j”l’,' — rj||2 — min.

i<j

n
E I‘,'I’,-T:|k
i=1

mellett.

. T
Xoxk = (X1,...,xk) = (r1,...,¥n)
szubortogondlis: XTX = I. Ezzel

Qx = tr[XT(D — W)X] = tr[XTLX],
ahol L: Laplace-matrix.
L>0 (Q >0), és a 0 sajatérték multiplicitdsa = G Gsszefiiggd
komponensei szdma.
A tovibbiakban feltessziik. hoov G Ssszefiicod (W drredicibilis).



1. Tézis

Reprezentacios tétel élsulyozott grafokra

Tétel

Legyen G = (V,W) &sszefiiggd élsilyozott graf. A fenti
Jjelolésekkel legyenek 0 = Ao < A1 < --- < A\p—1 az L matrix
sajatértékei az ug, uy, ..., u,_1 ortonormalt sajatvektorokkal, és
legyen a k < n pozitiv egész olyan, hogy Ax_1 < Ax. Akkor a Qx
célfiiggvény minimuma a Y i, r,-r,-T = |l kényszerfeltétel mellett

k—1 -1
)\i = AI'7
i=0 i=1
és a minimum azokkal az un. optimdlis vy, ..., r} reprezentdnsokkal
éretik el, melyek az X* = (ug, uy, ..., ux_1) mdtrix sorvektorai.

A reprezentaciébdl az u, = ﬁl azonos koordindtdkat tartalmazé
vektor elhagyhatd, és a reprezentdnsok tetszdlegesen elforgathatok.



1. Tézis

Ha a cstcsok is sulyozva vannak

Q) minimumat
n
E S,'I‘,'I",-T = Ik
i=1

mellett keressiik, ahol s1,...,s, > 0 a cstcsok silyai,
S := diag(si,...,Sn). A megolddst az Ls = S-1/2L8-1/2
stlyozott Laplace-matrix spektrélfelbontdsa adja. Ha S = D:

Definicio
Az

LD _ D—1/2LD—1/2 _ ln . D—1/2WD—1/2

matrixot a G = (V,W) élsilyozott graf normalt
Laplace-matrixanak nevezziik.

Lp sajatértékei a [0, 2] intervallumban vannak (érzéketlenek az
élstlyok skalazdsdra), a 0 sajatérték multiplicitdisa = G Osszefiiggd
komponenseiszamaval, és 2 pontosan akkor sajatérték, ha G paros.



1. Tézis

Reprezentacios tétel él- és specialis csucs-silyozott

grafokra

Tétel

Legyen G = (V,W) &sszefiiggé élsiilyozott graf. Lp sajatértékei
0=X) <A <--- <X _;azug,uj,...,u,_; ortonormalt
sajatvektorokkal. Legyen a k < n pozitiv egész olyan, hogy
Ny_q < N Akkor a Q1 célfiiggvény minimuma

n n
E d,'l‘,'l’,-T = Ik—l €s E d,-r,- =0
i=1 i=1

mellett Zf-(:_ll Ai. A minimum azokkal az optimdlis
(k — 1)-dimenzids v, ..., r} reprezentansokkal éretik el, melyek az
X* = DY2(ul, ... u|_,) matrix sorvektorai.

Mivel ug = v/d, a D~Y/2uy = 1 vektor automatikusan kimarad a
reprezentdcidbdl a bovitett kényszerfeltételek miatt.



1. Tézis

Tobbszempontu aranyos vagasok

Definicié
A G = (V,W) élsilyozott graf U, T C V csiicshalmazai kézti

stilyozott vagas w(U, T) = > icy wij.

jeT

Definicié

Legyen G = (V,W) élsilyozott graf és Py = (V4,..., V) a
csticsok k-particicja. G aranyos k-vagdsa a Py particio
tekintetében

\
.
\

k

i 1 w(V,, V)
§(f @ ZZ(IVI ) M1V v = 2

a=1

minimdlis aranyos k-vagdsa pedig gk(G) = minp, cp, g(Pk, G),
ahol Py az osszes k-particio halmaza.




1. Tézis

Tobbszemponta normalt vagasok

Definicié
Az U C V csiicshalmaz térfogata Vol(U) = >, d;.

Definicio

N
.
N

Legyen G = (V,W) élsilyozott grif a di, ..., d, altaldnositott
fokszamokkal. Az dltalanossag megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy
Soiidi=1. A G élsilyozott graf normdlt k-vdgdsa a

Px = (VA, ..., Vk) particié tekintetében
1
f(P, V.,V
ko G Z Z (Vol Vol(Vb)> w(Va, Vb)
a=1 b=a+1

minimdalis normalt k-vagdsa pedig f(G) = minp cp, f(Px, G).

Megkeresésiik NP-nehéz.



1. Tézis

Sajatértékek kapcsolat a tobbszempontu vagasokkal

Legyenek 0 = Ao < Ay < --- < A1 a G = (V, W) élsulyozott
graf Laplace-matrixanak sajatértékei. Akkor

k—1
£(G) = S .
i=1

Legyenek 0 = Ay < A} <--- <X _; <2a G = (V,W) &sszefiiggd
élstilyozott graf normalt Laplace-matrixanak sajatértékei. Akkor

k—1
f(G) =) .
i=1




1. Tézis

k-variancia

Biz: particiévektorokkal.

Ezek kozelségét a sajatvektorokhoz a k-variancia fejezi ki, amit a
reprezentansokra alkalmazott k-kozép algoritmus minimalizal:
spektrélis relaxacié.

Definicié
Legyen1 < k < n egész. Azry,...,r, € R¥=1 pontrendszer
k-variancidja

k
S2(r1,...,rn) = min SZ(Pk;r1,...,r,) = min E E Irj — call?,
Py Py !
a=1jeV,

ahol P, = (V4,..., Vi) az{1,..., n} indexhalmaz k-particidja és
By = ﬁ Zje v, Ij az a-adik pontklaszter silypontja (a = 1,..., k).




1. Tézis

Sulyozott k-variancia és rés a spektrumban

Definicid

Legyenek az ry,...,r, € R"1 pontok a dy,...,d, pozitiv
stilyokkal elldtva, ahol Y 7, di = 1. A pontrendszer siilyozott
k-variancidja

&2 i E2(P a2

Si(ri,...,rp) = il Si(Prir1, ... rp) = m|n Z Z di|lrj — c,||%,
a=1jeV,

_ 1

ahol ¢; = S & 2ujeva djv; az a-adik pontklaszter silypontja.

G = (V,W) élsilyozott graf, Y 7, di = 1. Legyenek

0=XAy <A} <--- <\ _; Lp sajdtértékei az ug,uf,... u,_;

ortonormdlt sajatvektorokkal. Akkor az optimdlis r{,...,r; € R

1/2

csucs-reprezentansokkal, melyek a D™

=9/ « N o N/ I/

u vektor koordindtdi:



2. Tézis

2. Tézis

Felsé becslést adtam egy élstilyozott graf minimalis normalt
k-vagdasara Lp k legkisebb sajatértéke segitségével a

(k — 1)-dimenzids reprezentansok ‘jé' klaszteresedése esetén. A

k = 2 esetben az elébbi Tétel mutatta, hogy ehhez elégséges a \|
és \, kozti rés. A k > 2 bonyolultabb esetrél a 8. Tézisben szélok.
Az izoperimetrikus szamra javitott felsé becslést adtunk A}
segitségével élsulyozott grafokra. Ennek kovetkezményeivel az tn.
szimmetrikus maximalkorrelaciéra vonatkozdan az 5. Tézisben
foglalkozom.

B és Molnar-Saska G: Isoperimetric properties of weighted graphs
related to the Laplacian spectrum and canonical correlations,
Studia Sci. Math. Hung. 39 (2002), 425-441.



2. Tézis

Felso becslés f,-ra

Tétel

Legyenek 0 =g <N <--- <X _;<2aG=(V,W)
Osszefiiggo élsilyozott graf normalt Laplace-matrixanak
sajatértékei az ug, uf, ..., u,_; ortonormalt sajatvektorokkal.
Tegyiik fel, hogy a csticsok optimalis (k — 1)-dimenzids
reprezentansai, melyek az X* = D~Y2(uy, ..., ux_1) matrix sorai,
a stlyozott k-kozép algoritmussal k klaszterekbe sorolhatdok gy,
hogy a maximalis klaszteratmérére

e < min{1/v2k,/2min; \/Vol(V;)} teljesiil. Akkor
k—1
f(G) < 2> N,
i=1

ahol c =1+ ec’'/(V2 —ec’) és ¢’ = 1/ min; \/Vol( V).




2. Tézis

Az izoperimetrikus szam

A G = (V,W) élsilyozott graf (3.7_; di = 1) izoperimetrikus
szama (Cheeger-konstans)

gy Noior.  (R(6)<2HG)
Vol(U)< 1

h(G) =

Ha Lp legkisebb pozitiv sajitértéke \; < 1, akkor

)\/
o Sh(G) <y XM2=XN).

B, Bullins B, Chaturapruek S, Chen S, Friedl K: When the largest
eigenvalue of the modularity and the normalized modularity matrix
is zero (2013), ArXiv:1305.2147.



3. Tézis

Még &ltalanosabban, bevezettem kontingenciatabldk (nemnegativ
elem(i téglalapmatrixok, mint pl. microarray-k) sorainak és
oszlopainak optimalis alacsony-dimenzids reprezentdcidjat és
vizsgaltam annak kapcsolatdt a korrespondencia-matrix szingularis
felbontasdval. Ezutdn kontingenciatdblak normalt kétszempontu
vagasait becsiiltem e matrix szingularis értékeivel.

A kiterjesztas alapjan kovetetéseket vontam le a szimmetrikus
esetre: amennyiben valamely k-ra egy élsiilyozott graf normalt
modularitds-matrixdnak k — 1 nagy abszollt értékii sajatértéke
mind pozitiv ill. negativ, akkor k olyan csticsklasztert taldlhatunk,
melyeknél a klaszterek kozti, ill. a klasztereken beliili élsiirliség
kicsi (a fizikusok széhasznélataval élve, 'community’, ill.
‘anti-community structure’). Ezek a struktirdk specidlis esetei a 8.
Tézisben vizsgilt kis diszkrepancidjd, un. reguldris vagasoknak.

B: Spectral Clustering and Biclustering, Wiley (2013).



3. Tézis

Normalt kontingenciatabla, korrespondanciaanalizis

Cmxn: kontingenciatabla (c; > 0)
drow,i = Z,":l Cij Drow = diag(drow,la ceey drow,m)
dcol,j = Zi:l Cij, Dcol = diag(dcol,la ceey dcol,n)

~1/2~~—1/2 , . .
Ceorr = D,OW/ CDcol/ : normdlt kontingenciatabla

Adott 1 < k < rang(C) egészhez keresenddk a sorok

r,...,rm € R¥ és az oszlopok q, ..., q, € R¥ reprezentansai,
melyekre
m n
— 2 ;
Q=YY cillri —qjl> — min,
i=1 j=1

m

n
T . T
§ drow,itiv; =k és E deorja;jd; = lk
i—1 =1

mellett.



3. Tézis

Reprezentaciods tétel kontingenciatablakra

Tfh. CCT irreducibilis. Qx minimuma a kényszerfeltételek mellett
2k — Z, o Si, ahol 1 =s9 > s1 > -+ > 5,1 >0 Cco szinguldris
értékei és a minimumot az elsé k korrespondancia-vektorpdr adja.

‘Biclusterek’:

V (P p U) B Zk: Zk: 1 1 20 3p0ab
k\Frow, Fcol - VOI(RQ) Vo] \/Vo] VOI( Cb)

vk(C) = , mFi)nlgl/k(PrOW, Peol,0) > 2k — Zs,-

B: SVD, discrepancy, and regular structure of contingency tables,
Discrete Applied Math. (megjelenés el6tt).



4. Tézis

Definidltam a fizikusok altal az ezredfordulé utdn bevezetett
Newman—Girvan modularitds normalt véltozatait, és vizsgaltam
azok kapcsolatdt a minimalis tobbszemponti vagasokkal és a
modularitds-matrix sajatértékeivel.

Bevezettem az (n. normalt modularitds-mdtrixot, mely a normalt
Laplace-matrix alkalmas transzformdacidjaval kaphatd, és
sajatértékei az 5. Tézisben bevezetendd feltételes varhatd érték
képzés operatora sajatértékeinek feleltetheték meg. Ennek a
matrixnak a spektruma [—1, 1)-beli és nagy abszoldt értékii (un.
strukturdlis) sajatértékei a hozzdjuk tartozé sajatvektorokkal egyiitt
fontos szerepet kapnak a 8. Tézisbeli diszkrepancidk becslésében.

B: Penalized versions of the Newman—Girvan modularity and their
relation to normalized cuts and k-means clustering, Physical
Review E 84, 016108 (2011).



4. Tézis

Newman—-Girvan modularitas

Legyen G = (V, W) élsilyozott graf, >/ ; dj = 1.

Mi(G) = max g E (wjj — did;
PrePy

a=1i,jeV,

M =W —dd’: modularitds-matrix

max—min kapcsolata a pozitiv—negativ sajatértékekkel

0: vizvalaszté

Mp = D-/2MD-Y/2 = D-¥/2WD-Y2 — dv/d': normélt
modularitas-matrix

Ha 0= X\j <\ <--- <\, _; <2az Lp métrix sajatértékei az
u) = +/d,uj,...,u/_; ortonormalt sajatvektorokkal, akkor az Mp
matrix sajatértékei az 1 — \; szdmok az u’; sajitvektorokkal
(i=1,...,n—1) és még a 0 a \/d sajatvektorral. Mp spektruma
tehdt [—1, 1)-beli; 1 nem lehet sajatérték, amennyiben G
osszefliggd; M, Mp < 0 karakterizalasa.



5. Tézis

A reprezentacids problémat dltaldnositottam egyiittes eloszlasokra,
melyeknek az élsulyozott grafok és kontingenciatabldk specidlis
esetei. Az optimilis reprezentansokat itt dltaldnosabb Hilbert-terek
elemeiként definidltam és beldttam, hogy egyben megoldjdk a
szekvencialis maximalkorreldcé-keresési feladatot, melynek elsé
lépése a Rényi-féle maximalkorreldcié meghatarozasa; véges
diszkrét esetben pedig a korrespondanciaanalizis feladatat kapjuk.

Az itt felsorolt technikdkkal nem csupan egységesen kezelheték az
el6z6 tézisekben kitlizott feladatok, de az absztrakcié szintén
segitségemre lesz a 9. Tézisben kimondott tesztelhetdségi tételek
bizonyitasanal (végtelen élsilyozott graf- vagy kontingenciatabla
sorozatokat tekintiink, melyeknek hatarértékei az egyiittes eloszlds
szerinti feltételes varhaté értéket vevo integraloperator
magfiiggvényei lesznek).

B: Spectral Clustering and Biclustering, Wiley (2013).



5. Tézis

Valdsziniiségi valtozok Hilbert-terei

(&,m) valds értékii valdsziniiségi véltozépdr az X' x Y szorzatér
felett.

Egyiittes eloszlasuk W, a P és Q marginalisokkal.

Tfh. £ és n fliggdsége reguldris, azaz W abszoldt folytonos a

P x Q szorzatmértékre, és jeldlje w a Radon—Nikodym derivaltat
(Rényi Alfréd, 1959).

H = 12(¢)ill. H = [2(n): a &, ill. n valésziniiségi valtozdk P, ill.
Q mérték szerinti 0 varhatd értékd, véges variancidj
fliggvényeinek tere, melyek Hilbert-teret alkotnak a kovarianciaval,
mint belsé szorzattal; és melyek természetes mdédon be vannak
agyazva abba az L%-térbe, amit hasonléan a W egyiittes eloszlds
definidl (Breiman és Friedman, ACE algoritmus, 1985).



5. Tézis

Feltételes varhato érték képzés operator

Integraloperator w magfiiggvénnyel:

Pr:H —H, =Pyd=E@G|6), v(x)= /y w(x, y)é(y) Q(dy)

PyiH—H. =Pyl =B(]n). o) = | wixy)u(x)P(e)
Px és Py geometriailag vetitések, és egymas adjungdltjai a
(Px¢, ) = (Pyy, ) = Covw (1, ¢)

relacié miatt, ahol a Covyy kovariancia-fiiggvény:

Covw (v, ¢) = P(x)p(y)W(dx, dy)

XxY

/ / H(x)6(y)w(x, y)Q(dy)P(dx)



5. Tézis

Szo6kefalvi-Nagy és Riesz (1952), Rényi (1959)

Tegyiik fel, hogy

/X /y w?(x, y)Q(dy)B(dx) < oo

Diszkrét {wy} egyittes és {pi} (pi = X, wy), {7} (45 = X, wy)
margindlis eloszlasok esetén ez azt jelentl hogy

w;j > U
;(Jezy (pqu pid; = ;Jezy pay

mig abszollit folytonos eloaszlas esetén f(x, y) egyiittes és fi(x)

(A(x) = [f(x,y)dy), f(y) ((y) = [ f(x,y) dx) margindlis
stirliségekkel pedig, hogy

/X/y<,c11(r)(:)<f2y(i,)> f(x)f(y) dxdy = // fzxy dxdy<oo.



5. Tézis

Spektralis és szingularis felbontasok

Ekkor Py és Py Hilbert—Schmidt operatorok = kompaktak
(teljesen folytonosak): diszkrét spektrumuk van.

o0 o0

Py => sil.dimbi ¢ Py=>_ s, ¢i)ud; SVD,
i=1 i=1
ahol 1 > s; > 55 > --- > 0 (ha megszamlalhatéan végtelen sok van
beléliik, akkor 0-hoz torlédnak). Amennyiben W szimmetrikus (H
és H' izomorfak olyan értelemben is, hogy azonos eloszlasii elemeik
egy-egyértelmiien egymashoz rendelheték), Py = Py 6nadjungalt
linedris operdtor. Ekkor Py : H' — H spektrélfelbontdsa

Px = Al ) et
i=1

ahol a sajatértékekre |\;| <1 teljesiil és
Px; = X

();: és 1 azonos eloszlastiak W egviittes eloszldssal).



5. Tézis

Maximalkorrelacé (Gebelein és Rényi)

Keresendd a 1) € H, ¢ € H' par, melyek korreldciéja a W egyiittes
eloszlas szerint maximalis:

max  Cov ,9)=s
e GOV 9) = =1

és a maximum a 11, ¢1 paron éretik el. Ekvivalens
minimumkeresési feladat:

; A2 — ) 9 - _ B
ymino=6lP = min (6] -2C0vi(w,6) = 2(1L-s1).



5. Tézis

Korrespondenciaanalizis

Szorzattér: kontingenciatdbla wj; > 0 elemekkel
(g 2oy wij =1).

X ={1,...,m}: sorok, Y = {1,...,n}: oszlopok.
Marginalisok: p1,...,pm és q1,--.,qn-

Py : H — H, Py¢ = 1) operator hatdsa:

n n

w(i)—;Zwmz Yi Vg =1, m.

= Pigj

Py integraloperator a % magfliggvénnyel és SVD-je a
idj

n

VEi(i) = Z

qio i=1,...,m.
NG \/qj(ﬁ U)),

miatt a W, = P*1/2WQ*1/2 matrix Z;:B skvkukT SVD-jébdl
addédik. Az si-hez tartozd v;, ¢; fliggvénypar lehetséges felvett
értékei a P~1/2y;, Q1/2u; vektor koordinatai (i =1,...,r —1).



5. Tézis

Reprezentacios tétel egyiittes eloszlasokra

\
.
\

Definicio

Az (X,Y) k-dimenzids véletlen vektorpar — ahol X ill. Y
koordinatai H- ill. H'-beliek, X; és Y; korreldlatlanok, ha i # j,
kiilbnben pedig X; és Y; egyiittes eloszlasa W — a W egyiittes
eloszlds k-dimenzids reprezentacicjat valdsitja meg, ha
EpXXT = Iy, EQYYT = Iy, és reprezenticio koltsége

Qk(X,Y) = Ew|X - Y|

Tétel

Legyen W egyiittes eloszlds a P és Q marginalisokkal. Tegyiik fel,
hogy a Px : H — H feltételes vdrhaté érték vevés operatoranak k
legnagyobb szinguldris értéke pozitiv: 1 > s3 > sp > --- > s, > 0.
Akkor a fenti k-dimenzids reprezentacié minimalis kc')'ltse’ge
25K (1 —s;) és a minimum a (Y1,..., ) és (¢1,-- ., k)

optimalis reprezentansokkal érheté el.

N
N\
N
|




5. Tézis

Reprezentacids tétel szimmetrikus egyiittes

eloszlasokra

Definicié

Az X k-dimenziés véletlen vektor — koordinatai H-beliek —a W
egyiittes eloszlds k-dimenzids reprezentdcidja, ha EpXXT = 1,. A
reprezentacic kéltsége Qr(X) = Ew||X — X'||?, ahol X és X'
azonos eloszldsiak; X; and X] egyiittes eloszldsa W, mig X; és X;
korrelalatlanok (i # j).

Tétel

Legyen W szimmetrikus egyiittes eloszlds a P marginalissal.
Tegyiik fel, hogy a Py : H — H feltételes vdrhatd érték vevés
operdtoranak (H és H' izomorfak) k legnagyobb sajitértéke
pozitiv: 1 > Xy > Ao > -+ > A\ > 0. Akkor a fenti k-dimenziés
reprezentacié minimalis koéltsége 2 Zf-‘zl(l — \i) és a minimum a
(11, ...,%k) optimdlis k-dimenziés reprezentanssal érheté el.




5. Tézis

A szimmetrikus maximalkorrelaciéo és RKHS

Szimmetrikus W esetén is a Rényi-féle maximalkorrelacié a
feltételes varhato érték vevés operdtoranak legnagyobb szingularis
értéke, vagy ami ezzel ekvivalens, sajatértékéi abszolut értékének a
maximuma, azaz mindig pozitiv. A legnagyobb sajatérték az dn.
szimmetrikus maximalkorrelaciét adja, ami azonos eloszlasu
fliggvénypdron vétetik fel (és nem feltétleniil pozitiv):

= C ).
= i, Comulv: o)

A Cheeger-egyenlStlenség miatt

1—r1

. / - < o 2 ]

7 < gogmin Pw(y' € Bl € B)<y/1—rf, ha rnn>0
P id.

Pp(yeB)<1/2

(Az rp > 0 feltétel ekvivalens a A < 1 feltétellel.)
Reprodukalé magt Hilbert-terek



5. Tézis

Eredeti kép és a pixelek 3, 4, 5 szinnel (klaszterrel)

(48 x 48 pixel)
Mp strukturédlis sajatértékei:
0.137259, 0.014255, 0.000925,
—0.0006707, —0.0006706,...

Gauss-mag

image segmentation



6. Tézis

Nagyméretli véletlen haldzatok sajatértékeinek és spektralis
klasztereinek aszimptotikus viselkedését vizsgdltam (a csticsok
szama novekszik, mikozben a koztiik levé kapcsolatok is
perturbadlédnak). Rogzitett klaszterszdm (k) esetén &ltalanos
Wigner-zajjal terhelt blokkmatrixok sajatértékeinek és
sajataltereinek aszimptotikus tulajdonsdgait karakterizdltam,
mikozben a csicsok szdma (n) és ezzel egyiitt a klaszterméretek is
tartottak a végtelenbe. Beldttam, hogy a zajos matrixnak
majdnem biztosan van k strukturdlis (©(n)) sajatértéke, és a
hozzajuk tartozd sajatvektorokkal reprezentdlva, a reprezentdnsok
k-variancidja majdnem biztosan O(2). Az ltaldnositott véletlen
grafok szomszédsagi matrixa egy specidlis zajos matrixnak felel
meg, igy az ilyen grafok spektralis karakterizacidjat is megadtam.
B: Recognizing linear structure in noisy matrices, Lin. Alg. Appl.
402 (2005), 228-244.

B: Noisy random graphs and their Laplacians, Discrete Math. 308
(2°00R) 4221-4920



6. Tézis

Szimmetrikus Wigner-zaj és felfujt matrix

Definicio

Legyenek a wjj (1 < i < j < n) fiiggetlen, valds értékii
valésziniiségi valtozék ugyanazon a valdsziniiségi mezén
értelmezve, tovabbd wji = wjj, E(w;;) =0 (Vi, ), és wjj-k
egyenletesen korldtosak (n-tél fiiggetleniil 3K > 0 valds szam,
hogy |wjj| < K, Vi, j). Akkor az n x n-es valds, szimmetrikus

W, = (wjj)1<ij<n madtrixot szimmetrikus Wigner-zajnak nevezziik.

Fiiredi és Komlés (1981): |W,|| < 20/n 4+ O(n*/3log n)
1-hez tart$ val.séggel (n — o), ahol Var(w;) < 2.

Definicio

Az n x n-es B mdatrix szimmetrikus felfdjt matrix, ha van olyan
k < n pozitiv egész és P k X k-as, szimmetrikus dn.
mintdzat-matrix 0 < p;; < 1 elemekkel, tovdba ny, ..., ny pozitiv
egészek (fozl n;i = n), hogy a B matrix sorait és oszlopait
ugyanugy permutdlva, B blokkmdtrix p;; elemekkel (n: X n:-n).



6. Tézis

Szimmetrikus zajos matrix

k rogzitett, P-t egyre nagyobb n x n-es B, blokkmatrixsza fujjuk
fel, és vizsgdljuk az A, = B, + W,, zajos matrixsorozatot, amint
n,...,n, — oo Ugy, hogy

n; 1
— > ¢ valamely 0<c< % valds szdmmal.
n

Ha W, elemeinek egyenletes korlatjarél még azt is feltessziik, hogy

K < min min i, 1 — max i s
- {,;je{L...,k}pJ i,j€{17...7k}p1}

akkor A, elemei [0,1]-beliek, és G, = (V/, A,) ndvekvd véletlen

grafsorozat.
Alkalmas Wigner-zajjal el tudom érni, hogy G, altaldnositott
véletlen graf: csdcsainak létezik olyan (Vi, ..., Vi) particidja, hogy

P(i ~ j) = pap egymastdl fiiggetleniil, ha i € V,, j € V,
(a,b=1,...,k).



6. Tézis

Sajatértékek és sajatalterek perturbacidja

B, rangja legfeljebb k; tfh. rang(B) = rang(P) = k.

B, nullatdl kiilonbozé sajatértékei: |Bi],. .., |Bk| = ©(n).
Az A, = B, + W, zajos madtrixnak van A1, ..., A, sajatértéke,
melyekre

I\i — Bil <20v/n+ O Plogn), i=1,... k
a maradék n — k sajatértékre pedig
IN| < 20vn+ O3 logn) j=k+1,...,n

teljestil majdnem biztosan, ha n — oo a blokkméretek végtelenbe
tartasara tett feltétel mellett.

(Alon—Krivelevich-Vu tétel 4+ Borel-Cantelli lemma: majdnem
biztos eredmények.)



6. Tézis

Kovetkezmények

@ A — 2¢ nagysagrend(i spektrélis rés A, strukturélis
(A1,...,Ak) és tobbi sajatértéke kozt, ahol

£ = ||W,|| = 20v/n+O(n*3logn) é A= min |Bi] = O(n).

1<i<k
° g2 1
SE(rf,...,r) < km = O(;)
majdnem biztosan, ha n — oo a fenti feltételek mellett, ahol
r,...,r € R az A, matrix strukturalis sajatértékeihez

tartozé sajatvektorokkal gyartott reprezentansok.

e Gyenge szalak (Granovetter), randomizélt SVD.



6. Tézis

Perturbacds tétel a normalt Laplace-matrixra

Tétel

Legyen G, = (V,A,) véletlen él-silyozott graf, A, = B, + W,
ahol a B, mdtrix a k-rangd P matrix felfijtja, W, pedig
szimmetrikus Wigner-zaj (az elemek K egyenletes korldtjara tett
feltételek mellett) . Akkor (n-tél fiiggetleniil) létezik 6 € (0,1)
konstans tgy, hogy tetszbleges 0 < 7 < 1/2 vdlasztdssal G,
normalt Laplace-matrixanak van pontosan k darab sajatértéke,
melyek a [0,1 — 0+ n""] és [1+d — n~7,2] intervallumok
unidjaban helyezkednek el, mig az dsszes tobbi sajatérték

(1 —n"",1+ n~7)-beli majdnem biztosan, ha n — oo a
blokméretek végtelenbe tartasara tett feltételek mellett.

Ha e = n™7, akkor a normalt Laplace-matrix 1-tdl elszeparalt

sajatértékeihez tartozd sajatvektorokkal reprezentdlva a csticsokat,
azok stlyozott k-variancidja legfeljebb ﬁ majdnem biztosan, a

szokdsos feltételek mellett.



6. Tézis
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6. Tézis

A csucsok klaszterezése és permutalasa elotti allapot




7. Tézis

A 6. Tézis eredményeit kiterjesztettiik kontingenciatablak
perturbacidira. Rogzitett a, b pozitiv egészek esetén egy m x n-esre
felftjt, a x b blokkbdl allé, téglalap alakd Wigner-zajjal terhelt
matrixnak majdnem biztosan van k = min{a, b} strukturalis
(©(y/mn)) szingularis értéke, mig a tobbi O(v/m + n) rendii. A
strukturalis szingularis értékekhez tarozé szingularis vektorparok
alapjan reprezentdlva a sorokat és oszlopokat, a sor- és
oszlop-reprezentdnsok a- és b-variancidja majdnem biztosan 0-hoz
tart, amennyiben a blokkméretek végtelenbe tartanak bizonyos
aranyossagi feltételek mellett. Az eredményeket kiterjesztettiik
zajos kontingenciatablakbdl szdmolt korrespondancia-métrixokra is.
Rogzitett a, b esetén, amennyiben még azt is feltessziik, hogy m, n
kozel azonos nagysagrendben tart a végtelenbe, a zajos
korrespondancia-matrixnak van pontosan k = min{a, b} darab
0-tdl d-val elszepardlt szinguldris értéke (6 nem fiigg m, n-tdl).

B, Friedl K, Kramli A: Singular value decomposition of large
randnm matricee | Miultivariate Anal 101 (20710) ZAR4-446A



7. Tézis

Zajos téglalap-matrix

a, b rogzitett, a P,xp mintdzat-matrixot egyre nagyobb B,
blokkmatrixszd fujjuk fel (my,..., m, és ni,... np
blokk-méretekkel).
Anxn = Bmxn + W, zajos matrixsorozat, ahol W«
Wigner-zaj (elemei fiiggetlen, egyenletesen korlatos, 0 varhaté
értéki val. véltozok).
m=>3y7,mi— o0, n= Z,‘-’:l n; — oo gy, hogy
F1 Vanolyan 0 < ¢ < é konstans, hogy 7 > ¢
(i=1,...,a)ésolyan 0 < d < % konstans, hogy
“>d(i=1,...,b).
F2 Vannakolyan C > 1, D>1¢és C; >0, Dy >0
konstansok és myg, ny kiiszobindexek, hogy m < Con®©
és n < DomP, ha m > mg és n > no.



7. Tézis

Szingularis értékek és sajatalterek perturbacidja

B, rangja legfeljebb kK = min{a, b}; tfh. rang(B) = rang(P) = k.
B, nullatdl kiilonbozd szingularis értékei:

Sty .., Sk = ©(y/mn).

Tétel

Az Apxn = Bmxn + Woxn, matrixnak vannak zi, . .., zx
szingularis értékei, melyekre

|zi —si| = O(vm+n), i=1,....k

tobbi szingularis értékére pedig

zi=0(Vm+n), j=k+1,...,min{m,n}

teljesiil majdnem biztosan, ha m, n — oo a felfdjt matrix
blokkméreteire tett F1 feltétel mellett.

(Alon—Krivelevich-Vu tétel téglalapra+Borel-Cantelli lemma:_m.b.)



7. Tézis

Kovetkezmények

@ A — 2¢ nagysagrendii spektralis rés Ap,x, strukturalis

(z1,...,2k) és tobbi szingularis értéke kozt, ahol
g:=||[Wmxal| =O0(m+n) é A:= 1r2|2 si = ©(v/mn).
SIS

* * m-+n * * m+n
Sf(rl,...,rm)(’)< ), 55(q17-~~»qn)0( )

mn

majdnem biztosan, ha m, n — oo az F1 feltétel mellett, ahol
r,...,r, € Rk és qi,...,q; € R¥ az Ay, métrix
strukturdlis szinguldris értékeihez tartozé szingularis

vektorparokkal gydrtott sor- és oszlop-reprezentdnsok.



7. Tézis

Perturbacds tétel a normalt kontingenciatablara

Ha W, elemeinek K egyenletes korlatjarél még azt is feletssziik,

hogy
K <min{ min i, 1— max pj},
B {ie{l,...,a} Pi i€{1,....a} PU}
jeft,...b} jell,....b}
akkor az A, x, matrix elemei [0,1]-beliek. (Ez fontos lesz a 9.
Tézisben, ahol majd valdszinliségeknek tekintem &ket.)

A fenti jeldlésekkel és a K-ra tett megallapoddssal, van olyan

0 < 6 < 1 konstans (m-tél és n-tél fiiggetleniil), hogy tetszéleges
0 < 7 < 1/2 vdlasztdssal: az A, matrixbdl nyert
korrespondancia-matrix k legnagyobb szingularis értéke a

[0 — max{n~", m~ "}, 1] intervallumba esik, mig a tobbi legfeljebb
max{n~", m~ "} majdnem biztosan, ha m,n — oo a felfijt matrix
blokkméreteire tett F1, és az m, n viszonydra tett F2 feltétel
mellett.




8. Tézis

Altaldnosabb tipusti klaszterezéseket, tin. térfogat-reguldris
klasztereket kerestem ugy, hogy a klaszterpdrok kozti és a
klasztereken beliili diszkrepanciat prébdltam minimalizalni.
Elsﬂlyozott grafoknal beldttam, hogy amenyiben nincsenek
domindns cslicsok, a k-klaszteres esetben a klaszterparok kozti
maximalis diszkrepancia feliilrol becsiilheté a normalt
modularitdas-matrix k — 1 legnagyobb abszollt értékii sajatértéke és
a tobbi kozotti réssel, valamint e k — 1 strukturdlis sajatértékhez
tarozé sajatvektorok altal definidlt reprezentansok silyozott
k-variancidjaval. A tételt dltalanositottam kontingenciatdblakra és
un. térfogat-reguldris sor—oszlop klaszterparokra, és alkalmaztam
iranyitott grafok kimeneti és bemeneti klasztereinek keresésére is,
melyek kozti informaciéaramlds a lehetd leghomogénebb.

B: Modularity spectra, eigen-subspaces and structure of weighted
graphs, European J. Comb. 35 (2014), 105-116.



8. Tézis

Expander mixing lemma élsilyozott grafokra

Legyen G = (V, W) élsilyozott grdf és tegyiik fel, hogy
Vol(V) = 1. Akkor tetszéleges X, Y C V esetén

Iw(X, Y) — Vol(X)Vol(Y)| < [Mp] - v/Vol(X)Vol(Y)

teljestil, ahol ||[Mp|| a G graf normalt modularitds-matrixanak
spektralnormaja.

Mivel a G-beli dn. spektrélis rés 1 — |[Mp]|, a fenti tétel
értelmében, a 'nagy’ spektrélis rés azt jelzi, hogy barmely két
csticshalmaz kozti silyozott vagas kozel van ahhoz, mint amit a
csticsok fiiggetlen, altalanos fokszamaikkal ardnyos valdsziniiséggel
valé kapcsolddasa esetén remélnénk, azaz 'kicsi’ a diszkrepancidjuk
(kvazirandom tulajdonsag).

Még altaldnosabban el6fordul, hogy a rés nem a spektrum végein
valdsul meg.



8. Tézis

Térfogat-regularis klaszterparok

Definicié

Legyen G = (V,W) élsiilyozott graf, Vol(V) = 1. A diszjunkt
A, B C V klaszterpar a-térfogat regularis, ha tetszéleges X C A,
Y C B csicshalmazra

|w(X,Y)— p(A, B)Vol(X)Vol(Y)| < ay/Vol(A)Vol(B),

ahol p(A,B) = % az A, B klaszterpar relativ siiriisége.




8. Tézis

Diszkrepanca és moularitas-spektrum

Tétel

Tegyiik fel, hogy G 6sszefiiggs, Vol(V) = 1, és nincsenek
domindns csiicsok. Legyenek G normalt modularitds-matrixanak
sajatértékei csokkend abszolit értékek szerint

1> || > > |pu—1] > > Juk| = > |un| = 0.

Definidljuk a csticsok (Vi, ..., Vi) particigjat dgy, hogy az
minimalizalja a 1, ..., k—1 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok
dltal legyartott (k — 1)-dimenzids reprezentansok stlyozott
k-variancidjat, és jelélje a minimumot s>. Tegyiik fel, hogy
valamely 0 < K < % konstanssal |Vi| > Kn, i =1,..., k. Akkor a
(Vi, V}) pdrok O(V2ks? + ¢)-térfogat reguldrisak (i # j) és
magukra a V; klaszterekre: tetszéleges X, Y C V; esetén

w(X, Y) — p(Vi)Vol(X)Vol(Y)| = O(V2ks? + £)Vol(V;).




8. Tézis

Az Expander mixing lemma kiterjesztése

kontingenciatablakra és iranyitott grafokra

W n x n-es élstly matrix (zéré diagondlissal), ahol wj; az i — j
irdnyitott él silya (i,j =1,...,n; i #j).
Ekkor az 4ltaldnositott be- és kifokok:

dinj = ZW,J G=1,...,n) és doui= ZW,J (i=1,...,n);

D, = diag(dm 1y.-- dm n)y Dout = dlag(dout,h ey dout,n)v
Weorr = Doult/2WD 1/2 A fenti irdnyitott graf csicsainak
Vin, Vour be- és kimeneti klaszterei a-térfogat regularisak, ha
tetszoleges X C Vo, és Y C Vj, vélasztassal

‘W(X, Y)—p( Vout, \/in)VOIOut(X)VOIIn(Y)’ < a\/VOIOUt(Vout)VOIIn(Vin)u

ahol w(X,Y) az X — Y iranyitott vagas,

VOthy\/Irl
p( Vout7 Vin ) m'

A minimalis o becslése W o, SVD-jével.



9. Tézis

9. Tézis

A Lovasz Laszl6 és tarsszerzoi éltal kifejlesztett grafkonvergencia
és grafparaméter tesztelhetGségi elméletet alkalamaztuk csiics- és
élstlyozott grafokra, tovabba kiterjesztettem kontingenciatablakra.
A minimalis vagasok altaldban nem tesztelhetdk, de belattuk, hogy
a klaszterméretekre tett kiilonbozé kiegyensilyozottsagi feltételek
mellett bizonyos minimdlis tobbszempontu vagassiiriiségek
tesztelhet6k. Beldttam azt is, hogy konvergens grafsorozatokra a
normalt modularitds-spektrum konvergens, és amennyiben a
strukturdlis sajatértékek szdma (k) rogzitett, az azokhoz tartozé
sajatvektorok altere is konvergens, ezért a a csticsreprezentansok
k-variancidja tesztelhet6. Megmutattuk tovdbba, hogy a 6. és 7.
Tézisekben vizsgalt zajos graf- és kontingenciatdbla-sorozatok a
homomorfizmussiiriiségekkel definialt értelemben konvergalnak.

B, Kéi T, Kramli A: Testability of minimum balanced multiway cut
densities Discrete Appl. Math. 160 (2012), 1019-1027.

B: Modularity spectra, eigen-subspaces and structure of weighted
oranhe Einironean | Comb 25 (2014) 105-11A
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Konvergens grafsorozatok

G = G, sulyozott, irdnyitatlan graf n csticcsal.

Az éleket és a csticsokat is silyozzuk.

Elstlyok: 3; = ;i € [0,1] (az i és j csticsok kdzti hasonlésag,
hurokél megengedett).

Csticssulyok: «; > 0 (a cstcsok relativ fontosségat fejezi ki).

G: az oOsszes ilyen graf halmaza.

G € § térfogata: ag = >.1_; «j.

Az S C V csiicshalmaz térfogata: as = ) ;5 ai.

Egy konvergens grafsorozat ndvekvo cslicsszamu elemei aprd
részleteikben egyre hasonlébakkd valnak egymashoz,
Cauchy-sorozatok a 0 un. vigas-metrikdban, és hatarértékiik egy
[0,1] x [0,1] — [0, 1] kétvéltozds, szimmetrikus fiiggvény, dn.
grafon, ami csak a [0, 1]-en mértéktartd transzformdcidk erejéig
egyértelmii (6sszhangban azzal, hogy a csticsok atcimkézése sem
befolyasolja a konvergenciat).



9. Tézis

Mintavételezés

'Nagy' n-re G,-bél egy k < n csticcsal rendelkezé F egyszer(i
grafot sorsolunk ki a kovetkezoképpen: k cslicsot visszatevéssel
valasztunk G csticsai koziil, «j/ag valdsziniiségekkel; a kivalasztott
csucspdrokat ezutdn olyan valdszinliséggel kotjiik 6ssze, mint ami
annak az élnek a stlya volt, ami G-ben &sszekototte Oket. Az igy
nyert véletlen egyszerii grifot {(k, G)-vel jeldljik. (Megjegyezziik,
hogy k < n esetén akar visszatevés nélkiil is sorsolhatnank.)

Egy f : G — R flggvényt grafparaméternek neveziink, ha izomorf
grafokra ugyanazt az értéket veszi fel (pl. a spektrum is ilyen).

Legyen (G,) C G olyan gréafsorozat, hogy tagjaiban nincsenek
dominans csticsok, azaz max; %GG”) — 0, ha n — oo.
llenekre, az egyszerii grafok analdgidjara, kiterjeszthet6 a

tesztelhetoség fogalma.
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Tesztelheto sulyozott grafparaméterek

Definicio
Az f silyozott grafparaméter tesztelhet8, ha minden € > 0 esetén
van olyan k pozitiv egész, hogy amennyiben G € G teljesiti a

<

feltételt, akkor

P(|f(G) - f(&(k, G))[ >e) <e

is teljesiil.

A fenti tesztelhet6séggel ekvivalens, hogy
o f folytonos a d-metrikaban,
@ konvergens G, sllyozott grafsorozatokra f(G,) is konvergens.



9. Tézis

Minimalis kiegyensulyozott vagas-siirtiségek

Jol ismert tény, hogy a maximalis vagasstirliség tesztelhets. A
minimdlis vagasok esetében ez nincsen igy, hiszen példaul ha
egyetlen cstcsot egy kis stlyd él kot egy teljes graf egyetlen
csticsahoz, akkor az ennek az élnek az elmozditasaval kapott
minimalis vagassliriiség 'kicsi’, mig egy kisebb részt randomizalva,
annak 'nagy’ a minimalis vagdssiirisége. Azonban, ha tobb részre
vagds esetén un. kiegyensulyozottsagi feltételeket tesziink a
csucsklaszterek méretére vagy térfogatdra, akkor az igy kapott
minimalis kiegyensilyozott vagds-siirliségek tesztelhetok
(hasznaltuk a Lovasz Laszl6 és tarsszerzoi éltal kidolgozott
statisztikus fizikai apparatust).

A blokkméretekre tett kiegyenstilyozttsagi feltételek mellett a 6.
Tézisben vizsgalt zajos Ga, (A, = B, + W,,) gréfsorozatok
konvergdlnak. (Az ilyen altaldnositott véletlen grafsorozatok
determinisztikus megfelel6i az dltalanositott kvazirandom
grafsorozatok, melyeket Lovasz LészI6 és T. Sés Vera vezettek be.)
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Dominans csucsstlyok hianyaban a normalt

modaularitas-spektrum tesztelheto

Tétel

Legyen G, = (V,, W,,) egy konvergens siilyozott grafsorozat
altalanos tagja [0,1]-beli élsilyokkal, a cstcsok stilyai az
altalanositott fokszamok (nincsenek dominans csticsok). Jelolje W
a (Gp) sorozat limit-grafonjat,

1> |Nn,1| > |:Ufn,2‘ 2 000 2 ‘,U/n,n’ = 0 pedig G, normalt
modularitds-matrixanak spektrumdat. Jelolje pu;(Py) annak a

Py : L2(&') — L2(€) integraloperatornak az i-edik legnagyobb
abszolit értékii sajatértékét, mely a W grafonnak megfelelo W
egyiittes eloszlds szerint vesz feltételes varhatd értéket, ahol & és &’
azonos eloszldsti valdsziniiségi valtozok a W szimmetrikus egyiittes
eloszlds margindlisaival (mint az 5. Tézisben). Akkor Vi > 1:

pni — pi(Pw), ha n— oo.
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A spektralis klaszterek is tesztelhetok

Tétel

Tegyiik fel még azt is, hogy valamely 0 < € < § < 1 konstansokkal
G, normalt modularitds-spektruma teljesiti a kbvetkezot:

1> |,un,1| > e 2> |,un,k71| >0>e> ‘,U/n,k| > > |Hn,n| =0,

és jeldlie up1,...,u, , a fenti sajatértékekhez tartozd ortonormalt
sajatvektorokat. Akkor, dominans csucsok hidnyaban, a
transzformalt D;l/2u,,,1, ... ,D;1/2u,,7k_1 vektorok altal kifeszitett
(k — 1)-dimenziés altér konvergdl a Py operdtor analog alterérhez.

Ha P, x_1 jeldli a G, graf normdlt modularitds-matrixanak k — 1
legnagyobb abszolit értékil sajatértékéhez tartozoé transzformalt
sajatvektorai dltal kifeszitett altérre vald vetitést, Py_1 pedig a Pw
analdg alterére vald vetitést, akkor ||P, x—1 — Py_1]| — 0

(n — 00). A k-variancia is tesztelhetd, mivel ezen alterek folytonos
fuggvénye = kisebb, randomizalt rész is alkalmasklaszterezésre:



Néhany algoritmus és alkalmazas, melyek az el6z6 tézisekben
kifejtett tételeken alapulnak egy kivételével, ahol az
EM-algoritmust adaptdltam a sztochasztikus blokkmodell
paramétereinek becslésére.

B: Spectral Clustering and Biclustering, Wiley (2013).



Spektralis klaszterezés a sulyozott k-k6zép

algoritmussal

Az 1. és 8. Tézisek elmélete alapjan a normalt modularitds-matrix
spektrumdnak vizsgdlata utdn teszek javaslatot a klaszterszdm és a
sajatvektorok valasztdsara az aldbbiak szerint.

Legyenek
12> fpa] = |p2| = -+ = |pa| =0

az élsilyozott grafhoz tartozé Mp matrix sajatértékei.

Ha n 'nagyon nagy’, elég néhany vezet$ sajatértéket meghatdrozni
(az erre a célra haszndlt numerikus algoritmusok és randomizalt
eljarasok egy része lgyis a nagy abszollt értékii sajatértékek
meghatdrozdsara lett kifejlesztve).



Klaszterek tipusai

Ezutan vélasszunk egy k egészet gy, hogy |pk—1| és |uk| kozt 'rés’
van.

@ Ha u1,..., ux—1 mind pozitiv, akkor a hozzajuk tartozé
transzformalt sajatvektorokkal reprezentalva és klaszteresitve a
a graf minimdlis normalt k-vagasara kapunk j6 kozelitést:
‘community structure’.

@ Ha pq, ..., k—1 mind negativ, akkor a hozzajuk tartozé
transzformalt sajatvektorokkal reprezentdlva és klaszteresitve a
a graf maximalis normalt k-vagasdra kapunk jé kozelitést:
"anti-community structure’.

@ Ha pq,..., uk—1 kozt vannak pozitiv és negativ el6jeliiek is,
akkor a hozzdjuk tartozé transzformilt sajatvektorokkal
reprezentdlva és klaszteresitve 'kis' diszkrepancidju
klaszterparokat kapunk: 'regular structure’.



Fél-paraméteres modszerek

Legyen a statisztikai minta egy n csiicson értelmezett egyszer(i graf
n X n-es, szimmetrikus szomszédsagi matrixa.
A kovetkezd, sztochasztikus blokk-modell paramétereit becsiiljiik:

e Adott k egészre (1 < k < n) a csicsok fiiggetleniil tartoznak
a V, klaszterekbe 7, valészintiséggel, a=1,..., k;

k
Za:l Ta = L
@ V, és V) cslicsai egymastdl fiiggetleniil,

P(i~jli€ Vaje€ Vb)=pap, 1<ab<k

valdszinliséggel vannak Osszekéotve.

A Dempster, Laird és Rubin altal 1977-ben leirt EM
(Expectation—-Maximization) algoritmust alkalmaztam erre az
esetre.
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