HIPERGRAFOK OSSZEFUGGOSEGENEK VIZSGALATA
A SPEKTRUMON KERESZTUL

BoLLA MARIANNA! £s TUSNADY GABOR?Z

Hipergrafok klaszteresedési tulajdonsagait vizsgaljuk lineéris algeb-
rai segédeszkozokkel. Altalénositjuk a Laplace-matrix fogalmat

és ennek sajatértékeibol vonunk le kovetkeztetéseket a hipergraf

Osszefiiggbségére és a klaszterek szamara vonatkozoan. Maguk-

nak a klasztereknek a megkonstrudlasdhoz a sajatvektorokat, ill.

a hipergraf altaluk definialt euklideszi reprezentacidojat hasznaljuk.

Egy iteraciés eljarast is ismertetiink.

Bevezetés

A kromatikus szam mellett az Osszefliggoség a grafok masik gyakran vizsgalt tulaj-
donsaga. Mindkett a graf csicsainak particionaldsat (felosztasat, diszjunkt lefed6-
rendszerét) jelenti, csak ellentétes szempontokbdl.

Ha egy graf kromatikus szama k, akkor a csiicsoknak létezik olyan k-particidja
(a lefedérendszer k elemii), hogy élek csak a particié kiilonbozé tagjai kozt fut-
nak (nincsenek “belsé élek”), és k-nal kisebb elemii, ilyen tulajdonsdgu particié
nem létezik. Ha egy particié elemeinek kiilonbozé szineket feleltetiink meg, akkor
a particié a csucsok un. k-szinezésének is tekintheté. Bebizonyitott tény, hogy
sikgrafok kromatikus szama legfeljebb 4, igy barmely térkép kiszinezhet6 4 kiillonb6z6
szin felhaszndalésaval.

A fenti kovetelménnyel szemben, ha egy graf k Osszefliggd komponensbol &ll,
akkor csiucsainak 1étezik olyan k-particiéja, amelyben egyaltalan nincsenek koztes
(kiilonb6z6 szinii csucsokat 6sszekdtd) élek, azaz élek csak a particié elemein beliil
futnak. Ez a tulajdonsig persze nagyon konnyen felismerhetd, hiszen ilyenkor a
particio elemei a benniik futo élekkel egyiitt kiilon kis autonom grafokat alkotnak, és
az egész graf nem mas, mint ezek Osszessége. A szinezések nyelvén: itt k kiillonb6z6
szinl un. klasztert tapasztalhatunk.
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Az Osszefliggdségi tulajdonsagot most statisztikusan fogjuk tekinteni. Ez azt
jelenti, hogy egy grafot jol klaszteresithetonek neveziink akkor is, ha ugyan nem
Osszefiiggd, de valamely k pozitiv egészre csiuicsainak 1étezik olyan k-particidja, hogy
a partici6 altal definidlt részgrafok “tomorek” (sok a belso él), a koztes élek szama
pedig ehhez képest “elenyészoen kevés”. A koztes élek mennyiségét a graf kiilonbozo
modon sulyozott vagasaival lehet mérni. Ez azonban bonyolult leszamlalasi fel-
adatokhoz vezetne, rdadasul az Osszes sz6bajové k-ra (1 < k < n, ahol n a
cstcsok szama) ki kellene szamolni ezeket a mennyiségeket és minimalizalni az Gsszes
lehetséges particiora. Ezért eziranyu vizsgdlatainkat a spektrumon keresztiil fogjuk
végezni.

A gréafon beliili Osszefiigg6ség szorossaganak mérésére Fiedler [10] 1973-ban beve-
zette az incidenciamatrixbol szamolt un. Laplace-matrixot, és ennek legkisebb
pozitiv sajatértékét vizsgalta. Juhdsz és Mélyusz [12] az el6bb emlitett sajatértékhez
tartozo sajatvektor kordinatainak el6jele alapjan meg is talalta a két lazan Gsszefiiggo
komponenst. Ennek altalanositasaként mi a k-klaszteresithet6ség mérésére a Laplace
matrix k—1 legkisebb pozitiv sajatértékét fogjuk vizsgalni, maguknak a klasztereknek
a megtalalasahoz pedig a hozzajuk tartozo sajatvektorok alapjan meghatarozzuk a
csticsok un. euklideszi reprezentdnsait. Ezek (k — 1)-dimenzids vektorok, melyek
metrikus klaszteresitése a matematikai statisztika klaszteranalizis cimi fejezetének
jol koriiljart problémaja, 1d. McQueen [14], Dunn [8], Lengyel [13].

Vizsgalatainkat persze barmely k-ra (1 < k < n) elvégezhetjiik, de k értékének
novelése csak a dimenzié novelését jelenti olyan médon, hogy ijabb komponenseket
adunk hozza a cstucsok reprezentansaihoz, a mar meglevo komponensek valtozatlanok
maradnak. Azért el6zéleg érdemes a spektrumbeli rés(ek) alapjin tdjékozédni az
optimalis k-rdl.

A kromatikus szamot is szoktak a graf incidenciamatrixanak legnagyobb sajat-
értékével kapcsolatba hozni. A Laplace-métrix alapjan is kijon, hogy ha van k
db. elég jol elkiiloniilé nagy sajatérték (itt a legnagyobb sajatértéktél lefelé ha-
ladva keressiik a rést), akkor a graf kromatikus szdma ugyan nem biztosan k, de
néhany belso él elvételével ez megoldhatd, azaz van olyan k-particié, hogy “kevés”
él fut a particié elemein beliil és sok a “koztes” él. Ha a kromatikus szamot egy
ilyen statisztikus “kvazi-kromatikus szammal” helyettesitenénk, akkor azt jelle-
mezhetnénk a Laplace-matrix nagy sajatértékeivel, a hozzajuk tartozo sajatvektorok
segitségével pedig az optimalis particié metrikus szemlélet alapjan lenne nyerheto.
A térképészeti problémat ez természetesen nem oldand meg, de nyilvan vannak
olyan particionalasi feladatok a gyakorlatban, ahol azt szeretnénk, hogy az egy
csoportba tartozas laza, a kiilonbozékbe vald tartozas pedig szorosabb kapcsolatot
fejezzen ki (pl. dgy akarunk klubokat létrehozni, hogy az egy klubba tartozé em-
berek lehetbleg ne ismerjék egymadst, viszont sok legyen a kivezetd szdl). Ezzel a
kérdéskorrel, mivel kevésbé természetes mint a masik, itt nem akarunk foglalkozni.
Megjegyezzuk még, hogy a statisztikus vizsgalatokhoz mind a cstucsok, mind az élek
szamat tekintve nagyméretli grafokra van sziikség.

A klaszteresitési feladat 1épten-nyomon felvetodik a gyakorlatban, pl. ismerésoket
vagy hasonlé tulajdonsagokat szeretnénk egy klaszterbe sorolni, egyaltalan felis-
merni a hasonlé tulajdonsidgokat. Szamunkra egy ilyen probléma jsziilottek ve-
lesziiletett rendellenességeinek statisztikai analizisekor allt el6, amikor kapcsolédasi
csoportokat (un. szindréomékat) szerettiink volna taldlni a sokféle (csaknem 50)
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rendellenesség kozt. Mintdul mintegy 10000 rendellenesen sziiletett djsziilotton re-
gisztralt megfigyelések szolgaltak, melyek nem is egy kozonséges graffal, hanem egy
hipergraffal irhaték le. Mig egy grafnal mindig két csics van éllel 6sszekotve, addig
egy hipergraf hiperéle tobb cstucsot is magaban foglalhat, a tovabbiakban ezeket is
egyszeriien csak élnek nevezziik. Esetlinkben a hipergraf cstcsai a rendellenességek,
élei pedig az egyes ujsziilotteken regisztralt rendellenességeknek megfeleld cstcs-
részhalmazok voltak.

fgy a Laplace-matrix fogalmat hipergrafokra altalanositjuk, és az Gsszefliggoség
kérdését is hipergrafokra fogjuk vizsgalni tetszéleges k (1 < k < n) egész szam
esetén. A k = 2 eset, vagy kozonséges grafok esete ebbdl specialisan adddik.
Eredményeink fejezetek szerint a kovetkezokben foglalhatok ossze:

1. Definidlunk egy célfiiggvényt, melynek minimalizaladsaval a cstcsok és élek olyan
reprezentansait kapjuk, hogy egy él reprezentansa euklideszi tavolsagban mérve
kozel van az dltala tartalmazott csicsok reprezentansaihoz. A célfiiggvény linearis
algebrai segédeszkozokkel minimalizalhatd, természetes médon adédik a Laplace-
matrix és annak spektralfelbontasa.

2. Definialunk a k-particiékat jellemzo kiilonbozéképpen stulyozott vagasokat, és
ezekkel hozzuk Osszefiiggésbe a Laplace-matrix sajatértékeit. Nervezetesen, a
k — 1 legkisebb pozitiv sajatérték osszegére adunk alsé- és fels6 becslést a fenti
kombinatorikus mérészamok segitségével. A felsé becslés valéjaban azt fejezi ki,
hogy k “kicsi” sajatérték megléte sziikséges feltétele a “j6” klaszteresithetoségnek.
Az als6 becslés mas konstansokat is tartalmaz, és tudunk konstrualni példat arra,
hogy bar az alsé becslés eléretik, a graf mégsem klaszteresedik jol. fgy ebbdl
az alsé becslésbol nem vonhaté le a kovetkeztetés, hogy a k “kicsi” sajatérték
megléte elégséges is lenne.

3. Ugyanakkor vizsgaljuk a megfelel6 sajatvektorokbdl adodé reprezentansokat.
Ezek metrikus “j6” klaszteresithet&sége (a klaszteratmérokre tett korlatozasokkal)
mar elégséges a hipergraf jo klaszteresithetoségéhez.

4. Létezik egy sejtés, hogy a spektrumbeli “rés” megléte onmagéban is elégséges,
de ehhez nem tudunk belatni egy lemmat, csak £ = 2-re. Orommel vennénk, ha
k > 2-re valaki bebizonyitand vagy ellenpéldat konstrualna.

5. Végiil egy szamitogépes algoritmust javaslunk nagyméreti hipergrafok klasztere-
sitésére. Az algoritmus az eredeti particionalasi feladatot csak részként tar-

talmazza, eredményként pedig nem feltétlentil diszjunkt cstcs-klasztereket pro-
dukal.

A 6. fejezet néhany érdekes, de felhasznalasra nem keriilo tényt kozol hipergrafok
sajatértékeivel kapcsolatban, és megadjuk néhany specialis graf euklideszi reprezen-
taciojat. A 7. fejezet a fObb tételek bizonyitasat tartalmazza, ami érdekes lehet
azok szamara, akik linearis algebraval foglalkoznak.
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1. Hipergrafok euklideszi reprezentacidja

Jelolje a H = (V, E) hipergraf csicsainak és éleinek halmazat V = {vy...v,} és
E ={ey...en}. H egyértelmiien megadhaté az A n x m-es incidenciamétrixszal,
melynek altalanos eleme a;; = Z(v; € e;), ahol a v € e relaci6 azt jeloli, hogy a v
csucs benne van az e hiperélben:

1, ha wvee

I(vee):{

0, kilonben.
Legyen k (1 < k < n) rogzitett egész. Keressiik a a csicsok xq,...,X, és az
élek yq,...,ym k-dimenzids reprezentansait a

(1.1) Z X; x? = I
j=1

kényszerfeltétel mellett gy, hogy az élek koltségosszegét kifejezo

m

(1.2) Q=) Ke)
i=1
célfiiggvény minimalis legyen, ahol
(1.3) K(e;) =) ajillx; — vil®
j=1

az e; hiperél reprezentalasanak koltsége.

A célfiiggvény konstrukciéja olyan, hogy a hipergraf élei ossze szeretnék hiizni
a csucsok reprezentansait, mig a kényszerfeltétel kifesziti azokat. Az optimalis
reprezentacio bizonyos kompromisszum: azok a csucsok kertilnek kozel egyméshoz,
amelyek sok kozos élben benne vannak.

Ezekutan a célfiiggvényt a kovetkez6 1épésekben minimalizéljuk. Jeldlje x(e) az
e hiperélet alkoto csicsok reprezentansainak atlagat:

(1.4) : |e| ZI vj € €)X

Jelolje X 1= (x1--:%,) és Y := (y1---¥m) a cstcsok és élek reprezentansaibol,
mint oszlopvektorokbdl allé k x n-es ill. k£ x m-es matrixokat, tovabba D, ill. D, a
cstics- ill. él-fokszdmokat tartalmazé n x n-es ill. m x m-es diagonalmatrixokat (a
diagonéalisban &ll6 elemek valéjdban az incidenciamatrix marginalisai). Feltehetd,
hogy D, nem szingularis (nincsen iires él).

Ezekkel a jelolésekkel K (e) csokkenthetd és a Steiner-formula alapjan a kovetkez6
atalakitas végezheto:

K(e)>> I(v; € e)|x; — %(e)|?, e€E.

j=1
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A jobb oldalt L(e, X)-szel jelolve egy kis szdmoléssal

(1.5) L(e 2‘ ‘ZZI%GG (v; € e)llx; — x;||?, e€FE
=1 j=1

adédik. Az L(X) := > L(e,X) jeloléssel a Q > L(X) egyenl6tlenség a csticsok
eck
barmely X reprezentédciéjara fennall. L(X) viszont dltaldnositott kvadratikus alakka

alakithato:

(1.6) L(X) = ZZB > I(v; € e)I(v; € ¢) H i =302 = 33 eixTx;,

i=1j=1L" ecE i=1 j=1
ahol
— %;?I(vi ce)I(v; €e) |1| if i#7,
(1.7) =\ si- L I(iee)h=si— X I(vice)y, if i=j
ecE |e|€fl

éssi=H#{e€ E : v, €e, |e|>1}.

1.1. Definicio. A (1.6)-beli kvadratikus alak métrixat a H hipergraf Laplace-
mdatrizdanak nevezziik és C-vel jeloljik.

C elemei (1.7) alapjan szdmolhaték, matrix jeloléssel pedig C = D, — AD AT,

Minimalizaljuk a fenti L(X)-szel jelolt dltalanositott kvadratikus alakot az (1.1)
kényszerfeltétel mellett! Konnyen lathatd, hogy a minimalizdlandé kifejezés nem
més, mint tr XCX7T, a kényszerfeltétel pedig XX = I,. Mivel az n x n-es C
matrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, egy — homogén kvadratikus alakok
széls6értékeire vonatkozé — tétel szerint (megtalalhaté pl. Rao [15]-ben, az 51.
oldalon) bebizonyitottuk a kovetkezé un. reprezentdcios tételt:

1.2. Tétel. A (1.2) célfiggvény minimuma a (1.1) kényszerfeltétel mellett

k
(1.8) DN

J=1

ahol 0 = Ay < Ay < -+ < A\, jeloli a C Laplace-mdtrix sajdtértékeit. A minimum
arra az X k-dimenzios euklideszi reprezentdciora éretik el, amely a C mdtrixz k
legkisebb pozitiv sajatértékéhez tartozo paronként ortogondlis, normalt sajdtvektorait
tartalmazza soraiban, a sajatértékek novekvo sorrendje szerint. Eqy ilyen optimdlis
X-et X*-gal jelélve, az élek optimdlis reprezentdcidjira Y* = X*AD_ 1 adddik.
O

Az optimalis reprezentacié egyértelmiiségérol a kévetkezok mondhatdk el. Ha R
tetsz6leges k x k-as ortogonalis matrix (RR” = I), akkor sem a célfiiggvény, sem
a kényszer nem véaltozik az X’ = RX helyettesités hatdsara (nyilvanvalé is, hogy
a reprezentdsok rendszerét elforgatva, kolcsonos helyzetiik valtozatlan marad). fgy
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X* csak forgatds erejéig egyértelmii, amennyiben a sajitvektorok azok (vagyis, ha a
C matrix sajatértékei mind egyszeres multiplicitdsiak). Egyébként, ha t&bbszords
sajatérték is van, akkor X* megfelel6 sorai tetszolegesen vélaszthatdk (persze orto-
gondlis médon) a megfeleld sajataltéren beliil.

Megjegyezziik, hogy k értéke itt még nem jatszik kiillonosebb szerepet, mivel
barmely k-ra (1 < k < n) egy optimalis (k + 1)-dimenzids euklideszi reprezentacié
konnyen nyerheto a k-dimenziésbol egy tijabb sajatvektor hozzavételével X* sorai-
hoz.

Az (1.7) képletbdl az is létszik, hogy a hurkok (élek, melyekre |e|] = 1) nem
jarulnak hozza a Laplace-métrixhoz, igy a tovabbiakban csak hurokmentes hiper-
grafokkal foglalkozunk.

Vegyiik észre, hogy a Laplace-matrix mindig szinguldris (ui. sorosszegei 0-k). A
0 sajatértékhez tartozo normalt sajatvektor az ﬁe, vektor, ahol e jeloli az Osszes

koordinatajaban 1-t tartalmazé n-dimenzids vektort. fgy ennek a koordinatanak
alapjan a reprezentansok nem kiilonithetok el, a k-dimenzids reprezentéacio valdéjaban
az e-re ortogondlis (k — 1)-dimenzids altérben torténik.

Az is nyilvanvald, hogy a H hipergraf 6sszefiiggé komponenseinek szama mege-
gyezik a 0 sajatérték multiplicitasaval (ha H Osszefiiggd, csak egy 0 sajdtértéke van),
hisz az 6sszefiiggé komponensek C-t blokkmatrixokra osztjak, és mindegyiknek lesz
egy 0 sajatértéke. A komponensek kiilon-kiilon vizsgalhatok, igy a tovabbiakban
elég Osszefliggd hipergrafok vizsgalatara szoritkoznunk.

Osszefiiggé hipergrafok esetén természetesen meriil fel a kérdés, vajon hany él
elmozditasaval szlintetheté meg ez az allapot, és hogyan dertil ki az Osszefiiggés
lazasaga magabdl a spektrumbdl, tovabba hogyan tudjuk konstruktive megtalalni az
egymassal lazan Osszefliggé komponenseket. Mar Fiedler [10] megmutatta kozonséges
grafokra, hogy Ao “kicsisége” két Osszefliggdé komponens meglétét jelzi. Juhdsz és
Miélyusz [12] meg is konstrudltdk a két komponenst a Ao-hoz tartozé sajitvektor
koordinatainak eldjele alapjan. Mi a tovabbiakban megmutatjuk, hogy a két kom-
ponens szétvalasaba Ay és A3 aranya is beleszol, tobb komponens szétvilasztasahoz
pedig a rakovetkezo sajatértékeket is vizsgaljuk.
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2. Hipergrafok spektruma és kombinatorikus tulajdonsagai kozti Osszefiiggések

Legyen H = (V,E), |V| = n, |E| = m egy Osszefiiggd, hurokmentes hipergraf,
Laplace-matrixanak sajatértékeit jelolje 0 = A; < Ao - -+ < \,,. Bevezetiink néhény
kombinatorikus mérészamot, amelyek a hipergraf osszefliggoségét karakterizaljak.

H cstcsainak (Vi,..., V) nem-iires, diszjunkt részhalmazokra vald felosztasat
k-particionak nevezzilk és roviden Pi-val jeloljik. Jelolje P, a hipergraf osszes
k-particiéinak halmazat.

2.1. Definicio. A P, = (Vi,..., V) particié v(Py) striségét a

o(Pe) ;:Z% S o) asle),

ecE T 1<i<j<k

u( Py )-val jeldlt sulyozott siiriiségét pedig az

1 1 1
u(Py) = Z— Z — + — | a;(e) a;(e),
le| | = i 1y
ecE 1<i<ji<k
Osszefiiggés definialja, ahol a;(e) = |eNV;| és n; = |V;].
Ezek utéan legyen a H hipergraf minimdlis k-stirisége

(2.1) pr(H) = min v(Py),

manimal sulyozott k-sirisége pedig

(2.2) vi(H) = Pl;nei%k u(Py).

2.2.Definicio. A P, = (Vi,...,V)) particié6 k-vdgdsa azoknak az e éleknek az
Osszessége, melyekre |e N V;| # () teljesiil legaldbb két kiilonbozé Vi-vel. Ezt a
halmazt H(Py)-val jeloljik.

A Py, particié tekinthet6 a csiicsok k-szinezésének is: a v csics szine ¢(v) := i, ha
v € V;. Egy e hiperélet “tarkdnak” neveziink ebben a szinezésben, ha van legaldbb
két kiilonbozd szinti cstics benne. Igy a H(Py) halmaz éppen az ilyen tarka élekbél
all.

A H hipergraf minimdlis k-vagdsa az, amelynek szamossaga (a benne levé hiperélek
szama) a legkisebb. Egy ilyen minimumot adé particiét P;-gal jelélve (nem biztos,
hogy egyértelmil), 6, (H) := |H(P})|.

2.3. Megjegyzés. A fent definidlt mennyiségekre nyilvanvaléan

Spz(H) < < pp 1 (H) < pn(H),
(2.3) vo(H)<wvs(H)<---<wv,_1(H) <uv,(H),
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2.4. Tétel. A H hipergrdif k legkisebb sajdtértékének Gsszegére a fenti kombina-
torikus mennyiségekkel

k
(2.4) ek (H) <Y Aj < wi(H)

6

teljestil, ahol ¢, = =T

A tétel bizonyitasa a 7. fejezetben talalhaté.

Ha v (H) “kicsi”, ez azt jelenti, hogy a minimélis stilyozott k-stiriiséget add
k-particié olyan tulajdonsagu, hogy “kevés” benne a tarka él és azok is viszony-
lag kisméreti csics-klaszterek kozott futnak. Ezért a fenti fels6 becslés azt jelzi,
hogy ilyen esetben a k legkisebb sajatérték OGsszege is kicsi. Azaz k viszonylag kis
sajatérték megléte sziikséges feltétele a jo klaszteresithetoségnek.

Az alsé becslés egy, a csiucsok szamatol fliggd konstanst is tartalmaz. Vannak
grafok (1d. a 6. fejezet szalagjai, hal6i és pdkjai, 6.7.—6.10. példak), melyekre az
alsé becslés nagysagrendileg eléretik, mégsem klaszteresednek jol semmilyen k-ra.
Persze, itt a sajatértékek eloszlasa egyenletes, nincsen rés a spektrumban.

k = 2 esetén precizebb becslés adhatd A\ és Ao Osszegére, azaz Ao-re:

2.5. Tétel. Legyen H o0sszefiiggd hipergraf és jelolje Ao a legkisebb pozitiv sajatér-
tékét. Akkor

2(1 —cos D uo(H), ha0< us(H) < Lsiax
(2.5) )\22{( cos T)pe(H), ha0 < pa(H) < 35s

cipo(H) = CaSmaxs  ha §Smax < p2(H),
ahol ¢; = 2(cos T — cos 27”), ey =2cos T(1 —cos ™) €s Spax = Max; s;.

Kozonséges grafokra ez az alsé becslés megegyezik a Fiedler dltal [10]-ben adottal.
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3. A reprezentansok klaszterei

Most az optimélis k-particidkat szeretnénk felismerni. Ehhez védlasszunk egy olyan
k-t, melyre A\ és A1 kozott viszonylag nagy rés van a spektrumban. Tekintsiik
a hipergraf optimalis k-dimenziés euklideszi reprezentaciéjat, ahol az xj,...,z}
cstcs-reprezentdnsok valdjaban (k — 1)-dimenzids vektorok. Klaszteresitsiik 6ket a
k-k6zép médszerrel (1d. McQueen [14]). Tegytik fel, hogy a fenti pontoknak 1étezik

az alabb definialt j6 tulajdonsagokkal rendelkezé k-particidja.

3.6.Definicié. A P, = (V4,..., Vi) particiét a csicsok X = (x1,...,X,) euklideszi
reprezentdcidjaban jol-szepardltnak nevezzik, ha vele a(Py) > 1 teljesiil, ahol

min X; — X
c(vi)Fc(v;) i =1

max ||x; — x|
c(v;)=c(v;

(3.7) a(Py) =

Ez azt jelenti, hogy az egy klaszteren beliili reprezentansok maximalis tavolsaga
is kisebb, mint a kiillonboz6 klaszterbeliek kozti minimalis tédvolsdg. (Ha ilyen
jol-szepardlt k-particié létezik, akkor Dunn [8], [9]-ben bebizonyitotta, hogy az
egyértelmii, és algoritmust adott a meghatdrozasara.)

A kovetkez6 tétel arrdl szol, hogy amennyiben létezik a reprezentansoknak egy
“nagyon” j6l-szeparalt k-particidja, (ezalatt a klaszteratmérékre tett tovéabbi korldto-
zasokat értiink), akkor ugyanaz a mennyiség, amivel az el6z6 fejezetben a k legkisebb
sajatérték osszegét feliilrol becsiiltiik, most alsé becslést ad a k legkisebb sajatérték
Osszegének konstansszorosara.

3.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy valamely 1 < k < n egészre létezik az optimdalis k-
dimenzios reprezentdansoknak olyan jol-szepardlt klaszteresitése, melyben a klaszter-

atmérok e-ndl kisebbek, ahol € < ﬁ Akkor
k
(3.8) ve(H) < ¢ Y ),
j=1

ahol g =1+ 1_2:\/5.

A tétel bizonyitasa szintén a 7. fejezetben talalhato.

Osszehasonlitva a 2.4 és 3.7 tételek eredményeit azt kapjuk, hogy

k

k
DN <w(H)<¢?) A, ahol l<g<2.
j=1 j=1

Tehat az elébbi tétel feltételei mellett Z?Zl Aj és v (H) legfeljebb csak egy 4-es
fatorban kiilonboznek, azaz a reprezentansok metrikusan jé klaszteresedése esetén
Z§:1 A; kicsisége elégséges is a kombinatorikus értelemben vett j6 klaszteresitheto-
séghez.
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4. Becslések silyozott grafokra

Tovabbi vizsgalatainkat a spektrumbeli rés elégségességével kapcsolatban egyszeriibb
sulyozott grafokra megfogalmazni, mivel ott bizonyos folytonosség teljesiil (a stlyok
ui. tetszoleges valds szamok, melyekkel konnyebb perturbacios eredményeket bi-
zonyitani). Az eredmények érvényben maradnak hipergrafokra is, hiszen minden
hipergrafhoz egyértelmiien hozzarendelhetd egy, az alabbiakban definialt silyozott
graf.

Legyen tehat G = (V, W), egy stlyozott graf a V := {vy,...v,} csicshalmazon
a W silymaétrixszal megadva. W egy n X n-es szimmetrikus méatrix, diagonalisa
azonosan zérd, mig a nemdiagondlis w;; = wj; > 0, ¢ # j elem a {v;,v;} él silya
(ha v; és v; nincsenek éllel Gsszekdtve, akkor ez a sily 0). Egy kozonséges graf
ennek specidlis esete, ahol a stlymatrix a szokasos 0-1 adjacencia-matrix.

A G sulyozott graf euklideszi reprezentacidjaban csak a csicsokhoz rendeliink

n
reprezentansokat. Az xi,...,%, (k — 1)-dimenziés reprezentansokra a »_ xijT =

J=1

n
I,_1 kényszerfeltétel mellett még a > x; = 0 kikotést is tessziik, igy az els6 ko-
j=1
ordinatak egyenldségét kizarjuk. (Az 1. fejezetbeli k-dimenzids reprezenténsokrdl
is lattuk, hogy valéjaban egy (k — 1)-dimenziés altérben helyezkednek el.)

A minimalizdlandé célfiiggvény most

n—1 n
(4.1) Q:=> Y wilx —x[I* = tr XCXT,

i=1 j=i+1

ahol az X (k — 1) X n-es matrix a reprezentdnsokat tartalmazza oszlopaiban, a
C n x n-es matrix pedig a silyozott graf Laplace-matrixa. Kénnyﬁ latni, hogy

C = D—W, ahol a D diagonalmatrix diagondlis elemei d; = Z wij, (1=1,...,n).
j=
Az is konnyen lathaté, hogy az ugyanezen a cstcshalmazon deﬁnlalt H = (V,E)

hipergrafhoz

1
= wj = ZIvlee vjee)m, (1<i<j<n).
eelE

sulyokkal hozzarendelt sulyozott graf Laplace-méatrixa azonos a hipergraféval. Egy
Osszefiiggd sulyozott graf (sulymatrixa nem hasad blokkokra) Laplace-matrixanak
pontosan egy 0 sajatértéke van és rendelkezik a jol ismert tulajdonsagokkal.

) minimuma itt is a Laplace-métrix k legkisebb (vagy ami ekvivalens, k — 1
legkisebb pozitiv) sajatértékének Osszege, és eléretik, ha az X médtrix soraiba a
hozzajuk tartozo6 sajatvektorokat tessziik (itt a 0 sajatértékhez tartozo sajitvektort
kihagyjuk a reprezentéciébol).

A csicsok egy P, = (V4,...,V,) particijanak stirtisége és stlyozott stiriisége itt
is hasonléan definidlhaté:

k—1

k k
1
U<Pk3) = Z w2m7 U<Pk3) = Z n_l ;m7

=1 m=Il+1 =1 m=Il+1
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ahol wj,, = > > wy, (1<Il<m<k)ésn,=IVp|. A pg, vy mennyiségek
v, EVI v; €V,
pedig ezek Pr-n V(Jatt minimumai.

A perturbéciés vizsgalatokhoz rogzitsiik a Py particiot. Ennek megfeleléen a G
silyozott graf két, éldiszjunkt részre bonthato: Az egyik tartalmazza az egyszinii, a
mésik pedig a tarka (itt kétszinii) éleket a Py particié dltal meghatarozott szinezésben.
Mindkét részt ugyanazon a csucshalmazon tekintve a két silyozott graf Laplace-
matrixa 0sszead6dik (Id. 6.1 dllitas): C = B+P. Mivel az egyszinii élekbol all6 rész
k Osszefiigg6 komponensre bonthaté (az egyes szineknek megfeleléen), B-nek pon-
tosan k db. 0 sajatértéke lesz. Jelolje o a B matrix legkisebb pozitiv sajatértékét (ez
azonos valamely egyszinli blokk legkisebb pozitiv sajatértékével). Legyen tovabba
¢ := ||P|| (¢ annal kisebb, minél kevesebb a tarka él). Tegytik fel, hogy ¢ < p.

4.1. Definicié. Azx;,...,x, € R*~1 vektorok k-variancidja a Py, particioban

Z Xl o
lc(l) i

X =Y Y |x

g

i=1 jic(j)=i
ahol ¢ a megfeleld szinezés és n; = |V;|. Az xq,...,%, vektorok k-variancidja
SEH(X) = mlg SZ(Py, X).
k

A fenti jelolésekkel a kovetkezo allitas lathaté be:
4.2. Tétel. Az e < o feltevés mellett az
S2(Py, X*) < k=
0
felsd becslés adhaté az X3, . ..,x5 optimdlis (k — 1)-dimenzids reprezentdnsok
Py -belr k-varianciajdra.
A bizonyitast 1d. a 7. fejezetben. Megjegyezziik, hogy
e=|Pl<ttP= Y wy;=0v(P)
0]
c(i)#c(5)
és - ) )
2(1 —cos 7 Jpa(Gi), if 0 < pa(Gi) < 5dimax
ci1p2(Gi) = Ciolimax, i 2dimax < p2(Gy),
ahol ¢;; = 2(cos 7 —cos <% 2n )5 Cig =2cos T (1—cos ), diax = MaXjey; dj —1d. 2.5
Tétel — és B; a V csucshalmaz altal indukalt, G;-vel jelolt silyozott részgraf n; x n;-
es Laplace-matrixa. B; a B matrix i-edik diagonalis blokkja. Ezért minél kisebb
a Py particié stirlisége és minél nagyobb az egyszinl részgrafok 2-végisa (azaz
a G; részgrafok erdsen osszefiiggbek), annél jobban klaszteresithet6k az optimadlis
(k — 1)-dimenziés reprezentansok k klaszterbe.

0 =min\;(B;) > {

A fenti becslés egy adott k-particiéra vonatkozik, o és € az adott Pg-tdl fligg.
A kovetkez6 éllitas az optimalis (k — 1)-dimenzids reprezentansok k-variancidjara
vonatkozik.
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4.3. Allitas. Legyen X* optimdlis (k—1)-dimenzids reprezentdcidja a fenti sulyozott
grafnak. A csucs-reprezentdansok k-variancidjdra az

A4+ A

S2(X*) < 82(P,, X*) <

dsszefiiggés teljesiil barmely Py, particioval, ahol o(Py) a Py particié dltal indukdlt
részgrafok tomorségére jellemzd, az elébbiekben bevezetett konstans.

Szeretnénk most a fenti k-varianciat kozvetleniil a g és Ax41 sajatértékek hanya-
doséaval feliilbecsiilni. Ez k = 2 esetén sikeriilni is fog. Az eredményt még altalano-
sabban, stlyozott csicsu stlyozott grafokra mondjuk ki.

Legyenek a G = (V, W) sulyozott graf csicsai az di,...,d, silyokkal ellatva,
ahol d; = > w;;. Jelolje D az ezeket a stlyokat ilyen sorrendben diagonalisdéban
i#]
tartalmazé diagonalmatrixot. Most a (4.1)-beli @ célfiiggvényt a Z;.Lzl djxjx? =
XDXT =1, és Z?zl d;x; = 0 kényszerfeltételek mellett minimalizaljuk. Mivel @
most
tr XDX” = tr (XD'/2)[D~/2CD~/2|(XD/2)T

alakban irhaté, és az XD matrix sorai a kényszer miatt ortonormaltak, () mini-
mumat most a szogletes zardjelben allo, a tovabbiakban Cp-vel jelolt sulyozott
Laplace-mdtriz (amely szintén szimmetrikus, szingularis, pozitiv szemidefinit)

k — 1 legkisebb pozitiv sajatértékének Gsszege adja, az optimélis (k — 1) dimenzids
reprezentansok pedig az X*D'/2 matrixbdl nyerheték, mely a megfeleld sajitvekto-
rokat tartalmazza soraiban. Cp sajatértékeire egyébként 2 felsé korlat, igy ha G
még Osszefliggo is, akkor

O=XA <A< A3<--- <N, <2

4.4 Tétel. Legyen X* optimadlis 1-dimenzios reprezantdcidja a fenti modon sulyozott
grifnak (X* a Ag-hoz tartozo sajdatvektorbol nyerhetd transzformdcidval). Akkor az
optimalis reprezentansok 2-variancidjdra a spektrumbeli réssel a kovetkezd becslés
adhato:

Felmeriil a kérdés, vajon a (k — 1)-dimenzids optimalis euklideszi reprezentansok
k-variancidjat nem lehetne-e feliilrél becsiilni a Ax és Ag41 kozti spektrumbeli réssel
vagy annak esetleg k-tdl fliggo konstansszorosaval. Sejtésiink a kovetkezo:

4.5. Sejtés.

A+ Ao+ 4 A
Akt+1

SEX*) < (k—1)- , 1<k<n-—1.

A 4.4 tétel bizonyitdsa és a 4.5 sejtés bizonyitasahoz sziikséges lemma a 7.fe-
jezetben van leirva.
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5. Egy ad hoc algoritmus hipergrafok klasztereinek megallapitasara

Mintaul a vq,vs,...,v, bindris (0-1) valtozokra tett ey, es,...,e, megfigyelések
szolgalnak (n < m). Ezek a H = (V, F) hipergrafot alkotjdk, ahol V' = {vy,vs,...,v,}
és E ={e1,e2,...,em}, Z(v € €) = v(e) pedig 1 vagy 0 aszerint, hogy az e objek-
tumon a v tulajdonsidgot megfigyelték-e vagy sem.

Legyen E’ C FE egy al-minta, amely a H' = (V, E’) hipergréafot generalja. Jelolje
0=M(H) < X(H) <--- <\, (H') ta H' hipergraf Laplace-spektrumat és az
n x n-es X*(H') métrix tartalmazza soraiban a hozzajuk tartazé teljes ortonormalt
sajatvektorrendszert. Az 1.2 reprezentacids tétel szerint barmely d egészre (1 < d <
n) a dxn-es X}(H") matrix, amely X*(H') els6 d sorat tartalmazza, a H' hipergraf
optimalis d-dimenzids reprezentaciéjat adja. Az E’-beli élek Osszvariancidja ebben
a reprezentacioban

L(X3(H") = Y Lle, X3(H) = Y N(H').

ecE’ j=1
A H' hipergraf bedgyazdsanak koltségét a

K(H') := de{r{li? n}[c2n—d + L(X(H))]

célfiiggvénnyel definidljuk, ahol a ¢ konstanst elére valasztjuk meg (a probléma
méretének megfelelden), és a 2"~ tag a tilsdgosan nagy dimenzidkat biinteti
(az élek Osszvariancidjat kifejezé L(X%(H')) tag — épp ellenkezbleg — a dimenzid
novelésével csokkenthet). A minimumot ad6 d* dimenziét az E’ él-klaszter di-
menzidjanak nevezziik.

Jelolje S az F élhalmaz Osszes lehetséges particidit. Keressiikk azt az S € S
particiét, melyre a K = > K(H;) célfiiggvény minimélis, ahol H; = (V, E;). Most

valasszunk és rogzitsiink egy k egészet (1 < k < n). Definidlunk egy iteracidt,
amely a fenti célfiiggvény egy relativ minimumahoz vezet, ha csak az Sg-val jelolt
k-particiék korében keressiik a minimumot. Legyen tehdt (Fq,...,Ey) € S az E
élhalmaz egy k-particidja. Az el6z6 jeloléseket alkalmazva az indukélt H; = (V, E;),
(i =1,..., k) rész-hipergrafokra a

de(Hl) = 2" + L<X21(Hl))7 (7' =1,..., k)

k

jeloléseket bevezetve a Q = Y Qq, (H;) koltségfiiggvényt fogjuk minimalizalni a
i=1

Sk-beli particiok és a dy, ..., dr dimenziok korében.

A minimumot keresé iteracié a kovetkezé 1épésekbdl all:

0. Kiindulasul tekintsiik az E élhalmaz tetszéleges F1, ..., Ey particidjat (egy ilyet
nyerhetiink pl. a k-kézép mdédszerrel, 1d. [13], [14]).

1. Az Ey,..., Ey klasztereket rogzitve: meghatarozzuk a H; = (V, E;) hipergrafok
Laplace-métrixainak spektralfelbontdsat. Ezutan Qg, (H;)-t a d; dimenziéban
minimalizaljuk (minden i-re kiilén). Mivel 1 < d; < n egész, ez egy diszkrét
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minimalizédldsi feladat. Jel6lje df a minimumot adé (nem feltétleniil egyértelm)
dimenziot, amellyel tehat

i
Qa: (H;) = 2" % + > N(H;) (i=1,....k).
j=1

2. Most a d;-dimenzidkat rogzitve az objektumokat atsoroljuk a klaszterek kozt:
az e objektumot abba az E; klaszterbe helyezziik, amelyben a hozza tartozo
L(e,X%.(H;)) variancia minimadlis (ha tobb klaszterre is minimalis, akkor vegyiik
a legkisébb ilyen i-t). Az objektumok gy nyert 4j klaszteresitését EY, ..., E;-gal
jelolve, ezekkel megismételjiik az 1. és 2. 1épéseket, amig csak () csokkentheto.

Trivialis, hogy a fenti lépések @) értékét csokkentik, s mivel az objektumok szama
véges, az algoritmus véges 1épésben @) relativ minimuméhoz vezet. (Esetiinkben,
n = 50, m = 10000 értékekkel az iteracié 56 1épésben véget ért.)

Bevezethetnénk egy k-ban minimalizalé 1épést is, igy azonban az algoritmus
nagyon hosszadalmas lenne. Inkébb végigesindljuk néhany kivélasztott k-ra (pl.
a k-kozép eljarast lefuttatva kaphatunk k-ra Gtletet), és Osszehasonlitjuk a mini-
mumként kapott ) értékeket.

Az iteracié soran kitriilhetnek, és altalaban ki is tiriilnek él-klaszterek. k értéke
természetesen ezzel csokken. A H; = (V, E;) hipergrafok &ltaldban tartalmaz-
nak izoldlt csicsokat (nem Osszefliggéek), jeldlje V; a nem izoldlt csicsok hal-
mazdt. Ekkor UF_,V; = V, de a Vi,..., Vi rendszer nem feltétleniil diszjunkt.
Ezek a diszjunkt él-klaszterekre jellemzo tulajdonsag-asszociacidkat tartalmazzak.
A mi mintankon, ahol a tulajdonsagok velesziiletett rendellenességek, az objek-
tumok pedig érintett 1jsziilottek voltak, ezek az asszociaciok épp a rendellenességek
specialis kapcsolédasi csoportjait, un. szindrémait adtak meg.
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6. Néhany megjegyzés hipergrafok spektrumahoz

Az elsé fejezet jeloléseit hasznéljuk, ill. ha nem egyértelmii, hogy melyik hipergrafrdl
van sz6, akkor a Laplace-métrix, sajatértékek és egyéb mennyiségek argumentu-
maiban feltiintetjiik a hipergrafot.

6.1. Megjegyzés. Legyeneka H; = (V, E;), (i =1,... k:) hipergrafok él-diszjunktak
=0

ugyazon a csicshalmazon. Az E = U¥_|E;, E,NE (1 # j), H= (V,E)
jeloléssel a H hipergraf Laplace—matrlxara

(6.1) C(H) = Y C(H)

teljesul. [
6.2. Megjegyzés. Legyenek a H; = (V,FE;), i = 1,2 hipergrafok él-diszjunkt

részhipergrafjai a H = (V, E) hipergrafnak, azaz E = E; U Ey, E; N Ey = 0.
Akkor

k k
(6.2) ST I AP YA 1<k <n),
ahol )\g-i) a H; hipergraf j-edik sajatértékét jeloli nagysag szerint novekvo sorrend-
ben (i=1,2).
6.3. Megjegyzés. Az el6z6 megjegyzés jeloléseivel
(6.3) Ner <AV <N, (G=1,..0,m),

ahol r; a H; hipergraf C; Laplace-matrixanak a rangja (i = 1,2), tovabba \; = 0,
ha [ < 1.

6.4. Megjegyzés. Legyen e a H = (V, E) hipergraf egy éle, le| = z. Az E' := E\{e},
H' .= (V, E') jelolésekkel

k—z+1 k k
(6.4) DN NS N, (z<k<n-1)
j=1 j=1 j=1

ahol \-k jelolik a H' hipergraf Laplace-méatrixdnak sajdtértékeit.

6.5. Kovetkezmény. z=2 esetén a (7.3) Osszefliggés két egyenlétlenségét egymads
utan valtakozva alkalmazva adédik, hogy

(6.5) 0 <A < Ao S M54+ A3 < Ao+A3 S Ao+ A3+0) < Do Az+Ay <o - O

Az aldabbi megjegyzések az 1. fejezet definiciéi és néhdny, a pozitiv definit
métrixok sajatértékeire vonatkozd tétel (pl. [15]-ben) alapjan kdnnyen bizonyithatdk,
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a bizonyitasok megtaldlhatok [6]-ban. A tovdbbiakban megadjuk néhény j6l ismert
graf ill. hipergraf optimalis euklideszi reprezentacigjat.

6.6. Példa. Legyen C),, az n cstcsu teljes hipergrdf 2™ — n — 1 hiperéllel. Laplace-
matrixanak legkisebb sajatértéke 0, a tobbi sajatérték pedig mind egyenlo az

n2n—1l _9on 41
n—1

(6.6)

szdmmal. Ehhez az (n—1)-szeres multiplicitasi sajatértékhez tartozo sajatvektorok
tetszblegesen valaszthatok (persze azért gy, hogy ortonormalt rendszert alkos-
sanak) az e = (1,...,1) vektorra meréleges altérben. [

6.7. Példa. Legyen P, a szalag-grdf. Tegyiik fel, hogy a cstcsok szama paratlan
(n=2l+1),ésv_y,...,v0,...,v-ként indexeljiik Sket. A legkisebb pozitiv sajatérték
1—cos T, az ehhez tartozé sajatvektor koordinatai — melyek az optimalis 2-dimenzios
reprezentacioban lépnek fel — pedig

(6.7) xj:—sin(jg), j=—1,...,0,....0. O

6.8. Példa. Legyen Sq az n = d + 1 cstcsu csillag. Ennek legkisebb pozitiv
sajatértéke 1/2, multiplicitasa d—1. Egy optimélis d-dimenziés euklideszi reprezentaciot
ad egy d-csésu szabalyos poliéder, ahol az 1-foku cstcsok reprezentansai a poliéder
csucsai, a d-foku cstics reprezentansa pedig a poliéder szimmetriacentruma. [

6.9. Példa. Jelolje G4, az S4 graf finomitasat ugy, hogy Sy éleit tovabbi csicsok
beiktatasaval [ élre osztjuk fel, igy a csicsok szdma n = dl + 1. G4;-t egy d-1abu,
minden 1laban [ izt tartalmazé pdknak nevezziik. A fenti pok Laplace-matrixanak
legkisebb pozitiv sajatértéke 1 —cos 777 ¢s multiplicitasa d — 1. Gq, egy optimalis
d-dimenziés euklideszi reprezentacidéja az Sy és Posyq grafok reprezentacigjabol
adddik, ahol a szabdlyos poliéder szimmetriacentrumat a cstcsaival 0sszekoto sza-

kaszok vannak (6.7) szerint szinuszosan felosztva. [

6.10. Példa. Jelolje Lq,; a d-dimenzids rdcsot. Csucsainak koordinatai a
—l,...,0,...,l szamokbdl kivalasztott d-esek, ahol két ilyen d-es akkor van oGssze-
kotve éllel, ha pontosan egy koordinatdjukban kiillonboznek. A csicsok szama igy
n = (20+1)9. Az Lg,; gréf legkisebb pozit{v sajétértéke 1—cos 741> multiplicitdsa d.
Egy optimélis (d+1)-dimenzids euklideszi reprezentacié egy d-dimenzids racs, szim-
metriacentruma az origé, oldalai pedig (6.7) szerint szinuszosan vannak felosztva.
OJ

6.11. Példa. Legyen K, . n, a Turdn-grdf, amely a cstucsok Vi, ..., Vj-val jelolt

un. fiiggetlen részhalmazaibdl &l (a fiiggetlenség azt jelenti, hogy a részhalmazokon
k

beliil nem futnak élek). Legyen |V;| = n;, (i =1,...,k) és n = > n; a csicsok
i=1

szama. A szinezések nyelvén, ebben a grafban nincsenek egyszinii élek, viszont az

osszes lehetséges fajta kétszinll él megtaldlhats. K, . n, spektruma: egy db. O,

n; db. %(n —n;), (i =1,...,k), a legnagyobb sajitérték pedig %n, multiplicitdsa
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k — 1. Ha ez utébbihoz tartozé sajatvektorokkal adjuk meg a K,,, . ,, euklideszi
reprezenticiéjat, akkor az azonos szinii csiicsok reprezenténsai ugyanabba a (k—1)-
dimenzids pontba esnek Ossze, igy a reprezentacié k kiilonbozé pontbdl all. Megje-
gyezzik, hogy a Turan-graf kromatikus szama k.

A masik véglet az az eset, mikor a hipergraf k Osszefliggé komponensbol &ll.
Ilyenkor a 0 sajatérték multiplicitdsa k, és a hozza tartozd sajatvektorok &ltal
meghatarozott euklideszi reprezentaciéban az azonos komponensbe tartozé csicsok
reprezentansai esnek egybe.

Az els6 harom fejezetben lattuk, hogy ha a hipergraf Gsszefiiggd (csak egy 0
sajatérték van), de van k — 1 “kicsi” pozitiv sajatértéke, akkor varhaté, hogy a
hozzajuk tartoz6 sajatvektorok altal meghatarozott reprezentaciéban a hipergraf
jol klaszteresedik. Mikor az 1. fejezetbeli @) célfiiggvény maximumat keressiik,
analég médon megkérdezhetnénk, vajon k—1 elkiiloniilten “nagy” sajatérték a spek-
trumban jelzi-e mindig k£ db. kozel fiiggetlen csiicsklaszter meglétét, és kovetkezik-
e ebbdl a megfel sajatvektorok altal torténé reprezentacioban a reprezentansok
metrikus értelemben vett jo klaszteresithetésége? Tudunk-e ebbol kovetkeztetni
a kromatikus szamra? Valdszintileg nem, mert a kromatikus szam egy szigorian
kombinatorikus mennyiség. Viszont, ha egy olyan kvazi-kromatikus szdmot tekin-
tenénk, ahol nem baj, ha van néhany egyszini €l is, akkor ezt tudna jelezni a nagy
sajatértékekre adaptalt algoritmus, s6t kiadna a kozel fiiggetlen csicsklasztereket
is.

7. A fontosabb tételek bizonyitasa

7.1. Lemma. Legyen A > 0valds, n és k pedig rogzitett egészek (1 < k < n). Akkor
tetsz6leges, a T tulajdonsigot teljesitd x1, ..., %, € R* pont-n-es kiszinezhetd k+1
kiilonboz6 szinnel oly médon, hogy a kiillonbo6z6 szintiek kozti minimalis tavolsag
legaldbb A, ahol a 7 tulajdonsig a kovetkezé: RF barmely egyenesére vetitve a
pontokat, ezen az egyenesen van legalabb két szomszédos pont, melyek tavolsaga
legaldabb A.

Bizonyitds. Teljes indukciéval, k = 1-re az allitas maga a 7 tulajdonsdg. Tegyiik
fel, kogy (k — 1)-re mar bebizonyitottuk az allitast. k-ra: a 7 tulajdonsdg szerint
a pontok kiszinezhetok 2 kiilonb6z6 szinnel a kivant médon. Valasszunk egy-egy
pontot mindegyik szinb6l. Kossiik ossze oket és és vetitsiik pontjainkat az 0sszekoto
egyenesre merdleges (k — 1)-dimenzids altérre.

Ugyanakkor tekintsiik az x1,...,x, pontok A-szintgrafjat (az egymdst6l A-nél
kozelebb levéket kotjiik Ossze). Azt kell megmutatnunk, hogy ez a graf k£ + 1
Osszefiiggd komponensbol all. Mivel a pontok a fentiek miatt 2 szinnel kiszinezhetdk,
legaldbb 2 komponenstink van. A vetités utan azonban ez a 2 komponens 6ssze lesz
kotve. Ezért az Osszefliggé komponensek szama a vetités utan eggyel csokken. De
az indukciés feltevést a vetiiletekre alkalmazva, k — 1 dimenziéban benniik mar van
k osszefiigg6 komponens. Ezek 6sszefliggoek maradnak k-dimenzioban is. Viszont
a vetités soran, mint lattuk, az Osszefiiggé komponensek szama eggyel csokkent,
tehat eredetileg k£ + 1 volt. [

7.2. Lemma. Legyenek xi,...,x, € RF tetszéleges pontok a 2?21 x; = 0és a
2?21 xijT = I, kényszerfeltételekkel. Ezek kiszinezheték k + 1 kiilonb6z6 szinnel
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2v/3
V/nn?—=1)

Bizonyitds. Az elobbi lemmat alkalmazzuk A = d,-nel. Azt kell csak beldatnunk,
hogy a 7 tulajdonsag teljesiil ezzel a A valasztassal. Ui. legyen egy tetszolegesen
valasztott egyenes irdnyvektora f. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd,
hogy ||f|| = 1. Akkor a vetiiletek az z; = 7 x; pontok lesznek, melyekre az eredeti
pontokra tett kényszerfeltételek miatt

Soaj=0 & Y a?= fTxxNET = |fP = 1.
j=1 j=1 g=1

ugy, hogy a kiillonb6zo6 szinliek kozti minimalis tavolsag legalabb

Jelolje x7, ..., x; a nagysag szerint rendezett z1,...,z, egydimenziés pontokat
és legyen
§ = 11;1?2(”(33;‘“ —a}).
Ezzel
n n n n—1 n
2 2 2
R S S D N IS 3 DI
j=1 i=1j=1 i=1 j=i+1
n—1 n (52
<2 62(j —i)? = —n2(n? —1).
<23 Y BRG0P = Trtlet - )
=1 j=1i41

Igy 62 > d2, amib8l mér kovetkezik, hogy A = d,, j6 valasztas.

A 3.4. Tétel bizonyitdsa.
A felsé becslés:

Legyen (Vi*,...,V}) a minimalis stlyozott k-stiriséget adé particiéja a V' csics-
halmaznak, legyen |V.*| = n}, (i = 1,...,n). Definidljuk a cstcsok kovetkezd
k-dimenzios euklideszi reprezentaciojat:

—L_ hawv, e V*
2y (i) = VM o
0 kiilonben,

ahol z;(7) jeloli az x; reprezentans i-edik koordinatajat. Ezekre a reprezentansokra
2?21 xijT = I szintén teljesiil. Az 1. fejezet jeloléseivel az e él variancidja ebben
a reprezentaciéban

1 11\ L.
L(e,X) = m Z (F + F) a;(e)aj(e), e€k,

1<i<j<k
ahol aj(e) = leN V|, (i=1,...k). Mivel > . L(e,X) = u(Vy",..., V) = v (H)
és 2521 Aj = L(X*) — ahol X* az optimalis reprezentécidja H-nak —, az optimalitds
miatt 2521 A < uvi(H).

Az also becslés:
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1. A koltség barmely reprezentaciéban monoton: az ¢’ C e relaciébdl kovetkezik,
hogy L(e’,X) < L(e,X). Ez egyszerli geometriai meggondolasokkal adédik.
Részletesen 1d. [6]-ban.

1
2. Ha e = {v;,v;}, akkor az (1.5) Gsszefliggéssel L(e, X) = §||xZ — x;|? barmely
X reprezentacidéban.

3. Tekintsiik az optimadlis k-dimenziés euklideszi reprezentaciét adé xj,...x)

vektorokat (az els6 koordindtak — mivel egyenlék — el is hagyhatdk, a maradék
x; vektorok teljesitik a 2?21 &;(&;‘)T = Ix_1 kényszert). A 7.2. Lemma
szerint Xj-ok, és igy xj-ok is kiszinezhetdk £ kiillonbozd szinnel ugy, hogy a
kiilonbozé szintiek kozti tavolsdg legalabb d,,. Jeldlje (Vi,...Vy) az ez altal
a szinezés altal indukalt k-particidt, az altala generalt vagast pedig jelolje
H(WV1,...,Vi). Egy vagésbeli e él tartalmaz egy kétszint e = {v;,v;} élet,
igy az 1. és 2. rész eredményeit alkalmazva

x* — x* 2 d2

L(e,X*) > L(¢/,X*) = 7” : JH > =
2 2

dn 6 Mivel azonban X* az optimalis
- = —— vel az z i
2 n(n? —1) P
k-dimenziés euklideszi reprezentacié volt, a 1.2 reprezentacios tétel alapjan
adodik, hogy

adodik, ahonnan ¢, =

SN=) LEe,X) > Y L(e,X*) > H(VA,. .., Vi) > cnbi(H).

j=1 ecE e€eH(Vi,...,Vi)

A 3.7. Tétel bizonyitisa. Legyen & < ﬁ és legyen P, = (V1,...V}) a csicsok
olyan jél-szeparélt k-particidja az X* = (x7,...,x") optimdlis k-dimenzids euk-

lideszi reprezentéciéban, hol a klaszteratmérok e-nal kisebbek. (Az els6 koordinéaték
egyenldsége miatt ezek helyett megint csak a X (k — 1)-dimenziés pontokat te-
kintjik, a metrikus tdvolsigok ugyanazok.) A skaldrszorzat folytonossiga mi-
att feltehetjiik, hogy a 3.7.tétel feltételei mellett van k olyan “centrum”, hogy
a reprezentansok az ezek koriili € sugari gombokben tomoriilnek, és — y(fc;)—
gal jelolve az X7-hoz legkozelebb esd “centrumot” — a Z?zl y(&)y"(x}) = I
Osszefiiggés a “centrumokra” is fenndll. Mivel a “centrumok” kozt k kiilonb6zo
van (jelolje ezeket yq,...,yx) ezekre Zle n;yiyr = I_1 teljesiil, ahol n; = |V,

Zle n; = n, tovabba ez a feltétel y;-ket egyértelmiien meghatarozza:

L hai=I,
yi()=4q " .
0, kiilonben.

Itt az argumentumban a koordindtdt jeloltiik. Jelolje Y(X*) az y(X}) vektorok

altal meghatarozott (k — 1)-dimenzids euklideszi reprezentéicidjat a csucsoknak.
Kénnyen lathatd, hogy > . p L(e, Y(X*)) = u(Py), igy kétszer is alkalmazva az
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(1.5) Osszefiiggést a kovetkez6 adddik:

ve(H) <> L(e, Y(X)= > L(e,Y(X¥)) =

c€E e€H(Py)

- X LY T (s € ey -yl <

e€H(Py) i=1 j=1

I G~ o — %
= Y oY T el € ol % =

ccH(P,) | i=1 j=1

1 e
¢ ) QZZI(W € e)I(v; € e)|lx; — x| =

ccH(Py) | ! im1 j=1
= ¢* Z L(e,X*) <= ¢* Z L(e,X*) == ¢* Z Aj.
e€H(Py) c€E j=1

Itt ¢ onnan hatarozhaté meg, hogy a legkisebb tavolsag a “centrumok” kozt

k
1 1 2
d=min Y n=ny/—+—2>—,
; n; nj \/ﬁ

tovdbbd az X; ill. X} reprezentdnsok az y(X7) ill. y(X}) centrumok koriili e-sugard
gombokben iilnek, és ezért

) 2
q= IR (O
d— 2 d—2e 1—eyn

7.3. Lemma. Rendelkezzen az n X n-es, szimmetrikus B matrix a kovetkezo tulaj-
donsaggal: van olyan k-dimenziés F' C R" altér, hogy x? Bx ¢ (a,b) minden x € F'
(]x|| = 1) vektorra, ahol a < b valés szamok (esetleg a = —oo vagy b = o0). Akkor
B-nek lagaldbb k sajatértéke az (a,b) intervallumon kiviil esik.

Bizonyitas. Jelolje m a B maétrix (a,b)-beli sajatértékeinek szdmdt, H pedig a
hozzajuk tartozo sajatvektorok altal kifeszitett alteret. Akkor

kE+m =dim (F)+dim (H) <n,

amivel be is bizonyitottuk az allitast, hiszen a B matrix (a, b)-n kiviili sajatértékeinek
szédman—m > k. 0O
7.4. Kovetkezmény. Az el6bbi jelolésekkel,

[a] ha van olyan k-dimenziés F' C R™ altér, hogy x? Bx > a minden x € F' (||x|| =
1) vektorra, akkor B-nek legaldbb k db. legaldbb a-nyi sajatértéke van;

[b] ha van olyan k-dimenziés F' C R™ altér, hogy x' Bx < b minden x € F (||x|| =
1) vektorra, akkor B-nek legaldbb k db. legfeljebb b-nyi sajatértéke van;

[c] ha van olyan k-dimenziés F C R™ altér, hogy x'Bx € [a,b] minden x € F
(||x]| = 1) vektorra, akkor B-nek legaldbb k db. sajatértéke van [a,b]-ben. [
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7.5. Lemma. Legyen az n X n-es, szimmetrikus, pozitiv szemidefinit B matrix
0 sajatértéke k multiplicitasu, a pozitiv sajatértékekre pedig legyen o > 0 also
korlat. Legyen a P n x n-es pozitiv szemidefinit “perturbaciés” métrix norméja
|P|| = e. Akkor az n x n-es pozitiv szemidefinit C := B + P matrixnak legaldbb
k db. legfeljebb e-nyi sajatértéke van. Tovabba y, ..., yg-val jelolve a k legkisebb
sajatértékhez tartozd sajatvektorokat, és felbontva Gket

(71) yi = u; + z;, u; € F| z; L F,

alakban, ahol F' a B magtere, a meréleges komponensekre

[S—Y

|zl < ~e, (i=1,...,k)

s}

teljesil.

Bizonyitas. Legyen u € F', ||u|| =1 tetsz6leges. Akkor egyrészt
(7.2) u'Cu=u"Pu < ||P|| ||ul]® <Le.

Mivel F' k-dimenzids altere R™-nek, a 7.2 kovetkezmény [b] része alapjin a C
matrixnak legaldbb k db. e-nal nem nagyobb sajatértéke van.

Masrészt, barmely y € R™ vektor egyértelmiien felbonthaté y = u + z alakban,
aholu e F ész | F. Tehat

(7.3) y'Cy = y"By + y"Py = 2" Bz + y" Py > o|z|*.

Legyen y1,...,yr a C matrix k legkisebb sajatértékéhez tartozé ortonormalt sajat-
vektorrendszer. Akkor (7.2) és (7.3) szerint

e>y! Cy; > olz|?, (i=1,...,k)
teljesiil, amivel be is lattuk az allitast. [J

7.6. Lemma. Legyen A rogzitett k x k-as matrix, R pedig egy k x k-as ortogonalis
matrix. tr AR akkor lesz maximalis, ha AR szimmetrikus. Ezesetben a maximum
az A métrix szinguldris értékeinek Osszege. (A bizonyitast 1d. [5] 67. oldaldn.)

7.7. Lemma. Legyen F' C R™ a B métrix magtere (az el6z6ek szerint F' dimenzidja
k) ésyi,...,yk egy tetszOleges R™-beli ortonormalt vektorrendszer. Bontsuk fel az
y; vektorokat

yi = V; + 2;, v; € F, ZZ‘J_F, (ZZI,,]{)

alakban. Akkor létezik az F' altéren beliil olyan uy,...,u; ortonormélt rendszer,
hogy

k k
Dol —wilP <2zl
i=1 i=1
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Bizonyitds. Jelolje Y és U az y; és u; vektorokbdl, mint oszlopvektorokbdl alkotott
n X k-as matrixokat, ahol uy, ..., u, tetszéleges F-beli ortonormalt rendszer. Azt
kell megmutatnunk, hogy van olyan k x k-as ortogonalis R matrix, hogy

IY — URJ? <24,
ahol A := Y% ||z;]|2. A bal oldalt L(R)-rel jeldlve,

L(R) =tr (Y - UR)T(Y — UR)
=trYTY +trRTUTUR - 2tr YT UR
=trYTY + tr (UTU)(RRY) — 2tr YZUR = 2(k — tr YT UR).

Mésrészt L(R) minimalis, ha tr Y7 UR maximélis.
A 7.6 lemmét az YT U métrixra alkalmazzuk:

k

min _L(R)=2) (1—s),

Rortogonalis ‘
=1

ahol 0 < 51 < --- < s az YT U maétrix szinguldris értékei. Masrészt

A=Y -UUTY|?=tr (Y -UUTY)" (Y - UUTY)
k
=t Y'Y - r Y'UUTY =k — [YTU|? =D (1-57).

i=1
M4r csak azt kell beldtnunk, hogy 1 —s; <1—s?, (i=1,...,k). Ez az
s; < s < sp(Y)-sx(U) =1,

Osszefliggésbol kovetkezik, mivel mind Y, mind U legnagyobb szingularis értéke 1
(s6t, mivel oszlopaik ortogonorméltak, pontosan k db. 1-gyel egyenlé szinguldris
értékiik van). [

7.8. Kovetkezmény. A 7.1. 7.3. és 7.7 lemmak jelolései és feltételei mellett van
olyan uy,...,u, € F ortonormélt rendszer, hogy

k
S lys — w? < 285,
=1 0

A 4.2. Tétel bizonyitasa. Rogzitsiik a Pj particiét. Legyen F' C R"™ a B maétrix
k-dimenziés magtere. Jelolje y1,...yx a C = B + P Laplace-matrix k legkisebb
sajatértékéhez tarozo ortonormalt sajatvektorrendszert. Mivel a C matrix yq, ..., V-
hoz tartozo sajatértékei legfeljebb e-nyiak, a 7.6 lemma alkalmazasaval

Py, F)< =, (i=1,...,k).

| ™

Osszegezve i = 1,..., k-ra, a bizonyitas kész. [
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A 4.4. Tétel bizonyitdasa. A feltételek miatt a silyok Gsszegére

(7.4) 55@:1.

A stlyozott csticsu és élil grafok definiciéja miatt (1d. 4. fejezet) a Ao sajatértékhez
tartozo u sajatvektor koordinatdira a

idﬂ%:O és idiule
i=1 i=1

feltételek teljesiilnek. Most konstrudlunk egy olyany € R™ vektort (y; koordinatakkal),
amely kielégiti a kovetkezo feltételeket:

(7.5) > diy; =0
=1
és
=1

A kovetkez6 alakban keressiik y-t:
(7.7) yi = |u; —al—0b, (i=1,...,n)

ahol a és b valds szamok.

Csak egzisztenciat bizonyitunk. Megmutatjuk, hogy léteznek olyan a and b
szamok, hogy a veliik eléallitott y-ra a (7.5) és (7.6) feltételek teljesiilnek. Ervelésiink
a kovetkez6: tegytik fel, hogy mar megtalaltuk a-t. Akkor (7.4) és (7.5) miatt b-re

(7.8) b:§:¢mxo—@.

adédik. Ezzel a b vélasztassal a (7.6) feltétel teljesitése azt jelenti, hogy

}:mwaw@@y-ﬂzo.

Mivel a bal oldal a folytonos fiiggvénye és 1-gyel egyenld, ha a < min;u;, —1-
gyel pedig, ha a > max; u;, ezért a Bolzano—Weierstrass tétel miatt a bal oldali
fliggvénynek van legalabb egy gyoke min; u; és max; u; kozott. Nevezziink ki egy
ilyen gyokot a-nak, ezutdn a megfelelé b (7.8) szerint adédik, y koordinatéit pedig
egyértelmiien meghatarozza a (7.7) Osszefliggés. Legyen ¢ :=a — b és ¢y := a + b.
Konnyen lathato, hogy

c —u;, ha wu; <a,

y¢:|ui—a|—b:{

u; —c2, ha wu; >a,
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ezért
(7.9) lyi| = min{|u; — c1], |u; — co}

teljesiil minden i-re. Jelolje ;
o*(y) =) diy;
i=1
az y vektor koordinatdainak varianciajat. Mivel az u vektor 2-varianciaja
(7.10) S3(u) = ngnani di[u; — ca,)?,
=1

ahol u; jeloli az u vektor i-edik koordindtajat, tovabba c,, € R és «; vagy 1 vagy 2
(annak megfelel6en, hogy melyik klasztercentrumtél valé tévolsadgot nézziik), ezért
o%(y) egyike azoknak a (7.10)-beli kifejezéseknek, amelyek minimuma S3(u). gy
a?(y) > S3(u).

o(y) = 0 esetén S3(u) szintén 0, amikoris a tétel allitdsa trividlisan teljesiil.
Ezért feltehetd, hogy o(y) > 0. Legyen z; := y;/o(y), (i =1,...,n) és jeldlje z
a z;-kbol, mint koordinatakbol all6 vektort, x; pedig legyen az a 2-dimenzids vek-
tor, melynek els6 koordinataja u,;, masodik pedig z;. Jelolje tovabba X az u és z
vektorokat soraiban tartalmazo 2 x n-es matrixot, mig X* az u és v vektorokat ha-
sonléan tartalmazé 2 X n-es matrixot, ahol v a Cp Laplace-métrix A3 sajatértékéhez
tart6z6 sajatvektordnak transzformaltja (a 4. fejezetbeli feltételek szerint). Akkor

egyrészt
i — % 1
(7.11) max 12 = 2] < ,
witu; |u; —uj| = o(y)

mivel y(i) definicidjabdl kovetkezik, hogy

lyi —y;l < fwi —ugl, (2 #J),
azaz y (mint u fiiggvénye) teljesiti a Lipschitz-feltételt. Masrészt a sajatértékek
extremélis tulajdonsidga (1d. [15]-ben) és a (4.1) Osszefiiggés alapjan a kdvetkezd
becslés végezheto:

A1+ A2 tr X*CxX*T < tr XCXT B Z?z_ll Z?Zi—l—l wijl|x; — x;]|?

- — - n—1 n
A1 u’Cu u’Cu Dimt 2aj—igt Wig (i —uy)?
n—1 n . . . .
X X wig [ (u2(d) —ua(4))? + (2(0) - 2(5))? ]
- n—1 n
D imi Zj:i—i—l wij(u; — ujz)?
(Zi — Zj)2 1
<14+ max —— <14 —4—,
wiFu; (U; — uj)? o?(y) Sg(u)

amelybol atrendezéssel rogton adodik a kivant allitas. [

<1+

A 4.5. Sejtés bizonyitasdhoz sziikséges lenne a kovetkezd lemmara:

7.9. Lemma. Van olyan y; = f(x]) transzformacid, melyre az f fiiggvény teljesiti
a Lipschitz-feltételt, Y o diy; = 0, >oi dixiy; = 0 és o%(y) == Yo, diy? >
Sp(xf, .., x5).

Azt gondoljuk, hogy ilyen y konstrudlhaté vk Lipschitz-konstanssal. Ezutan a
sejtés mar bizonyithat6 lenne (ld. [6]-ban).
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MARIANNA BoLLA, GABOR TUSNADY:
INVESTIGATING THE CONNECTIVITY OF HYPERGRAPHS VIA THEIR SPECTRA

Some clustering properties of hypergraphs are investigated by means of linear
algebraic tools. The notion of the Laplacian is generalized for hypergraphs and we
conclude for the connectivity of the hypergraph by means of its spectrum. Some
conclusions for the number of clusters are also made. The clusters themselves can
be constructed by means of the Euclidean representation of the hypergrap via the
eigenvectors of its Laplacian. An iteration algorithm is also introduced.



