3. STATISZTIKA GYAKORLAT: Elégséges statisztikak és ML becslések
1. Legyen X,,..., X, fae. minta az fo(z) = 20x(1 — 22)°~! (ha 0 < z < 1,

kiilonben 0) sfv.-el definialt eloszlasbol.
(a) Keressiink elégséges statisztikat az ismeretlen 6 > 0 paraméterre!
(b) Keressiink ML-becslést az ismeretlen § > 0 paraméterre!

(¢) Exponencialis eloszlascsaladban vagyunk-e? Ha igen, alkalmazzuk az
ott tanultakat!

2. Legyen X1, ..., X, fae. minta az fo(x) = 1'9552 (ha —0 < z < 0, kiilénben
0) sfv.-el definialt eloszlasbol.

(a) Keressiink elégséges statisztikat az ismeretlen 6 > 0 pareméterre!
(b) Keressiink ML-becslést az ismeretlen § > 0 pareméterre!
(

¢) Exponencialis eloszlascsaladban vagyunk-e? Ha igen, alkalmazzuk az
ott tanultakat!

3. A kovetkezd két kisérletet végezték el annak érdekében, hogy megallapit-
sak egy adott part népszeriiségét:

(a) addig kérdezték véletlenszerten kivalasztva az embereket, amig 10
olyat nem talaltak, aki az adott partra szavazna. Azt tapasztalték,
hogy ehhez 1000 embert kellett megkérdezni;

(b) Véletlenszertien megkérdeztek 1000 embert és azt talaltdk, hogy ko-
ziiliik 10 vélasztana az adott partot.

Mutassuk meg, hogy mind a két kisérlet ugyanahhoz a maximum likeliho-
od becsléshez vezet!

4. Legyen Xi,...,X, n megfigyelés az f(z) = 0.5~ 7=l sfv-ii eloszlasbol.
Adjunk maximum likelihood becslést ¥-ra!

5. Tégla alaku ,kockaval” dobunk, melynek élhosszai 1,1,0. Egy adott oldalra
esés val.sége aranyos az oldal teriiletével. Legyenek a négyzet alapa hasab
lapjai tgy megszamozva, hogy az egységnyi teriiletd lapokon van ‘1’ és
‘67, mig a ‘2,3,4,5’ szamok a 6 teriilett lapokon vannak. n dobas utan azt
tapasztaljuk, hogy az ‘%’ kimenetel gyakorisaga x; (i = 1,...,6). Ennek
alapjan adjunk ML becslast 6-ra és keressiink elégséges statisztikat is!

6. Az tn. « modell (1. pl. Csiszar,V., Hussami,P., Komlés,J., Mori,T.F.,
Rejt6,L. and Tusnady,G. (2011), When the degree sequence is a sufficient
statistic, Acta Math. Hung. 134, 45-53) a kovetkez?. Adott egy véletlen
graf n csucesal, melynek szomszédsagi matrixa A = (4;;). A diagonalisa
zérd, a diagonalis feletti A;;-k pedig fiiggetlenek, és A;; Bernoulli eloszlast
pi; = P(A;; = 1) paraméterrel, kiilonben A szimmetrikus. A modell

szerint a 13—; an. esélyhanyadosokra
ij
Pij =5 (1<i<j<n)
1 —psj
teljesiil, ahol o, . .., a, pozitiv valos paraméterek. Adjunk meg elégséges

statisztikat ezekre a paraméterekre!



Megoldasok
1. (a) A likelihood fv.:

Lo(x) = Lo(z1,...,2n) = Hfg(xi)

= [2”9"(1_[(1 —z;)H)0 ) Ha:z

=1

i=1

ahol az els6 kapcsos zarojelben 4llo fv. go(7T'(x)) , mig a masodikban
allo nem fligg a paramétertsl, ez h(x). (Megjegyezziik, hogy h(x)-be
az I(0 < a7 < .-+ < zf < 1) indikatorfv-t is bevehettiik volna, ez
sem fiigg a paramétertsl.) Igy a [, (1 — X?) statisztika elégséges
lesz, de Y 7" | In(1 — X?) is az lenne.

(b) A log-likelihood fv. 6 szerint derivalhato, a derivalt gyokhelye lehet
az ML-becslés:

B, B
55 0 Lo(x) = =5 In g (T —+Zln1— =0,
ahonnan R n
0=—

Y In(1 = X2)

Kénnyen lathato, hogy 6 1 val.séggel pozitiv, és ez az egyetlen lokélis,
s6t globalis maximum; tovabbé 0 egy elégséges statisztika fv-e.

(c) Mivel

fo(z) = 20z(1 — %)~ = 200 m(1-2%) .

xT
T 2lon

ezért exp. eo. csaladban vagyunk és > In(1 — X?) a kanonikus
elégséges stat. Mivel a paramétertér tartalmaz 1-dim. téglat, ez
teljes, és min. elégséges is.

2. (a) A likelihood fv.:
2

H Yir-o <z; <0) = Q%I(max|xi| < 0)] . lH 1.5x?] ,
i=1 i=1

ahol az els6 kapcsos zardjelben allo fv. gg(x) , mig a méasodikban allo
nem fiigg a paramétertsl, ez h(x). Igy max; | X;| elégséges.

(b) A likelihood fv. most nem derivalhato 6 szerint (ez altalaban igy
van, ha a sfv. tartéja fiigg a paramétertdl), viszont lathato, hogy
6 csokkenésével monoton né mindaddig, amig 6 > max; |z;|. Igy
0 = max; | X;| ML-becslés.

(c) Mivel az eloszlas tartoja fiigg a paramétertsl, nem vagyunk exp. eo.
csaladban.



(a) A minta alapjan Y :=hény embert kell megkérdezni, amig a 10. ta-
mogatot megtaldljuk? Y ~ Njp(f) negativ binomidlis eloszlasa. A
likelihood fv. annak a szituacionak a val.sége, hogy Y = 1000:

P(Y = 1000) = (939> 0'°(1 — ).

(b) Most a minta alapjan X :=hany ember tamogatja 1000 koziil a par-
tot? Ttt X ~ Biooo(f) binomialis eloszlasu. A likelihood fv. annak a
szituacionak a val.sége, hogy X = 10:

1000

P(X =10) = ( 0 )910(1 —0)%%°.

Szemmel lathatoan a két likelihood fv. csak egy konstansban (binomialis
egylitthato) kiilonbozik, igy maximumbhelyiik ugyanaz. Keressiik ezt meg
logaritmaléassal. Mindkat esetben a maximalizalandé log-likelihood fv:

c+101n(0) +9901n(1 — 0),

melynek 6 szerinti derivaltja:

10 990

ami ekvivalens azzal, hogy
10(1 — 0) — 9906 = 0,

ui. 0 <6 < 1. Innen § = % = 0.01 az ML becslés (a masodik derivalt
alapjan tényleg maximum hely). Nem megleps, hogy a relativ gyakorisa-

got kapjuk.

. A maximalizéland6 likelihood fiiggvény
Lo(x) = 0.5" - e~ 2= [9=il,

a log-likelihood fv pedig
In Ly(x) = nln(0.5) — Z [ — 4.
i=1

Az els6 tag irrelevans, a masodik — > | |9 — x;|, melynek maximumhelye
ugyanaz, mint y ., | — x;| minimumhelye, ami J = m,,, ahol m,, jeldli
az xy, ..., T, szamsokasig medianjat. (Ez n = 2k esetén nem egyértelmii:
ekkor az xy, ;. intervallum tetszSleges pontja megoldéasa a szélsGérték
feladatnak).

e Az eredmény példaul abbol az okoskodasbdl is adodik, hogy log-
likelihood fiiggvényiink folytonos és szakaszonként derivalhato; a de-
rivalt konstans minden (x},,xy, ;) intervallumon és a konstansok
fogy6 sorozatot alkotnak. A 0 értéket éppen a fentiekben megadott
helyeken veszi fel (illetve a paratlan esetben ,ugorja at” a fiiggvény).



e Masik megoldas, hogy ha ¢ egyik oldalan t6bb x; van, mint a maési-
kon, akkor az — " [9—x;| tavolsagdsszeg néni fog, ha a median(ok)
felé mozdulunk el.

5. Az ‘1,6’ oldalakra esés val.sége
Ezért a likelihood fv:

5 .
1A\ 1 \" 0 \" 1\~ o \Y
L = . . _— = .
o(x) (2+4a> <2+49) g(2+49> (2+49> (2+4a> ’

ahol y = Z?:z x; és z = x1 + xg. Nyilvan y + 2z = n és barmelyikiik
elégséges stat. f-ra. A log-likelihood fv:

1 .. . 2 A 0
5749 @ tobbi oldalara esés val.sége 5775.

1 0
InLy(x) = zIn 10 +yln SFT —zIn(2+40)+y1In(0)—y In(24+46) = —n1n(2+460)+y In(9).
Ezért a likelihood egyenlet:
OlnLy(x)  —4n vy
90 2440 6"
ahonnan
G- 2y _ Y n—z

S Aln-y) 2n-y) 22
az ML becslés. (Ha ez 1, azaz a tégla oldalai egyenloek, akkor n = 3z,
y =2z, n=y+ 2z és x;-k kozel azonosak.)

6. Kénnyen lathato, hogy

;0 ) 1 1
Ly = es — R
Pij 1+ a0 Pij

1 + O[iOéj ’

Ugy tinhet, hogy egyelemt mintank van, azonban itt az élek a fiiggetlen
mintaelemek (n rogzitett). Jelolje D = (Dy, ..., D,) a fokszdmsorozatot,
ahol D; = 2?21 A;; (i =1,...n). Belatjuk, hogy ez elégseges az o =

(aq,...,q,) paramétervektorra. A szimmetridja és a 0° = 1 konvencio
miatt
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Itt kihasznéltuk, hOgy Aij = Aji7 Pij = Pji (Z < ]) és A“ - 07 Pii = 0 (Z =
L...,n). Co =Tl ﬁ csak az o paramétertél fiigg, és a likelihood
fv. az A;; mintaelemekts] csak Dj-ken keresztiil fiigg. Igy D elégséges.
A csak mintaelemektdl fliggd tényezs itt 1, amibdl kovetkezik, hogy a
matrixelemek egyiittes eloszlasa, feltéve a fokszdmsorozatot, egyenletes.
Azaz adott fokszamsorozat esetén ezzel a modellel generdlhatunk véletlen
grafokat.

Az ML-becsléshez egy olyan n egyenletbdl allo likelihood egyenlet rend-
szert kell megoldanunk, amire csak numerikus iteracio létezik. A fenti
cikkben belatjak, hogy ez konvergens és az ML becslés pontosan akkor
létezik és egyértelmd, ha a mintabodl szamolt fokszamsorozat az Erd&s—
Gallai feltételeknek eleget tevs politop belsejébe esik (ha a hatarara esik,
akkor nincs megoldés, ami nem 0 val.ségii, pl. az un. threshold grafok
ilyenek).

Megjegyezziik, hogy az Erd6s—Rényi véletlen graf ennek az a specialis ese-
te, melyben az 0sszes «, és igy p;; megegyezik. Véletlen, téglalap alaku
0-1 maétrixokra is altalanosithaté6 a modszer, 1. Rasch modell és Bolla,
M., Elbanna, A. (2015), Estimating parameters of a probabilistic hetero-
geneous block model via the EM algorithm, Journal of Probability and
Statistics. Article 657965.

Az elégséges statisztikdknal nézziikk meg azt is, hogy exp. eloszlascsaladba
tartozik-e az eloszlés, és ha igen, akkor keressiik igy is meg az elégséges statisz-
tikat, és allapitsuk meg, hogy teljes-e, minimalis elégséges-e. Gy6zdjiink meg,
hogy az ML-becslés a minimalis elégséges stat. fv.-e.



