7. STATISZTIKA GYAKORLAT

Zh-ra gyakorlas. Anyag:

Rendezett mintak.

ML-becslés, elégségesség, teljesség, torzitatlansag
Fisher-info, Cramér—Rao hatar.

Blackwellizalas.

ZH I. mintafeladatok

Legyen X;,..., X, fae. minta a (0,0)-n egyenletes eloszlasbol.
(a) Po(X; — Xf < §) =7
(b) Adjon X7 felhasznalasaval torzitatlan becslést f-ral
(c) Adjon elégséges statisztikat 6-ral
(d) Blackwellizalja a b.-beli statisztikat a c.-belivel!

. Legyen X1,...,X,, fae. minta az

folx)==-27, ha O<az<l1

(és 0 kiilonben) stirtségfiiggvénnyel megadott eloszlasbol, ahol 6 > 0 pa-
rameéter.

(a) Keressen elégséges statisztikat 6-ra a minta alapjan!

(b) Adjon maximum likelihood becslést 6-ra a minta alapjan!

(c¢) Torzitatlan becslést ad-e a talalt maximum likelihood becslés 6-ra?

(d) Tagja-e a fenti eloszlas az exponencialis eloszlacsaladnak? Miért igen,
ill. miért nem? I,(0) =7

Legyen X;,...,X,, fae. minta az
f9($)=ﬁ7 ha —0<x<8@6

(és 0 kiilonben) stirtségfiiggvénnyel megadott eloszlasbol, ahol 8 > 0 pa-
raméter.

(a) Keressen elégséges statisztikat 6-ra a minta alapjan!

(b) Adjon maximum likelihood becslést 6-ra a minta alapjan!

(c) Tagja-e a fenti eloszlas az exponencialis eloszlacsaladnak? Miért igen,
ill. miért nem?
246 1-6
420
%, ahol 0 < 0 < 1 paraméter. 100 embert megkérdeztek, és koziiliikk rendre
50,30,20 tamogatta az egyes partokat.

Korabbi megfigyelések alapjan harom part népszeriisége rendre:

(a) Adjon maximum likelihood becslést f-ra a minta alapjan!



(b) Hatarozza meg egy 100 elemi (fenti eloszlasbol vett) minta Fisher-

informaciojat!
Megoldasok
1. Legyen X1,...,X, fae. minta a (0,0)-n egyenletes eloszlasbol.

(a) Py(X;; — X7 < §) =7
Mo: Py(X;— X7 < 9) =P(Y;y =Yy < 3), ahol Y{* és V¥ egy (0,1)-en
egyenletes minta legkisebb és legnagyobb elemei.
YY" és Y, egylittes strtisége:

flzy)=nn-1y—=2)"2  0<z<y<l

Innen

n

(b) Adjon X7 felhasznalasaval torzitatlan becslést f-ral
Mo. Tanultuk, hogy E(X7) = #9, igy S = (n+ 1)X7 torzitatlan
f-ra.

(c) Adjon elégséges statisztikat 6-ral
Mo. Gyakorlaton lattuk, hogy X elégséges 6-ra.

(d) Blackwellizalja a b.-beli statisztikat a c.-belivel!

Mo.
t —1(t — n—Z% 1
E((n+1)X{‘|X;;:t):/ (1) ™" )Tftnf) I
0 Gn n
Innen
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*
XTL’

E((n+ 1)X}|X;) =

n
ui. lattuk, hogy X' peremstirtisége a ¢ helyen:

P(X} <t)= H]P’(Xi <t)= (2)

. . n—1
derivaltja, azaz ”tgn

2. Legyen X1,...,X, fae. minta az
1 1-6

fg(x):§~:1c9, ha O<z<l1

(és 0 kiilénben) strtségfiiggvénnyel megadott eloszlasbol, ahol 8 > 0 pa-
raméter.



(a) Keressen elégséges statisztikat 6-ra a minta alapjan! Mo.

1 1_ 1 1 _
Lo(x) = oo ([[=07 " = o (L= ([0,
ahonnan [[ X; elégséges és > In X, is az.

(b) Adjon maximum likelihood becslést f-ra a minta alapjan! Mo. mivel
1
InLy(x) = —nlnf+ 7 Zlnxi + h(x),
a likelihood egyenlet:

OlnLg(x) n 1 B
0  — 8 922111:172—0,

ahonnan X
é — _& >0

n
(ami globalis max. is).

(c¢) Torzitatlan becslést ad-e a talalt maximum likelihood becslés 6-ra?
Mo. igen, mert

. EgIn X; 1/t
Epd— _2EemXi v :—5/ gz ‘de =0
n 0

parciélis integrélassal.

(d) Tagja-e a fenti eloszlas az exponencialis eloszlacsaladnak? Miért igen,
ill. miért nem? Mo. igen, mert

Reg. feltételek teljestilnek, ezért
02 2,1 1
11(9) = 7E9 (802 hlfg(Xl)) = 7]E9 <89(9 — eglnXl)) =
1

1 1 1 1

ahol hasznaltam az el6z6 részek eredményeit. Igy I,,(0) = -
3. Legyen X1,...,X,, fae. minta az

2
fg(x)zz%, ha —0<z<0

(és 0 kiilonben) stirtségfiiggvénnyel megadott eloszlasbol, ahol 6 > 0 pa-
raméter.

(a) Keressen elégséges statisztikat 6-ra a minta alapjan! Mo.

Lo)= G g Il <6, i=1,..m) - ([T m™,

ahonnan max; | X;| elégséges.



(b) Adjon maximum likelihood becslést 6-ra a minta alapjan! Mo. a
max; | X;| < 0 feltétel mellett, minél kisebb #, annal nagyobb 9%.
Igy 6 = max; | X;| ML-becslés.
(¢) Tagja-e a fenti eloszlas az exponencialis eloszlacsaladnak? Miért igen,
ill. miért nem? Mo. nem, mert a tart6 fiigg a paramétertdl.
4. Korabbi megfigyelések alapjan hdrom part népszertisége rendre: 2%9, %9,
%, ahol 0 < 0 < 1 paraméter. 100 embert megkérdeztek, és koziiliikk rendre
50,30,20 tdmogatta az egyes partokat.

(a) Adjon maximum likelihood becslést f-ra a minta alapjan! Mo. poli-
nomialis eo. szerint
2+0
4

SO,

Lo(x) =c-( 5 1

)50.(

melynek term. alapi logaritmusat derivalva és 0-val egyenl6vé téve
0= % adodik, ami tényleg max. hely.

(b) Hatarozza meg egy 100 elemi (fenti eloszlasbol vett) minta Fisher-
informaciojat! Mo. lehetne masodik derivaltat venni vagy

2
L(0) = Z (%pg(m)) _ (%)2 n (*% § i (%)2 _ 20+ 1
' T pele)  BLTLE T T (- 60)(2+0)
ahonnan
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