Egy mindentitt folytonos, sehol sem differencialhaté
fliggvény
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Kozismert, hogy ha egy egyvaltozos valos fliggvény adott intervallumon differencialhato,
akkor ott folytonos is. Forditva viszont ez az allitds nem igaz, ugyancsak ismert példa
az abszolutérték-fiiggvény, amely minden pontban folytonos, de az x = 0 pontban nem
differencidlhaté.

Az méar meglepobb éllitasnak tiinik, hogy van olyan fliggvény, amely mindeniitt folytonos,
de sehol sem differencialhaté: a kovetkezokben egy ilyen fliggvényre mutatunk példat. Az
alapotlet, hogy az f(z) = |z| fiiggvény = = 0-beli "hib4jat” ismételjik meg végtelen
sokszor, a valés szamok mentén végtelen stiriin.

Legyen e célbdl az alapfiiggvényiink: ¢(x) = |z|, ha |z| < 1, és p(z + 2) = p(x), azaz
¢ 2-periodikus (képe az 1. dbrén).

1. dbra. Az alapfiiggvény

Ez mar megszamlalhaté sok pontban nem differencidlhaté. Stritsiik a hibat, legyen
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Megmutatjuk, hogy ez a fliggvény mindeniitt folytonos, de sehol sem differencialhaté.
A folytonossag a fiiggvénysorokra vonatkozé Weierstrass-tételbdl kovetkezik, ugyanis

hiszen |¢| < 1, vagyis f konvergens numerikus sorral becsiilhetd feliilrdl, igy egyenletesen
konvergens, és igy folytonos.
Ha a fiiggvény sehol sem folytonos, akkor kell talalnunk egy olyan 0-hoz tartd d,,-et,
f(x+0,) — f(z)
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melyre — 00 minden x-re.



1
Legyen 0, = 12 az elGjelet ugy valasztjuk, hogy 4™z és 4™ (x+9,,) k6zé ne essen

m’

egész (két hibas pont kézott "egy szaron maradunk”). Akkor a differenciahanyados:
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Vizsgéljuk a,, értékét n és m viszonyaban. Ha n > m, akkor
n
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mivel ¢ 2-periodikus, és paros egész. Vagyis ha n > m, akkor a, = 0. A differen-
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ciahdnyados tehat a valasztott d,,-re véges Osszeg.
Ha most n < m, akkor |a,|:
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ugyanis a ¢ fliggvény lipschitzes, azaz |¢p(z) — o(y)| < |x — y| Va,y, igy
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amibol mar adodik a felirt egyenldtlenség. Tehat ha n < m, akkor a,, < 4™.
Ha pedig n = m, akkor
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fgy végiil a forditott haromszog-egyenlotlenséget felhasznalva a differenciahanyados ab-
szolutértéke alulrél becsiilheto:
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Azaz ha §,, — 0, mikozben m — oo, akkor o+ 5:;) — /@) > 37 — 00, ami éppen

azzal ekvivalens, hogy f sehol sem differencialhato, és ezt akartuk belatni.



