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A sik egybevagosagi €s hasonlosagi
transzformacioi

Egybevagodsagi transzformaciok tulajdonsagai

Definici6: geometriai transzformacié a ponthalmazok kozott értelmezett fiiggvény. A
kovetkezOkben az alaphalmaz és a képhalmaz is ugyanaz a sik, a targyalt transzformacidk
tehat a sik pontjai kozott 1étesitenek fiiggvénykapcsolatot.

Geometriai transzformdcié megaddsakor a fliggvények megaddsanak szempontjait kell figye-
lembe venni, vagyis meg kell adnunk az alaphalmazt, a képhalmazt, és a hozzarendelési sza-
balyt. Amennyiben nem kotjiik ki kiilon, a geometriai transzformécidk alaphalmaza a sik.

A geometriai transzformécidk soran alkalmazott legfontosabb fogalmak:

Targypont: az a pont, ,,amelyhez” hozzarendeliink (a fiiggvények valtozoéival analég foga-
lom). Jelolése a magyar dbécé nagybetiiivel torténik, pl. A, B, C.

Képpont: az a pont, ,,amit” hozzarendeliink (a fiiggvények helyettesitési értékével analog
fogalom). Jelolése vondssal torténik, pl. A pont képe A’.

Tavolsagtartas definicigja: azon geometriai transzformaci6 tavolsagtarté, melyben bar-
mely két targypont tavolsaga egyenlé képpontjaik tavolsagaval. A definiciébdl kovetke-
zik, hogy ha egy geometriai transzformécio tavolsagtartd, akkor szakasz képe vele megegyezd
hosszisagu szakasz.

Szogtartas definicigja: azon geometriai transzformacié szogtartd, melyben barmely szog
képe az eredetivel megegyez6 nagysaga szog.

A tavolsagtartd transzformdciok az egybevdgdsiagi transzforméciok, mig a szogtartd transz-
formécidk a hasonldsdgi transzformaciok. Mindkét tipussal lentebb részletesen foglalkozunk.
A tavolséagtartasbol kovetkezik a szogtartas, €s hogy egyenes képe egyenes.

Fixpont: olyan pont, melynek képe dnmaga. Hasonléan az olyan alakzatot, melynek képe
onmaga, fixalakzatnak nevezziik.

Invarians alakzat: olyan alakzat, melynek képe dnmaga, de nem minden pontja fix.

Koriiljarasi irany: barmely sokszoget két lehetséges irdnyba tudunk koriiljarni: megallapo-
dds szerint az dramutaté jardsaval ellentétes irdnyt tekintjiik pozitivnak, az éramutatd jarasa-
val megegyez0 irdnyt pedig negativnak.

Egybevagodsdgi transzformaciok

Definicié: Egybevagosagi transzformacionak nevezziik a geometriai transzformaciot
akkor, ha barmely szakasz képe ugyanolyan hosszisagu, mint az eredeti szakasz.

A definici6 tulajdonképpen azt mondja ki, hogy az egybevigdsagi transzformacié nem mads,
mint tdvolsagtart6 transzform4cio.

Definicio: két alakzatot egybevagonak neveziink, ha van olyan egybevagésagi transz-
formacio, amely az egyiket a masikba viszi at. Az egybevagdsag jele: =.



Mivel barmely sikbeli alakzat haromszogekre darabolhaté, ezért az egybevagésag eldon-
téséhez célszeri megvizsgalni a haromszogek egybevagdsagat.

Hdromszogek egybevdgosdgdnak alapesetei

Bizonyitas nélkiil, axiomaszerlien fogadjuk el a hiaromszogek kovetkezd 4 egybevagdsigi
alapesetét. Két haromszog egybevagd, ha

(1) megfelel6 oldalaik egyenlok;

(2) két-két oldaluk és e két oldal altal kozrefogott szogiik egyenld;

(3) két-két oldaluk és e két oldal koziil a nagyobbikkal szemkozti szog egyenld;

(4) egy-egy oldaluk és a rajta fekvo két szogiik egyenld.

Ha e négy feltétel koziil barmelyik is teljesiil, akkor a két haromszog egybeviagd. Két sokszo-
get akkor tekintiink egybevagénak, ha haromszogekre darabolva 6ket a haromszogek paron-
ként egybevagok, és helyzetik megegyezik. Két kor akkor egybevagd, ha sugaraik hossza
megegyezik.

A kovetkezOkben foglalkozunk a legfontosabb egybevagdsagi transzformécidkkal.
Tengelyes tiikrozés

Definicio: Adott a sikon egy 7 egyenes, a tiikrozés tengelye. A sik barmely P pontjahoz
rendeljiink hozza egy P’ pontot tigy, hogy
- ha Pet,akkor P'=P,

- ha P¢t, akkor P-hez olyan P’-t rendeliink, hogy a PP’ szakasznak a ¢ felezome-
rolegese legyen, vagyis Pr=P’t.
Ez a hozzéarendelés egyértelm, tehat fliggvény, értelmezési tartomdnya és értékkészlete is a
sik.
A tengelyes tiikrozés tulajdonsédgai:
(1) A tengelyen 1évé pontok fixpontok, vagyis a tengelyen 1évo
pontok képe 6bnmaga.
(2) A tengelyes tiikrozés szimmetrikus, vagyis ha egy P pont ké-
pe P’, akkor P’ képe P.
(3) A tengelyes tiikrozés egyenestartd, vagyis egyenes képe
egyenes. Ha az egyenes illeszkedik a tengelyre, akkor az egyenes
fixegyenes. Ha az egyenes parhuzamos a tengellyel, akkor képe is
parhuzamos a
tengellyel és a
targy-

egyenessel. Ha
az egyenes merdleges a tengelyre, akkor a
metszéspontjuk fixpont, és az egyenes képe
onmaga, bar pontjai tilkkrézése miatt nem fix:
invariins egyenes.
(4) A tengelyes tiikkrozés szogtarto.
(5) A tengelyes tiikrozés szakasztartd.

C’
AN M A" (6) A tengelyes tiikrozés alakzattarté, az
____________ alakzatok koriiljarasi irdnyat megvéltoztatja.
B’

t

KB’

X
A




Kozéppontos tiikrozés

Definicio: Adott a sikon egy O pont, a tiikkrozés kozéppontja. A sik barmely P pontjahoz
hozzarendeliink egy P’ pontot ugy, hogy

- ha P=0,akkor P=P’;

- ha P+ 0, akkor P képe olyan P’ pont, melyre igaz, hogy a PP’ szakasznak O a

felezéspontja, vagyis PO =PO.

Ez a hozzéarendelés egyértelml, tehat fliggvény, értelmezési tartomdnya és értékkészlete is a
sik.
A kozéppontos tiikkrozés tulajdonsagai: A 0 A’
(1) Egyetlen fixpontja van, a tiikrozés kozéppontja.
(2) A kozéppontos tiikrozés szimmetrikus, vagyis ha egy P pont képe P’, akkor P’ képe P.
(3) A kozéppontos tiikrozés egyenestartd, ha az egyenes nem illeszkedik O-ra, akkor az egye-
nes képe parhuzamos az eredeti egyenessel. Ha az egyenes illeszkedik az O-ra, akkor az
egyenes képe egybeesik az eredeti egyenessel, de mivel nem pontonként fix, ezért invaridns
egyenesrol beszéliink.
(4) A kozéppontos tiikrozés szogtarto.
(5) A kozéppontos tiikrozés sza-
kasztarto.
(6) A kozéppontos tiikkrozés alak-
zattartd, az alakzatok koriiljarasi
irdnydt nem véltoztatja meg:

A kozéppontos tiikroz€és nem mas,
mint egy 180°-os pont koriili for-
gatds (lasd lentebb).

Pont koriili forgatas

Definicio: Adott a sikban egy O pont, a forgatas kozéppontja és egy o szog, a forgatas
szoge, és adott az elfogatas iranya, mely pozitiv, ha az éramutaté jarasaval ellentétes és
negativ, ha azzal megegyezo. A sik barmely P pontjahoz hozzarendeliink egy P’ pontot
ugy, hogy

- ha P=0,akkor P'=P;

- ha P # 0O, akkor P-hez olyan P’-t rendeliink, hogy P'O = PO, és POP’<{=«.

Ez a hozzéarendelés egyértelm, tehat fliggvény, értelmezési tartomdanya és értékkészlete is a
sik.

A pont koriili forgatas tulajdonsagai: O X P
(1) Egyetlen fixpontja van, az O pont, ha a#0°. Ha S xl

a =0°, akkor minden pontja fixpont.

(2) Altaldnos esetben nem szimmetrikus, ha a=180°, """‘xp’

akkor a pont koriili forgatds kozéppontos tiikrozés.

(3) Egyenestartd. Egyenes €s képe egymassal « szoget zar be.
(4) Szakasz- és tavolsagtarto.

(5) Szogtarto.

(6) Alakzattartd, a koriiljarasi irdnyt nem valtoztatja meg:



Eltolas

Definicié: Adott a sikban egy v vektor, az eltolas vektora. A sik barmely P pontjahoz

hozzarendeliink egy P’ pontot gy, hogy PP =v.

Ez a hozzédrendelés egyértelmi, tehat fliggvény, értelmezési tartomdnya és értékkészlete is a
sik.

Az eltolds tulajdonsagai: v

(1) Fixpontjai altalanosan nincsenek, ha az eltolas vektora a nullvektor, M
akkor minden pontja fixpont.

(2) Nem szimmetrikus.

(3) Egyenes képe egyenes, és a kép-egyenes parhuzamos a targy-egyenessel.

(4) Szakasz képe szakasz, az eltolds tavolsagtarto.

(5) Szogtarto.

(6) Alakzattartd, az alakzatok koriiljarasi irdnyat nem valtoztatja meg:




Egybevigodsagi transzformaciok eldallitdsa tengelyes tiikkrozések
egymdsutanjaként

Konnyen beldthaté, hogy barmely targyalt egybevagdsagi transzformacié elddll tengelyes
tikkrozések egymdsutanjaként, az irdnyitasukat megtart6 transzformaciok esetén ez két megfe-
leld tengelyes tiikrozést jelent, hiszen a tengelyes tiikrozés az irdnyitast megforditja.

HasonlOsédgi transzforméciok

Definicio: hasonldsagi transzformacioknak nevezziik a szogtarto transzformaciokat.
Belathat6, hogy barmely hasonldséagi transzformacié eldéllithatd agy kozéppontos hasonldsag
és egy egybeviagosagi transzformicid segitségével. Vizsgdljuk ezért eldszor a kdzéppontos
hasonlésagot.

Kozéppontos hasonlésag

Definicio: Adott a sikon egy O pont, a hasonlésag kozéppontja, valamint adott egy 0-tél
kiilonb6z6 k valés szam, a hasonlésag aranya. A sik minden P pontjahoz hozzarendeliink
egy P’ pontot tgy, hogy OP =k-OP teljesiiljon.

Ha 0 <k <1, akkor a kézéppontos hasonldsdg kicsinyités, pl:

A kicsinyitett kép koriiljarasi irdnya megegyezik a targy koriiljarasi irdnyaval.

C’

Ha k =1, akkor a kdzéppontos hasonldsag helybenhagyds (identitas).



Ha 1<k, akkor a kozéppontos hasonldsdg nagyités, pl.:

Ha k negativ szdm, akkor a kozéppontos tiikkr6zéshez hasonléan a P’-t a PO egyenesen vesz-
sziik fel, de az O-t tartalmazdé félegyenesen. Ha k =—1, akkor a kdzéppontos hasonlésig ko-
zéppontos tiikrozés, ha —1<k <0, akkor a kozéppontos hasonldsdg kicsinyités, ha pedig
k <—1, akkor a kdozéppontos hasonlésdg nagyitds. Az alakzat koriiljardsa nem valtozik meg,

pl.:

A k értékétdl fuiggetleniil, a kozéppontos hasonldsdg tulajdonségai:
(1) Szogtarto.

(2) Egyenes képe vele parhuzamos egyenes;

(3) A szakasz hossza |k| -szorosara valtozik;

(4) Fixpontja O;
(5) A kozéppontra illeszkedd egyenesek invaridns egyenesek.

Hasonlésag

Definicié: Két sikbeli alakzat hasonld, ha van olyan hasonlésagi transzformacié, amely
az egyiket a masikba viszi at. A hasonldsag jelolése: ~.

Barmely konvex sokszog haromszogekre darabolhat6, igy célszerli megvizsgdlni a haromszo-
gek hasonlosagit.

Hdromszogek hasonlosdgdnak alapesetei

Axiomaszerlen, bizonyitds nélkiil elfogadjuk a haromszogek hasonldsdganak négy kovetkezd
alapesetét:

Két hdromszog hasonld, ha

(1) oldalaik hosszanak ardnyai paronként egyenlok;

(2) két-két oldaluk hosszdnak ardnya egyenld €s az altaluk kézbezart szogek nagysdga egyen-
16;

(3) ha két-két oldaluk hosszanak ardnya egyenld és a nagyobbikkal szemkozti szogek nagysa-
ga egyenlo;

(4) ha szogeik paronként egyenlOk.

A definiciobdl kovetkezik, hogyha két haromszog hasonld, akkor a megfeleld oldalaik ardnya
egyenld. Példaul az 4dbran ldthaté ABC haromszog hasonlé A’B’C’ haromszdghdz, és emiatt:

10



al
al =k,
a

ahol k a hasonlésdg ardnya.

A haromszog

Osszefiiggések a haromszog oldalai és szogei kozott

A haromszog belsé és kiilso szogei

A hdromszog bels6 szogei a mar megfogalmazott «, [ és ¥ szogek. Ezek mellékszogeit a
haromszog kiils6 szogeinek nevezziik.

Mivel a belsd és kiilsé szogek egymdsnak mellékszogei, ezért a+a’ = S+ =y+y =180°.
Tetszoleges haromszogre igazak a kovetkezo tételek:

Tétel: a haromszog belsé szogeinek 0sszege 180°.
Bizonyitas: Legyen adva az ABC haromszog, belsd szogei rendre «, S és y. Huzzunk par-

huzamost C-n keresztiil AB-vel. Ezen egyenesnek abran lathat6 pontjai P és Q.

b < Q

11



Mivel PCA< és CAB< valtészogek, ezért egyenld nagysdguak. Hasonléan, QCB<( és CBA<
is véltoszogek, tehdt ezek is egyenlok. Tehdat PCA<t=a és QCB<(= . Viszont az dbran lat-

haté médon PCA<t{+ ABC<+ QCB<=180°, ésigy a+ f+y=180°.
Ezt kellett bizonyitanunk.

Tétel: a haromszog kiilso szogeinek dsszege 360°.
Bizonyitds: az e€l6z6 tétel szerint a+ B+ y =180°, és tudjuk, hogy:

a+a =180°
B+ =180°
y+y =180°
Adjuk 0ssze ezt a harom egyenletet:

a+f+y+a + f+y =540°
180°

180°+ '+ '+ ¥ =540°

o+ f+y =360°

Mivel végig ekvivalens dtalakitasokat végeztiink, a tétel igaz.

Tétel: a haromszog egy kiilsé szoge egyenlé a nem mellette fekvo két belsé szog dsszegével.
Bizonyitds: beldtjuk, hogy & = f+y. Tudjuk, hogy a+a =180°= &’ =180°—« . Ugyan-
akkor azt is bizonyitottuk, hogy o+ f+ ¥ =180°= a =180°— f—y. Ezt felhaszndlva:

o =180°-«

o =180°—(180°— S —7)
o =180°—180°+ B+ ¥
a=p+y

Ehhez hasonldan a tétel a tobbi kiilsd szogre is belathato.
Osszefiiggés a haromszog oldalai és szogei kozott

Tétel: egy haromszogben két oldal akkor €s csak akkor egyenld, ha a veliik szemkozti szogek
nagysiaga megegyezik: a=b s a=[.

Bizonyités: eldszor igazoljuk, hogyha egy haromszog két
oldala egyenld hosszisagu, akkor a megfeleld szogek
nagysdga egyenld. Induljunk ki az dbrdn lathat6 ABC
egyenld szard haromszogbdl, ahol AC = BC. Huizzuk be
az AB oldal F felezOpontjat C-vel 6sszekotd szakaszt. Ily
modon kapjuk AFC és FBC haromszoget. Ezen haromszo-
gek megfeleld oldalai egyenlOk, emiatt megfeleld szogeik
is megegyeznek. Ebbdl kovetkezik, hogy ha AC =BC,
akkor = f3.

C
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Most lassuk be ennek megforditdsat: ha egy haromszogben két szog megegyezik, akkor a

F

/

1

szogekkel szemkozti szogek 1s megegyeznek. Tekintsiik
a kovetkez6 DEF haromszoget, amelynek az dbran 1at-
hat6 szogek megegyeznek. Hiizzuk be B szog szogfe-

lezdjét! Ily médon kapjuk DGF és GEF haromszoget,
melyeknek megegyezik egy oldaluk (FG) és minden
szOgiik, tehat a két hiaromszog egybeviagd. Ebbdl vi-
szont mar kovetkezik, hogy a megfeleld oldalaik meg-
egyeznek, tehat a DEF haromszog egyenld szaru, és ezt
kellett bizonyitanunk.

Tehdt a tétel mindkét allitasat belattuk.

Ezen tételbdl kovetkezik, hogy a szabdlyos (egyenld
oldald) haromszognek minden szoge megegyezik, és
mivel a haromszog belso szogeinek dsszege 180°, ezért
a szabdlyos haromszog egy szdge 60°-0s.

Tétel: Egy haromszogben a hosszabb oldallal szemben nagyobb szog van és viszont:

a>bsa>pf.

Bizonyités: eldszor beldtjuk, hogy egy hdaromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb
sz0g van. Tekintsiik az dbran lathat6 ABC haromszoget, melynek c oldala legyen nagyobb a-
ndl: ¢ > a . Bizonyitand6 ekkor, hogy 7>« .

Vegyilk fel a D pontot
DB =BC =a teljesiiljon. Ekkor DCB haromszog
egyenld szaru, és az dbrdn lathaté szogei megegyez-
nek. Latszik, hogy ¢ <y, és emellett o < ¢, hiszen

BDC<« az ACD haromszog egy kiilsO szoge, és igy
p=a+(y—@). Felhaszndlva e két Osszefiiggést

AB-n gy, hogy

kapjuk, hogy o< @ <y, vagyis a <y, és ezt kellett

bizonyitanunk.

Most bizonyitsuk e tétel megforditdsat, vagyis hogy a haromszdgben nagyobb szdggel szem-
ben hosszabb oldal van. Tekintsiik a DEF hdaromszoget, ahol az dbrdn lathaté médon ¥ >« .

Bizonyitand6 ekkor, hogy ¢ >a .

Végezziik a bizonyitdst indirekt uton, vagyis tegyiik
fel, hogy a ¢ >a nem igaz. Ekkor egyrészt teljesiil-
het az egyenldség a két oldal kozott, masrészt a

¢ < a relacio.

Ha c=a, akkor y=«a, és ez ellentmond a kiindu-

14si feltételnek, tehat ez az eset nem lehetséges.
Ha c<a, akkor y<a, és ez szintén ellentmond a

kiindulasi feltételnek. Tehat csak a ¢ >a relacid

B

fordulhat el6, ha ¥ > « . Ezt kellett bizonyitanunk.
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Haromszog-egyenlOtlenség

Tétel: a haromszog barmely két oldalanak dsszege nagyobb a harmadik oldalnal. Ezt az
osszefiiggést haromszog-egyenlétlenségnek nevezziik. A tétel szerint a szokdsos jelolések-
kel: a+b>c, a+c>b, b+c>a.

Bizonyitas: a tétel kozvetleniil kovetkezik a haromszog megszerkeszthetdségébdl. Ha ugyanis
a hdromszog két oldaldnak Osszege kisebb lenne, mint a harmadik oldal, akkor e hdarom sza-
kasz nem hatdrozna meg haromszoget. Emiatt a hdromszog 1étezéséhez a hdromszog-
egyenldtlenségnek teljesiilnie kell.

Megjegyzés: eldadason vettiik az egzakt bizonyitést.

Szinusztétel

Szinusztétel: A haromszog oldalai Ggy ardnylanak egymashoz, mint a velikk szemkozti szo-
gek szinuszai. A szokdésos jelolésekkel:

a_sina b _sinff a sina

. H - . H . .
b sinff ¢ siny ¢ siny

Bizonyitds: A haromszog teriiletét meghatarozhatjuk a
trigonometrikus teriiletképlet segitségével. Felirva ezt
ugy, hogy a és [ legyen az oldalak dltal kozbezart

szogek:

_bcsing s T = acsmﬁ.
2 2

T

A két teriilet értelemszerlien megegyezik, vagyis:

besina  acsin 8
2 2
bsina=asin S

Mivel a haromszog egyik oldala és egyik szogének szinusza sem lehet 0, ezért a kapott egyen-
letet a kovetkezd alakra rendezhet;jiik:

a _sina

b sinf’

A tétel hasonléan beldthat6 barmely két oldal esetén.
Altaldnos szinusztétel
Altalénos szinusztétel: Egy haromszog egy oldaldnak és a vele szemkozti sz6g szinuszdnak

hanyadosa allando, értéke a haromszog koré irhaté kor sugardnak kétszerese.
A szokasos jelolésekkel, ha a haromszog koré irhatd kor sugara R:

14



a b c

4= 7 = g
sing sinf siny

Bizonyitds: A hédromszog koré irhat6 kor kozéppontja
legyen az dbrdn ldthaté médon O. Ekkor a keriileti és ko-
zépponti szogek tétele alapjan BOC< =2« , és ekkor BOC

haromszog egyenld szardsiga miatt BOC< = . frjunk fel

a BOF derékszogl haromszogben szinusz szogfiiggvényt:
a

sina:%:a:2Rsin0{.

Hasonléan beldthaté a masik két oldalra is, hogy:
b=2Rsin f ésc=2Rsiny.

A kapott egyenleteket a szogek szinuszdval osztva adodik a tétel.

Koszinusztétel

Koszinusztétel: A hiaromszog egyik oldalanak négyzetét megkapjuk, ha a masik két oldal
négyzetosszegébol kivonjuk e két oldal és ezen két oldal altal bezart szog koszinuszanak szor-
zatat.

A szokdsos jelolésekkel: c¢”=a’+b”>—2abcosy. A koszinusztétel nem mds, mint a

Pitagorasz-tétel altaldnositdsa, illetve a Pitagorasz-tétel a koszinusztétel specidlis esete, ha a
tételben szerepld szog 90°-os.
Bizonyitds: Tekintsiik az dbran lathaté haromszoget, és

vezessiik be a kovetkezd vektorokat: ¢
CA=a; CB=b; AB=c. Ekkor c=a—b . Irjuk fel ¢ vek-
tor négyzetét: a b
¢’ =(a=b) =a’+b>-2ab=a’ +b’> - 2al[b|cos ¥ .
A C B

Ugyanakkor egy vektor négyzet egyenld abszolut értékeé-
nek négyzetével, és a jelolt vektorok abszolit értékei nem mésok, mint a haromszodg oldalai-
nak hosszai. Igy:

¢’ =a’+b’ —2Jal|b|cos ¥
e[ =[af" +bf" ~ 2Ja] b|cos ¥

c=a’+b>-2abcosy

Ezzel a tételt igazoltuk.
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Nevezetes pontok, vonalak, korok

Sulyvonal, sulypont

Definicié: a haromszog silyvonala a csicspontot a szemkozti oldal felez6pontjaval osz-
szekoto szakasz.

A sulyvonal szemléletes jelentése szerint, ha a homogén anyagbdl készitett haromszoglapot
sulyvonala mentén tdmasztunk ald, akkor az egyenstlyban marad.

Tétel: a haromszog sdlyvonala felezi a haromszog terii-
letét.

Bizonyitas: tekintsiik az abrdn lathato s, sulyvonalat, az
a oldalt metssze F pontban. E stlyvonal a definici6 sze-
rint felezi a oldalt. Hizzuk be a hiromszog a-hoz tartozé c
magassagat!
Ekkor BFC hiaromszdog tertilete:
a .
7 ¢ 1 am, 1 & >C
BFC 2 2 2 2 ABC ﬁ g
2 2
Hasonl6an az FCA hiaromszog teriilete:
a,
T -2 e _l.a'ma —lT
FCA 2 2 2 2 ABC *

1 .
Azt kaptuk tehat, hogy T, =T,., =§TABC, és ezt kellett bizonyitanunk. A tétel hasonl6an

belathato a tobbi stlyvonalra is.

Tétel: a haromszog stlyvonalai egy pontban metszik egymast, ezt a pontot a haromszog suly-
pontjanak nevezziik. A silypont a silyvonalnak ponttdl tdvolabbi harmadolépontja.

A sulypont szemléletes jelentése szerint, ha egy homogén anyagbdl késziilt hdromszoglapot a
sulypontja alatt timasztunk ald, akkor az egyensulyban marad.

Bizonyitds: Legyen az dbran lathaté médon az ABC haromszog AC oldalanak felezOpontja E,
BC oldalanak felezépontja F, az AF és EB sulyvonalak metszéspontja S.

C
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EF két oldalfelezd pontot 0sszekotd szakasz, vagyis a haromszog AB oldallal parhuzamos
kozépvonala. Ekkor viszont az ABS és az ESF haromszdgek hasonlok egymashoz, mert a par-
huzamossag miatt szogeik megegyeznek. A hasonldsdg ardnyét is ismerjiik, mivel EF kozép-
vonal fele az AB szakasznak. Ha viszont hasonléak, akkor a megfeleld oldalak ardnya meg-
egyezik:

EF _ES
AB  SB
ES 1
SB 2

Tehat S harmadolja EB-t, és egy madsik aranyt felirva kapjuk, hogy S harmadolja AF-et is. E
két sdlyvonal metszéspontja tehat oldalakhoz kozelebbi (csicsoktol —tdvolabbi)
harmadoldpont.

Beldthatd, hogy a harmadik sdlyvonal is illeszkedik az S pontra. Ugyanis pl. az AB oldalt fe-
lezd és az AC oldalt felezd stlyvonalat berajzolva, azok szintén EB csucstdl tavolabbi
harmadolépontjaban metszenék egymast, és e pont az AB oldalt felezd sdlyvonalat is harma-
dolja.

Ezzel a tételt belattuk.

Tétel: a hairomszog stlypontjat a haromszog cstcsaival Osszekdtve harom egyenld teriiletli
haromszoget kapunk. Masképp: a sulypont €s a csucsok dltal meghatarozott szakaszok a ha-
romszoget harom egyenld teriileti részre osztjak.

Bizonyités: legyen adott az ABC haromszog, sulypontja az abran lathaté médon az S pont. AB
oldal felezéspontja legyen F. Hiizzuk be a ha- C

romsz0g AB oldaldhoz tartoz6 magassagat,
talppontja legyen 7, valamint S pontbdl az AB-
re bocsatott merdleges szakaszt, mely AB-t
metssze R-ben.

Ekkor TFC héromszdg hasonlé RFS harom-
sz0ghoz, mivel a parhuzamossag miatt szogeik
megegyeznek. Ekkor a megfeleld oldalak ara-
nya megegyezik. Haszndljuk fel, hogy a suly-
pont a sulyvonalnak csucstol tdvolabbi

harmadolépontja: A AW B
T R F
CT_CF_CT 5  gg-CT
SR SF SR 3

Viszont CT és SR nem mads, mint az ABC hdromszognek, illetve az ABS haromszognek az AB
oldalhoz tartozé magasséagai. Igy ABS haromszog és ABC haromszog teriilete:

AB-SR AB-CT
T s :T €s Typc :T-
CT
AB-—~—
Vagyis T,,5 = ABz'SR = 3 =§-AB;;T =%TABC. Ehhez hasonl6an beldthat6, hogy

ASC, SBC haromszogek teriilete is harmada ABC haromszog teriiletének, és ezt kellett bizo-
nyitanunk.
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Ko6zépvonal-hdromszog

Definicié: a haromszog két oldalfelezé pontjat osszekotoé szakaszt a haromszog kozépvo-
nalanak nevezziik.
A definiciébdl adéddan egy haromszognek harom kozépvonala van.

Tétel: a haromszog kozépvonala parhuzamos a nem felezett oldallal, és nagysaga annak fele.
Bizonyitéds: Legyen AB oldal felezéspontja E, AC oldal felezéspontja F. Azt kell belétni, hogy
EF a BC oldallal parhuzamos és nagysdga annak N

fele.

AEF héromszog hasonl6 ABC haromszoghoz, mi-
vel szogeik megegyeznek. Ekkor, mivel AE parhu-
zamos AB-vel és AF parhuzamos AC-vel, EF pér-
huzamos BC-vel. Ugyanakkor a hasonldsag aranyat E F
is felirhatjuk:

AE_EF
AB BC B C

Mivel E oldalfelez6 pont, ezért f}—g = %, vagyis EF csakugyan fele a vele parhuzamos oldal-

nak, és ezt kellett bizonyitanunk.
Példa

1. Szerkessziink egy adott haromszoggel hasonlé haromszoget, amelynek teriilete negye-

de az eredeti haromszogének!
Megoldas: a haromszog egy kozépvonalat berajzolva maris ilyen haromszoget kapunk, ilyen
pl. a bizonyitds abrajan lathaté AEF haromszog. Ugyanis ez a haromszog az eredeti harom-

.1 . .
sz0gho6z hasonld, a hasonlésdg ardnya pedig 3 Mivel hasonl6 sikidomok teriiletének ardnya

a hasonlésdg ardnydnak négyzetével egyezik meg, az AEF haromszog teriilete az eredeti hé-
romszog teriiletének negyede, igy megfelel a feladat feltételének.

Ebbdl viszont mar az is kovetkezik, hogy a hdromszog kozépvonalai az eredeti haromszoget
négy egyenld teriileti haromszogre osztjdk, és e haromszogek egybevagdk (mivel oldalaik
megegyeznek: az eredeti haromszog egyes oldalainak felei).




Magassagvonal, magassagpont

Definici6o: a haromszog egy csicsabol a szemkozti oldalra bocsatott meréleges szakaszt a
haromszog magassaganak nevezziik.

A magassdg hdromszogon tuli meghosszabbitdsa a magassagvonal. A definiciébdl ad6déan
egy haromszognek harom magassdgvonala van.

Tétel: a haromszog magassagvonalai egy pontban metszik egymast, ez a pont a haromszog
magassagpontja.

Bizonyitds: Huzzunk A-n, B-n és C-n keresztiil a szemkozti oldalakkal parhuzamos egyenese-
ket, az ezek dltal meghatdrozott haromszog csticsai legyenek az dbran ldthaté médon A, B; és
Ci.

A parhuzamossdg miatt ABA;C négyszdg paralelogramma, emiatt AC = A B. Hasonldan,
ACBC négyszdg is paralelogramma, igy AC = BC,. Ekkor viszont A B = BC,, vagyis B az

A, C szakasz felezéspontja.

B C

Ci

Hasonl6an beldthat6, hogy A a B;C;, mig C a BjA; szakaszok felezéspontjai. Hizzuk meg
A1B;Cy haromszog oldalfelezd merdlegeseit! Ezekrdl tudjuk, hogy egy pontban metszik
egymast. Viszont mivel AC parhuzamos A;Ci-gyel, ezért A;C, oldalfelezd merdlegese merd-
leges AC-re is, és mivel B-re illeszkedik, ezért ez az oldalfelez6 nem més, mint ABC harom-
sz0g AB-hez tartozé magassaga.

Hasonloan belathato, hogy A;BiC; hiromszog oldalfelez6i rendre megegyeznek ABC
haromszdg magassdgvonalaival, és mivel az oldalfelezok egy pontban metszik egymast, ez a
magassidgvonalakra is igaz. Ezzel a tételt igazoltuk.

A maggaspont helyzete mas és mas a kiilonboz0 tipusi hdromszogek esetén (ez az oldalfelezo
merdlegesekkel az eldbbi bizonyitasban taldlt kapcsolat miatt van igy). Hegyesszogli
haromszog esetén a haromszog magassdgpontja a hiaromszog belsejében van, derékszogii
haromszog esetén a derékszogli csuccsal egybeesik, mig tompaszogli haromszognél a
haromszogon kiviil helyezkedik el.

Talpponti hdromszog
Definicio: A hegyessszogili haromszog magassag-talppontjai altal meghatarozott harom-

szoget talpponti haromszognek nevezziik.
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Tétel: A haromszog magassagvonalai a talpponti haromszog szogfelezoi.
Bizonyités: Tekintsiik ABC hegyesszogli haromszoget, a talpponti hdromszdg csucsai legye-

nek az dbran lathat6 médon P, Q és R. Mivel BRC< = BOQC< = 90°, ezért R és Q rajta van
BC szakasz Thalész-korén. Vagyis B, C, O, R ponton egy koron vannak, tehat BCOR hur-
négyszog. Ekkor a hirnégyszogek tétele miatt ROC<t =180°— /3, és igy AQR<( = 3. Hason-
l6an beldthatd, hogy ABPQ négyszog is hur-

négyszog, igy AQP<t =180°—f, azaz PQC<J A

=p.

De akkor RQOB< =90°-f és BQPJ
=90°— 4, ami éppen azt jelenti, hogy BQ ma-
gassig felezi a talpponti haromszdg RQP sz6-
gét.

Az éallitas hasonldan beldthaté a masik két ma-
gassdgvonalra is. R 180°— 3
Emellett a bizonyitdsbdl az is latszik, hogy
ARQ, BPR, PCQ haromszogek hasonldk az
ABC haromszoghoz, mivel szogeik megegyez- B C
nek.

Kiils0 €s belsd szogfelezdk, beirt €s hozzairt korok

A haromszog belsd szogeinek felezdjére érvényes a kovetkezd tétel:

Tétel: a haromszog belso szogfelez6i egy pontban metszik egymast, ez a pont a haromszogbe
irhat6 kor kozéppontja.

Bizonyitds: az dbran lathaté modon legyenek a bels6 szogek felezdi f,, f; €s f,.

Ekkor a definici6é szerint f, azon pontok halmaza a sikban, amelyek b-t6l és c-tdl egyenld
tavolsagra vannak. Ugyanakkor f, azon pontok halmaza a sikban, amelyek c-tél és a-t6l

egyenld tadvolsdgra vannak. A metszéspontjuk az a pont, amely egyenld tdvolsidgra van b-tdl
és c-tol, emellett c-tdl és a-tdl is, vagyis mindhdrom oldaltdl egyenld tavolsadgra van. Ekkor
viszont mér egyenld tavolsagra van a-tol és b-tdl is, igy rajta kell hogy legyen f, egyenesen
is.

Kaptuk tehdt, hogy a harom szogfelezd egy pontban metszi egymast. Mivel ez a pont egyenld
tdvolsagra van a haromszog mindhdrom oldalatdl, ez a pont a haromszogbe irhat6 kor kozép-
pontja. A beirt kor sugarét dltalaban r-rel jeloljiik.
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A beirt korhoz hasonldan definidlhat6é a haromszog hozzairt kore.

Tétel: a haromszog egy belsd és nem mellette fekvo két kiilsé szogének felezdi egy pontban
metszik egymadst, ez a pont a haromszog egy hozzairt korének kozéppontja.

Ez a pont egyenld tdvolsidgra van a haromszog egy oldalatdl, és a masik két oldal egyenesétdl.
Bizonyitds: Bizonyitds: az dbran lathaté médon legyenek a belsé szogfelezd f;, a nem mel-

lette fekv kiilsé szogek felezéi f, és f, .

Ekkor a definicio szerint f, azon pontok halmaza a sikban, amelyek a egyenesétdl €s ¢ egye-

nesétdl egyenld tavolsdgra vannak. Ugyanakkor f, azon pontok halmaza a sikban, amelyek ¢
egyenesétdl és b-t0l egyenld tavolsdgra vannak. A metszéspontjuk az a pont, amely egyenlo
tdvolsdgra van a egyenesétdl és c egyenesétdl, emellett ¢ egyenesétdl és b-tdl is, vagyis az a
és ¢ egyenesétdl, valamint b oldaltdl is egyenld tdvolsdgra van. Ekkor viszont mar egyenld
tavolsagra van b-t0l €s a egyenesétdl is, igy rajta kell hogy legyen f, egyenesen is.

Kaptuk tehét, hogy a harom szogfelez6 egy pontban metszi egymast. Mivel ez a pont egyenld
tdvolsdgra van a haromszog két oldalegyenesétdl €s harmadik oldaldtdl, ez a pont a harom-
sz0ghoz irhat6 egyik kor sugara.

Az értelmez€s miatt egy haromszognek harom hozzairt kore van, ezek sugarat r, -val, 7, -vel

és r.-vel jeloljik.
Szogfelezotétel

Tétel: A hairomszog belso szogfelezdje a felezett szoggel szemkozti oldalt a szomszédos olda-
lak ardnydban osztja.
Bizonyitas: Az édbra jeloléseivel azt kell belatnunk, C

hogy 2= b .

y ¢
Ehhez irjuk fel APC és ABP haromszog teriiletét is
kétféleképpen. Az abra jeloléseinek megfelelden:

E két Osszefiiggésbdl kapjuk a kdvetkezd egyenletrendszert:
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b-d=m, -x
c-d=m,-y

A kapott két egyenletet osztva egymadssal adodik, hogy , és ezt kellett bizonyitanunk.

oS

i
y

A szogfelezdtételhez hasonlé allitds igaz a haromszog kiils6 szogfelezdjére is, ha az metszi a
szoggel szemkozti oldal egyenesét.

Tétel: Ha a haromszog kiilsé szogfelezdje metszi a szemkozti oldal egyenesét, akkor ezen
oldalegyenesbdl a szomszédos oldalak ardnydban metsz ki szakaszokat.

. s R ; ST, . .. p X
Bizonyitas: a tétel allitdsa az dbra jelolései szerint a kovetkezd: =
x+c

b
a

A C csucsndl 1év0 kiilsé szog felezdje metssze az AB oldal egyenesét P-ben. Huzzunk A-n
keresztiil PC-vel parhuzamost, ez BC-t metssze Q-ban. A C csucsndl 1év0 belso és kiilsd szog
szogfelez6i egymdsra merdlegesek, igy a belsd szog felezdje merdleges AQ-ra. Ebbdl viszont
kovetkezik, hogy e belsd szogfelezd6 az AQC haromszog magassaga €s szogtelezoje is, igy
AQC egyenl6 szari hdromszog, és AC =CQ.

A parhuzamos szelOk tétele alapjan:

PA _CQ
PB CB
x b
x+c a

Ezzel a tételt belattuk.
Oldalfelez6 merdlegesek, koriilirt kor

Definicio: a haromszog oldalainak, mint szakaszoknak a felezomerolegesét a haromszog
oldalfelez6 merolegeseinek nevezziik.

Az oldalfelez6 merdlegesek tehat olyan pontok halmazai, amelyek a haromszog két-két csu-
csatol egyenld tdvolsdgra vannak.
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Tétel: a haromszog oldalfelezé merdlegesei egy pontban metszik egymast, ez a pont a harom-
sz0g koré irhat6 korének kozéppontja.
Bizonyitas: Legyenek az dbran ldthat6 jelolések szerint az oldalfelezd merdlegesek f,,, fic

és fic- ,
AU

Ekkor a definicio szerint f,, azon pontok halmaza a sikban, amelyek A-t6l és B-t6l egyenld

tavolsagra vannak. Ugyanakkor f,. azon pontok halmaza a sikban, amelyek B-t6l és C-tdl

egyenld tdvolsagra vannak. E két egyenes metszi egymast, mivel AB és BC egyenesek metszik
egymast, és f,, €s f,. az elobbiekre merdleges egyenesek. A metszéspontjuk tehat az a
pont, amely egyenld tavolsdgra van A-tdl és B-t6l, emellett B-t6] és C-t0l is, vagyis mindhé-
rom csucsponttdl egyenld tavolsagra van. Ekkor viszont mar egyenld tavolsagra van A-tdl és
C-tdl is, igy rajta kell hogy legyen f,. egyenesen is.

Kaptuk tehat, hogy a hdrom oldalfelez6 egy pontban metszi egymdst. Mivel ez a pont egyenld
tdvolsdgra van a haromszog mindharom csicspontjatol, ez a pont a haromszog koré irhaté kor
kozéppontja. A koriilirt kor sugardt altaldban R-rel jeloljik.

A beirt kor kozéppontjanak elhelyezkedése mas és mds a kiilonboz6 haromszog-tipusok ese-

tén. Hegyesszogli haromszog esetén a haromszogon beliil taldlhatd, derékszoglh haromszognél
az atfogd felezéspontjara illeszkedik (ez Thalész-tételébdl kovetkezik), mig tompaszogli hé-

romszog esetén a haromszogon kiviil taldlhato.

23



Simson-egyenes

Tétel: Legyen ABC haromszog koréirt korének tetszdleges (nem csucsponttal egybeesd) pont-
ja P. Akkor P merdleges vetiiletei a haromszog oldalegyeneseire egy egyenesre esnek, ez a
Simson-egyenes.

Bizonyitds: Legyen P az dbran lathaté

helyzetll, a vetiiletei az oldalak egyenesé-

re rendre O, R, S. C

Q és R rajta van PB szakasz Thalész-
korén, igy OBPR hurnégyszog. Akkor R
és P rajta van OB szakasz egy latokor-

ivén, vagyis QRB< = QPB< = ¢. R\

Hasonl6an, CRPS is hurnégyszog, és R és
P rajta van CS egy latokorivén, azaz

CRS< = CPS< =w.

Ugyanakkor ABPC szintén hurnégyszog,
és igy a hurnégyszogek tétele szerint: 21 10

a+e+p=180°.

De AQPS négyszog is hirnégyszog, mert
AQP és ASP szogekre teljesiil a hurnégyszogek tétele. Akkor a masik két szemkozti szogre:

a+e+w=180°.

A kapott két egyenlet szerint: ¢ = w, ez pedig €ppen azt jelenti, hogy S, R és Q egy egyenesre
esnek.

Menelaosz-tétel

Menelaosz-tétel: Legyenek egy ABC haromszog oldalegyeneseinek egy tetszbleges egyenes-

sel valé metszéspontjai az abran ldthaté médon P, Q és R. Akkor —-—=-——=—1, ahol az

oldalak irdnyitottak.

Bizonyitds: Hizzunk B-n keresztiil AC-

vel parhuzamost, ennek PR egyenessel C
legyen a metszéspontja B’. Akkor irjuk

fel a pdrhuzamos szeldszakaszok tételét

APR szogre és BB, illetve AR szelOire:

PA_AR _ AP _—RA_ AP _RA 3
PB BB' PB BB' PB  BB' P
A /B

Ugyanakkor a parhuzamossdg miatt
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RQC haromszog és OBB’ haromszogek hasonldak, igy megfeleld oldalaik ardnyai megegyez-
nek:

QB_MT:BQ_BB
QC CR QC RC

A kérdéses szorzat ekkor:

Ceva-tétel

Ceva-tétel: Legyen harom pont az ABC haromszog oldalain, AB-n, BC-n és CA-n rendre P, Q
és R. Ekkor ha AQ, BR és CP egyenesek egy pontban metszik egymadst (O), akkor

£ . & . Q =1, ahol az oldalak irdnyitottak.

Bizonyitas: Irjuk fel Menelaosz tételét APC
haromszogre és a BOR szeldre:

AB PO CR Q

Ugyancsak a Menelaosz-tétel BCP hiaromszog-
re és AOQ szelore:

BA PO CQ _ | A P B
AP OC OB '

E két egyenletet osztva egymadssal:

BP OC RA BA PO CQ

Felhasznélva, hogy az irdnyitds miatt AB=-BA, BQ =-0B, CQ =-QC illetve BP =-PB,
éppen a bizonyitand¢ allitads adodik:

AP BQ CR

Euler-egyenes

A kovetkezd tétel megfogalmazasa és bizonyitdsa Euler nevéhez flizodik, innen is kapta a
benne szereplO nevezetes egyenes a nevét.
Tétel: A haromszog M magassagpontja, S sulypontja és a koré irhaté kor O kozéppontja egy
egyenesen van. Ezt az egyenest a haromszog Euler-egyenesének nevezziik. A stulypont az MO
szakasz O-hoz kozelebbi harmadol6pontja.
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Bizonyités: a tétel tobbféleképpen is bizonyithatd, a legegyszeriibb taldn a kovetkezd bizonyi-
tds, mely vektorokat haszndl fel. A tétel allitdsa a szabdlyos haromszog esetén nyilvanvalo,
ekkor mindhdrom pont egybeesik (csak az ardny felirdsanak nincs értelme).

Altalanos ABC haromszog esetén legyen koriilirt korének kozéppontja O, silypontja S. Ezek
nyilvdnvaldan egy egyenesre illeszkednek.

C

A B

Adjuk meg A, B és C pontok helyét az O-bdl inditott vektorokkal: OA=a, OB=b, OC=c.

. — a+b+
Ekkor a haromszog sdlypontjdba mutaté vektor: s = 0S = a ‘.

Legyen P pont az dbran lathaté médon olyan, hogy p vektor az s vektor hdromszorosa legyen:

p:513:3s:3-Lb+c:a+b+c.

Elegend¢ belatni, hogy P a haromszdg magassdgpontja, hisz ekkor igazoltuk az allitast (M, S
és O egy egyenesbe esik, és S az MO O-hoz kozelebbi harmadolépontja). Ehhez azt kell iga-

zolni, hogy PC L AB, mert akkor hasonlé médon igazolhat6 lenne, hogy PALBC és
PB 1 AC.
Ha PC 1 AB , akkor e két vektor skalaris szorzata O:

PC-AB=0
(c-p)-(b-a)=0
(c—(a+b+c))-(b—a)=0
(c—a—b—c)(b—a)=0
(-a—b)(b-a)=0
—ab+a’—b’+ab=0
a’—b>=0

A kapott egyenléség viszont igaz. Ugyanis a’ = |a|2 =R’ ésb’ = |b|2 =R’,és R°—R*=0.

Tehit PC 1 AB, hasonléan PA L BC és PB L AC, vagyis P pont csakugyan a hdromszog
magassigpontja.
Ezzel a tételt belattuk.
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Euler-féle osszefiiggés

Euler-tétel: A haromszog koré és a haromszogbe irhat6 korok kozéppontjainak tavolsdganak

négyzete: d° = R> —2rR, ahol R a koré irt kor, r a beirhaté kor sugara.
Bizonyitas: Vektorokkal: Legyen a vonatkoztatdsi pont a koréirt kor O kdzéppontja, és a csu-

csokba mutaté vektorok: OA=a, OB =b, OC =c. Akkor a beirt kor K kozéppontjadba mutatd
aa+bb+cc

vektor igazolhatéan: k = OK =
a+b+c

A vonatkoztatasi pont valasztdsa miatt |a| = |b| = |c| =R, éspl
b—c=a=a*=(b-c)’ =b>-2bc+c* =|b| —2bc+|c| = R*—2bc+R* =2R* - 2bc.

Azaz 2bc=2R’—a’, hasonléan 2ca=2R’—b" és 2ab=2R’>—c’. Az orig vilasztisa miatt
a kérdéses tavolsag négyzete:

2
e PRTST =00 (aa+bb+cc) =
o(5)
2

@[’ +b?b[" +¢?[¢[" +2abab + 2bcbe + 2caca) =

d% =K> (aa+bb+ccj2:(aa+bb+cc)2 1

R*(a® +b” +c* ) +2abab+ 2bcbe + 2caca) =

Rz(a2 +b* +c2)+ab(2R2 —c2)+bc(2R2 —az)+ca(2R2 —bz))z

Rz(a+b+c)2 —abc(a+b+c)) =R? _az_bc.
s

b b b .
Ugyanakkor a hdromszog teriilete: T =sr és T = % , azaz Sr= e % =2rR . Vagyis
s
) . , e i ) ) , abc )
éppen a bizonyitand¢ allitast kapjuk: d° =R . =R -2rR.
s

Izogonalis pont

Definicié: Egy haromszog izogonalis pontja az a pont a haromszog sikjaban, melyet a
haromszog csucsaival 0sszekotve a keletkezo 0sszekoté szakaszok osszhossza minimalis.

Ha a haromszognek nincs 120°-ndl nagyobb szoge, akkor az izogonélis pont egyben az a pont,
amelybdl minden oldal egyenld szog alatt latszik. Ha van 120°-nédl nem kisebb szdge, akkor
ezen sz0ghoz tartozd csics az izogondlis pont.

Tétel: Adott haromszog esetén az izogondlis pontot megkapjuk, ha az oldalakra kifelé szaba-

lyos haromszogeket emeliink, majd ezek djonnan keletkezd csucsait Osszekotjiik a szemkozti
csucsokkal, akkor ezek egy pontban metszik egymadst, és ez az izogondlis pont.
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Bizonyitds: Legyen F az RC és BQ egyenesek metszéspontja. Azt akarjuk megmutatni, hogy
az AFP gorbe egyenes.
Mivel AR=AB és AC = AQ, ezért

RAC< = RAB< + BAC<, és BAQ<« =
BAC< + CAQ«. A

Emellett RAB<t és CAQ< 60°-osak, mivel
belso szogei a szabalyos haromszdgeknek, €s
igy

RAC< = BAQ«.

Ebbdl kovetkezik, hogy RAC és BAQ hirom-
sz0gek egybevagodak.

Vagyis ARF<1< = ABF<q = és AQF< =
ACF<, igy a latokorivek tétele miatt ARBF
és AQCF hurnégyszogek. Emiatt:

AFB < = AFC < = BFC < = 120°.
De BFCP szintén hurnégyszog, hiszen BFC< + BPC< = 180°, igy
BFP < = BCP < = 60°.

Tehdt AFP<t = AFB < + BFP< = 180°, azaz A, F és P egy egyenesre esnek. A hirnégyszo-

gek tétele miatt pedig kovetkezik, hogy F-bOl a haromszog oldalai 120°-o0s szogben latszanak,
vagyis F az izogondlis pont.

Feuerbach-kor, Feuerbach-tétel

A kovetkezd tétel helyességének megsejtése Feuerbach nevéhez flizddik, bar 6 még csak az
oldalfelez6 pontokrdl €s a magassdgok talppontjairdl latta be, hogy egy korén vannak.

Tétel: A haromszog oldalfelezd pontjai, magassagtalppontjai valamint a magassagpont és a
csucsok altal meghatédrozott szakaszok felezéspontjai egy koron vannak. Ezt a kort a harom-
sz0g Feuerbach-korének (vagy kilenc pont korének) nevezziik. A Feuerbach-kor kozéppontja
a magassagpont €s a haromszog koré irhatd korének kozéppontja dltal meghatirozott szakasz
felezéspontja, sugara a koriilirhat6 kor sugaranak fele.

Bizonyités: szintén vektorok segitségével torténik. Legyenek az ABC haromszog oldalfelezo
pontjai az abran lathaté médon A, B, és C;, a magassagok talppontjai Az, B,, C,, a magassag-
pont (M) és a csticspontok dltal meghatdrozott szakaszok felezéspontjai A3, B3 €s C3, a koriilirt
kor kozéppontja O. A tételt elegendd belatni egy megfeleld pontharmasra is, mert a pontok
egyenrangisiga miatt akkor a tétel mar a tobbi pontra is bizonyithato.
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Legyen MO szakasz felezespontja K. Hasznaljuk O pontot vonatkoztatasi pontnak Legyenek
a kovetkezd vektorok: OA=a, OB =b, OC =c¢ . Ekkor igazolhatéan m = OM =a+b+c, és
m a+b+c
foy k=0K =— =
gy > >
a+b a+b+c c

A C;-be mutaté helyvektor: ¢, =0—C1:¥, ekkor K—Cl:cl—kz ST, Ty

Azt kaptuk, hogy KC, szakasz hossza a koriilirt kor sugardnak fele, mivel ¢ vektor hossza a
koriilirt kor sugara.

. — +b
Az MC szakasz M; felezéspontjdba mutaté helyvektor: ¢, =O0C, = m2 =k +§. Ekkor

K—C3 =¢,—k =k +§—k = % Tehat KC5 szakasz hossza ugyancsak fele a koriilirt kor sugara-

nak.

A C2 Cl B

Vagyis C; és C; biztos rajta van a K kézéppontd koron, ahol K az MO szakasz felezéspontja.
De e két pont egyuttal a&tmérdt is hatdroz meg, mivel a K-bdl C;-be illetve Cs-ba mutatd vek-
torok csak eldjeliikben kiilonboznek egymastdl. C,C; tehét a Feuerbach kor dtmérdje.

C; pontbdl C,C; szakasz derékszog alatt latszik, igy Thalész tétele miatt rajta kell lennie a
C1C5 atmérdji koron. Ezzel belattuk, hogy C;, C,, C; pontok mindegyike rajta van az MO
szakasz felezéspontja koriil a koriilirt kor sugardnak felével, mint sugdrral rajzolt koron. Az
elébbi gondolatmenethez hasonléan igazolhatd, hogy A;, As, Az, valamint By, B, B3 pontok is
rendre illeszkednek a korre.

Feuerbach-tétel: A Feuerbach-kor beliilrdl érinti a haromszog beirt korét, valamint kiviilrél a
haromszog hozzairt koreit.

Bizonyitas: A tételt a beirt kor esetén bizonyitjuk, a hozzairt korokre hasonléan beldthatd.
Legyen a Feuerbach-kor kozéppontja F, a beirt koré K. Ha a koréirt kor sugara R, akkor a

R
Feuerbach-kor sugara: — . Legyen emellett a beirt kor sugara r.

R
Ha igaz a tétel, vagyis a beirt kor beliilrdl érinti a Feuerbach-kort, akkor FK = E—r. Meg-

mutatjuk, hogy ez igaz. A bizonyitas ismét vektorokkal torténik: legyen a vonatkoztatdsi pont
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a koréirt kor O kozéppontja, ekkor OA=a, OB=b, OC =c, a beirt kor kozéppontjara igy

K =OF = aa+bb+cc.
a+b+c
Emellett f = OF = atbte ,igy

FK=‘ﬁ‘:|f—k|:|a+b+c—aa+bb+c |:| s—a)a+(s—b)b+(s— C)C|.
| S T

Felhasznalva, hogy 2be=2R’—a”, hasonléan 2ca=2R’—b> és 2ab=2R">—c” (bizonyités
az Euler-tételnél), a kérdéses tavolsag négyzete:

%(R2 (3s2 +a’+b*+c? —2s(a+b+c))+
s

+2ab(s—a)(s—b)+2be(s—b)(s—c)+2ca(s—c)(s—a)) =

FK* =

:41_2(Rz(az+b2+c2 =57 )+(2R* =¢*)(s~a)(s—b)+
s

+(2R*=a*)(s—b)(s—c)+(2R* =b*)(s—c)(s—a)) =

=%(Rz(a2 +D7 +¢7 =57 +65° —25(2a+2b+2c)+2ab+2bc + 2ac ) -

4s

—cz(s—a)(s—b)—a2(s—b)(s—c)—bz(s—c)(s—a))=
! (s R? —sabc+1( a4—b4—c4+2a2b2+2b202+2c2a2))
4s 4

Felhaszndlva, hogy T =sr és T = %, valamint a Heron-képlet bizonyitdsanal latottak sze-

rint;
1677 =—a* —b* —c* +2a°b* + 2b°c* + 2%a°,
ezért

2 2
FK> Z%(SZRZ —4sTR+4T2)=R——rR+r2 _(R_, )
4s 2 2

Az Euler-tétel egyszeri kovetkezménye, hogy g— r 20, igy mindkét oldalbdl négyzetgy kot

vonva adodik az allitas: FK = g—
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Heron-képlet

Tétel: Az a, b és c oldald hdromszog teriilete T = \/s(s —a)(s—b)(s—c), ahol s a hdromszog

félkertilete.
Bizonyitds: huzzuk meg az ABC haromszog c C
oldaldhoz tartozé magassdgat, melynek talp-
pontja legyen T. Az a oldal c-re vonatkoz6
merdleges vetiilete legyen x, ekkor b oldal me-
réleges vetiilete c-re ¢ —x. a
Irjuk fel Pitagorasz tételét ATC és TBC harom- b
szOgben is: m,.

a’=x"+m’ }

b’ =(c—x)2+mf

Vonjuk ki egymasbdl a két egyenletet:
a’-b=x"+m’ —(02 —26x+x2)—mf
a’—b*=x"—c*+2cx—x’

2 2 2
a —b"=2cx—-c

Ebbdl az egyenletbdl: 2cx=a’ —b” +c*. Szorozzuk az a® = x> +m’ egyenlet mindkét oldald-
val 4¢* -tel:
da’c® =4c’x* +4c*m’

da’c’ = (2C)C)2 +(2cm, )2

Irjuk be ebbe az egyenletbe a 2cx-re kapott értéket, és hasznaljuk fel, hogy a kapott egyenlet
jobb oldaldnak masodik tagja nem mads, mint a hdromszog négyzetes teriiletének a négyzete:

2
da’c® = (a2 -b*+c’ )2 +(4- C’;" J
4a*c® —(a2 —b*+¢? )2 =16T"

A kapott egyenlet bal oldaldn elvégezziik a négyzetre emelést, majd azonos atalakitisokat
végziink:

16T =4a’c? —(a2 —-b*+c? )2

16T =4a’c* - (a4 +b* +c* =2a’b* -2b°c* + 2a2c2)

16T* =4a’*c® —a* —b* —c* +2a’°b* +2b°c* —2a°c’

16T* =2a’b* +2b*c* +2a°c* —a* —b* - ¢*

167 =(az+2ac+c2 —192)(192—cz2 +2ac+cz)
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1677 =((a+c)2 —b2)(b2 —(a—c)z)
16T* =(a+b+c)(a=b+c)(a+b-c)(-a+b+c)

Alakitsuk 4t a jobb oldalt dgy, hogy megjelenjen benne a félkeriilet:

16T% =(a+b+c)(a—b+c)(a+b-c)(-a+b+c)
.a+b+c—2b_2'a+b+c—2c_2'a+b+c—2c
2 2 2
167* =16s(s—b)(s—c)(s—a)
T?=s(s—a)(s=b)(s—c)

a+b+c

16T° =2. 2

Mivel mindkét oldal nemnegativ, vonhatunk négyzetgyokot, és igy épp a kivant egyenldséget
kapjuk:

Tz\/s(s—a)(s—b)(s—c).

Thalész-tétel

Thalész tétele: Ha egy kor atmérdjének A és B
végpontjat 0sszekotjiik a korvonal egy harmadik P
pontjaval, akkor APB haromszog derékszogli, és
atfogdja AB.

Bizonyitas: Vegyiik fel az dbran lathaté P pontot az
AB atmérdjli korvonalon ugy, hogy ne essen egybe
A-val és B-vel. Tiikrozziik APB haromszoget a kor
O kozéppontjéra, kapjuk az AP’BP négyszoget. A tiikkr6z€s tulajdonsagai miatt ezen négyszog
PP’ is a kor egy atmérdje, igy a kapott négyszog atléi egyenld hossziak és felezik egymadst.
Az ilyen tulajdonsagu négyszog viszont a téglalap. Tehdt AP’BP téglalap, ebbdl kdvetkezéen

minden szoge derékszog. Igy APB< is derékszog, és ezt kellett bizonyitanunk.

A tétel megforditésa:

Tétel: Ha egy haromszog derékszogli, akkor koréirt korének kozéppontja az atfogé felezés-
pontja.

Bizonyitds: Tekintsiik az dbran lathat6 ABC derékszogii
haromszoget, és tiikrozziikk a haromszoget az atfogd F
felezOpontjara! Ily médon kapjuk ABA’C négyszoget,
mely téglalap (ugyanis a tiikkrozés miatt szemkozti olda-
lai megegyeznek, tehdt paralelogramma, és a haromszog
derékszoglis€ge miatt két szemkozti szoge derékszog,
emiatt minden szoge derékszog). A téglalap atléi egyen-
16k és felezik egymdst. Emiatt CF = BF = AF , tehat F' a hdromszog csuicsaitdl egyenld tavol-
sdga van, ez pedig éppen azt jelenti, hogy a hdromszog koré irt kor kozéppontja az F pont.

C

A két tétel egyiitt:
Tétel: A sik azon pontjainak halmaza, amelybdl egy szakasz derékszog alatt latszik, a sza-
kasz, mint 4&tméro folé rajzolt kor, kivéve a szakasz két végpontjat.
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Ezen kort a szakasz Thalész-korének nevezziik.

Pitagorasz-tétel

Pitagorasz tétele: a derékszogli haromszog befogdjara

emelt négyzetek teriiletének Osszege egyenld az atfogoéra C
emelt négyzet teriiletével.

A tételt tobbféleképpen is megfogalmazhatjuk, pl. igy is: S
a derékszogli haromszog befogdinak négyzetdsszege  C b A
egyenld az atfogd négyzetével. Az dbra jeloléseit hasz-

nalva Pitagorasz tétele:

a’+b*=c?

Bizonyités: a tételnek sokféle bizonyitdsa 1étezik. Mivel e tétel az egyik legnevezetesebb a
geometridban, tobb bizonyitést is bemutatunk.

(1) Els6 bizonyitas: legyenek egy derékszogli haromszog befogdi a és b, atfogdja c. Rajzol-
junk két egybevagd, a+b oldald négyzetet, és helyezziink ezekben el a kovetkezd oldali ab-
ran lathaté médon négy-négy derékszogli haromszoget.

Ha a nagy négyzet teriilete 7, a derékszogii haromszogé pedig ¢, akkor jol lathatéan az elsé

négyzet teriilete: 7 =4t+a’+b°. A misodik négyzetben a derékszogii haromszogek egy
rombuszt hatdrolnak, ugyanis egy olyan négyszogrdl van sz6, melynek minden oldala c. De-
rékszogli haromszogekrol 1évén sz, a+ [ =90°, igy az A pontndl 1évé szogekre:

@=180°—(a+ £)=180°-90°=90°. Hasonl6an beldthat6, hogy a mdsodik négyzetben a

derékszogli haromszogek altal kozrefogott rombusznak minden szoge derékszog, vagyis a
kérdéses rombusz egy c oldald négyzet.

b b a
c a a
a b
¢ b
b
a
iNS7
a A b

Ekkor a mésodik négyzet teriiletére felirhatS, hogy T =4t+c’. Ezt dsszevetve azzal, hogy
T=4t+a’+b*:
dt+c* =4t+a’ +b°
c=a’+b’
Ezt kellett bizonyitanunk.
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(2) Miasodik bizonyitds: [rjuk fel az dbrdn lathaté derékszogii hdromszogben a befogétételt,

majd adjuk Ossze a kapott két egyenletet:

@ =cq L+
b*=cp

a’+b*=cp+cq
a’+b’ =c(p+q)

%/_/

c

a’+b*=¢?

Ezzel a tételt belattuk.

C

(3) Harmadik bizonyitds: Legyen a derékszogli haromszog két befogdja a és b, atfogdja c, és

legyen a kisebb b-nél. Rajzoljunk
ab-vel, mint sugdrral egy kort,
melynek kozéppontja legyen az
abrén l4that6 médon a B pont.

Ekkor az érint6- €s szel0szakaszok
tételét felirva:

C

A
b’ =(c+a)(c—a)
p=c—g°
a’+b’=c

Tehat a tételt bebizonyitottuk.

(4) Negyedik bizonyitds: barmely haromszogre igaz a koszinusztétel: ¢* =a’ +b> —2abcos ¥ .

Derékszogli haromszog esetén ¥y =90°, igy ¢’ =a’ +b* —2abcos90°=a’ +b*, és ezt kellett

bizonyitanunk.

(5) Otodik  bizonyitds:  barmely  szogre
sina@+cos’@=1. Derékszogli hiromszogben e
szogfliggvények az dbran lathat6 moédon oldalak
ardnyit jelentik. gy az egyenlet:

()

Vagyis:
2 2
a b
—+—=1
&
a’*+b*>=c’

Ezt kellett bizonyitanunk.
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Pitagorasz tételének megforditasa:
Tétel: Ha egy haromszog két oldaldnak négyzetosszege egyenld a harmadik oldal négyzeté-
vel, akkor a haromszog derékszogi.

Bizonyités: Irjuk fel a koszinusztételt: ¢* =a® +b> —2abcosy . A feltétel szerint a* +b* = c?,
igy:
> =c*-2abcosy
0=2abcosy

Mivel a és b egy haromszog oldalhosszainak mérdszamai, biztosan pozitivak. A kapott egyen-
16ség tehat csak ugy teljesiilhet, ha cosy=0. Viszont ¥ egy hdaromszog bels6 szoge, igy ez

az egyenlOség csak akkor igaz, ha ¥ =90°, és ezt kellett bizonyitanunk.

Pitagorasz tétele és megforditdsa egyiitt:
Tétel: Egy haromszog akkor és csak akkor derékszogii, ha két oldalanak négyzetosszege
egyenld a harmadik oldal négyzetével.

Pitagorasz tételéhez hasonld Osszefiiggések igazak hegyesszogl, illetve tompaszogii harom-
szogekre is. Belathatd, hogy ha egy hdromszog hegyesszogii, akkor a® +b” > ¢, ha tompa-
szogli, akkor a’ +b° < c?, ha ¢ a haromszog leghosszabb oldala.

Magassagtétel, befogotétel

Befogoététel: Derékszogli haromszogben barmely befogd hossza mértani kozepe az atfogénak
és az adott befogd atfogéra merdleges vetiiletének. Az dbra jelolései szerint: b=./cp és

a=eq.

Bizonyitds: ATC hdromszog hasonlé ABC-
hoz, mivel szogeik paronként egyenldk.
Ekkor a megfeleld oldalak ardnyai meg-
egyeznek:

b_c
p b
2 _

b*=cp A p

Mivel mindkét oldal nemnegativ, vonha-
tunk négyzetgyokot, és ebbdl mar adddik a bizonyitand6 4llitds. A tétel a masik befogora tel-
jesen hasonloan lathato be.
Magassagtétel: Derékszogli haromszog- S
ben az atfogéhoz tartozé magassag a befo-

gok atfogdéra merdleges vetiileteinek mér-

tani kozepe, vagyis az édbra jeloléseivel: b

mc:\/ﬁ'

Bizonyitds: ATC haromszdg hasonlé 7BC
haromszoghoz, mert szogeik pdronként A p
egyenlok. Ekkor a megfeleld oldalak ara-
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nya megegyezik:

m.o_q
p mc
m = pq

Mivel mindkét oldal nemnegativ, vonhatunk négyzetgyokot, és igy adodik a bizonyitandd
allitas.

Poligonok

Konvex sokszdgek belso €s kiilsd szogeinek Osszege

Definicié: n oldali sokszognek (n-szognek) nevezziik az olyan zart sikidomot, melyet ~
db szakasz hatarol.

A definiciébdl kovetkezden az n-szognek n db oldala, szoge és csticsa van. A nem szomszé-
dos csticsokat 6sszekotd szakasz a sokszog 4tloja.

n(n—3)
2

Bizonyités: a sokszog egy csicsabol nem hizhaté atlé 6nmagédba valamint a két szomszédos
csucsba (e két csuccsal ugyanis két oldal koti 0ssze). Egy csucsbdl tehédt 3-mal kevesebb atld
hizhaté, mint ahdny csticsa van a sokszognek. Tehét egy csticsbdl n oldali sokszog esetén

n—3 db 4tl6 hizhatd, igy n csicsbol 8sszesen n(n—3) db atlét rajzolhatunk. Viszont mivel

Tétel: Az n oldali konvex sokszognek db atldja van.

egy atlonak két végpontja van, ezért minden atlét kétszer szamoltunk. Vagyis a kapott ered-

. n(n-3
ményiinket osztani kell kettovel. Igy kapjuk, hogy n oldali sokszog atléinak szama %,

és ezt kellett bizonyitanunk.

Tétel: Az n oldald konvex sokszdg belsd szogeinek dsszege (n—2)180°.

Bizonyités: az el6z0 tétel bizonyitdsa sordn felismertiik, hogy a sokszdg egy csicsdbol n—3
db atlé hizhat6. Ezen atlok viszont a sokszoget n—2 hdaromszogre bontjadk, melyek belsd
sz0geinek Osszege megegyezik a sokszog belsd szogeinek Osszegével. Mivel a hdromszog
belsd szogeinek Osszege 180°, ezért a sokszog belsé szogeinek sszege (n—2)180°.

Tétel: Az n oldald konvex sokszog kiilsé szogeinek 0sszege 360°.

Bizonyités: a konvex sokszog kiils0 szogeit a haromszog kiilsé szogeihez hasonldan értelmez-
ziik, vagyis egy belsd szog kiilsé szoge a belsd szog kiegészitd szoge. Legyenek a sokszog
belsO szogei rendre &; @,; ...; &, , ekkor kiilso szogeinek Osszege:

180°— ¢, +180°— ¢, +...+180°— ¢, =180° - n— (e, + &, +...+ ) =
=180°-n—(n—2)-180°=180°-n—180°-n+2-180° = 360°.
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Erinténégyszogek

Definicié: Erinténégyszognek nevezziik az olyan négyszoget, amelynek oldalai egy kor
érintéi. Ezzel ekvivalens a kovetkez6 definici6 is: Erinténégyszog az olyan négyszog, amely-
be kor irhato.

Az érintdnégyszog az aldbbiakban részletezett tétel alapjan is definidlhato.

Erinténégyszogek tétele

Erint('inégysziigek tétele: Ha egy négyszog érinténégyszog, akkor szemkozti oldalainak 6sz-
szege egyenld, vagyis a szokdsos jelolésekkel: a+c=b+d .

Bizonyités: Az érintdnégyszogbe irt kor kozéppontjat kossiik Ossze az érintési pontokkal, me-
lyek legyenek rendre E;, E,, E3 és E4. Mivel kiils6 pontbdl a korhoz hizott érintészakaszok
egyenl hosszuak, ezért

D
AE = AE, és BE, = BE, és
CE, = CE, és DE, = DE, E, Es :
Eszerint: 0 E»
AB+CD=AE +BE, +CE, + DE, =
=AE,+BE,+CE,+DE, =
=AE,+DE,+BE,+CE,=AD+BC A E, B
AD BC

Tehat AB+CD = AD + BC, és ezt akartuk bizonyitani.

Az érintdnégyszogek tételének megforditisa:

Tétel: Ha egy konvex négyszogben a szemkozti oldalak hosszanak dsszege egyenld, akkor a
négyszogbe kor irhatd (érintdnégyszog).

Bizonyités: indirekten torténik. Tegyiik fel, hogy egy
konvex négyszog szemkozti oldalainak 0sszege egyen-
16, de a négyszogbe nem irhat6 kor. Ha nem érintdnégy-
sz0g, akkor barmely harom oldalegyenese altal megha-
tarozott hdromszogbe irt kor a negyedik oldalt nem érin- )
t1.

Ha nincs tompaszoge, akkor mind a négy szoge derék-
sz0g kell legyen, mert csak igy lesz belsd szogeinek
Osszege 360°. Ekkor viszont a szemkozti oldalhosszak
egyenldsége miatt négyzetet kaptunk, amely érint6-
négyszog.

Ha van tompaszoge, akkor harom kivalasztott
oldalegyenese Osszesen négy haromszoget hatdroz meg,
melyekbe négy kort irhatunk. Ezek koziil az egyik olyan, hogy az 4brdn lathaté mddon a
négyszog egyik tompaszogének szdrat €rinti, a masikkal pedig nincs kozds pontja.

C

A nem érintd oldal A csucsan at rajzoljunk érint6t a korhoz, a CD oldallal valé metszéspont
legyen E. Ekkor ABCE érintOnégyszog, vagyis érvényes rd az érintonégyszogek tétele:
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AB+CE =AE + BC

AED haromszog tompaszogl, igy leghosszabb oldala az AE, vagyis AE > AD . Ugyanakkor E
a CD oldal belsd pontja, emiatt CE < CD . Ekkor viszont:

AD+BC< AE+BC=AB+EC<AB+CD

U
AD+BC < AB+CD

A kapott eredmény viszont ellentmond annak, hogy a négyszog szemkozti oldalainak Osszege
egyenld. Tehat ellentmondéshoz jutottunk, vagyis a kiindulési feltevésiink helytelen volt. Eb-
bdl kovetkezik, hogy ha egy négyszog szemkozti oldalainak Osszege megegyezik, akkor az
érintpnégyszog.

Keriilet

Az érintdnégyszog oldalai is kiilonbozd hosszusaguak lehetnek, igy keriilete:
K=a+b+c+d.

Tertiilet

Tétel: Az érinténégyszog teriiletét a T =s-r Osszefiiggés adja meg, ahol s az érinténégyszog
félkeriilete, r pedig a beirhat6 kor sugara.

Bizonyités: Tekintsiik az dbrdn lathat6 érintdnégyszoget. Teljesiil rd az érintdnégyszogek téte-
le, igy AE, =AE, és BE, = BE, és CE, =CE, és DE, = DE, , ezen szakaszokat x-szel, y-nal,

z-vel és u-val jeloltiik.

Ekkor az érinténégyszog teriilete 8 derékszogli haromszog teriileteként irhaté fel, melyek pa-

ronként egybevigok (egy oldaluk és két szo-

gilk megegyezik, mivel a beirt kor kozép-

pontja egyben a szogfelezOk metszéspontja

1s).

Tehat:

7=22"42. 2 0.
2 2 2 2

=r(x+y+z+u).

Viszont a haromszog keriilete:

K=2x+2y+2z+2u=2(x+y+z+u),

vagyis x+y+z+u :?zs, és igy a teriiletre kapott kifejezés: T=r(x+y+z+u)=rs, és

ezt kellett bizonyitanunk.
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Hurnégyszogek

Definicio: Hirnégyszognek nevezziik az olyan négyszoget, amely koré kor irhato.

Ezzel ekvivalens az a definici6, hogy hurnégyszognek nevezziik az olyan négyszdget, mely-
nek oldalai egy kor hurjai.

A hurnégyszoget emellett definidlhatjuk a kovetkezo tétellel is, melyet hirnégyszogek tételé-
nek neveziink.

Hiirnégyszogek tétele C

Hurnégyszogek tétele: Ha egy négyszog hiarnégy-

sz0g, akkor szemkozti szogeinek dsszege 180°.

Bizonyitas: a keriileti és kozépponti szogek tételét 2a
hasznaljuk fel. Ha az 4brdn lathat6é hirnégyszog két 2y
szemkozti szoge a ¢€s ¥, akkor a hozzdjuk tartozé |,

ivekhez tartoz6 kozépponti szogek 2« illetve 2y, Vi

és az 4bran lithaté modon ezek épp a teljesszoget A
teszik ki:

200+ 2y =360°
a+y=180°

Mivel a négyszog belso szogeinek Osszege 360°, ezért a masik két szemkozti szog Osszege is
180°. Ezzel a tételt belattuk.

A tétel hasonldan igazolhat6 olyan hirnégyszogre is, melynek koré irhat6 korének kdzéppont-
ja a hurnégyszdgon kiviil van.

A tétel megforditasa:

Tétel: Ha egy négyszog szemkozti szogeinek osszege 180°, akkor a négyszog hiirnégyszog.
Bizonyités: indirekt dton torténik. Tegyiik fel, hogy egy négyszog egyik szoge a és a vele
szemkozti szog ¥ =180°—¢«, de nem irhaté koré kor (lasd kovetkez6 oldali dbra). Harom
pont koré mindig irhaté kor, legyen ez az 4dbran lathat6 médon az ABD haromszog koréirt
kore, melyre C nem illeszkedik. Két eset lehetséges, C vagy a koron beliil, vagy azon kiviil
van, ezt az alabbi két abra szemlélteti:

Barmelyik esetet is tekintjiik, CD egyenese metssze a kort az E pontban. Ekkor ABED négy-
sz0g huarnégyszog, és emiatt igaz rda h Urnégyszogek tétele, vagyis BEC szdg nagysdga
180°—«. Viszont mivel BCD szog is 180°—«, ezért BCE szog «. Ekkor azonban az ECB
haromszog egyik szoge «, masik szoge 180°—«, és mivel egy harmadik szoge is van, a
sz0gosszeg nem adddna 180°-nak. Tehat ellentmondashoz jutottunk, igy a kiindul6 allitasunk
helytelen.

Tehat, ha egy négyszog szemkozti szogeinek dsszege 180°, akkor a négyszog hirnégyszog.

A két tétel egyiitt:
Tétel: Egy négyszog akkor és csak akkor hirnégyszog, ha szemkozti szogeinek dsszege 180°.
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Keriilet

A hurnégyszog keriiletét, mivel oldalai kozott nincsenek feltétleniil egyenldk, az dltalanos
négyszogekre jellemzé K =a+b+c+d képlettel szamithatjuk.

Teriilet

A hurnégyszogek teriiletképlete (éppen azért,
mert kor frhaté koréjiik), hasonlésdgot mutat
a haromszogek Héron-féle teriiletképletével
(egy haromszog koré is mindig irhat6 kor).

Tétel: Az a, b, ¢ és d oldali hirnégyszog
teriiletét a T=\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)

Osszefiiggés alapjan szamithatjuk, ahol s a
huarnégyszog félkeriilete.

Bizonyités: Irjuk fel az abran lithaté ABCD
hirnégyszogben ABD és BCD  ha-
romszogekben f-re a koszinusztételt!

fP=a"+b"—2abcosa,és f>=c*+d’ —2cd cos (180" - ).

Az egyenletek jobb oldalat egyenldvé téve, valamint a cos(180° —0{) =—cosa Osszefiiggést

hasznalva, kapjuk, hogy:
a’+b>—2abcosa=c’ +d* +2cd cos

Az egyenletet rendezziik cos -ra:
a’+b’—c*-d’
2(ab+cd)

(1) cosa =
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Most fejezziik ki a hurnégyszog T teriiletét ABD és BCD haromszogek teriiletének Osszege-
ként, a trigonometrikus teriiletképletet haszndlva:

absina+CdSin(180° —05) B absina+cdsina B sina'(

T= =
2 2 2 2

ab+cd)

A kifejezés atalakitdsa sordn kihaszndltuk, hogy sin (180" —0{) =sina. A kapott 0sszefiiggés-
bdl kifejezziik sin -t:
2T

(2) sina = .
ab+cd

Emeljiik négyzetre az (1) és a (2) egyenleteket (mivel mindkét egyenletben mindkét oldal
nemnegativ, ezt megtehet;jiik):
. 4T? 5 (a2+b2—c2—d2)
sin“ @ =—— cos"a= >
(ab+cd) 4(ab+cd)

Mivel sin* a@+cos’ @ =1, ezért:

2

2

4T? (a2+b2—c2—d2)
+
(ab+cd)’ 4(ab+cd)’

=1
A tortet eltavolitva:

1672 +(a* +b7 —c* —d*) = 4(ab+cd)’

Az egyenletet 167 -re rendezziik, majd azonos 4talakitdsokat végziink:

2

16T% =4(ab+cd)’ —(a* +b* = c* —d?)
1677 =[2(ab+cd)—a’ —b* +¢* +d* || 2(ab+cd)+a* +b* —c* —d” |
2ab+2cd —a’ =b* +¢* +d” |-| 2ab+2cd +a* + b =’ —d” |

(c+d) (a—b) }'[(a+b) —(c—d)zJ

=
16T =| > +2cd +d* ~(a* =2ab+b") |-| @’ +2ab+b* ~(c* ~2¢cd +d”) |
(

Ha bevezetjiik az s = W jelolést, akkor egyenletiink a kovetkezd alakba irhato:

167% =2(s—a)-2(s—b)-2(s—c)-2(s—d)
16-tal osztva és az egyenlet mindkét oldalabol négyzetgyokot vonva kapjuk, hogy:

T=\/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d).
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Ptolemaiosz-tétel

A hurnégyszogek oldalai valamint atléi kozti érdekes Osszefiiggést mondja ki a kovetkezo
tétel, mely Klaudiosz Ptolemaiosz nevéhez
flizdik:

Ptolemaiosz tétele: Egy hirnégyszog atlo-
inak szorzata megegyezik a szemkozti
oldalak szorzatdnak Osszegével, vagyis a
szokdsos jelolésekkel: ef =ac+bd .
Bizonyitas: Vegyiink fel az abran lathat6
hirnégyszog AC étldjan egy olyan E pon-
tot, hogy ADE<{=BDC< teljesiiljon.

Ugyanakkor a ¢ oldal a kor pontjaibol
ugyanakkora szog alatt l4tszik, azaz:

DAC<=DBC«.

DAEA tehat hasonld6 DBCA-hdz, mivel
két belso szogiik (és igy minden belsd szo-
giik) megegyezik. Ekkor viszont a megfeleld oldalak ardnya megegyezik:

DA_DB
AE BC

Vagyis:
(1) DA-BC = AE-DB

Az eldbbihez hasonlé mdédon taldlhatunk
még hasonl6 haromszogeket rajzunkon (5.

abra). Ugyanis ADB<<=EDB<, és a d ol-
dal a koriv pontjaibdl szintén azonos szo-
gek alatt litszik: ABD<=ACD<. Igy

ABDA hasonl6 DECA-hoz. A megfelel6
oldalak ardnya megegyezik:

EC_AB
CD BD

Tehat:
(2) AB-CD=EC-BD

Adjuk 6ssze (1) és (2) egyenleteket!

AD-BC+AB-CD=AE-BD+EC-BD
AD-BC+AB-CD=BD-(AE+EC)
AD-BC+AB-CD=BD-AC
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Vagyis a kapott egyenlet: bd +ac =ef , és ezt kellett bizonyitanunk.
Szabalyos sokszogek szogei €s szimmetridik

Definicié: szabalyos n-szognek nevezziik az olyan n oldala sokszoget, melynek minden
oldala egyenl6 hossziisaga és minden belsé szoge egyenlo nagysagu.

A kovetkez0 abran szabalyos hdrom-, négy-, 6t- és hatszoget lathatunk. A szabdlyos négyszog
nem mads, mint a négyzet.

Minden szabalyos sokszognek vannak szimmetriatengelyei, emellett minden szabdlyos sok-
sz0g forgdsszimmetrikus a szimmetriatengelyeinek kozéppontjara.

Minden szabdlyos sokszogbe és koré kor irhatd, vagyis a szabalyos sokszogek érintd- €s
hirsoksokszogek.

Belso szogek

) . ) ) . . (n-2)180°

Tétel: Az n oldalu szabalyos sokszog belsd szogeinek nagysiga —————.

Bizonyitds: n oldalu sokszog belsd szogeinek Osszege a fentebb bizonyitottak szerint
(n—2)180°. A definicié szerint a szabélyos sokszdg belsd szogei megegyeznek, igy n oldald

(n—2)180°

szabdlyos sokszog egy belsd szogének nagysdga , s ezt kellett bizonyitanunk.

Keriilet

Mivel a szabdalyos sokszog minden oldala egyenld, egy n oldald sokszog keriilete: K =n-a,
ahol a a sokszog egy oldaldanak hossza.

Teriilet

Tétel: Ha az n oldalud szabalyos sokszog egy oldaldnak hossza a, akkor teriilete:

az'tg(n—2)180°
T=n- 2n
4

Bizonyitas: Minden szabalyos sokszog koré kor irhatd, igy van olyan pont a sokszog belsejé-
ben, amelyt3l minden csticsa azonos (R) tivolsdgra van. Igy a szabdlyos n szog e kozéppont
és a csucsok 4ltal meghatdrozott R hosszusagu szakaszok segitségével feldarabolhaté n db
egybevagd egyenld szari haromszogre.
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Meghatarozzuk tehédt egy db ilyen hdromszog teriiletét, és azt n-szel szorozva kapjuk meg a
kivant sokszog teriiletének nagysagat. )

Egy ilyen haromszog teriilete: T = %. A magas-

sdgot azonban egy tangens-szogfiiggvénnyel meg-
hatarozhatjuk:

Ugyanakkor azt is tudjuk, hogy a szabdlyos n-szog

(n—2)180°

egy belsé szogének nagysaga: Ezt

beirva a magassagot megado osszefiiggésbe a helyére:
(n—2)180°

(n-2)180°
2 2 2n ’

— . t
T=4m_ : £ 2n _ ¢ 8 2n
= = =
2 2 4
-2)180°
a2 . tg u
Ezt a teriiletet n-nel szorozva kapjuk a szabalyos n-szog teriiletét: T =n- 1 2n

Definicio: Egy alakzat szimmetrikus, ha van olyan egybevagésagi transzformacié (az
identitas, vagyis helyben hagyas kivételével), mely az alakzatot 6nmagaba viszi at.

Az egybevagdsigi transzformaciok tobbfélesége miatt tobbféle szimmetriat kiilonboztetiink
meg, pl. besz€liink tengelyes, kozéppontos €s forgdsszimmetridrol. A kovetkezOkben éltaldno-
san jellemezziik a szimmetridkat, melyekben attekintjiikk a szabdlyos sokszdgekre vonatkoz6
esetet is.

Tengelyes szimmetria

Definicio: Tengelyesen szimmetrikus egy alakzat, ha van sikjaban olyan tengely, melyre
tiikrozve az alakzatot a képe onmaga.

Tengelyesen szimmetrikus:

(1) a kor, minden a kozéppontjan dtmend egyenesre. Mivel egy ponton at végtelen sok egye-
nes rajzolhatd, a kornek végtelen sok szimmetriatengelye van.

(2) az egyenld szard haromszog, szimmetriatengelye az alap felezdmerdlegese.

(3) a szabalyos haromszog, minden oldalfelez6 (szogfelezd) egyenesére.

(4) a hurtrapéz az alapok felezOmerdlegesére.

(5) a deltoid az egyik atl6 egyenesére.
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(6) minden szabdlyos sokszog.
A (4) és (5) 4llitosabol kovetkezoen tengelyesen szimmetrikus a téglalap (két tengely), a rom-
busz (2 tengely) és a négyzet (4 tengely) is.

Kozéppontos szimmetria

Definicio: Kozéppontosan szimmetrikus egy alakzat akkor, ha létezik a sikjaban egy
olyan pont, amelyre az alakzatot tiikrozve az 6nmagaba megy at.

Kozéppontosan szimmetrikus:

(1) a kor a kozéppontjara.

(2) minden paralelogramma, az atlok metszéspontjara.

(3) minden péros oldalu szabalyos sokszog, a koréirhatd kor kdzéppontjéra.

Ko6zéppontosan szimmetrikus haromszog nem létezik. A (2) éllitasbol kovetkezik, hogy min-
den rombusz, téglalap és négyzet is kozéppontosan szimmetrikus.

Forgdsszimmetria

Definicié: Egy alakzat forgasszimmetrikus, ha van az alakzat sikjaban olyan pont, mely
koriil adott szoggel elforgatva az alakzat 6nmagaba megy at.

Forgdsszimmetrikus:

(1) minden kor a kozéppontjara, a forgatds szoge tetszoleges.

(2) a szabalyos haromszog a koréirhato kor kozéppontjara, a forgatds szoge 120° vagy annak
egész szamu tobbszorose.

(3) a paralelogramma, a forgatds kozéppontja az 4tlok metszéspontja, a forgatas szoge 180°
vagy annak egész szamu tobbszordse.

Emellett minden szabdlyos sokszog forgdsszimmetrikus, a forgatds kozéppontja a koréirhatod
o

kor kozéppontja, szoge pedig n oldali szabdlyos sokszog esetén , illetve ennek egész

n
szamu tobbszorose.

Egybevagdsagi transzformécidok egymads utdni elvégzését a geometriai transzformdaciok szor-
zatanak nevezziik. Egybevagdsdgi transzformaciok szorzata is egybevagosagi transzformacio.
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Aranymetsz€s

Az aranymetsz€s a matematika egyik legnevezetesebb ardnya: Ugy oszt fel egy szakaszt két
nemegyenld részre, hogy a kisebbik rész ugy ardnylik a nagyobbikhoz, mint a nagyobb az
b

c . a
egészhez. Azaz a <b esetén: —= .
a+b

Meghatdrozand6 az aranymetsz€s ardnydt, legyen — = ¢ . Akkor a definici6 szerint:
a

, de az ardny negativ ér-

1+\/§

1+5
2

Azaz keressiik a ¢ —@p—1=0 egyenlet gyokeit. Ezek: O,=

tékének nincs értelme, igy az aranymetszés ardnya (,,az aranyszam”): @ = 5

Feladat az ardny hosszabbik szakaszanak
ismeretében a masik szakasz megszer-
kesztése. Ez pl. megoldhat6 a kovetkezd
modon: Legyen OA szakasz hossza a,
ekkor szerkessziink a szakasz egyenesét

i s a
érintd kort A-ban, melynek sugara 2

kozéppontja legyen K. Huzzuk meg OK
egyenest, metszéspontja a korrel legyen
az abrén lathaté médon C és D. Akkor a
korhéz hazott érintd- és szeldszakaszok
tétele alapjan:

a’=0B-0C
a’=b(a+b)
a a+b
b a

Vagyis megszerkesztettiik az ardny rovidebb, b hossziisdgu szakaszat.
Szabdlyos 0tszog és tizszog szerkesztése

Feladat adott sugard korbe szabdlyos 6tszog illetve tizszog szerkesztése. Tekintsiik az 4brat,
P T, . . v . . T PR ..
ahol az r sugari kor kozéppontja O. Szerkessziik meg a K kdzépponti 5 sugard kort a kor

egy atmérdjén az dbran lathaté médon, majd allitsunk ezen atmérdre merdlegest O-ban, egyik

46



metszéspontja a korrel legyen A. AK szakasz metszéspontja

A
az % sugaru korrel legyen B. Akkor Pitagorasz tétele sze-
rint: b B
2 2 r
, T r
rP+—=x+—-
++3)
2 2 c x O\ rg
rPPt—=xtxr+— 2

Vagyis x az r aranymetszete. Konnyen lathat6, hogy x a korbe rajzolhat6 szabdlyos tizszog
oldalhossza.

Most legyen C az dbran lathaté médon az atmérdn ugy, hogy OC = x. Akkor OCA harom-
szogben Pitagorasz-tételt felirva:

X +ri=0p.

Az is igazolhat6, hogy ekkor b a korbe irhaté szabdlyos 6tszog oldalhossza.

Kor

Kozépponti €s keriileti szogek

A kor azon pontok halmaza a sikban, amelyek egy adott ponttdl (a kor kozéppontjatol) egyen-
16 tavolsagra vannak.

Definicié: a korben kozépponti szognek nevezziik a két sugar altal meghatarozott szoget.
A sugarak a korbdl egyben két korivet is kimetszenek, igy beszélhetiink a korivhez tartozé
kozépponti szdgrol is. Amennyiben a koriv félkornél kisebb, tigy a kozépponti szog konvex,
ha az iv félkornél nagyobb, a kozépponti szog konkdv. Félkor esetén a kozépponti szog éppen
180°.

Definicié: a korben keriileti szognek nevezziik azt a szoget, melynek csiicsa a koron van,
szarai pedig vagy a kor hirjai, vagy egyik szara egy har, masik szara a kor egy érintdje.
Ez ut6bbi esetben érintd szaru kertiileti szogrol beszéliink.

A kor egy ivéhez végtelen sok keriileti szog tartozik. Ha az v félkornél kisebb, akkor a hozza
tartozé keriileti szog hegyesszog. Ha az iv félkornél nagyobb, akkor a keriileti szog tompa-
$z0g.

A kovetkez6 dbrdn az AB ivhez tartoz6 kozépponti szdget €s néhdny kertiileti szoget jeloltiink
be:
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A kertileti és kozépponti szogek kozti fontos kapcsolatot mondja ki a kovetkezd tétel:
Keriileti és kozépponti szogek tétele: A kor egy adott ivéhez tartozé kdzépponti szoge két-
szerese az ugyanezen ivhez tartozo keriileti szogeknek.

Bizonyitas: a tétel bizonyitdsa sordn 6 esetet kiillonboztetiink meg, ebbdl az utolsé harom érin-
té szdru keriileti szogekre vonatkozik, a tobbi eset pedig abban kiilonbozik, hogy milyen a
keriileti és a kozépponti sz6g viszonya.

(1) A kozépponti szog és a keriileti szog egyik szdra egybeesik:
Tekintsiik az 4brdn lathato AOB kozépponti és ACB keriileti
szoget. Mivel OBC hdromszog egyenld szard, ezért OBC szog
és OCB szdg nagysiga megegyezik. COB szdg az a szog ki-
egészitd szoge, igy OBC haromszogben felirva a haromszog
bels6 szdgeire vonatkozo Osszefiiggést:

180°—a+24=180°
2=«

A kapott egyenlet pedig éppen a bizonyitani kivant allitas.

(2) A kozépponti szoget tartalmazza a keriileti szog: ezt az ese-
tet visszavezetjiik az (1) esetre. Hizzuk meg az dbra szerint a
CO egyenest, ez a keriileti és a kozépponti szoget is két részre
osztja. Ekkor az el6zéekben bizonyitottak szerint:

A két egyenletet 0sszeadva:
o +a, =2(181 +162)
a=2p
Tehat a tételt ebben az esetben is belattuk.
(3) A kozépponti szog csucsa kiviil esik a keriileti szog

tartomanyan: hiuzzuk be az 4bra szerint a CO egyenest,
mely metssze a kort a D pontban. Ekkor a kérdéses szogek:

o=A0D <-BOD <
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B=ACD <-BCD <

Viszont az (1) pontban igazoltak szerint AOD<=2-ACD<, és BOD<=2-BCD«<.

Igy tehat: o =2-ACD<(—2-BCD< =23, és ezt kellett bizonyi-

tanunk.

(4) A kozépponti szog nagysiga 180°, a keriileti szog érintd
szaru: A tétel ez esetben adja magdt: az érint0 merdleges az
érintési ponthoz huzott sugirhoz, tehat ha a kozépponti szog
180°-0s, akkor a keriileti szog 90°-o0s, és a 180° a 90°-nak két-

SZerese.

(5) A kozépponti szog konvex szog, a keriileti szog érintd
szaru: Ekkor, mivel az érintési pontba huzott sugar merdle-
ges az érintére, OAB sz6g nagysidga 90°— f, és ekkora
ABO szbg nagységa is, mivel ABO haromszog egyenld sza-
ri. Felirva igy ezen hdaromszogben a haromszog belséd
sz0gosszegére vonatkozo Osszefiiggést:

a+90°— f+90°— 8 =180°
a=2p

Igy a tételt ez esetben is belattuk.

(6) A kozépponti sz0g konkav szog, a keriileti sz6g érintd
széaru: ekkor az el6zd esethez hasonléan OAB sz0g nagysa-
ga —90°, és ekkora OBA szdg is, mivel ABO haromszog
egyenld szard. AOB szog nagysiga 360°—«, igy ABO hi-
romszogben felirva a haromszogek szogosszegére vonatko-
70 Osszefiiggést:

B—-90°+ f—-90°+360°—a =180°
2=«

A tétel tehdt ez esetben is igaz.

Keriileti szogek tétele: Egy korben (vagy azonos sugart korokben) az azonos (vagy egyenld)

ivhez (ivekhez) tartozé keriileti szogek egyenlok.

Bizonyitas: Egy ivhez adott sugard korben csak egy kdzépponti szog tartozik, és ennek nagy-
sadga az ivhez tartozé keriileti szogek kétszerese. Bar keriileti sz6gbdl végtelen sok van, nagy-
sdguk mindig az ivhez tartoz6 kozépponti szog fele, tehit egyenlok.
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Lat6szog-koriv

Definicié: Egy alakzat barmely, az alakzaton kiviili pontbdl olyan konvex szogben lat-
szodik, melynek csicspontja a pont és e szog a legkisebb olyan szog, melynek szogtarto-
manyan kiviil az alakzatnak nincs pontja.

Tehat pl. a kovetkezd alakzat a P pontbol ¢ szogben latszodik:

Tétel: Azon pontok halmaza a sikban, melyekbdl egy adott szakasz konvex szogben latszo-
dik, két, a szakaszra szimmetrikus félkoriv, melyeknek a szakasz egy kozos hirja (kivéve az
ivbdl a szakasz végpontjait).

Ezen iveket a szakasz 1atokorivének nevezziik.

Bizonyitas: A tétel kozvetleniil adodik a keriileti

szogek tételébol. Ugyanis a korivet kiegészitjiik P
teljes korré, akkor a szakasz mint hur végpontjai

kozt a kornek egyben egy ive is taldlhatd, amely

adott szogben valdban a 1atokoriv pontjaibdl latszik,

mivel a keriileti szogek tétele miatt ezen iven egyen-

16 nagységu keriileti sz0gek nyugszanak.

Amennyiben a l4at6szog 90°-ndl kisebb, a korivek
félkornél nagyobbak, ha a latészog 90°-ndl kisebb, akkor a korivek a félkornél kisebbek, mig
ha a 14t6sz6g 90°, akkor a korivek éppen félkort alkotnak (a két szakaszra szimmetrikus félkor
pedig egy teljes kort, amit a Thalész-tétel is kimond).

o <90°
T~

o =90°

o >90°

S

Tehat a latokorivek tétele nem mds, mint a Thalész-tétel dltaldnositdsa tetszéleges konvex

szogre.

Ha egy szakasz adott szogli latokorivét kell megszerkeszteniink,
akkor a kovetkezOk szerint jarunk el.

Mérjiik fel a szakasz egyik végpontjdbol a szdget, majd az 1j szog-
szarral allitsunk merdlegest. Ezen merdlegesnek az eredeti szakasz
felezOmerdlegesével valé metszéspontja a 14tokoriv kozéppontja.

A szerkesztési eljaras azért helyes, mert a szakasz végpontjabol
felvett szog a 14tokor érintd szarud keriileti szoge, erre merdleges
szard sz0g az Uj szdrra 4llitott merdleges és a szakasz felezd merd-
legese éltal bezart szog, tehéat egyenld vele. E szog a szakasz és a
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kor kozéppontja dltal meghatarozott szog fele, amely nem mas, mint kzépponti szog. Tehat a
keriileti szogek éppen az adott szOg nagysagaval egyeznek meg, és a latokorivre illeszkednek.

Korhoz huzott érinto- és szeloszakaszok tétele

Tétel: Egy korhoz egy kiilsé pontbdl huzott

érintd a kiilsé pontbdl a korhoz huzott szeldsza- A
kaszok hosszdnak mértani kozepe. Az dbra jelo-
léseivel:

PE=+/PA-PB=+/PC-PD .

Bizonyitds: Hizzuk be AE és BE szakaszokat!
Ekkor EAB sz0g a BE ivhez tartozé keriileti E
sz0g, és BEP a BE ivhez tartozé érintd szard
keriileti szog. A keriileti szogek tétele miatt nagy-
A sdguk megegyezik. Ekkor viszont BEP hiromszog
hasonl6 AEP hiaromszoghoz, mert szogeik paron-

P ként egyenlék. Igy a megfeleld oldalaik ardnya
egyenld:
PE _PB
PA PE
PE*=PA-PB

E

Mivel mindkét oldal nemnegativ, vonhatunk
négyzetgyokot, és igy éppen a bizonyitandé allitast kapjuk.

Apolloniusz-kor

A kornek egyfajta definicidja a most kovetkezd tétel, mely Apolloniosz nevéhez kapcsoldodik.
Apolloniusz-tétel: Azon pontok halmaza a sikban, amelyeknek két pontt6l mért tavolsdganak
ardnya 1-t6l kiilonboz6 allando, egy kor.
Ezen kor kozéppontja a pontok altal meghatarozott egyenesen van, a kor a két pont dltal meg-
adott szakasz Apolloniusz-kore.
Bizonyités: SzerkesztendOk azok a pontok, melybdl
egy szakasz két végpontjatol mért tdvolsdguk ardnya 0 : L P e
1-t6] kiilonbozo éallandé (1 esetén ezen pontok hal- A B
maza a szakaszfelezd merdleges). Legyen ez a tavol-
sdgarany k:n. Az nyilvanvald, hogy a szakaszra illeszked6 egyenesen van két ilyen pont,
egyik a szakasz k:n ardnyu osztopontja, masik a szakaszon kiviil helyezkedik el, de az arany
teljesiil ra (az abran 2:3 arany lathato):

PA QA &k g

PB OB n
Tegyiik fel, hogy e két ponton kiviil a sik mas pont-
jaira is teljesiill a feltétel. Vegyiik fel az § pontot, O

melyre teljesiil, hogy SA = K . A B
SB n
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Az S, A és B pontok haromszoget alkotnak. A szog-
felezotétel értelmében, ha ﬁ = E, és P—A = E,
n PB n
akkor P pont rajta van az S-bdl kiindulé szogfele-
z6n. Hasonl6an, a kiilsé szogfelezdre vonatkozd
tétel miatt Q rajta van az S-nél 1évd kiilsd szog fele-
z0jén. Viszont egy hiaromszog adott csucsandl 1€vo
belsd és kiilsd szogfelezOk merdlegesek egymadsra,
tehat OSA szog derékszog. Ekkor viszont a Thalész-
tétel miatt S rajta van a QP atmérdjii koron.

Tehat a kérdéses tulajdonsdgu pontok a QP szakasz folé rajzolt Thalész-koron vannak rajta.
Ez nem mads, mint AB szakasz Apolloniusz-kore.

Apolloniusz-kor szerkesztéséhez tehét el6szor megkeressiik a szakasz egyenesén 1évé megfe-
lel6 két pontot, majd e két pont mint szakasz folé kort rajzolunk, igy kapva a megfelel6 alak-
zatot.
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