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Fraktalgeometria

Ez a jegyzet fraktalokrol és a matematika egy fontos tételének, a kontraktiv
leképezések elvének kiilonb6z6 valtozatairol szol. Targyalasunk soran a matematika
olyan teriileteire jutunk majd amelynek eredményei elsé pillanatban hihetetlennek
tinnek, ellentétben latszanak a ,jozan ésszel”. Meg fogjuk mutatni ezeknek

az eredményeknek néhany alkalmazasat az informatika, biologia, geodézia és
szamitogépes grafika teriiletén. Ezzel példakat szeretnénk adni a matematikai
modellalkotas folyamatara.

A jegyzet tizennégy ilyen példaval indul és csak ezutan tériink ré az elmélet
kérdéseire. A megfelel§, kékkel jelzett, hivoszora kattintva, mar a példak
tanulmé- nyozasa soran is lehetdségiink van attérni a példaval kapcsolatos
elméletre. 49 feladat ad interaktiv vonast a jegyzetnek és egy kiilon fejezetben,

a feladatok megoldasat is megtaldlhatja az Olvaso.

A kb. 140 oldal elsé fejezete a motivacios példakat tartalmazza. A masodik
fejezea fraktalgeometria alapvets fogalmait és tételeit dolgozza fel egy hagyomanyos
stilusban. Végiil a harmadik fejezet a feladatok megoldasahoz ad utmutatot és
kitekintést a fraktalokkal kapcsolatos tavolabbi problémékra.



1. fejezet

Motivaciés példak



1.1. A geometriai sor egy kiilonos Abrazolasa és
kibontasa

Egy geometriai sorozat természetes felirasa a
Tpy1=qr, n=01,2... xg=c (1.1)

rekurziv sorozat. Hiszen geometriai sorozatot akkor kapunk, ha egy ¢ szdmot
mindig ugyanazzal a ¢ szammal ujra meg ujra megszorzunk és az (1.1) formula
pontosan ezt fejezi ki. Az 1.1 abran az (1.1) sorozatnak egy geometriai szerkesztését
latjuk .

y=9x
Y Y el
Y=9x
4
qc
q%c
qc X X
0 . 0 ¢
1.1. 4bra.
Y
r Y=gx+c Y =gx+c

0<g<1 0<g<1

1.2. 4bra.



Rogton felvetddik a kérdés:

Milyen sorozatot kapunk akkor, ha az bra szerkesztését egy TETSZOLEGES
egyenessel végezziik?

Ekkor az (1.1) helyébe
Tpi1=qrp+c n=0,1,2,... 2o=0 (1.2)

1ép és a szerkesztés az (1.1) geometrial sorozat részletdsszegeinek a sorozatdt
jeleniti meg (1.2. abra.)

Az 1.2. &brabol leolvashato a ¢ hanyadosu és ¢ kezdetii (végtelen) geometriai
sor Osszege 0 < g < 1 esetén. Az (1.1) geometriai sorozat részletosszegeinek a
sorozatdt megjelenits lépcesk az y = qr+c és az y = v egyenesek metszéspontjaba
Jutnak be”. Ebbgl arra kovetkeztetiink, hogy a (végtelen) geometriai sor
Osszege ekkor az

r=qr+c (1.3)

egyenlet x megoldésa.

Az abrakbdl leolvasottak matematikai bizonyitasa.

A fenti gondolatmenet a szemlélet alapjan nyilvanvalénak tinik. Ha azonban
bizonyitans is akarjuk azt amit a szemlélet alapjan megéllapitottunk, akkor a
kovetkezSképpen jarhatunk el.

Az (1.2) rekurziv formulat (Gsszefiiggést) kibontva

Ty =qro +cC
Ty = qr1 + ¢ = q(qre + ¢) + ¢ = ¢*x9 + qc + ¢;
T3 = qry + ¢ = q(¢*xo + qc + ¢) + ¢ = ¢*xo + ¢*c + qc + ¢

teljes indukcioval
Tp=q"t0+q¢" ct+q" ¢t Fqgctec (n=1,2,...) (1.4)

és esetlinkben zo = 0.
Ezzel igazoltuk hogy az (1.2) rekurziv formulaval adott sorozat n-edik eleme
a c kezdeti, ¢ hdnyadost geometriai sor n-edik részletosszege.



Ezutan azt igazoljuk, hogy ha 0 < ¢ < 1, akkor a (végtelen) geometriai sor
osszege, az (1.3) egyenlet megoldasa

c
T= T "
Ugyanis ha zy = 0 akkor
c c 1 I
1_q—:17n: 1_q—(q c+q" e+ Hqc+c)
és k6z0s nevezére hozva
: i . (" e+ q" et get o) = 1q_cq. (1.5)
A jobboldal a nulldhoz tart ha n — oo.
A tovdbbiakban az (1.4) formuldt a
n—1
e+ q" e+ gete= quc. (1.6)
k=0

tomdorebb formdban irjuk.
MEGJEGYZES. Az (1.5) megfelels atrendezésével az n-edik részletosszeg
ismert formuldjat is megkapjuk

n—1 n n
& c q"c 1—gq
Pl ik Dl
0 q q q

1.2. Geometriai sor egy tabla szelvényes csokoladéban

Egy csokoladét tgy reklamoz a gyartoja, hogy minden csokoléddészelethez mellékel
egy szelvényt, amelybdl bizonyos mennyiséget Osszegyiijtve, az Osszegyiijtott
szelvényekért még egy csokoladészeletet kapunk. Egy csokoladészelet ara 100
Ft és tiz szelvényért kapunk még egy csokoladét. Mennyibe keril nekink egy
szelet csokolddé?
Ha egy szelet csokoladé ¢ forintba keriil nekiink és egy szelvény s forintot
ér akkor nyilvan
¢+ s =100 (1.7)

és mivel tiz szelvényért kapunk egy csokoladét, amelyhez egy ujabb szelvény
tartozik, ezért
10s =c+s (1.8)

Az (1.7), (1.8) egyenletrendszerbél ¢ = 90, s = 10.
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Mi koze van ennek az egyszeri csokoladépéldanak a geometriai sorokhoz?

Az (1.8) szerint, egy szelvény 0.1 csokoladét meg 0.1 szelvényt ér. Igy a 0.1
szelvény 0.01 csokoladét meg 0.01 szelvényt ér. Tovabb folytatva ezzel a
gondolatmeneltel: a 0.01 szelvény értéke 0.001csokoladé meg 0.001 szelvény.
Es igy tovdbb a végtelenségig (1.3. abra).

]

mennyi csokolddét ér 1 szelvény?

1.3. abra.
A matematika nyelvén ez igy irhato
s=0.1c+0.1s =0.1c + 0.1(0.1¢ 4+ 0.1s) = 0.1¢ + 0.1(0.1¢ + 0.1(0.1¢ + 0.1s))

0sszegezve
s=0.1c+0.1%c+0.13c +0.1%s

és teljes indukcioval

s=01lc+01%+ - +01%+01"s n=12,... (1.9)



Az (1.9) alapjan, a szelvény s értéke a 0.1c kezdett, 0.1 hanyadostu végtelen
geometriai sor 0sszege

s=0.1c+0.1%c+---+0.1%. ..

mivel 0.1"s — 0.

1.2.1. Feladat Hogyan alakul az (1.9) formula, ha a csokolddé dra 185 Ft és
12 szelvény kell egy ujabb csokoladéhoz?

1.2.2. Feladat Fogalmazzuk meg a csokolddépélddval hogy a c kezdetd és q
hdanyadosiu geometriai sor dsszege

¢
1—q

1.2.3. Feladat Vizsgdljuk meg, hogyan alakul az (1.2) rekurziv sorozat hatdrértéke,
amikor xo # 0.

1.3. A halmazelmélet viharos sziiletése: a Cantor
halmaz

Legyen M egy véges sok elembdl all6 halmaz (tovabbiakban véges halmaz).
Azt, hogy M hény elembdl all, gy hatarozzuk meg, hogy parba allitjuk az
M halmaz elemeit a természetes szamokkal, vagyis megszamoljuk Sket. Ha
azt akarjuk tudni, hogy két véges halmaz A és B koziil melyik a nagyobb,
akkor nyilvan elegend6 a A és B elmeinek a parba allitdsa. Felesleges hogy
a halmazokat kiilon-kiilon megszamoljuk. Ha a parba allitds utan valamelyik
halmaznak, mondjuk a B halmaznak, maradnak par nélkiil elemei, akkor a B
halmaz a nagyobb.
Azt is mondjuk ekkor, hogy a B halmaz szamossaga nagyobb.



Ezt a természetes eljarast végtelen sok elembdl dllo halmazokra alkalmazta
Georg Cantor német matematikus a 19. szazad utolso évtizedeiben és ezzel nagy
vihart kavart tudos kortéarsai korében mivel ezzel nagyon furcsa, képtelenségnek
tnd eredményekre jutott.

A (triadikus) Cantor halmaz a legegyszertibb olyan halmaz, amelyen ezek
a furcsa, hihehetetlennek tiiné tulajdonsagok megfigyelhetdk.

A Cantor halmaz legegyszertibben a kdvetkezSképpen szerkeszthets. Vegyiink
egy egyenesszakaszt, vegyiik példaul a [0,1] zart intervallumot. Toroljik az

intervallum kézéps6 harmadéat, a (%7 %) nyilt intervallumot. Ezutan a fennmaradé

két egyenesszakasznak is toroljiik a kozépss harmadat, az (3, 2) és a (3, &) nyil
intervallumot és ezt az eljarast folytassuk a megmaradé egyenesszakaszokkal a

veégtelenségig”. Az eljaras végterméke a (triadikus) C Cantor halmaz (1.4. abra).

—_ |
— —
HH HH HH HH

1.4. abra.

Egy pontosabb leirasa ennek:

Legyen C; a [0,1] — (%, %) zart halmaz, vagyis a [0, 1] kozéps6 harmadéanak, a
(3,2) nyilt intervallumnak a torlése utéan kapott halmaz.
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1.3.1. Definici6 ((Triadikus) Cantor halmaz) A (triadikus)C Cantor halmaz
a ,,toroljiik a kozéps6 nyilt harmadat mindegyik zart intervallumnak” szabdly
ismétlésével kapott C, (n=1,2,...) halmazok kozds része

C= ﬁ C..
n=1

A C halmaznak a kovetkezd tulajdonsaga van:
1. a Cantor halmaz hossza csak 0 lehet.
2. a Cantor halmaz szamossaga megegyezik a [0, 1] szdmossagaval.

3. Haa [0, 3] NC vagy a [3,1]NC halmazt haromszorosara nagyitjuk, akkor
megkapjuk az egész C Cantor halmazt.

Igy a C Cantor halmaz, hozza hasonl6 [2,1] N C és a [0, 5] N C halmazok

unidja (egyesitése). Ezta tulajdonsagot dnhasonldsignak nevezziik.
Els6sorban a 2. &llitds az, ami hihetetlennek tiinik, ami elképeszté volt
Georg Cantor kortarsai, a 19. szdzadvég matematikusai szamara. Hogyan
lehetséges az, hogy egy halmaz szamossaga ugyanannyi, mint egy nagyon kicsi
részének a szamossiga?! Georg Cantornak a mar emlitett parbaallitason alapulé
magyarazatat is valamiféle szemfényvesztésnek tekintették.

Bizonyitas (1). Nyilvdnvald, hiszen az eljdrds minden lépésében a halmaz
eqyharmadadt toroljik és igy a megmarado intervallumok hossza elegendden sok
lépés utan tetszdlegesen kicsivé vdlik. Pontosabban, az n-edik lépés utdn a
megmaradd zdrt intervallumok (uniojdnak) hossza (%)" amely barmely pozitiv
szamndl kisebbé vdlik ha n elég nagy.

Bizonyitas (2). A Cantor halmaz itt ismertetett, eqyszeri szerkesztése eqy
geometriai konstrukcio. Megadhatjuk azonban a Cantor halmazt egy aritmetikai
konstrukcioval is. Irjuk fel a [0,1] intervallum minden elemét triadikus tort
alakban (harmas szamrendszerben). A Cantor halmaz szerkesztésében az elsé
lépés ekkor azt jelenti, hogy mindazokat a pontokat (torteket) tavolitjuk el amelyek
triadikus alakjaban a tortjel utdn 1 dll.

A mdsodik lépésben mindazokat a pontokat (torteket) torsljik amelyek triadikus
alakjdban a tortjel utdni mdsodik jegy 1 (1.5. dbra).

A szerkesztés n-edik lépésében mindazokat a pontokat (torteket) toroljiik
amelyek triadikus alakjaban a tortjel utani n-edik jegy 1 (n=1,2,...)
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A geometriai szerkesztés mellett a C Cantor halmaz a kovetkezo

aritmetikai eljarassal is eléallithato:

0.00...  0.02.. 0.20... 0:22:...
0 1
00 0.7,
?
0.020.. 0022.. 0.200.. 0.202..

- - = -

0 1
a két intervallum az iteracio eredménye
akét fekete intervalluma masodik iteracio eredménye

1.5. abra.

Megmutatjuk, hogy a [0, 1] intervallumnak ugyanazt a részhalmazdt kapjuk,
mint amikor rekurziv mdodon, téroljik a zdrt intervallumoknak kézépsd nyilt
harmaddt.

Azok a triadikus tortek, amelyeket az elsd lépésben tordltink, pontosan a
(3,2) intervallum. A mdsodik lépésben toriltik a 0.01... é50.21... triadikus
torteket. Ezek pontosan a (3%, 3%) és (% + 3%, % + 3%) intervallumok pontjai.

Az n-edik lépés utan toréljik azokat a maradék pontokat, amelyek triadikus
tort alakjaban 1 dll az n + 1-edik helyen. Pontosabban, mindazokat a triadikus
torteket toréljik, amelyek n+1-edik jegye 1 és az elsd n helyen csakis O és 2 dll.
Az elsd ilyen intervallum (#, 3,1%), amely a |0, Sin] kozépsd nyilt harmada.

A 16bbi bentmaradd-torlendd par ezeknek a transzlicidja (eltoltja).

MEGJEGYZES. Azokat a tizedestorteket, amelyekben egy adott jegytol
csupa nulla all, kétféle modon lehet felirni. Példaul, 0.01 és 0.00999. .. ugyanaz
a tizedesszam. Ez a jolismert tulajdonsag triadikus tortekre is all. Példaul, a
0.1 és 0.0222..., 0.01 és 0.00222..., 0.001 és 0.000222..., triadikus tort
paroknak a [0, 1] intervallum ugyanazon pontja felel meg. A C Cantor halmaz
aritmetikai elGallitisaban ezek a pontok is szerepelnek (természetesen a 0 és 2
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szamjegyekkel felirt formaban).

Ezutdn ha felirjuk a Cantor halmaz pontjait triadikus tort alakjaban és
a [0, 1] pontjait binaris tort alakban (kettes szamrendszerben), akkor rogton
lathajuk, hogy hogyan tudjuk &ket parba &llitani. Mivel a Cantor halmazba
pontosan azok a pontok tartoznak, amelyek triadikus alakja csakis 0 és 2
szamjegyet tartalmaz, a parba allitds a kovetkez6 egyszerd szabaly szerint
torténhet:

Cseréljiik le az x € C triadikus alakjdban o 2 szamjegyeket 1-re. Az igy
kapott bindris tort lesz az x pdrja
(Példaul, ha x = 0,2202|3, akkor a parja a 0, 1101 binaris tort. Tizedestortekben
kifejezve, a 0,47419 ... parja 0,8125.)

Bizonyitas (3). A [0, 1] elsé harmaddnak triadikus tort alakja 0,0. .., vagyis
mindazon pontok halmaza, amelyek triadikus tort alakjdban o tortjel utan 0
van, hiszen ezek a C mindazon pontjai amelyek egyharmadndl kisebbek. A
C mindazon pontjai amelyek kétharmadndl nagyobbak az dsszes 0,2... alaki
triadikus tortek, vagyis mindazon pontok halmaza, amelyek triadikus tort alakjdaban
a tortjel utan 2 van.

Ha a C 0,0... alakd pontjait hdrommal szorozzuk akkor megkapjuk a C
088zes pontjdt.

Ha a C 0,2... alaki pontjaibol levonunk kétharmadot, akkor a C 0,0...
alakd pontjait kapjuk.

1.3.1. Feladat Moddositsuk a Cantor halmaz szerkesztését gy, hogy % helyett
mindig a megmaradd zdrt intervallumok kizépsd (nyilt) % részét torolyik és ext
ismételjik ujra meg ujra. Legyen az igy kapott halmazok sorozata C: (n =
1,2,...).

Mennyi lehet ekkor az C: (n=1,2,...) halmazok kézis részenek hossza?

1.3.2. Feladat Moddositsuk a Cantor halmaz szerkesztését gy, hogy % helyett
mindig a megmaradd zdrt intervallumok kozépsd (nyilt) Wloo részét toroljik és
ezt ismételjik ujra meg ujra. Legyen az igy kapott halmazok sorozata C:* (n =
1,2,...).

Mennyi lehet ekkor az C:* (n=1,2,...) halmazok kizos részenek hossza?

1.3.3. Feladat Tudunk-e olyan kis % szamot mondani, hogy ha mindig a
megmaradd zdrt intervallumok kézépsd (nyilt) % részét torolyik és ezt ismételyiik
ujra meqg ujra, akkor pozitiv lesz a megmarado halmazok kozés részének a
hossza?

13



Egy masik eljaras a Cantor halmaz szerkesztésére.

Legyen

Fi(z) = %x, Fy(z) = %x +§ (x € R). (1.10)

Alkalmazzuk a [0,1] pontjaira az F; majd az F, fiiggvényt. Az igy kapott
halmazok egyesitése Cy, vagyis az a halmaz, amelyet a (%, %) nyilt intervallum
torlésével kapunk.

AC,1 n=1,2,... halmazt agy kapjuk, hogy a C,, halmazra alkalmazzuk
az F1 majd az F, fliggvényt, majd az igy kapott halmazokat egyesijiik.

Allitas. AC, n=1,2,... halmazok kézis része
c=[)Cn
n=1

a (triadikus) C Cantor halmaz lesz.

1.3.4. Feladat Igazoljuk az dllitast.

1.3.5. Feladat Irjunk fel olyan F\, F5 R — R fiigguénypdrt, hogy a szerkesztés
eredménye a
n=1

halmaz legyen.

Ha egyharmad helyett az intervallumok p%-at toroljiik, ekkor is Cantor
halmaznak nevezziik a kapott halmazt.

Cantor halmazok szdmos helyen fordulnak el a természetben és a matematikas
modellalkotdsban. (1.6., 1.7., 1.8. &bra).
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Szennyezbdések sodrédasa

A kezdeti fest€kesepp

Lefolydk __ .

1.6. abra.

"Rezegtetett” inga mozgasa

v: sebesség
x: hely

1.7. abra.
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a szaturnusz bolygo gydrdi

1.8. 4bra.

1.4. A Sierpinski szényeg (carpet)

Az egységnégyzetet, a [0, 1] x [0, 1] halmazt felosztjuk 3 x 3 egyenld négyzetre és
toroljik a kozépsé % X % nyilt négyzetlapot, majd ugyanezt tessziik a maradék
nyolc nényzettel Gijra meg Gjra. Az igy kapott S, n =1,2,... halmazok kozos
része az S Sierpinski szényeg (carpet) (1.9. abra).

Az § halmaznak a Cantor halmazhoz hasonl6 tulajdonsigai vannak:

1. a Sierpinski szényeg teriilete csak 0 lehet.
2. a Sierpinski sz6nyeg szamossaga megegyezik a [0, 1] x [0, 1] szamossagaval.

3. Ha a [0,3] x [0, 3] NS halmazt linedrisan a haromszorosara nagyitjuk,
akkor megkapjuk az egész Sierpinsk szényeget. Az S Sierpinsk szényeg.

nyolc egyharmad méretd Sierpinski szényeg egyesitése.

e,

A Sierpinski szényeg, épptgy mint a Cantor halmaz, hatartalanul nagyithato.
Ez azt jelenti, hogy nagyitaskor egyre tobb és tobb részlet bukkan fel és igy
a halmaz egyre lyukacsosabbnak latszik. Pontosabban, barmilyen kis d > 0
szamot adunk meg, a Sierpinski sz6nyeg tartalmaz egy legfeljebb d atmérgji
Sierpinski szényeget.
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1.9. abra.

A nagyitast csupan bizonyos mélységig tudjuk elvégezni, amely fiigg a
felillet (példaul a szamitogép képernyGje) felbontd képességétsl. Ha azonban
a nagyitas kozben az iteraciot is folytatjuk és e két mivelet szinkronban van,
akkor a nagyitast barmeddig folytathatjuk és szemlélhetjiik ezt a jelenséget.

A Sierpinski sz6nyeg egy masik szerkesztése.

Legyen Sy a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzet és
F: Skalavaltoztatas (zsugoritas) 5 faktorral.

Fy: Skalavaltoztatas (zsugoritas) % faktorral és eltolas (3, 0) vektorral.
F3: Skalavaltoztatas (zsugoritas) 3 faktorral és eltolas (Z,0) vektorral.
Fy: Skalavaltoztatés (zsugorités) 3 faktorral és eltolas (0, é) vektorral.
Fy: Skdlavéltoztatas (zsugoritas) 5 faktorral és eltolas (0, ) vektorral.
Fy: Skalavaltoztatas (zsugoritas) 5 faktorral és eltolés (3,3) vektorral.
Fr: Skilavaltoztatas (zsugoritas) 5 faktorral és eltolas (2, 5) vektorral.
Fy: Skalavaltoztatas (zsugoritas) 5 faktorral és eltolas (Z, 3) vektorral.

Az {F; i =1,2,...,8} leképezések (fiiggvények) métrix alakban
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(1) (2)
- (§)(29+ ()
- (§)(29+ (1)
- (§ ) (29 (1)
- (§ ) (29 (1)
- (§)(29+()
- (§ (29 (1)
- (§)(2)+ (1)

AS,;1 n=0,1,... halmazt 4gy kapjuk, hogy a §,, halmazra alkalmazzuk
az {F, k=1,...,8} fiiggvényeket, majd az igy kapott halmazokat egyesijiik.

Allitas. AS, n=1,2,... halmazok kézis része
S=[)8.
n=1

lesz a Sierpinski szdnyeq.

Ennek a mésik szerkesztésnek az az el6nye, hogy ha az egységnégyzet helyett
egy masik halmazbol indulunk ki, a végeredmény ugyanaz lesz. A bizonyitast
a kontraktiv leképezések tétele fogja megadni.

1.4.1. Feladat Igazoljuk a Sierpinski szényeg 1-3 tulajdonsdgdt. (Hint.: irjuk
fel a [0,1] x [0, 1] pontjait triadikus koordindtdkkal.)

1.4.2. Feladat Igazoljuk a Sierpinski szényeq szerkesztését az (1.1) fiigguényrendszerrel.
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1.4.3. Feladat A Cantor halmaznak van térbeli megfeleldje is (1.10. dbra).
Ezt Menger szivacsnak is nevezik. Menger szivacs a kivetkezd végtelen rekurziv
eljardssal keletkezik. Eqgy kockdt az oldalélek harmadoldsdaval 27 egyenld részre
vdgunk, és toroljuk annak a hét kockdnak a belsd pontjait, amelyeknek nincsen
kézds pontja a kocka élewvel. Az eljdards mdsodik lépésében ugyanezt csindljuk
a megmaradt 20 kockdval és ezt folytatjuk ,a végtelenségig”. Eppigy, mint a
Cantor halmaznadl, vagy a Sierpinski szényegnél, az eljirdssal kapott eqymdsba
skatulydzott halmazok kézds része a Menger szivacs.

A Menger szivacs milyen metszete lesz Sierpinski szényeq? Milyen metszete
lesz Cantor halmaz?

1.10. abra.

Vegytik sorra a Cantor halmaz és a Sierpinski szényeg 1-3 tulajdonsdgdt.
Keressiink hasonlo tulajdonsdgokat a Menger szivacs esetére.
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1.5. A Koch gorbe

(Egy poligon, amelynek barmilyen kis atmérgjii része végtelen hossziisagi)

a gorbe hossza:

K, % / e
1.iteracié 3
1 4 , _(4,\?
N O e
K

2 2.iteracio

T @)

K3 3 iteracio
" i K_ hossza |*4
K T 3 2
4 4 iteréacio

1.11. abra.

A kezd6 halmaz ezattal is a [0, 1] intervallum és a {IC,, n =1,2,...} sorozat
els6 eleme az 1.11. abran lathato Ky poligon (tértvonal). Ezutan

a {K, n=2,...} halmazokat gy kapjuk, hogy a K,,_1 minden egyenesét
lecseréljiik o KC,—1 negyedére skdldzott (kicsinyitett) vdltozatdval.

20



A szerkesztésbdl kovetkezik, hogy a Koch gorbe négy negyedére skalazott (kicsinyitett)
Koch gorbe egyesitése. Ha az 1.12/a. Abran a sziirke részt négyszeresére nagyitjuk,
akkor is megkapjuk az egész Koch gdrbét. Vagyis a Koch girbe dnhasonlo.

A ———

kiindulé halmaz

K1 N A N o

1.iteracio a szabaly
NS 21 A8
K 2.iteracio

2
a szabaly kétszer (a szirke részben a tikorkep )

3. iteracio

[ g By %{W
K4 4.iteracio 4. iteracio

és a véletlen Koch goérbe?

véletlen Koch gorbe
mennyi a véletlen Koch gérbe hossza? zeg-zugos partvonal

1.12. abra.

A {K, n = 1,2,...} poligonok hossza tetszélegesen nagy lesz ha elég
messze megyiink a sorozatban. Ugyanis minden csere utan a poligon hossza %—
szor nagyobb lesz. Vegyiik észre, hogy a {IC,, n=1,2,...} gorbék akdrmilyen

kis dtmérdji szakaszdanak a hossza is tetszdlegesen nagy lesz.

Az 1.12/B .abréan egy olyan sorozatot mutatunk, amelyben a Koch gorbére
vezet§ sorozatot kissé modositottuk. Az egyenesszakaszokat olykorNEM a
KCipoligonnal, hanem annak a tikérképével helyettesitettiik. Fz elsG izben a
2. iteracio sziirkével fedett részében valik lathatova. Ilyen modositasokkal
kiilonb6z6 zeg-zugos goérbék, példaul tengerpartvonalak modellezhetsk. Példa
erre az amikor minden 1épésnél véletlenszerien alkalmazzuk a generétor helyett
a tiikorképét.

Ha egyenesszakasz helyett, egy egyenl&oldalti haromszéghdl indulunk, akkor
az 1.11. abra szerkesztése egy zart gorbére, a Koch szigetre vezet (1.13. abra).
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Koch sziget médositott Koch sziget

it masodik
elsd lepeés lépés
7
Harmadik Negyedik
lépés lépés ALY
W%
1.13. &bra.

A Koch gorbe egy masik szerkesztése.

Az 1.11 .4bran lathato K0y poligon (tortvonal) a kovetkezd 1épésekben szerkeszthetd

Fy: vegyiik az egyenesszakasz harmadéat

Fy: az egyenesszakasz harmadat forgassuk el 60%-al és toljuk elére egyharmaddal
F3: az egyenesszakasz harmadat forgassuk el 120°-al és toljuk elére egyharmaddal
Fy: az egyenesszakasz harmadat toljuk el6re kétharmaddal

A Iy poligon a fentiek egyesitése lesz

= (0 1) U R0, 1) U B0, ) U Fao, 1)) = | . 1)). - (112)

A Ky poligont ugy kapjuk, hogy az (1.12) formulat alkalmazzuk a ICq-re

Ko = Fi(Ky) | B(K) | B () | Fa(K) = | Fr(Ky).

Hasonléan kapjuk a K,, n =2,3... sorozat tovabbi részét:
A K, poligont ugy kapjuk, hogy az (1.12) formulat alkalmazzuk a K, ;-re

K = Fi(Koot) | B2(Kn) | B (Knct) | Fa(Knr) = (| Fu(Kaa).
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Ennek a masik szerkesztésnek az az elénye, hogy ha az egyenesszakasz helyett
egy masik halmazbol indulunk ki, a végeredmény ugyanaz lesz (1.14. abra). A
bizonyitast a kontraktiv leképezések tétele fogja megadni.

&,
@ a%a o
o 5
D D U] QD Q QD QD o0%o gogue’u EO quo’u gaguab
a S}/\Lgm gj%
ggng"&pf B
By rs
¢ F . AT

1.14. abra.

1.6. Korulottiink levd onhasonldé halmazok

E
VAN
F(E) / /L
- - /</_
- TS T\_\ o
R(E) F(E) \_ -
\ 3.1épés
e
F(E) .
/ L
e
! | } Wé{/_\g/—i
C Lo L
N T g ol e
N \\ p Sﬁi\‘\w\, B ﬁ//
2. lépés \\ 4. lépés E\_ 5
1.15. &bra.
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Hatartalanul nagyithato6 faag.

Az 1.15. dbra azt mutatja, hogyan allithato els egy fadg képe egyszert geometriai
szabalyok ismétlésével. Ekkor F, Fy, F3, Fy négy olyan transzformécio, amely
az eredeti &dbra linearis méretét a 0.4-szeresére valtoztatja, majd az abrén
lathato modon, kiilonbo6zé mértékben eltolja illetve elforgatja. Eme négy szabaly
unidjanak (egyesitésének) ismétlésével alakul ki a fadg.

Az abran egy egyenesszakaszbol indultunk ki. De a fenti algoritmussal,
barmely halmazbol inditva, 7-8 1épés utan egy fadg képét kapjuk.

1.6.1. Feladat [rjuk fel az Fy, Fy, Fy, Fy leképezéseket (fiigguényekel) mdtriz
alakban.

A fadg szerkesztése egy 1.4 egység hosszi tortvonalbdl indul és minden
lépésnél 1.4-szer lesz hoszabb a tértvonal. A poligon (tértvonal) hossza barmely
M szamnél is nagyobb lesz, ha elég messze megyiink a sorozatban. A szerkesztett
halmaz dnhasonld vagyis a fadggal hasonld fadgak unidja (1.16. abra) és
harom elemi geometriai szabaly, skala valtoztatas, eltolas és elforgatas ismételt
alkalmazasaval jon létre.

Egy valodi fadg NEM 6nhasonlo, NEM novekszik a végtelenségig és teljesen
mas dinamikaval fejlédik, mint az 1.15. 4bran lathato halmaz. Mégis, az 1.15. és
az 1.16. dbran lathaté halmazt egy fadg képének tekintjiik.

Az abrak és egy valddi fadg kapcsolata szemléletesen mutatja azt hogy egy
természettudomanyos jelenség és annak matemtikai modellje milyen kapcsolatban
allnak egymassal. A természet nem a matematika nyelvén beszél, ahogyan
azt Gallilei gondolta, hanem forditva, a matematikai (természettudomanyos)
modellek azok, amelyekkel tajékozodunk a vilagban.

Rozetta ablak.

Az 1.17. dbra egy rozetta ablak szerkesztését mutatja. Az indul6é halmaz egy
négyzet és a masodik abrabol leolvashatd az 6t leképezés, amely uni6janak
iteraciojaval (a szabalyt ujra meg ujra ismételve), kapjuk a harmadik abrat, a
rozetta ablakot.
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1.16. abra.

1.17. 4bra.

Onaffin fa.

Az 1.18. és az 1.19. abran lathato fa a kovetkezs 6t szabély (fiiggvény, leképezés)
egyesitése (unioja)
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1.18. 4bra.

hogyan késziil?  (képekben)

1.19. 4bra.

1 —-04
0.1950 -0 880) 2)+

333

0.3440  0.4430 183

1 186

) 426

4
N ( 50 )
366
+( 372 )
642
186

0.4620 0.4140

—0.2520 0.3610
—0.0580 —0.0700
0.4530 —0.1110

—0.0350  0.0700
—0.4690 —0.0220

—0.6370 0.0000
0.0000  0.5010

()
)

)
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négyzet helyett egyenesbdl inditva...

1.20. abra.

Az abréan itt is csupan az els6 lépés (iteracio) eredményét és az eljarés
végtermékeét, az abran lathato fat mutatjuk meg. Itt egy négyzetbdl inditunk
és 7-8 iteracio utan mar megfelels kozelitését kapjuk a végterméknek.

Azok a megdllapitdasok, amelyeket a hatdrtalanul nagyithato fadg és eqy
valosdgos fadg kapcsolatdra tettink, az dnaffin fara is vonatkozik.

Csillar

A kovetkez§ fiiggvények uniojabol egy csillarra emlékeztet alakzat allithato

eld:
(% (1)

0

- (3 2)(3)+ ()
F3(x):(0(53 093)(2)*(180)
- (% 8)(4)-(2)
- (% 8 (1) ()

F6<x)=(0(')6 0%)(2)*(128)

A faag, fa, ablak és csillar képeit az iterdcios szabaly és csupan N x 6 paraméter
(szamadat) teljesen meghatérozza. ( N a maéatrixfiiggvények szama.) FEzzel
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képtomdaritést ériink el, mivel itt N x6 szamadat meghataroz tobbezer képpontot.

1.7. A pitagorasz tétel legegyszeriibb bizonyitasa

Egy derékszogii haromszog onhasonld. A ¢ atfogéhoz tartozd m,. magassag
két, a haromszoggel hasonldé haromszogre bontja a derékszégli haromszoget.
Ha a haromszog oldalait r-szeresre valtoztatjuk, akkor teriilete az r2-szeresére
valtozik (1.21. &bra).

o

1.21. abra.

Csupén ebbdl a két tulajdonsaghdl mar igazolhato a pitagorasz tétel. A
matematika nyelvén ez a két tulajdonsig

T+ Ty =T; (1.13)

T1 (12 TQ b2
g == 1.14
T3 02 ’ T3 02 ( )
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Az (1.13) és az (1.14) Osszevetésével

a’> b

Z
2 2

ami, c2-el atszorozva, mar a pitagorasz tétel.

1.7.1. Feladat Legyen a derékszéqi hdromszdg c dtfogojihoz tartozo magassdg
me = mq1. Azmq1 magassdaggal nyert derékszogd hdromszogek dtfogohoz tartozo
magassdgai leqgyenek may €s Moy, Az Moy €S Moy magassagokkal nyert derékszoqd
hdromszigek dtfogohoz tartozd magassdgai leqgyenek may, mag, Mag €s may (1.22. dbra).

m
37
m
M1 | M2 /
May
maa\

1.22. abra.

A rekurziv mdodon igy folytatott szerkesztés k-adik lépésében kapott i-edik
hdromszég magassaga legyen my; €s a k-adik lépésében kapott hdromszogek
szama legyen Sy.

1. Mennyi lesz
Sk Sk
, 2.9
mkz mkz .
i=1 i=1
2. Mennyi lesz

o0 Sk oo Sk
2
2D m 3D miy?

k=1 i=1 k=1 i=1
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1.8. Milyen hosszli a norvég tengerpart?

Lewis Fry Richardson a huszadik szazad elsé felének polihisztora volt, fizikus,
meteorologus, matematikus és pszihologus egyszemélyben. Az elsé vilaghabort
nyomaszto élményei utan a habortuk okait vizsgélta és gy gondolta, hogy két
orszag kozott egy hosszi hatarvonal nagyobb esélyt ad egy haborus konfliktus
kirobbantasara, mint egy révidebb hatar. Ezért kapcsolatot probalt létesiteni

két orszag kozotti hatdrvonal hosszisaga és az orszdgok kozotti haborus konfliktusok
kozott. Ebéli vizsgilatai soran meglepetéssel tapasztalta hogy a kiilonho6z6
orszagok hivatalaiban ugyanaz a hatdrvonal kilénbézd hosszisdggal van feljegyezuve.
Példaul Portugalia és Spanyolorszdg hatarvonala 987 kilométer volt az egyik
orszag és 1214 kilométer volt a mésik orszag foldhivatalaban. Csupan a nagyon
zegzugos hatarvonalakndl tapasztalt ilyen eltérést. Kanada és az Egyesiilt
Allamok hatarvonala, amely nagyrészt egyenesvonald, ugyanolyan adattal szerepelt
mindkét orszag féldhivatalaban. Richardson javaslatot is tett egy robosztusabb
mérési eljarasra zeg-zugos hatar vagy partvonalak esetére. Richardson észrevételeit
¢és javaslatdt kétséggel fogadta a tudomdnyos vildg majd az tigy feledésbe is
meriilt.

Mandelbrot,a fraktélelmélet atyja és névadoja emelte ki a feledésbél Richardson
észrevételeit a ,How Long is the Coast of Britain?” c. 1967-ben megjelent
irdsaban ahol a nagyon zeg-zugos vonalakat, mint amilyen Norvégia partvonala,
tortdimenzios gorbéknek nevezte.

Ahhoz hogy megértsiik a zeg-zugos partvonalak mérésére szolgalé6 Mandelbrot-
Richardson koncepciot, meg kell ismerniink a partvonal hagyomanyos mérését,

P

A partvonal szokdsos mérése tgy torténik hogy haromszogelési pontokat
jelolnek ki a partvonalon és ezek tavolsagaibol épitik fel a partvonal hosszat.
Ha az i-edik és i + 1-edik haromszogelési pont tavolsaga L(i) és a megmérendd
partvonal k haromszogelési pontot tartalmaz, akkor a partvonal hosszanak a

ZL(@') (1.15)

osszeget tekintik. Ez 6szhangban van az ivhossz definiciojaval és az (1.15) 6sszeg
jol kozeliti a partvonal hosszat ha Gjabb haromszogelési pontok felvételével ez
az Osszeg alig valtozik. Ezt illusztrélja az 1.23. abra, ahol az (1.15) Osszeg méar
nem valtozik lényegesen ha az 1.23/C. dbran ujabb haromszogelési pontokat
vesziink fel.

Ha a szokésos skalan végzett haromszogelési eljaraskor, ijabb hiromszogelési
pontok felvételével az (1.15) Osszeg jelentGsen novekszik, ekkor cs6dét mond ez
az eljaras.
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1.23. abra.

Richardson javaslata az volt, hogy ekkor (1.15) helyett az

Y LG s>1. (1.16)

Osszeget tekintsiik. Zeg-zugos partvonal esetén, amikor jabb haromszogelési
pontok felvételével az (1.15) Gsszeg jelentSsen valtozik, azzal a legkisebb s > 1
értékkel adjuk meg a partvonal méretét, amikor az (1.16) méar alig valtozik
ujabb haromszogelési pontok felvételével.

Az (1.15) képletet tudjuk értelmezni: (1.15) megadja a beirt poligon hosszat,
amikor a beirt poligon mar alig kiilonbozik a gorbétsl, ami jelen esetben a
megmérendd partvonal. Node mit jelent az s az (1.16) képletben? Es hogyan
tudjuk az s értékét meghatarozni?

A Richardson-Mandelbrot eljaras matematikai hattere.

Vannak gorbék amelyeknek nincsen ivhosszuk. Ez az ivhossz definicioja alapjan
azt jelenti, hogy barmilyen nagy M szamot adunk meg, van olyan beirt poligon,
amelynek hossza nagyobb mint M. Ekkor

lim N(r)r = 0o (1.17)

r—0

ahol N (r) a beirt poligon poligon éleinek a szadma. Azt is mondjuk ekkor, hogy
a gorbe ivhossza végtelen.

Ha a gorbe ivhossza végtelen, akkor tekintsiik az N(r)r® értékeket. Ha
r<lésl<s <s” akkor

N()rs > N(r)re.
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Ezért lehetséges olyan s > 1 hogy N(r)r® konvergens ha r — 0 vagyis

ImN(r)r'=c (0<c<oo s>1) (1.18)

r—0

A legkisebb s érték amelyre (1.18) érvényes a gorbe dimenzidja.
Legyen
L(r,s) = N(r)r?

ekkor
log L(r,s) =log N + slogr (1.19)

és ha (1.18) érvényes, akkor

(1.20)

Ezzel megadtunk egy formuldt az s meghatarozasara.

1.8.1. Feladat Igazoljuk, hogy legfeljebb eqy olyan s van amelyre (1.18) érvényes.

Ha a G; gorbe s; dimenzidja nagyobb mint a G, gorbe s, dimenzidja, akkor
elegendden kis r mellett, a Gy gorbe r éld hurpoligonja éleinek szama, Ny — 1,
nagyobb mint a G; gorbe ugyanolyan r éli hirpoligonja éleinek szama, N; — 1.
Igy, ugyanazon r mellett, a G, gérbe hirpoligonja hosszabb mint a G; gorbe
hurpoligonja.

Ezt dgy is kifejezhetjiik, hogy nagyobb s esetén, a beirt poligonok hossza,
r — 0 esetén, ,gyorsabban” tart a végtelenhez.

A Richardson-Mandelbrot eljarast gy Osszegezhetjiik, hogy amikor egy
gorbe ivhossza végtelen, akkor a gérbe nagysagat azzal mérjiik, hogy az (1.17)
milyen gyorsan tart a végtelenhez.

Azt is mondhatjuk, hogy a gorbe dimenzidja annak zeg-zugossagat meéri.
Amikor az ivhossz nem mérhets, akkor a gorbe dimenzidja egy s € [1, 2] érték
és nagyobb s esetén a gorbe zeg-zugosabb képet mutat. Ezt dgy is szoktak
kifejezni, hogy ekkor nagyobb a gérbe komplexitasa.
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Az s tortdimenzié alkalmazasa a geodézidban.

Térképek készitésénél a kovetkezs szerepe lehet a a tortdimenzionak. Ha
egy kisebb 1éptékli térkép alapjan egy nagyobb léptékit készitiink, akkor a
térkép vonalai ,megrovidiilnek”. Fgy partvonal kisméret( oblei, a rovid, éles
kanyarok egy folyonal elttinhetnek a nagyobb léptékd térképen. A vonalhossz
megvaltozasanak a mértékét, vagyis a térkép pontossiganak a mértékét, ekkor
a tortdimenzi6 adja (Miért?). Ha az s kozel van az 1-hez, akkor vonalhosszak
megvaltozasa kicsi, nem jelentGs.

A véletlen Koch gorbék modellként szolgélnak a zegzugos partvonalaknak.
A legtobb zegzugos partvonalhoz szerkeszthetd olyan véletlen Koch gorbe, ahol
a partvonal menetével adott torvényszertiség szerint olykor a XC; poligonnal,
olykor a tiikérképével cseréljiik le az egyenesszakaszokat.

A partvonal és a véletlen Koch gorbe modell kapcsolata analog azzal, amilyen
egy valodi fadg és a hatartalanul nagyithato fadg kapcsolata.

A dimenzié grafikus meghatarozasa.

A gyakorlatban legtobszor nem az (1.20) formulaval, hanem egy geometriai
eljardssal hatarozzak meg s értékeét.
Az r, N kordinatarendszerben felvesziink egy 7, — 0 sorozathoz tartozé

[log N, —log r| (1.21)

pontsorozatot. Ha az (1.20) hatarérték létezik, akkor a nulldhoz kozeli r
értékekhez tartozd pontok egy olyan egyenes mentén sorakoznak, amelynek
meredeksége s (1.24. abra).

Coastline Java Applet

Ruler size Measure Grid size |Measure

el g o ades L
e N 0D 044 080 134 170 224 260 344 350 404 4,

a
L = size of ruler or grid
N =number laid dawn

L = size of ruler or grie
N = nurber laid dawn

M= 199633077 dimension: 1.29

1.24. abra.
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1.8.2. Feladat Hatdrozzuk meg a Koch gorbe dimenzidjdt.
1.8.3. Feladat Hatdrozzuk meg a fadg dimenziojdt.

1.8.4. Feladat Melyik igaz és melyik hamis a kovetkezd dllitdsok kézil:
1. A Koch gérbe és a Koch sziget dimenzidja megegyezik.

2. Ha a Koch szigetet hdarom eqyenld részre vagjuk, akkor mindegyik rész
dimenzidja megegyezik az egesz Koch sziget dimenzidjdval.

1.8.5. Feladat Igazoljuk, hogy ha s > 1 akkor a beirt poligonok hossza tetszdlegesen
nagy lehet ha r — 0.

1.9. DNS lanc kiilonos abrija egy négyzetben

Az 6roklédési informaciok egységes modon DNS (DNA) lancok forméjaban
vannak tarolva az él6lények sejtjeiben. A DNS négyféle nukleinsav (nucleic
acid) nagyon hosszi lancolatabol 4ll és ebben a lancban a neviik kezdébetiijével
g, c,a és t betiikkel jel6ljiikk meg a helyiiket (1.25. abra).

Reind  TTTTTACGGT GABACTGCGR T AGRACAGTTA TAGTTICTTT TTCCATGGAT AACCGTGCTA 150
Bativ TGGCTCATT ACARCAGTTA TAGTTTCTTT TATTCGTT

Reind  ATTGTAS T T TTATTAGTTC TARRACCATC CCTTTTGGTT 230
Bdiv  ATTGTAGGGC T T TTATTAGTTC TTTTGGTT TTCGGTGATT

Reind CATAATRAAC TTGCGRATCG CAATTTTITG CGATGGRCCA TICRAGTTTC TGACCTATCA GCTTGACGGT AGEGTATTGE 310
Bdiv  CATAATAAAC TTGCGRATCG CAATTTTTTG CGRTGGACCA TTCRRGTITC TGACCTATCA GLTTGACGGT AGGGTATIGG

Reind TTAGGGTTCG ATTCCGGAL TR 390
Base pairs [ m— Bdiv TACCGAGS TTRGGGT ATTCCGGAGR GEGAGCCTGA GAARCGGCTA CCACATCCAR
Adenine  Thymine
Reind GGAAGGLAGC AGGCGCGCAR ATTACCCAAT CCTGACACAG AATTGICT 470
Bdiv ko b
e ) Reind TGTARTTGGA ATGATGGTCA COTAAACGCT GACCAGAGTA ACAATTGGAG GGCRAGTGTG GTGCCAGCAG GOGAGGTRAT 550
Guanine  Cylosine Bdiv  TGTAATT ACAATTGEA GTGCCAGCAG CCGCSGTAAT
Reind TGCAGCTGCA ATAGGGTATA TTRARCTTGT TGCAGTTAAR RAGCTCGTAG TTGRATTTTT GCCTGGTGTT RATATEGACT 630
Bdiv  TCCAGCTCCA ATAGCGTATA TGCAGTTARE TIGRATTTTT 1
Sugar phasphate Reind GATGTCGAGA TTGCACTTCS CTTTTGGGAT TTTTCCCTIT TTACTTTGAG AARATTAGAG TGITTCARGC AGACTTITGT 710
backbone Bdiv  AATGTCGAGA TTGCACTICG CTTTTGGGAT TTATCCCTIT TTACTTTGAG AAARTTAGAG TGTTTCARGC AGACTTTTGT
Reind CTTGAATACT TCAGCATGGA ATARTAGAGT TTIGE TICTATTTTG TTGGTITGTG AACCTTAGTA ATGGTTAATA 790
Bdiv  CTTGARTACT TCAGCAT AGGACTTIGE TTCTATTTIG TIGGTTTGTG ARCCTTAGTA RTGGTTAKTA
Reind TTCG TATTTAACT TTCTTAGA TTTGTTARAG ACGARCTACT GCGAMAGCAT 870
Bdiv  GGAACGGTTG GGGGCATTCG TATTTAACTG TCAGAGGTGA ARTTCTTAGA TTTGTT TR
Reind T GRARGTTAGG CTRACCATA 450
Adiv
Reind ATTITICCGR CTCCTTEAGE ACCTTGAGAG ARATGARAGT CTTTGEGTTC 1030
Bdiv TTTTTCCGR CTCCTTCAGE AGCTTGAGAG AARTCARRGT CTTTGGGITC

1.25. abra.
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A DNS-ben tarolt informaciét ezen nukleinsavaknak a sorrendje hatarozza
meg. Vagyis az, hogy a lanc milyen szavakbol all és ezek a szavak hol és milyen
stirtin helyezkednek el a lancban, adja meg az 6roklédési informaciokat. Igény
van arra, hogy ezt a nagyon hosszi lancot egyetlen pillantdssal dttekinthetd
képpé alakitsuk, ahol vizualisan és szignifikins modon jelennek meg a szavak
eloszlasanak jellegzetességei. (Ez azigény a GENBANKI 1.25. abréara ratekintve
nagyon is nyilvanvalo. )

A legkisebb egység amelynek mar jelentése van harombetis (ilyen a GTA,
CAGQG). Ilyenek a kodonok, amelyeknek fontos szerepiik van a sejtek miikodésében
alapvetd szerepet jatszo fehérje szintézisben.

Vannak olyan 4-8 betiibél all6 szavak, amelyek a DNS lanc olyan szakaszait
jelolik, amelyekhez olyan enzimek két6dnek, amelyek felismerik az idegen DNS-
t és megakadalyozzék, hogy beépiiljon a lancba. A DNS lanc ilyen szakaszainak
(szavainak) a hidnya idegen DNS beépiilését és ezzel idegen virus behatolasat
teszik lehetévé a szervezetbe. A DNS lanc ilyen funkciot betoltd szakaszainak
(recognition site) ismeretére sziikség van akkor is, amikor éppen a behatolas
megakadalyozasat kell megakadalyozni, példaul génmanipulicié esetén.

Csupan ez a két példa is mutatja, hogy milyen fontosak azok az informaciok,
amelyek arrol szolnak, hogy a DNS lancbdl mely szakaszok hianyoznak vagy
akar csak szignifikdnsan alulreprezentaltak.

H. J. Jeffrey az lllinoisi Egyetem professzora 1990-ben egy gyorsan attekinthetd
geometriai modellt javasolt hidnyz6 DNS szakaszok felkutatasara, amelyet késébb
méasok DNS lancok altalanosabb vizsgéilataira is kiterjesztettek. H.J. Jeffrey
DNS lanccal vezérelt kdoszjdtéknak nevezte el modszerét.

A torténet azzal kezd&dik, hogy H. J. Jeffrey és néhany munkatérsa meglepGen
tapasztalta, hogy ha egy négyzet sarkait a DNS lanc betdivel jeloli és a DNS
lancokhoz egy igen egyszerii szabaly szerint pontsorozatot rendel, akkor érdekes
mintazatok alakulnak ki a négyzet belsejében (1.26. és 1.27. abra). Felvet6dott
a kérdés: van-e valami konnyen felismerhet§ kapcsolat a mintazat és a DNS
lanc szerkezete kozott?

A DNS lanchoz tartozo mintazat szerkesztése a kovetkez6. A zart egységnégyzet
négy csiicsahoz rendeljiik az a, g, t és ¢ bettiket, a négyféle nukleinsav kezdbettit.
A modell (szerkesztés) minden

010y...0, 0 €{a,g,t,c}

szohoz egy n-elemi { P; k = 1,2,...,n} pontsorozatot rendel hozza a kovetkezs
rekurziv modon: (1.28. abra)
Py az [0, 01] egyenesszakasz felezd pontja, ahol 0 az eqységnégyzet kozéppontja.

A
Pk, k:2,3,...,n
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1.26. abra.

E. coli genome M. musculus  A. fulgidus genome E. coli
(45 Mb) 1.3 Mb sequence 22 Mb)

E. coli M. musculus A. fulgidus

typical 100 kb sequence typical 100 kb sequence _typical 100 kb sequence

1.27. abra.

-0

1.28. abra.

pontok a [Py_1, 0k] egyenesszakaszok felezd pontjai.
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Hasznélni fogjuk a kovetkez6 részletesebb jelolést is
Pk: - P0'10'2...0'k'

Igy minden a {a, g,t,c} ABC-vel alkotott n hossza szonak megfelel n pont
az egységnégyzetben. Nagyon hosszi szavakat, a DNS lanc tizezres nagysagrend
szakaszait igy abréazolva, eléfordul hogy (majdnem) iires foltok maradnak az
egységnégyzetben. Ebben az esetben ,bizonyos szavak” nem, vagy alig fordulnak

el6 a tobbtizezres hosszusaga lancban. Ekkor érdekes ez a szerkesztés (matematikai
modell).

Az 1.26. és az 1.27. abrakon a kaoszjaték végeredményét latjuk spec. DNS
lancok esetén. A (majdnem) fehér foltok DNS szakaszok hianyét jelzik és a
sziirke egyre s6tétebb arnyalatai a teriiletre tomoriilt pontok stirtiségét (gyakorisagot)
jelzik.

Az 1.27. abra azt is jelzi, hogy viszonylag révid szakasz a DNS lancbo6l mar
jellemzi a szavak eloszlasat, a majdnem, vagy teljesen hianyzo6 szavakat. A 100
kilobit anyagbol késziilt kioszjaték képe majdnem megegyezik a 2.2 Megabit
anyagbol késziilt képpel.

Hogyan lehet a kapott halmaz iires foltjaibol meghatarozni a hidnyzo szavakat?

g c g c
gd [ge |€9 |cc g
. . ga | ot |ca | ct 99999
A t ag | ac|tg |tc ggal99t
aal at [ta | tt
a t a T

a=0 t=2 g=1 =3

1.29. abra.

Példaul az 1.29. bran lathato szerkesztéssel. A k hosszii lancok egy 2F x 2k
négyzetracsban foglalnak helyet és a kovetkezd rekurziv modon szerkesztjiik
Oket:

k =1:az ABC bettii négy 27! oldalti négyzetben foglalnak helyet.
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k—1— k: A k—1 hosszi szavak tablazataban linearisan feleziink minden
négyzetet és az igy kapott négy négyzetben a kovetkez6 k hosszi szavak foglalnak
majd helyet. Ha a négyzetben

Ok_1...0901 0; €{a,g,t c}
volt, akkor a négy 0j négyzethez

lok—1)...0001 30k —1)...000,
0ok —1)...0001 20k —1)...090,

k hosszi szavak tartoznak. (1.29. abra ha k = 1,2, 3).

Ezzel a szerkesztéssel egy 6 = 27" méretii 0-halon elhelyeztiik az Gsszes n-
hosszii sz6t. Ezt a DNS lanc képére, az 1.28. abra szerinti szerkesztéssel kapott
pontsorozatra helyezve meghatarozhatok azok a legfeljebb n hosszi szavak,
amelyek hianyoznak vagy csupan alulreprezentaltak a lancban.

1.9.1. Feladat Igazoljuk azt az elyardst, amellyel a kapott mintdazatbol meghatdrozzuk
a DNS lancbdl hianyzo szavakat.

1.9.2. Feladat Milyen halmazt kapunk, ha eqy eqyenldszdri derékszéqi haromszag
A, B, C csicsaival végezziik a kdoszjdtékot?

1.9.3. Feladat Milyen halmazt kapunk, ha eqy tetszdleges hdromszig A, B, C
csucsaival végezzik el a szerkesztést?
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1.10. Megmérhetetlen mintazatok

H. J. Jeffrey és munkatarsainak érdeklédését az keltette fel, hogy az igen
egyszer( szerkesztési szabalybol komplex, bonyolult mintazatok alakulnak ki.
Mi a kozos vonasuk ezeknek a mintazatoknak?

Egymassal hasonl6 iires foltok tomege van a mintazatban a legkiilonb6z6bb
méretekben. Nagyitaskor egyre tobb egyméssal hasonldé halmaz, iires folt,
bukkan fel a mintdzatban. Ha kiemeliink egy iires foltot, akkor barmilyen kis
€ pozitiv szamhoz taldlunk ehez a folttal hasonlo foltot, amelynek az atmérdje
kisebb mint . Azt mondjuk ekkor hogy a mintdzat (halmaz) hatdrtalanul
nagyithato.

Mennyi az egyre szaporodé iires foltok Osszteriilete? Dacara annak, hogy
az iires foltok mérete a kiilonb6z6 mintazatokban egymastol kiilonbozének
latszik, az iires foltok Osszteriilete tetszéleges pontosaggal megkozeliti a négyzet
teriiletét ha a szerkesztést egyre tovabb vissziik. Vagyis a szerkesztéssel kapott
ponthalmaz teriilete csak nulla lehet.

toréliik a 3 jelet tartalmazé ésszes négyzetet

e o e 3l
1 s f e -
G 10| 12 30 33 b bt 30 =l
o foa| 21 | 28 b o3| 14 2
0 2 ; : : _ ——
foo|o2]20]|22 oo (B e
2 3 n
Hiis 3 .3 . 2) let: (3
teriilet: 3 teriilet: (4) terilet: (4 teriilet: (3)
2 n-1
|_ & I_ : % I_ : (%) keriilet >(%)
a=0 t=2 g=1 c=3 teriilet: 0, kerlilet: co "
1.30. abra.

Az elmondottakat két példan illusztraljuk és igazoljuk. Tekintsiik az 1.29. dbra
kodolt négyzethaloit. Minden négyzethalobol toroljiik azokat a négyzeteket
amelyekhez tartoz6 szo a ,,g” jelet tartalmazza (1.30. dbra). Legyen S, (n =
1,2,...) a 2™ x 2" négyzethéloban a ,g” jelet tartalmazé szavak torlésével
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kapott halmaz és

S=1{Sn
n=1
Ekkor S, teriilete (2)" és a keriilete legaldbb (2)". Ezért S teriilete csak 0

lehet és a keriilete minden pozitiv M szamnél nagyobb kell hogy legyen. Ez
utobbira azt mondjuk, hogy a keriilete oo.

minden olyan négyzet térélve, amelynek kodjaban a o) szerepel:

" (13 | 31 |33 i
E = ®E ®m

10 12 30 32 E

el ol
01 |03 | 21 |23

] | | | |
00 02 22
2 = _-_li‘-

a négyzetek kodja legfeljebb anégyzetek kodja legfeljebb
haromjegyt négyjegyi

a=0 t=2 g=1 c=3 terilet?  kertlet?

1.31. abra.

Most toroljiik azokat azokat a négyzeteket az 1.29. abra négyzethaloin,
amelyekhez tartozo sz6 az ,ta” jelet tartalmazza (1.31. abra). Ezeket a szavakat
tiltott szonak fogjuk nevezni. Legyen S* (n=2,...) a2"x2" négyzethaloban
az ,ta” jelet tartalmazo szavak torlésével kapott halmaz és

S =8
n=2
Hogyan alakul az S n =1,2,... sorozat teriilete és keriilete?

A S§* teriilete nagyobb, keriilete pedig kisebb mint az S halmaznak. Megmutatjuk,
hogy itt is a ,terdlet 0, keriilet oo” eset all fenn.

Ellentétben az el6z6 példaval, itt az S halmazok egyre csékkend teriiletei
NEM alkotnak geometriai sorozatot. Viszont ha csupan azokat a négyzeteket
toroljiik, amelyek kodja ,,ta’-ra végzddik, akkor a paros indexi halmazok teriiletei
egy % hanyadost geometriai sorozatot alkotnak.

Ennek igazoldsa a 1.32. 4bra alapjan. Az S5 halmazt ugy kapjuk, hogy
az 1.29. 4bran a 22 x 22 négyzethalobol toroljiik a ,ta” széhoz tartozo négyzetet.
Ezutan megmarad a t, a, g, c négyzet tizenot-tizenhatod része.

A kovetkez lépésben a megmarado6 halmazbol toroljiik azokat a négyzeteket,
amelyek kodja 4-jeld és a kod ,,ta’-ra végzédik. ilyen négyzetbdl 15 van. Ennek

alapjan a megmarad a t, a, g, ¢ négyzet
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eldszor csak azokat a négyzeteket tordljiik, amelyek kodja | 20-ra végzédik

1 | 13 a | 3B
10 | 12 | 30 | 32 ]
E R
ot | o3 | 21 | 23 hogyan tovabb?
o0 | o2 D) 22

a négyzetek kédja kétjegyli  a négyzetek kodja négyjegyl

teriilet: 13 teriilet: (E )2
16 16

AR R

a=0 t=2 g=1 ¢=3

1.32. 4bra.

(%)2 része, mivel 1 — 1_16 — % _ (}_2)2

Ezt a gondolatmenetet megismételve, teljes indukciéval belathatod, hogy az
eljaras n-edik lépése utan, miutan tordltiik azokat a négyzeteket, amelyek kodja
2n hosszusagi és utolso két betiije ,,ta”, a t, a, g, c négyzet

15\"
16
része marad meg.

Erdemes megemliteni az elmondottak egy geometriai leirasat. A fenti eljarast
ugy szemléltethetjiik, hogy miutan rogziettiik a ta négyzetének torlése utén
megmarado6 15 négyzetet, a rekurziv 1épés azt jelenti, hogy a 15 négyzet mindegyikét
lecser¢ljiik a megmaradt halmaz linearisan egynegyedére kicsinyitett masaval
(n =2 eset az 1.32. abran).

Hasonl6 gondolatmenettel igazolhatjuk, hogy a H; halmazok keriilete

3 (15\"
K,>> (=) . 1.22
>4(4> (1.22)

Az §* szerkesztése.
ElGszor a §* komplementer halmazdt szerkesztjiik meg a négyzetben. Vagyis
mindazon pontok halmazat, amelyek kodja tartalmazza a ta szot.
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A ta négyzetéhez pontosan azok a szavak tartoznak amelyek prefixe (kezdd
betiii) ta. Azok a pontok, amelyeknek a kodjaban a masodik helytsl all az
ta tiltott sz6 , az eta szavakhoz tartozo négyzetek pontjai, ahol e helyén az
a,c,g,t bettik valamelyike all. Ezeket a négyzeteket a 2% x 23 négyzethaloban
jeloljiik ki.

Azokat a pontokat, amelyek kodjaban az n-edik helytdl szerepel ta, rekurziv
modon kapjuk. Ezek n + 1 hosszi tiltott szavakhoz tartozo négyzetek pontjai.
Mindazon négyzetek, amelyek kodja &eta alaki, ahol & egy n — 1 hosszu tiltott
sz6. Ezeket a négyzeteket a 27! x 27! négyzethaloban jeldljiik ki.

n | | | | ]
= i

vﬂv’[ i «"Iw IU"MZ

‘. .E .E

e o

‘. .m

:‘. L] - - - L]

‘M
H/ "

1.33. abra.

A mondottak alapjan, az S* komplementer halmazanak a szerkesztése:
(1.33. abra)

My = ta négyzete
M, 1(n=1,2,...): a M, mintazatot a g, a, t, c csicsokba vetitjiik és képezziik

a négy halmaz és az M, uniojat.
Az §* komplementer halmaza, az M, halmazok unioja

UM,
n=1
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Figyeljik meg azt, ahogyan a szerkesztés folyaman kialakulnak az egyre
kisebb atmérsjl, egymassal hasonl6 halmazok.
Egy masik példa az S* komplementer halmazanak a szerkesztésére az 1.34. abra

amikor tobb tliltott szo szerepel.

JVJ,U'\/I IU’VI'U\/{

IEE! EE

a tiltott szavak: 01, 22, 33, 10
1.34. 4bra.
cgyvencs 3 a tiltott sz0 20 a tiltott szo
(0 ¢és 3 a tiltott szavak)
1.35. 4bra.

1.10.1. Feladat Toroljik a 2" x 2™ hdlozatbol azokat a négyzeteket, amelyekhez
tartozo szo tartalmazza az 1.35 és 1.36. abrék alatti szavakat. Legyen a 2™ x 2"
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00, 11,22, 38

1.36. abra.

hdlozatbdl ezutdn kapott halmaz S). Igazoljuk, hogy a
S =\s;
halmaz terilete csak nulla lehet. Mennyi lehet az S* kertilete?
1.10.2. Feladat Adjunk meg olyan tiltott szavakat, amelyhez tartozo S* halmaznak
terilete nem nulla. Ha a tiltott szo agett, akkor is nulla lehet csak az S*

tertilete?

1.10.3. Feladat Igazoljuk az (1.22) egyenlitlenséget.
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Hogyan tudjuk méret szerint osztalyozni (megmérni) a ,teriilet O,
keriilet végtelen” tulajdonsagt halmazokat?

Hasonléan a ,megmérhetetlen” partvonal esetéhez, keressiik azt az s értéket
amelyre
Im N(r)rf =c¢ (0 <c< o0)

r—0

azonban itt N(r) a halmazt lefedd r élq négyzetrdics négyzeteinek a szima
(1.37. abra).

1.37. abra.

A megmeérhetetlen” partvonal esetéhez hasonldéan, ha
L(r,s) = N(r)r?

akkor
log L(r,s) =log N + slogr

és ha 0 < L(r,s) < oo akkor

Az igy kapott s a halmaz bozdimenzidja.
Az s meghatarozéasara hasonlé grafikus eljdrds van, mint a partvonal esetén:

Az (L,r) koordindrendszerben a (log L,logr) pontok, kis r esetén, egy olyan
egyenesre illeszkednek, amelynek meredeksége s (1.30. abra))
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Mit mér a boxdimenzi6?

Az elmondottakboél kovetkezik hogy az s box-dimenzid az N, — oo sebességét
meéri. Pontosabban, egy eléggé stirli négyzetracsbol, nagyobb s boxdimenzi6
mellett, tobb négyzet sziikséges a halmaz lefedéséhez, mint kisebb s mellett.
Nagyobb s esetén N, rohamosabban novekszik, ha r kézeledik a nulldhoz, mint
kisebb s esetén. Ez akkor is érvényes, ha a halmazok teriilete nulla.

Egy kevésbé matematikus valasz arra, hogy mit mér a boxdimenzié. Egy
halmazt adott felbontas mellett tudunk csak megfigyelni. A szdmitogép képernydjén
megjelend kép megfigyelésének a képernyd pixelmérete, egy ,valosagos” targy
megfigyelésének pedig a szemiink felbontoképessége szab hatart. Legyen h-
atmérGji az a legkisebb objektum, amelyet megfigyelni tudunk. Ez a nullahoz
nagyon kozeli érték. Igy az elmondottak alapjan nagyobb s mellett t6bb lesz
a halmazt lefedd h éld négyzetek Np, szama és igy tobb ilyen négyzetet tudunk
megfigyelni mint kisebb s boxdimenzi6 esetén. Igy valéban nagyobbnak latjuk
a halmazt. Ez akkor is érvényes, amikor s < 2, vagyis a halmaz teriilete
nulla. FEzzel méret szerint is kiilonbséget tudunk tenni olyan halmazok kézitt
18, amelyek mindegyikének terilete nulla.

Az elmondottak illusztraldsara az 1.58. dbrdn néhany eddig megismert
halmaz N, értékeinek és boxdimenzidjanak alakulasat mutatjuk.

r N,
é 0.5 2 3 -- 4
0.25 4 9 15 16
0.125 8 27 o6 64
log N_ 0.0625 16 81 208 256
256 4 w = &
20
g 4
64 - negyzet Sierpinski ‘gi E & E’
39 _ haromszog 8‘} @ c
16 eqyenas o
8 egyenesszakasz | N =r~"
d — _.-1.584
74 Sierpinski haromszég | Nr =r
FEEN N, =r= [s=1.899
7 4. Bi4B 5
N=r

1.38. abra.
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1.10.4. Feladat Mennyi a Cantor halmaz dimenzidja?
1.10.5. Feladat Melyik igaz és melyik hamis a kévetkezd dllitasok kozil:

1. Ha két halmazt egyesitiink, akkor az egyesitett halmaz dimenzidja a két
halmaz dimenzi’oja kozil a kisebbik lesz.

2. Ha két halmazt egyesitiink, akkor az egyesitett halmaz dimenzidja a két
halmaz dimenzidja kézil a nagyobbik lesz.

3. Ha két halmazt egyesitink, akkor az egyesitett halmaz dimenzidja a halmazok
dimenzidinak 0sszege.

1.10.6. Feladat Igazoljuk, hogy ha B C C dimenzidja nem lehet nagyobb, mint
a C dimenzidja.

1.10.7. Feladat Legfeljebb mennyi lehet eqy R? sikbeli kompakt halmaz dimenzidja?

1.11. Kaotikussa val6 sorozatok
Egy geometriai sorozat természetes felirasa a
Tpny1=qr, n=012... xg=c (1.23)

rekurziv sorozat. Hiszen geometriai sorozatot akkor kapunk, ha egy ¢ szdémot
mindig ugyanazzal a ¢ szammal ujra meg ujra megszorzunk és az (1.23) formula
pontosan ezt fejezi ki. Ha ¢ < 1 akkor a sorozat a nulldhoz tart, ha ¢ > 1 akkor
a sorozat hatartalanul novekszik, z, barmely M szamnal nagyobb lesz, ha n
elég nagy vagyis elég messze megyiink el az (1.23) geometriai sorozatban.

Hogyan alakul az (1.23) sorozat, ¢ > 1 esetén, ha nem engedjiik meg, hogy
egy adott M értéken tullépjen?

Két természetes modjat mutatjuk meg ennek. Az egyik esetben az r =
M faltol visszapattannak a sorozat elemeit reprezentdlo témegpontok, a mdsik
esetben a tullépd pontot M eqgységgel visszatoljuk.

Legyen c € (0,1), M =1 és q = 2.
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Az egyik esetben az (1.23) sorozat a kovetkezdre valtozik

_ ) 4Tn haz < 0.5
B { q(1 —z,) hax>05 (1.24)
A masik esetben az (1.23) sorozat igy alakul
et = { qr, —1 hax >0.5 (1.25)

Az (1.25) rekurziv formula vizsgdlata.
Felirva a sorozat elemeit, egymastol csupan 0.0003 tavolsdgban levé c értékekbdl
inditva, a sorozat els§ 5 eleme

0.420420 0.420720
0.84084 0.84144
0.68168 0.68288
0.36336 0.36576
0.72672 0.73152
0.45344 0.46304

Els6 pillantasra nem latunk semmiféle szabalyossagot egyik sorozatban sem.
Azzal, hogy x,, > 1 esetén visszaléptettiik a sorozatot eggyel, a sorozat elvesztette
az (1.23) jellegét.

Most irjuk fel a sorozat elemeit kettes szamrendszerben, binéris tort alakban.
Ekkor a ¢ = 0.420720 kezdgértékbdl inditott sorozat igy alakul

0.01101011
0.11010110
0.10101100
0.01011000
0.10110000
0.01100000

Kettes szamrendszerbe irva az (1.25) sorozat elemeit, méar kialakul egy
szabaly: Az x,-bdl a kévetkezd n+ 1-edik elemet gy kapjuk o sorozatban, hogy
az x, jegyeit eqgyel hdtratoljuk, majd az igy kapott szdm egész részét torolyiik.
(n=1,2,...)

A szabaly alkalmazasaval igazolni fogjuk hogy az (1.25) sorozatnak a kovetkezs
kiilénos tulajdonsaga van:
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Kéaosz (ergodicitas)
Legyen ¢ € (0,1) és € > 0. Ekkor ¢ minden ¢ kirnyezetében

1. van olyan ¢*, amelybél ki-indulva az (1.25) sorozat egy adott helytdl
kezdve periodikus;

2. van olyan ¢** k par, hogy a ¢**-bol inditott (1.25) sorozat k-adik eleme
egy adott p € (0,1) pont tetszSleges § kornyezetébe keriil.

Szemléletesen, de kevésbé pontosan a kaotikus (ergodikus)” tulajdonsag azt
jelenti, hogy egy pont barmilyen kis kornyezetében, van olyan pont amelybdl ki-
indulva az (1.25) sorozat periodikus, elemei vissza-visszatérnek a ¢ pontba. Es
van olyan pont is ugyanebben a kirnyezetben amelyik bejarja a (0, 1) minden
koérnyezetét.

Az allitas elsd, 1. része nyilvanvalé. Hiszen ha a ¢ binéris tort elsdé k +
1 jegyét periodikusan folytatjuk, akkor az igy kapott ¢* a c-nek ¢ = 107F
kérnyezetében van.

Az &llitas tovabbi, 2. részét harom példaval probaljuk megviladgitani. Tizedestortekkel
kezdek, ezeket jobban ismerjiik mint a binaris torteket.

1.11.1 Példa Legyenek
c=0.2002995331, ¢ =10"%, p=0.71033115011, 6 =107°, k = 4.

Ekkor ¢ = 0.20071033831 a c pontnak az ¢ kérnyezetében van és a c**-bdl
induld (1.24) sorozat negyedik eleme, x4, benne van a p-nek 107° kornyezetében.
Ugyanis | ¢ — c** |< 1073 és | ¢ — x4 |< 1075,

1.11.2 Példa Legyenek
c¢=0.11011100101..., e =273 p=0.11100011..., 6 =275 k=3.

Ekkor ¢ = 0.1100111001 ... a c pontnak az € kérnyezetében van és a c**-bdl
indulo (1.25) sorozat negyedik eleme, x4, benne van a p-nek 1075 kérnyezetében.
Ugyanis | ¢ — ¢ |< 273 és | ¢ — x4 |< 275.

1.11.3 Példa Ha a 0.1001 bindris tortet ugy folytatjuk, hogy mindegyik haromjegyd
bindris tértet eqymds utdn hozzd irjuk, akkor az igy kapott 23.3+4 jegyid bindris
torthdl indulo (1.25) sorozat a (0,1) minden pontjdnak 6 = 27% kirnyezetél
bejdria.
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1.11.1. Feladat Legyen ¢ = 0.11000111, p = 0.001101. Adjunk meg egy olyan
bindris tortet a c pont 273 kirnyezetében, hogy onnan indulva a sorozat hatodik
eleme a p-nek 2~ 4kérnyezetébe keriil.

1.11.2. Feladat A példdk alapjin igazoljuk a kéosz (ergodicitas) tulajdonsdgot.

Az (1.24) rekurziv formula vizsgdlata.

Itt is akkor lathatunk szabalyossagot ha kettes szamrendszerben, binéris
tort alakban frjuk fel a szdmokat. Ekkor, z < 0.5 esetén, tgy kapjuk az x,-
b6l a kovetkezs, n + 1l-edik elemet a sorozatban, hogy az z, jegyeit eggyel
hatratoljuk. Ha viszont = > 0.5, akkor pedig 0 <> 1 csere utan hajtjuk végre
ezt az eltolast.

1.11.4 Példa Ha ¢ = 0.01101011 akkor az (1.25) sorozat igy alakul

0.01101011
0.00101001
0.01010010
0.01011011

Az (1.24) sorozat szemléltetése web-diagrammal.

Tekintsiik az
_ ) gz ha x < 0.5
Fe) = { q(1—2z) haz>05 (1.26)

fiiggvényt. Az (1.26) fiiggvénnyel a ¢ pontbol indulé (1.24) rekurziv sorozatot
igy irhatjuk
¢, f(e), fP(e), ..., fM(e). .. (1.27)

ahol f = fo f vagyis az f fiiggvény kompozicioja onmagéaval és f az f
fiiggvény n-szeres kompozicidja.

Az (1.26) fiiggvényt alkalmazva, az 1.39. 4bran lathaté szerkesztéssel is
megkaphatjuk az (1.24) rekurziv sorozatokat. Az 1.39. abran ¢ = 2.

Az (1.27) sorozatot iteracios sorozatnak is nevezziik. Azt mondjuk, hogy
az

(f,0,1])

par egy dinamikus rendszert hatéroz meg és (1.27) a dinamikus rendszer c¢
pontbol indul6 palyaja.

Egy rekurziv sorozatnak ilyen szerkesztéssel torténd elGallitasat nevezziik
web-diagramnak, vagy halé diagramnak.

Az (1.26) fiiggvényeket, grafikonjuk alapjan, sdtorfiggvényeknek is nevezziik.
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/\ /\ /?\

T i \ T !
0.5 1 X 0.5 1 X 0.5 1 X

1.39. abra.

1.11.3. Feladat Legyen q = 3. Irjuk fel az (1.24) sorozat elsd hat elemét, ha
c = 0.02202022

triadikus tort alakban (hdrmas szdmrendszerben).

1.11.4. Feladat Legyen q = 3. Irjuk fel az (1.24) sorozat elsd hat elemét, ha
c = 0.02102122

triadikus tort alakban (hdrmas szdmrendszerben).

1.11.5. Feladat Milyen c kezddérték mellett lesz az (1.24) sorozat minden
eleme a (0,1) intervallumban?

1.11.6. Feladat Legyen q = 4 és ¢ € (0,1). Mi a sziikséges és elégséges
feltétele annak, hogy az (1.24) sorozat elemei a [0, 1]-ben maradjanak?

1.11.7. Feladat Legyen ¢ = 10 és ¢ € (0,1). Mi a sziikséges és elégséges
feltétele annak, hogy az (1.24) sorozat elemei a [0, 1]-ben maradjanak?

1.11.8. Feladat [Irjunk fel eqy olyan g : R — R (egyvdltozds) figguényt,
amelynek ¢ € (0,1) pontokbdl induld iterdicids sorozata az (1.25) formuldval

adhato meg.

1.11.9. Feladat Vizsgdaljuk meg, hogy az (1.25) sorozat kdosz (ergodicitas)
tulajdonsdga érvényes-e az (1.2]) sorozatra is.
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A pék leképezés

Az el6z6 két szabaly kombinacidja az

2z, Ny ha x < 0.5
F@wy_{2ﬂ—$L1—Ayhax205

R? — R? fiiggvény (leképezés) ahol A € (0,1). Igy az X tengely irdnyaban
az el6z6 tipusid, az x = 1 falba iitkoz6, az Y tengely iranyaban pedig Cantor
halmaz tipust lesz az £ egységnégyzetbdl indulod

{F(&) n=1,2,...} (1.28)

iteracios sorozat A attraktora. Részletesebben, F' az egységnégyzet also felét
(amikor = < 0.5) X irdnyban duplajara nyujtja és Y iranyban Osszehtzza a
A-szoroséra. A kinyujtott rész x > 1 részét levagja, majd az egységnégyzet
fels§ széléhez visszahajtja (1./0. dbra). Innen a pék elnevezés hiszen ez a
kenyérdagasztas dinamikaja amikor A = 0.5.

Y Y
1 1_1ﬁ
—
_.-—-—'_"___ X
1 X 1
1.40. abra.

Az (1.28) sorozat egymasba skatulyazott halmazok sorozata, amalyek kozos
része lesz a dinamika végtermeéke.
Mivel az X tengely irdnyaban az el6z§ tipusi, az x = 1 falba {itkozé a

dinamika, a kdosz (ergodicitéas) tulajdonsag érvényesiil a pék leképezés attraktoraban.

A dagasztasi hasonlattal kifejezve, az F' iteracioi soran, az £ négyzetben egy
kupacban elhelyezett mazsolak szétszorédnak a végtermék minden részletébe.
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1.12. Informaciét hordozo6 kdotikus dinamika

A satorfiiggvénnyel vezérelt dinamikahoz, természetes modon, iizeneteket kapcsolhatunk.
Legyen

z, f(z), fof(x)...f(x)...
az 1.11 (1.26) figgvénnyel adott dinamikus rendszer palyaja amikor ¢ = 2.
Ekkor az
flz) <050  fMlz)>05<1 (1.29)

szaballyal, minden palyadhoz egy (végtelen) binaris kodot rendeltiink.
Egy adott N hosszt
aypag...ay (130)

binéris iizenetet szeretnénk tovabbitani. Hogyan véalasszunk ki egy olyan z €
(0,1) pontot amelybdl indulé palya az (1.30) binaris iizenetet tartalmazza?

Pontosabban, a matematika nyelvén kifejezve, a kovetkezs feladatot fogjuk
megoldani. Adott egy ajas . ..ay binaris sz6 és keresssiik azt az x € 0, 1 pontot
amelynek a kodja

T1T2 o Typ@102 « . . ANTN 41 TN +mt2 (1.31)

vagyis a kod, az m-edik elemétsl kezdve, éppen a tovabbitando iizenetet tartalmazza.
Az els6 lépés a feladat megoldasaban: Kiemelni egy olyan M C (0,1)
halmazt, amely elég stri (0, 1)-ben. Az .elég siird” a kovetkezst jelenti

minden x € (0,1) ponthoz van ¥’ € M amelyre | R(z') — R(x) |< o

2771
ahol -
i
R - -
(0=
i=1
és x; az (1.29) szerint az x-hez rendelt kod i-edik eleme.
Az R(x) bindris torteknek fontos szerepe lesz az tzenetet tartalmazd pdlya
(trajektoria) kivdlasztdsdban.

ALGORITMUS. Tekintsiik egy = € (0,1) kodjanak m + 1-edik bettjét. Ha
Tm+1 = Q1
akkor eggyel hatratoljuk a kodot. Ha

Tm+1 7’é ay

vagyis az = € (0,1) kodjanak m + 1-edik bettije NEM az iizenet kezddbetiije,
akkor
tekintsiik a kovetkezd Y C M halmazt
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Y = {2/ € M kdédjanak m + 1-edik betije a,}
és keressiik azt az z” pontot, amelyre
x” €)Y, | R(x”) — R(xz) | minimalis.

Ekkor az x” pontra cseréljiik az x pontot, majd eggyel hatratoljuk az x” kodjat.

Ezt az ALGORITMUST N-szer megismételve, az (1.31 kodot kapjuk.

1.12.1. Feladat Igazoljuk, hogy az ALGORITMUS a kivant tizenetet dllitja
eld.

1.12.2. Feladat Mi a szerepe az x € M ponthoz hozzdrendelt R(x) bindris
tortnek az tzenet elddllitisaban?

Miért alkalmas a satorfiiggvény az informacio6 (ilizenet) tovabbitasara?

A satorfiiggvénnyel vezérelt dinamika, vagyis minden
{f"(z); n=1,2,...}y z€C (1.32)

sorozat kodja, ¢ = 2 mellett, rendelkezik a kéosz (ergodicitas) tulajdonsaggal.
Ez pontosan azt jelenti, hogy barmely (1.32) sorozat kodjanak barmilyen kis e
kornyezetében van (1.31) és igy az ALGORITMUS végrehajthato.

A valésagban az atvitel elektronikus tton, a Chua oszcillatorral (rezgGkorrel)
torténik. A Chua oszcillator rajza és egyenlete az 1.41. abran lathato. A
differencalegyenletrendszer minden

v1(t), va(t),ir(t) (1.33)

megoldisa egy térgdrbével abrazolhatd. Ez a térgoérbe, nagy t paraméter
mellett vagy egy ellipszis A kézépponttal, vagy egy ellipszis B kozépponttal,
vagy az 1.42. abran lathat6 gorbe, ahol A kozépponta és a B kozépponti
ellipsziseken wvdltakozva halad az (1.33) térgorbe. Informéciok atvitelére akkor
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R IV graph of nonlinear resistor in Chua's Circuit
Ig=alvg)

I == = Chua's
C, C Diode

-
dv 1
1 Etl =E(V2 =) _f(vq)
dv 1
2«;;3-25(\)1 v,)+i,
Lﬂ=—v2
dt

1.41. abra.

alkalmas az dramkor, amikor az 1.42. abra alakjat veszi fel a megoldasgdrbe.
Ekkor a differencalegyenletrendszer minden (1.33) megoldasédhoz hozzarendelhetjiik
az A, B bettik egy-egy végtelen sorozatat. A kdosz tulajdonsag itt azt jelenti,
hogy az A koriili ellipszisbdél, a palya nagyon kis valtoztatasaval, egy B kozéppontu
palyara jutunk és igy az ALGORITMUS végrehajthato.

1.13. Egy képtomorité eljaras a szamitogépes grafikiban.
Hogyan lehet egy fényképet néhany matrixba tomoriteni?

Most egy olyan algoritmust mutatunk, amely egy sziirke arnyalata képet tomorit
kb. 1 : 1000 ardnyban. A tomoritett kép gyorsabban tovabbithato. Az
eljaras megértését segiti, ha a fényképet egy domborzatnak képzeljiik el, ugy
hogy minél vilagosabb egy részlet annél jobban kiemelkedik a kép sikjabol.
A matematika nyelvén: a fényképet egy f = f(z,y) kétvaltozos fiiggvénnyel
adjuk meg, amelynek a maximuma 1, ahol a fénykép fehér, és minimuma O,
ott ahol a fénykép fekete ( az 1.43. 4bra).
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1.42. abra.

Ily modon a fényképet azonositjuk az f(x,y) kétvdltozds fiigguénnyel. A
fenykép rajzolatat, arnyalatait az f(z, y) fliggvényt abrazolo felillet domborzatéval
irjuk le (az 1.43. abra).

A fényképet (kozelitoleg) eloallito TFS megszerkesztése azon alapszik, hogy
a fénykép kilonbozd részletei, jo kizelitéssel, eqymdsnak affin képei lehetnek (
az 1.44(a). abra). Ilyen részletek barmilyen fényképen fellelhetGk.

Ez alatt azt értjiik, hogy van olyan affin R® — R® (vagyis térbeli) leképezés
amely a nagyobbik D, illetve D, keret feletti domborzatot a kisebb R, illetve
Ry feletti domborzatba viszi. Természetesen ez csupdn megfeleld kézelitéssel
érhetd el. Ilyen affin leképezéseknek az unioja adja majd a W fiiggvényt.

Az eredeti” IFS modell az R? kompakt (korlatos, zart) halmazaibdl alakitja
ki a képet. Itt az alaphalmaz egy fénykép részleteib6l all. Ez a matematika
nyelvén, kétvaltozos fliggvények halmazat jelenti. Ennek megfelelGen, egy
tetszbleges h = h(x,y) fiiggvénybdl indulo

(Whln), n=1,2,...} (1.34)

iteracios sorozat fogja eléallitani, megfelel6 kozelitéssel, a fényképet.
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kontraszt valtozas. skala valtoztatas (a Z tengely iranyaban)
fenyerd valtozasleltolas (a Z tengely iranyaban)

An f=f(x,y) surface generated from the Lena image

1.43. abra.

1.44. abra.
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MEGJEGYZES. Célszerti a h(z,y) = C konstans fiiggvénybél indulni.

Az eljaras (kodolas) egy részletes leirasa

1. lépés A fénykép sikjat felosztjuk 64 x 64 egybevagd négyzetre és
mindegyik négyzeten megallapitjuk a fénykép atlagos sziirkeségi fokat,
amelyhez természetes modon egy A € [0, 1] szamot rendeliink. Az igy
kapott diszkretizalt (vagyis 1épcssfiiggvény) f = f(x,y) fogja reprezentalni
a fényképet az eljaras soran.

Az f = f(x,y) fiiggvény az lesz, amelynek az értéke a 64 x 64 négyzet
mindegyikén beliil alland6, mégpedig A\, az atlagos sziirkeségi foknak

megfelelGen az

1
— =1,2,...,2
n256 n ,2,...,256

értékek egyike.

Legyenek R;; ¢ = 1,2,...,16 a fényképre fektetett 4 x 4 négyzetracs
elemei és D; olyan négyzet a fénykép sikjaban amelyek linearis mérete
(oldaléle) az R; négyzetekének a duplaja (71.44(b). dbra). (1024 ilyen
négyzet van). Az eljaras kovetkezs lépése az lesz, hogy adott R;-hez
keressiik azt a D;-t amely feletti f(x,y) domborzat, megfelel affin modositéassal,
elég kozel lesz az R; feletti f(x,y)-hoz.

MEGJEGYZESEK.

(a) Az ismertetett eljaras adatai természetesen ,nem kotelezGek”. Az
elsG 1épésben nem kell ragaszkodni a 64 x 64 négyzethez, csupan
ahoz, hogy a négyzetekkel diszkretizalt fiiggvénybdl ,felismerhetd
legyen” f = f(x,y), a masodik lépésben a D; négyzetek éle a B;
négyzetekének a dupldja legyen és a D; négyzetek szdma a lehetséges
ilyen részhalmazok legaldbb 80 szazaléka legyen.

(b) A négyzethalohoz sem kell ragaszkodni. B; és a D; haromszogek
is lehetnek és a hald a fénykép részletdas részein stiribb is lehet.
Ekkor D; a haromszoghél6 négyeseibdl dsszeallitott elemek.

2. lépés Megvizsgaljuk, hogy a {D;; j =1,2,...1024} feletti képreszletek
kozil, a fenti affin dtalakitas utdan, melyik lesz legkozelebb az az els6
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racsnégyzet, az R, feletti képrészlethez. Ez a képrészlet keriil majd az
Ry feletti képrészle helyére a megfelels affin atalakitas utdn. Ezutan
ugyanezt elvégezziik az

{R;; 1=2,...,16} négyzetekkel is.

A megfelel§ affin dtalakitas esetiinkben azt jelenti, hogy a D; — R; cserén
kiviil, a kép o sziirkeségi fokat (fényességét) és s kontrasztjat megfelelGen
valtoztatatjuk.

s=0.625 o0=52

1.45. abra.

Az eljaras részleteit az 1.45. és az 1.46. abrdk mutatjak. A Domain, a
nagyobbik keretben levé kép kinagyitva. Ezt megfelelGen elforgatjuk (1),
majd a kép s kontrasztjat és o sziirkeségi fokat tigy modositjuk, hogy
az alig kiilonbozzEék” a Range, a kisebbik keretben levd kép kinagyitott
hasonmasatol (2). A kisebbik keretben levd kép helyébe a (2) keriil,
linearisan fele méretben (2).

Az eljards lelke ez a 2. 1épés. Ezért megadjuk a vdzolt képcsere leirdsdt a
matematika nyelvén is.

Adott R;, D; parhoz tekintsiik azt a g;; matrixfiiggvényt (leképezést)
amely a D; négyzetet az R; négyzetbe viszi. Négy ilyen leképezés létezik.
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1.46. abra.
Ha

y L /lan ap L1 b\ . _ (T
9:1(X) = 2 ( a1 Qo2 To * by ) T\ 4y (1.35)

akkor az (1.35) formulaban a 2 x 2 matrix a kovetkez$ négy matrix egyike

) () G a) (B)

Ugyanis, a D; négyzetet, az els6 esetben, linedrisan a felére csokkentve,
megfelel6 b vektorral az R; helyére toljuk. A maradék harom esetben
pedig még 90°, 180° illetve 270° elforgatast is végziink.

Ezutan annak a leképezésnek a matrix alakja, amely a D; feletti domborzatot
az R; felettli domborzatba viszi

ai; aiz 0 1 by
Ej(X) == 921 A922 0 9 + b2 . (136)
0 0 1 f(x1,29) 0

Ha a domborzatok cseréje el6tt affin atalakitast is végziink , akkor

ayr a0 1 b
Fij(x) = | an an 0 2 + b x € D; (1.37)
0 0 sy f(x1, 22) 0ij
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Ugyanis, ha az (1.36) formulaban 1 helyébe 0 < s;; < 1 értéket tesziink,
akkor a D; feletti kép kontrasztjat csokkentjiik (a domborzatot az alapsikra
merdlegesen, ,,Z iranyba”, 6sszenyomjuk). Ha a b oszlopaban a 0 helyébe
egy 0;; > 0 értéket tesziink, akkor a fényerét noveljiik (a domborzatot az
alapsikra merdlegesen, ,,Z iranyba”, eltoljuk).

fgy az F;; figgvény a D; minden x pontjat atviszi az R; egy meghatarozott
pontjaba és az f(x) fiiggvényértéket, eme képponthoz tartozo

sijf(x,y) +Oij (138)

fiiggvényértékbe viszi.

Mikor alkalmazzuk ezt az (1.37) formuldt, vagyis mikor alkalmazzuk a 2. 1épésben
leirt képcserét?

Akkor, amikor az (1.38), megfelels s;;, b;; valasztassal, elég kozel hozhato

az R; feletti képrészlethez (az R; feletti f(z,y) domborzathoz). Pontosabban,
akkor amikor az (1.38) és az R; felett feliilet négyzetes eltérése egy elére
megadott e-nal kisebb. A matematika nyelvén

Z (si (21, 22) + 015 — [ © gij(w1,72))* < €. (1.39)

(x1,22)€D;

Jobb eredményt ad az a valamivel hosszabb eljaras, amikor minden olyan
D; koziil, amelyre f teljesiti az (1.39) egyenl6tlenséget, kivalasztjuk azt,
amelyre az (1.39) baloldala a legkisebb és ezzel a D; képrészlettel végezziik
el a cserét.

. lépés  Ha az el6z6 2. lépésben minden R;-hez kaptunk Fj; leképezést,
akkor a kovetkezG, /. lépésben leirt modon Gsszeallitjuk a W leképezést.
Ha maradt olyan R; amelyhez nem taldltunk megfelels Fj;-t (vagyis
az (1.39) eltérés minden j-re nagyobb, mint a megadott hibakorlat), akkor
a 2. lépés eljarasat megismételjiik a kimaradt négyzeteken feleakkora
linearis méretd D;, R; parokkal.

. lepés Az (1.37) formulaval adott Fj; fiiggvényekbdl dsszeallitjuk a W
leképezést a kovetkezSképpen.
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W minden f fiiggvényhez hozzarendel egy W(f) fiiggvényt. A W(f)
figgvényt az R, tartoméanyokban az Fj; fliggvények hatarozzdk meg.
Pontosabban

W(N(R:) = F;(f(Dj);  1=1,2,.... (1.40)

Ez egy tomor leirdsa a 2. [épésben megadott eljarasnak. Azt fejezi ki,
hogy a W(f) feliiletnek az R; feletti részét Ggy kapjuk meg, hogy a D;
feletti feliiletrészre alkalmazzuk az Fj; affin leképezést és az igy kapott
feliiletészre cseréli az R; feletti feliiletet (ahogyan azt a PELDABAN
lattuk).

Igy ezeknek a feliiletdaraboknak az

U Fs(F(Dy) (1.41)

egyesitése adja egy f feliillet W (f) képét.

Az (1.40) formuldval adott R; <+ D; csere akkor torténik meg, ha F;;(f(D;))
elég kozel van f(R;)-hez. (1d.: (1.39))

Az 1-4 1épésben megadtunk egy IFS-re épiils eljarast sziirke drnyalati
képek (fényképek) ezred nagysagrendii tOomoritésére.

Ezzel a fénykép tovabbitasanak sebessége aranyosan meggyorsult.

A tomoritett kép kibontasa (dekodolasa).

Az 1-4 lépésben leirt eljards végeredményeként kapott Fj;; ¢ = 1,2,..., N
fiiggvényekbdl megszerkesztett

{Whlh), n=1,2,...} (1.42)

iteracios sorozat adja meg a fénykép kozelitését. Bdrmely h indulo képpel, a
fényképnek ugyanazt az A* kozelitését allitja eld.

Ezt illusztralja az 1.47. dbra, ahol a Lena arckép dekddolasa a ,kaoszbol”
lathato.

Az iteracios sorozat A* végterméke, a kodolt kép, alig kiilonboztethetd meg
az eredeti képtsl. Mégis lényeges eltérés van kozottik. Az egyik eltérés az,
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dekodolas

1.47. abra.

hogy a kodolt kép hatdrtalanul nagyithato az eredeti fénykép viszont nem. A
mésik eltérés az, hogy a kodolt kép huszad annyi helyen tarolhat6 mint az
eredeti fénykép, mas szoval, az eljaras ill. az algoritmus kivalasztja a fénykép
et meghatéarozé Osszinformacioknak 5%-at, az {F;; i = 1,2,..., N} szabalyok
forméajaban, ugy hogy ebbdl az 5%-bol mar rekonstrualhato a kép. Egy ilyen
eljarast adattomdritésnek neveziink.

Mit jelent az, hogy egy halmaz hatartalanul nagyithato? Ismeretes az,
hogy minden fénykép csak egy bizonyos mértékig nagyithato. Nagyitaskor
a kép egyre ,Jlaposabba” valik, egyre jobban észre vehet6 hogy a fényképen a
val6sag nem minden részlete van jelen. Igy a bizonyos mértéken tul nagyitott
képen a részleteknek olyan hidnyat vessziik észre amely azt élvezhetetlenné
teszi és ez adja meg a nagyithatosag hatéarat.

Ugyanez a helyzet a kinyomtatott kodolt képpel is. Ha azonban a kodolt
képet gy nagyitjuk fel hogy kozben az iteréciok szaméat is noveljiik, akkor
ez nem torténik meg. Ugyanis az iteracidk szaméanak novelésével a kodolt
kép tjabb és tjabb részletei bukkannak el6, amit csak a képernyd, fotopapir
vagy méas képhordozé objektum korlatoz. Mas széval, az iterdciok megfeleld
novelésével tarsitott nagyitaskor a kodolt kép felbontasa mindig a képerny6
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maximalis felbontd képességével azonos.

Miért sikeres az eljaras?

Legel6szor is el kell arulnunk végre, hogy milyen értelemben kozeliti meg az (1.42) halmaz
sorozat a fényképet, vagyis a fényképet az 1./3. dbra szerint reprezentalod f
kétvaltozos fiiggvényt.

A (korlatos) fiiggvények kozott egy természetes tavolsagfogalom

dlf, 9] = max{| f(z,y) — g(z,y) [}. (1.43)

vagyis a fiigguénygdorbéjik maximdlis eltérése. Ezért el6szor azt kell megvizsgélni,
hogy az (1.43) tavolsagban kontraktivok-e az (1.37) formulaval adott F;; leképezések.
Adott (z,22) € D; pontban

W(f) —W(g) = Fi;(f) — Fi;(9)
s az (1.37) és az (1.38) alapjan
max | Fi;(f) — Fij(g) |< siymax | f —g|  (z1,22) € Dj.
Ezért

dW(f) = W(g)] = max | Fi;(f) — Fi;(g) |< sd[f, g]

7
ahol s = max; Sij.
Ennek alapjan, minden F; (és igy W is) kontraktiv ebben a tavolsagban
(metrikdban) pontosan akkor, ha

0<Sz’j<1-

Ekkor a kontraktiv leképezések tétele biztositja az eljaras sikerét.

A kontraktivitas feltétele,
0< S5 < 1

azt jelenti, hogy a kontrasztot csokkentjiik. Node mi van akkor, ha a kontrasztott
novelni kell? Ha ez utobbi eset viszonylag ritkan fordul el akkor még az eljaras
konvergens marad. Pontosabban, ha van olyan K, hogy a {Wll(g); n =
1,2,...} halmazokat elGallit6 lancokban minden K hosszusagt kompozicid
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kontraktiv, akkor ez elegendd arra, hogy a {WI(B); n =1,2,...} sorozat
konvergens legyen.

Ennek igazolasa roppant egyszerti. Arra kell csak gondolni, hogy ekkor az
A* legfeljebb NX kontraktiv fiigguénnyel alkotott TFS attraktoraként (invarians
halmazaként) 4ll el6.

Az alapvetd eltérés a ,klasszikus” IFS és a most tdrgyalt képtomaoritd eljardsban
alkalmazott IFS kozott a kovetkezd:

a klasszikus” IFS F; fiiggvényei az A-t képezik le a vele affin részhalmazokra,
vagyis

A= JF(A).

Ezzel szemben az Fy; fiiggvények az A* részeit (a D; feletti Ay, feliileteket)
képezik le a vele affin részhalmazokra, vagyis

mzu%mw.

Ezért az eljarassal kaphato A* halmazok ,mikro-szerkezete”, a nagyitaskor
felbukkané képek sokaséga, sokkal valtozatosabb mint a  klasszikus” TFS-el
kaphato A halmazok esetén. Ezt ugy szoktak kifejezni, hogy A*-nak nagyobb
a komplexitasa mint A-nak.

Ne felejtsiik el hogy a sok apro technikai részlet mégott itt is a kontraktiv
leképezések tétele dll. Ennek érvényessége biztosilja, hogy a kilonbozd technikdkkal
késziilt elyardasok sikerre vezetnek.

Problémat jelenthet a most targyalt képtomorits eljarasban két Fj; fliggvény
kompoziciojanak az értelmezése. Mivel

Ej: Dj_>RZ

vagyis Fj; csupan a D; C R? részhalmazon értelmes. Ezért F;j o Fp, pontosan
akkor létezik (értelmes) ha R; N D,, # (). Ekkor barmely H C R? halmazra

Fy(H) = Fy(H(\D;)  Fy(0) = 0.

Igy, szamos kompozicié lanc kimaradhat az iteraciok soran, amelyben a kontraktiv
fiiggvények kisebbségben vannak, ami javitja a konvergenciat.
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1.14. Fraktalnovekedés.

1. Elektrolizis.
Egy kerek talkaba, amelyben rézszulfat oldat van, elektrédakat helyeziink.
A katodot a talka kdzepe folé fliggessziik, az anddot pedig a csésze peremére
helyezziik kor alakban. Az aram bekapcsolasakor a fesziiltség hatasara a
katodon réz rakodik le és nem sok id6 mulva a katdédon kivalt réz alakja
az 1.48. dbrdkon lathato alakot olt. Az 1.48. dbra a katdédra merdGleges

DLA modell (diffuzioval meghatarozott részecske tomaériilés)

elektrolizis.

petri plate (dish)

1.48. 4bra.

keresztmetszetét mutatja ennek a halmaznak az elektrolizis kezdetétél
eltelt elég hosszt id6 mulva, miutan a formatum ,allandosult”. Ha r a
katodtol mért tavolsag és N (r) a legfeljebb r tavolsagra esd lerakodott réz
mennyisége, akkor a (logr,log N(r)) pontok egy s meredekségii egyenesen
vannak jo kozelitéssel. Az s értéke, a lerakodott réz eme metszetének a
box-dimenzidja, akkor lesz lényegesen kisebb a 2-nél, ha az oldat koncentracioja
kicsi és az eletrodak kozotti elektromos fesziiltség nagy.

2. Baktériumtelepek
Ha egy kerek talkaban (Petri csészében) zselészerti, tdpanyagot tartalmazo
kozeg kozepébe baktériumokkal teli folyadékcsepp keriil, akkor ez egy
baktériumteleppé novekedik. Ha a zselében a tapanyag jol diffundél, a
baktériumok mozgésa nincs akadalyozva és bGséges tapanyag van, akkor
kb. korforma a baktériumtelep. (7.49.a dbra). Ha a tapanyag nem
elégséges, akkor a csésze belsejében hamarabb fogy el a tapanyag mint
a csésze peremén, hiszen itt van a baktériumok tomege, amig a csésze
széle még érintetlen. Ezért ekkor a csésze belsejében a baktériumok

66



nutrient = 0.01 (gfl), agar = 1.75%

~

nutrient = 2 (g/l), agar = 1.75%

1.49. 4bra.

pusztulnak, a telep szélén levé egyedek pedig tovabbszaporodnak. A
korforméaju telep ,ujasodik” (1.49.b dbra). Tovabb csokkentve a tapanyagot,

az agak egyre hosszabbak lesznek, a fjordok mélyiilnek, a telep ,fraktélszertveé”
valik (1.49.c¢ dbra). Az ujjasodas végpontjaiban a baktériumok szaporodasanak
valészintisége egyre nagyobb lesz a bels6 egyedekéhez képest. A telep
NEM az dtmérd négyzetével, hanem (0 < s < 2) ,mértékben” névekszik.

Az s dimenzi6 a nélkiilozés (discomfort) méretét mutatja. Nélkiilozéskor

a telep egyre inkabb ,fraktalszerd”, az s értéke egyre kisebb lesz.

. DLA modell (diffusion limited aggregation). Egy eléggé siird és eléggé
nagymeéret négyzetracson kijeloliink egy négyzetet, ez lesz a DLA magja,
majd a racs valmely pontjabdl elinditunk egy részecske bolyongéasat.
Ez azt jelenti, hogy véletlenszeriin kijeloliink egy a magtol kiilonbo6zé
négyzetet a racson és az minden méasodpercben (idGegységben) egyenld
valoszintiséggel 1ép egy racspontot a négy irdny valamelyikében. Ez a
bolyongas (Brown mozgds) addig tart amig a részecskét reprezentélod
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négyzet a maghoz jut el. (Egy elére megadott racstavolsagnal kozelebb
keriil a maghoz). Ekkor a részecske a maghoz tapad. Egy mésik befejezése
a részecske bolyongasédnak az, ha a részecskét reprezentald négyzet a
négyzetracs egy perempontjat éri el. Ekkor a részecske megsemmisiil.

Minden bolyongas végén ijabb részecskét inditunk és a mag a hozzatapadt
négyzettel biiviil. Ha a bolyongas a maghoz tapadéssal végzddik, akkor a
bolyongé részecskét reprezentald négyzet a hozza legkdzelebb allé négyzethez
tapad. (1.50. dbra)

szamitégépes modell

Tapadés 0.2 valésziniiséggel Tapadas 001 valésziniiségeel

1.50. abra.

Szembeting hasonlatossagot mutat az 1-3 folyamat. Az elektrolizis folyaman
a katodra rakoédott réz, a baktériumtelep alakja kedvezGtlen életkoriilmények
kialakulésakor és a DLA modellben, a szamitégépes szimulacio soran kialakult
halmaz alakja teljesen hasonlé szerkezeti, elegendGen hosszi folyamat utéan.

A dinamika invarians halmaza hasonl6 szerkezetii, de ennek kiilonbzé okai
vannak. A DLA modellben, a maghoz kozel jutva, a tovabbjutas valoszintisége
mar NEM azonos minden iranyban. A mag irdnyaban a letapadasnak lesz
egyre nagyobb valészintisége. Hasonlé a helyzet az elektrolizis esetén a réz
lerakddasaval. A baktérumtelep esetében, az ujjasodas végpontjaiban a baktériumok
szaporodasanak valoszintisége egyre nagyobb lesz a bels6é egyedekéhez képest.

MEGJEGYZES. A baktériumtelep alakulasanak finomabb vizsgalataban figyelembe
szokték venni a chemotaxist, a baktériumok kémiai tton torténd informacidcseréjét
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2. fejezet

Az elmélet
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2.1. Halmazok hasonl6saga

Két haromszog B és By pontosan akkor hasonld, ha
ap = rasy, b1 = T’bg ClL=TC T > 0 (21)

ahol ay1,by,c1 a By és ag, by, co a By haromszog oldalai.

Két halmazt, példaul két poligont, akkor mondjuk hasonlénak, ha az egyik
halmaz a masik aranyosn kicsinyitett masa. Hogyan lehet ezt a matematika
nyelvén kifejezni?

2.1.1. Definici6 (hasonlosagi leképezés) Egy ' R* — R? fiigguény hasonlosagi
leképezés ha
d[F (), F(y)] = r.d[z,y]

ahol d a zdrojelben dllo két pont tdvolsdgdt jelents.

Hasonloséagi leképezésre példa az R? sikban az origo koriili elforgatas, eltolds
adott vektorral, skala valtoztatas (ardnyos nagyitas, kicsinyités) és ezek kompozicioi.

2.1.2. Definicié Két halmaz, By és By hasonld ha van olyan F hasonlosdgi
leképezés amely a By pontjait a By pontjaiba viszi. Toméren

F(By) =By (bijection).
Konnyen ellendrizhetjiik, hogy ha (2.1) fenndll, akkor megadhatd a két haromsziget

eqgymdasba vivd F' és forditva, ha van hasonlosdgi F' fiigguény, amely a By és Bo
hdromszigeket egymdsba viszi, akkor (2.1) fenndll.

2.2. Onhasonlo és 6naffin halmazok

Egy H halmaz 6nhasonld, ha a H, vele hasonlé halmazok unidja (egyesitése).
Pontosabban, a matematika nyelvén

N
H=|JFH) (2.2)
k=1
ahol Fi, (k=1,2,...N) hasonlosagi leképezések (fiiggvények).
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2.2.1. Definicié Affin leképezésnek nevezziik a mdtriz miveletekkel megadhato
leképezéseket. Pontosabban, F : R* — R? affin leképezés (fiigguény), ha

F(x)=Ax+b
ahol A 2 x 2 mdtriz és b oszlopvektor.

Az affin leképezések geometriai jellemzdje, hogy parallelogrammaét parallelogrammaba
képeznek le. Igy az egységnégyzet affin képe,az A matrixtol fiiggden, a legkiilonboz6bb
parallelogramma lehet.

Analog modon értelmeziink £ : R¥ — R™; n,m =1,2,... affin leképezéseket.

Egy H halmaz 6naffin, ha affin F, (k= 1,2,...N) fliggvényekkel érvényes
a (2.2).

2.3. Iteralt fiiggvényrendszer (IFS)

Iteracionak neveztiik azt, amikor egy szabalyt tjra meg tjra ismételtiink. A
matematika nyelvén ezt tgy is kifejezhetjiik, hogy egy f leképezésnek (fiiggvénynek)
onmagaval valo kompozicioit képezziik. Képletben (formulaban) kifejezve

f mdsodik iterdcidja (v. iterdltja) f o f, tomdrebb jeldléssel f12.
f harmadik iterdcidja (v. iterdltja) f o f o f, tomérebb jeloléssel f13.
s.i.t. Pontosabban

2.3.1. Definicié Ha H egy halmaz és f : H — H, vagyis f egy olyan
fiiggvény, amely a H halmazt 6nmagéaba képezi le, akkor

fO) =2, fflz)=fofrUa), ceH n=1,2,....
Az fIM fiiggvenyt az f n-edik iterdltjidnak és az

{f["](x); n=12,...} (2.3)

sorozatot pedig az f leképezésx € H pontbol kinduld iteracidé sorozatanak,
roviden iterdcio sorozatnak nevezziik.
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Iteralt fiiggvényrendszernek mondjuk azt amikor parhuzamosan tobb fiiggvényt
iteralunk. Pontosabban

Legyenek {F;; i=1,2,...,N} R?> — R? leképezések és B korlatos, zart
halmaz. A tovidbbiakban az R? euklideszi tér korlatos, zart halmazait kompakt
halmazoknak fogjuk nevezni. Legyen

F(B)={F(z); xeB}  W(B)=|]F.(B) BCR’ (2.4)

n=1

Szavakban kifejezve, a W(B) halmaz gy dll eld, hogy az {F;; i =
1,2,..., N} minden figgvényével képezzik az F;(x) figgvényértéket minden
x € B pontban, majd ezeknek vesszik az unidjdt, egyesitjik az igy kapott
pontokat.

Iteralt fliggvényrendszer akkor jon létre, ha az (IFS) formuldkkal adott
szabalyt ismételjiik jra meg tdjra.

2.3.2. Definicié Iterdlt fiigguényrendszer a (2.4) formuldkkal képezett W iterdcidinak
a sorozata. A
(whi(B), n=1,2,...} (2.5)

sorozatot az iterdlt fligguényrendszernek a B halmazbol indulo pdlydja.
Ha B olyan halmaz, amelyre
F,(B)cB (2.6)
akkor a B halmazbol indulé palya egymasba skatulyazott (nested) halmazokbél
. wrBy cwhi(B) n=1,2,....
Ekkor a palyak végterméke

A:ﬁwww)
n=1

az iteralt fiiggvényrendszer (IFS) attraktora.

Az {F; i=1,2,...,N} leképezésekkel (fiiggvényekkel) meghatarozott
IFS invaridns halmaza A’, ha

W(A) = A

Konnyen ellenérizhetjiik a kdvetkezdket:
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1. Ha A az IFS attraktora, akkor A az IFS invarians halmaza.

2. Az Ainvarians halmaz pontosan akkor 6nhasonlé, ha {F;; 1 =1,2,... N}
hasonlésagi leképezések.

Sierpinski haromszo6g, a legismertebb IFS attraktor.

1.iteracio : 2.iteracié

Virvrrrvery FEVEVEVEVET BV BT

V 7 7 v 7 74
A g
EVVV FEVEFE

V 4 v
EV VB | B B |
V' 3 teracis 7' 4. iteracio

2.1. abra.

Induljunk ki egy zart haromszoglapboél. Az oldalfelezépontok Gsszekttésével
osszuk négy egybevigd részre a haromszoget, majd toroljiik a kozépss nyilt
haromszoget. Ezt az eljarést folytassuk a megmarad6 haromszogekkel ,,a végtelenségig”
(2.1. dbra). Pontosabban, tekintsiik a kovetkezo szabalyt

,minden hdromszoget osszunk négy egqybevdgo részre és a kizépsd (nyilt)
hdromszéget torolyik”

A (*) szabaly ismétlésével, a haromszogbdl kapott {S,, n =1,2,...} egyméasba
skatulyazott (nested) halmazorozat, amelyek kozos része

S = ﬁ Sk
k=1

a Sierpinski haromszog.
A Sierpinski haromszoget a kovetkezs iteralt fiiggvényrendszerrel is megadhatjuk

o= (5 ) () (%)
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(5 8) (2)+(%)
F3($)2(065 005)(2) x:(i;)ERz (2.7)

2.3.1. Feladat Vizsgdaljuk meg, hol taldlkoztunk az 1.1/ bevezetd példdaban iterdlt
fliggvényrendszerrel és ezek kozil melyek azok amelyek teljesitik a (2) feltételt?

2.3.2. Feladat A tizennégy bevezetd példaban melyek azok az iterdlt fligguényrendszerek,
amelyeknek attraktora onhasonlo.

2.3.3. Feladat Melyik érvényes a kivetkezd dsszefiiggések kéziil

1. Ha B C C akkor F(B) C F(C);
2. F(BUC) = F(B)UF(C).
3. F(BNC) = F(B)NF(C).

MEGJEGYZES. Az 1.-3. 6sszefiiggések fontosak lesznek a kovetkezokben,
mivel minden F : R? — R? fiiggvényt az

F(B) = {F(z); z¢B) (2.8)

formulaval értelmeztiink (kiterjesztettiink) kompakt B halmazokra is.
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2.4. Kontraktiv fiiggvények (leképezések)

Jelolje d|a,b] az a,b € R* pontok tavolsagat. Ekkor az F': R* — R? fiiggvény
kontraktiv ha

d[F(z), F(y)] <rdlz,y] x,ye€R* re(0,1) (2.9)
Egy kontraktiv fiiggvény 0Osszehiizza a pontokat. Ha F' kontraktiv, akkor az
F(z), F(y) képpontok tavolsiaga hatarozottan kisebb mint = és y tavolsaga.

Kontraktiv {F;; i = 1,2,..., N} fiiggvényekhez mindig van kompakt B
amelyre (2.6) teljesiil.

2.4.1. Tétel Ha F : R?> — R? kontraktiv, akkor
F(K)cK (2.10)
ha IKC elegendd nagy R sugard kirlap. Pontosabban, (2.10) teljesil ha
dl,F(0)]+rR <R (2.11)

ahol 0 o K kdzéppontja.

e (0,1)

e

d[F(x), F(y)| = r.d[z, y] d[F(x),F(y)| < r.d[z, y]

2.2. abra.
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Bizonyitas. Ha (2.9) érvényes akkor az F fiigguény a 0 kézépponti, R sugari
K kért az F(0) kozéppontid, Rr sugarid kérbe viszi (2.2. abra). Ha R elég nagy,
akkor

FIK)cK (2.12)

(2.4. abra). Ugyanis, R névelésével az rR-sugari kor lassabban nivekszik,
mint K mikozben a kirok 0 és F(0) kézéppontjai vdltozatlanok maradnak. Igy,
ha kezdetben IC még nem is tartalmazza az F(K) halmazt késébb, amikor R
mdr elég nagy, tartalmazni fogja. A pontos magyardzat az

dlo, F(0)] +rR < R (2.13)

eqyenldtlenségbdol kovetkezik , amely leolvashato a 2.3. abrabol.

ha d[f. F(#)]+rR <R
akkor F(K) C K

K; a kérlap

2.3. abra.

Igy az {Fy; i=1,2,...,N} kontraktiv leképezés mindegyikéhez taldlhato
olyan (0 kozépponti) IC; zdrt kirlap, amelyre (2.12) érvenyes. A K;; (i =
1,2,...,N) kérék megadhatok dgy, hogy a kiézéppontjuk kézds legyen. Legyen
B a legnagyobb ilyen korlap. Ekkor

FB)cB i=12,...,N

és 1gy megszerkesztettink egy olyan B zart kérlapot, amelyre

Arra az eredményre jutottunk, hogy ha B a leirt mddon szerkesztett zdart

kérlap, akkor W (B) C B és igy
WE(B) =W o W(B) c W(B)

7



és teljes indukcioval
whrtiB) cwh(B) n=1,2,.... (2.14)

A 2.1} egymdsba skatulydzott (nested) kompakt halmazok kozds része A, egy
nem tres kompakt halmaz (Cantor axioma) és ez az IFS modell wégterméke”,
az IF'S attraktora.

A megfelelGen nagy atmérsj korlapbol indulé szerkesztést gy is felfoghatjuk,
hogy a K halmazbol egyre finomabb darabokat eltavolitva alakul ki A. Ekkor
{Wh(K); n =1,2,...} egyre kisebb atmérsji halmazok sorozata, amelyek
egyre ,szorosabban” lefedik az A halmazt.

A kontraktiv leképezések tétele.

Legyen X egy teljes metrikus tér és f: X — X kontraktiv fiiggvény. Ekkor
az

{f[”}(:c); n=1,2,...}

iteracios sorozat konvergens. A hatarérték fliggetlen x-t6l, barmely x értékbsl
indulva ugyanaz lesz a hatarérték.

Bizonyitas. Ha f kontraktiv, akkor

d[f(z), f(y)] < rdlz,y] z,ye X re(0,1) (2.15)
A (2.15) alapjdn

dlfP(x), [fP(y)] < rdlf(x), f(y)] < r*dlz,y]

Teljes indukcioval
dlf" (), [f" ()] < r"dlz,y] (2.16)

amibol kovetkezik, hogy ha az iterdcio sorozat konvergens, akkor a hatdrértéke
fiiggetlen a kezddponttol. Bdrmely pontbol indulunk ki, ugyanaz a hatdrérték.
Legyen a (2.16) formuldban y = f(x). Ekkor

dlfr (@), ()] < r'dw, f(2)]
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amibdl
d[f[m] (2), f[N] ()] < (r™ + rmt r)d[z, f(r)] o m<n

€s

rm+7°m“—|—...r"<7’m1 )
—r

Igy a Cauchy konvergencia feltétel teljesiil.

2.4.1. Feladat Adjunk meg eqy geometriai jelleqd bizonyitdst a kontraktiv leképezés
tételére a Tétel alapjdan.

2.5. Az attraktor ,rdekes” részhalmazai

Ha tiizetesebben megszemléljiik az 6nhasonlé halmazokat, akkor nagyon kis
atmeérgji, az A-val hasonlé halmazok légiojat fedezhetjiik fel benniik.

Tekintsiik példaul a Koch gérbét. A 2.5 bevezetd példaban megallapitottuk,
hogy a Koch gorbe négy, harmad akkora Koch goérbe unioja. Am a harmad
atmérgji Koch gorbe mindegyike Gjra négy, harmad akkora Koch gérbe unioja.
Es igy tovabb a ,végtelenségig”. A Koch gérbében barmilyen kis atmérdji Koch
gorbe felfedezhets és csupdn ezekbdl Gsszerakhaté a Koch gorbe.

Pontosabban kifejezve ezt a gondolatmenetet, minden pozitiv egész n-re, a
Koch gorbe 4™ olyan Koch gorbe unidja, amelyek mindegyikének az atmérGje
az eredeti koch gorbe %n—ed része.

Ugyanez mondhaté minden &nhasonlé halmazrél, csupan az aranyossagi
tényezGk lesznek méasok. Példaul, a Cantor halmaz két harmadakkora Cantor
halmaz uni6ja, amibdl kovetkezik, hogy a Cantor halmaz 6sszerakhat6 barmilyen
kis atmérGji Cantor halmazokbol. A hatartalanul nagyithaté fadgnal 0.4 az
aranyossagi tényezdés négy kisebb fadg unidja egy nagyobb, de ugyanilyen faig
lesz. A csillarnal felvaltva 0.25 és 0.5 aranyossagi tényezdket alkalmazunk.

A matematika nyelvén, formuldkkal ez a gondolatmenet igy irhaté le. Rrekurziv
modon alkalmazva az 6nhasonldosag definiciojat, az (2.5) formuat és a 2.3.3. feladat
2. esetét

A=JrJ R =JUFe.F@ (217

i=1 Jj=1 i=1j=1
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Ezzel az eredeti N helyett, az A-val hasonlé N? részre bontottuk az A halmazt.
Megismételve a rekurziv helyettesitést

A:UUFjoE(UFk(A)):UUU FyoFjo Fy(A).

Ezzel az A-val hasonlé N? részre bontottuk az A halmazt.
Ujra meg ujra alkalmazva ezt az eljarast

A=|JFno.. oF,,(A); oief{l,2,. .. K} (2.18)

A (2.18) formula a kovetkezdket jelenti: Az {F;; i=1,2,..., N} figgvényekbdl
megalkotjuk az dsszes n hosszisdgu kompozicidt majd az igy kapott (N™ szdmai)
fiigguénynek vesszik az unidjdat. Ilymddon is eld tudjuk dllitani az A-t.

Mekkora az A halmaz igy kapott
Foyo...0F,,(A); o,€{1,2,...,K}.

részeinek az atmérgje?

Egy H halmaz dtmérdje a {d[z,y|; x,y € H} szamhalmaz maximuma. Ez
esetiinkben annak a két H-beli pontnak a tavolsdga, amelyek a legtavolabb
vannak egymastol.

Ha F egy hasonlosagi leképezés r hasonlosagi tényezével, akkor az F(A)
halmaz atmérGje az A atmérGjének r-szerese. Fzt alkalmazva azt kapjuk, hogy
az F,10...0 F,,(A) atmérgje az A atmérGjének r,q...r,,-szerese és mivel
0 <7y <1,ezért Fyyo0...0F,,(A) atmérdje tetszblegesen kicsi lesz ha n elég
nagy. (Pontosabban, barmilyen ¢ > 0 szamot adunk meg, van olyan N, hogy
az

Foio...0F,,(A); o,€{1,2,...,K}

részek mindegyikének atmérdje kisebb mint € ha n > N.)

Az elmondottakbol kévetkezik

Egy énhasonlo A tetszélegesen kis atmérdji, A-val hasonlo halmazok unidjaként
15 elddllithato.

Ha {F}; k=1,2,..., N} affin fiiggvények, vagyis
F(z)=Az+b

ahol A egy 2 x 2 méatrix és b oszlopvektor, akkor is érvényesek az elmondottak.
Mivel egy affin leképezés az egységnégyzetet barmely parallelogrammaéba képezhet
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le (3.1. abra), ezért egy onaffin A halmaz szerkezete (struktiraja) sokkal valtozatosabb
lehet, mint egy 6nhasonlo A.

Megadunk egy eljarast az A érdekes részhalmazainak a felkutatasara. Végezziik
el a fenti felbontast egy olyan nagy zéart korlappal amelyre érvényes (2.12).
Ekkor
{Fji0...0F,,(K) n=1,2,...} (2.19)

egymasba skatulyazott halmazok, amelyek atméréi tartanak a nullahoz. Igy a
koz0s résziik egyetlen x € A pontot tartalmaz. Rendeljiik hozza ezen x € A
ponthoz a

0=0109...04...

végtelen jelsorozatot (végtelen szot). Ezzel A minden pontjéhoz hozzérendeltiink
végtelen jelsorozatot.
Egy ilyen végtelen jelsorozatot N-jeld kddnak és az

reEAS oc=009...0,...

hozzarendelést az A kddoldsdnak fogunk nevezni.

Az A attraktor kodolaséval, az A részhalmazainak kijelolésének egy természetes
modjat adtuk meg. Ha megadunk szavakat és tordljiik azokat a pontokat,
amelyek kodja ezeket a szavakat tartalmazza, akkor sokszor érdekes A* részhalmazokat
kapunk.

2.4. abra.

PELDA. A kévetkez6 hat fiiggvénnyel adott IFS attraktora egy fa benyomasat
kelti. (2.4.A dbra)

(01950 —0.4880 \ [ 333
Fi(x) = < 0.3440  0.4430 ) ( 7 > * ( 183 )
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0.4620 0.4140 1 n 186
—0.2520 0.3610 T 426
n 450
72
n 366
372
_( —0.6370 0.0000 1 642
Fy(z) = < 0.0000  0.5010 ) ( 7 >+ ( 186 )
Tulsdgosan dus lombozatat ritkitando, szavakat (u.n. tiltott szavakat)

adunk meg és ezen szavakat tartalmazo lancokhoz tartozé ponokat toroljiik
az A attraktorbol.

—0.0350  0.0700
—0.4690 —0.0220

Fy(z) = < (
A= (i oo )
Fy(z) ( )

Ty
T2
45
T2

El6szor toroljiik mindazon pontokat, amelyek kédja 11,22, 33, 44, 55 szavakat
tartalmazza. Vagyis azokat a végtelen kompozicio lancokat (és igy a hozzatartozo
pontokat) toroljiik, amelyekben kizvetleniil egymés utan szerepel a betii. Ekkor
egy nagyon lecsupaszitott fat kaptunk (2.4.B dbra).

Kisérletezziink a

15,21,22,24,25,31, 32, 34,45
tiltott szavakkal. Ez méar a kell6 format adja (2.4.C dbra), viszont ekkor az
attraktor megmarado része szétes§. Finomitsuk az eljarast, a fenti szavakhoz
tartoz6 halmazoknak csupan egy részhalmazat toroljiik. Legyenek a tiltott
szavak

152,153, 154, 211, 212, 214, 215, 222, 223, 224, 225, 243, 244, 245, 251, 253, 254, 255,
311,312,313, 314, 323, 324, 325, 341, 342, 343, 451, 452, 453, 454

Az el6z6 fat kaptuk (2.4.D dbra), de ez mar tartalmazza a hianyzo részeket.

2.5.1. Feladat Igazoljuk, hogy az A kdédoldsa csupin a (2.10) teljesiilésétil
figg.
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2.6. Halmazok tavolsaga

A matematika nyelvén hogyan fejezhet6 ki, hogy két halmaz kozel van egymashoz?
A természetes tt két halmaz tavolsdganak a fogalman &t vezet. Ha két halmaz
tavolsaga h, akkor a h értéke ad felvilagositast arrél, hogy a két halmaz kozel
van-e egymashoz.

A szamitogépes grafikdban is alkalmazott és legcélszertibb tavolsag fogalom
arra a formulara épiil, amely megadja egy x ¢ B pont és egy B halmaz
tavolsagat. Ez a formula

d[xz, B] = min{d[z,b] : b€ B}. (2.20)

Itt d[x,b] az = és b pont tavolsagat jelenti és a ,min” azt jelenti, hogy annak
a b pontnak az z-t6l mért tavolsagat tekintjiik, amely a B pontjai koziil a
legkozelebb van z-hez (2.5. dbra).

b /dx. B]

\x

d[x, B]

b d[x, B]

b/ cf

2.5. 4bra.

Ha B egy egyenes, akkor ez a pont az x pontra illeszkedd, a B-re meréleges
egyenes és a B metszéspontja. Ha B egy zart korlap, akkor ez a pont az x, 6
pontokra illeszked egyenes, ahol 6 a kor kézéppontja (2.5. dbra).

MEGJEGYZES. Egy nyilt kérlapnak nincsen olyan pontja, amely legkdzelebb

van egy a koron kiviili z ponthoz. Barmilyen zéartés korlatos halmaznak viszont
van. A tovabbiakban csak korldtos, zart (kompakt) halmazok lesznek.
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A pont-halmaz tavolsagra épiil6 uj fogalom a t-vel névelt B
B+t={x:dx,B] <t}

vagyis B + t azoknak a pontoknak a halmaza amelyek legfeljebb ¢ tavolsagra
vannak B-t6l (2.6. dbra).

Az N4t halmaz

A K4t' halmaz

2.6. abra.

Figyeljik meg, hogy ha K egy r sugartu korlap, akkor a K + ¢’ halmaz egy
r + t' sugara korlap. Ha N egy négyzet, akkor a téle legfeljebb ¢ tavolsagban
lev6 pontok hamaza NEM négyzet.

A B és C nem iires kompakt halmazok h|B,C] (Hausdorff) tdvolsiga az a
legkisebb t amelyre
CCB+t BCCH+t. (2.21)

(2.7. d@bra). A (2.21) formula informalis jelentése, amit a 2.7. dbrdrdl is leolvashatunk,
hogy a B halmazt addig noveljiik, amig B+t ,.éppen elnyeli” a C halmazt, majd
ugyanezt tegyiik a C halmazzal. A kapott ¢ értékek koziil a nagyobbik lesz a B
és C halmazok tavolsaga.

A Hausdorff tavolsagnak egy masik, ismertebb, de kevésbé szemléletes meghatarozasa
is van.

Legyen d[B,C] = max{d[x,C|; x € B}. Vagyis, legyen x a B halmaznak az
a pontja, amely a legtéavolabb van C-t6l és d[B,C| ennek az = pontnak a C-t6l
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f N
t B
AC
\ 7 ¢
t'>t

A kérlap és a négyzetlap Hausdorff tavolsaga t

2.7. 4bra.

mért tavolsaga. Ekkor a d[B,C] és a d[C, B] értékek koziil a nagyobbik lesz a
h[B,C].

gl X

t

1.iteracié A 1.iteracié B

2.8. 4bra.

2.6.1 Példa A Sierpinski haromszdgre vezetd sorozat (2.1. abra) elsd két elemének
a tdvolsiga a kivdgott hdromszog beirt kérének sugara: 0.3a (2.8.B abra).
Ezutdn ez a tdvolsig minden iterdciondl (lépésnél) feleakkora lesz. Igy

1
a2n+1

h[Snit, Sa] = 0.3

ami rohamosan (exponencidlisan) tart a nulldhoz. Ugyanis, mivel S C &)
ezért d[S2,S1] = 0 és az S hdromszignek az Sy halmaztdl t tavolsdgra levd
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pontok a torolt kozépsd hdromszogben vannak és t mazimdlis értéke, a torolt
kézépsd haromszog beirt korének a sugara.

2.6.2 Példa A Koch girbére vezetd sorozat elsd két elemének a tdvolsdga a
hdromszog magassdga tp = \/Tg (2.9. dbra). Ugyanis

1 \/§
=ty = —— — [
d[’Cl,ICQ] K 3\/5 d[ICQ,’Cl] tE 23

K1 az egyenes

2.9. 4bra.

Ezutdn ez a tdvolsdg, minden iterdciondl (Iépésnél) harmad akkora lesz. Igy

V3 1
hUanLl;]Cn] - ?371_,'_1

ami rohamosan (exponencialisan) tart a nulldhoz.

2.6.3 Példa A fadgra vezetd sorozat (1.15. abra) elsd két elemének a tdvolsdga
legyen d, amelyet kozvetlen méréssel dllapithatunk meg. FEzutdn, a szerkesztés
alapjan két szomszédos fadg tdavolsdga minden iterdciondl az eldzd 0.4-szerese
lesz.

A fenti példak alapjan, a hasonlosagi leképezésekkel adott iteracios fiiggvényrendszer
(IFS) palyainak a  konvergencia sebességét” az A invarians halmazhoz a hasonlosagi
tényez6k hatarozzak meg.

A h[B,C] értéket két okbol tekinthetjiik a B és C tavolsaganak. Az egyik az,
hogy megegyezik a vizualis tapasztalattal. Ha a halmazok (abrak) h tavolsaga
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kicsi, akkor alig tudjuk a halmazokat megkiilonboztetni egymastol. A masik
ok az, hogy h kielégiti a metrikus aziomdkat, vagyis kielégiti a kovetkez6
tulajdonsagokat

1. h[B,C] > 0 és h[B,C] = 0 pontosan akkor ha B = C (vagyis B és C
ugyanaz a halmaz);

2. h[B,C] = h[C, B];
3. Barmely A, B,C mellett h[A, B] + h[B,C] > h[A,C].

Ezek koziil csupan a 3., a hdromszdg egyenlitlenség az aminek bizonyitasa
nem nyilvanvalé. . A bizonyitas a kévetkez§ lehet:

Legyen h[A,B] = tap és h|B,C] = tpc. Ez azt jelenti hogy tap és tpc az a
legkisebb érték amelyre

ACB+tap, BCA+tap

BCC+tpe, CCB+tpe.

Az a/ és ¢/ alapjan
ACC+tpe+tap;

a b/ és d/ alapjan
CCA+tap+tpe;

ami éppen azt jelenti, hogy h[A,C] < tpc + tap.

2.7. Egymasba skatulyazott halmazok tavolsaga

A 2.6. fejezet 2.6.1. példajaban megmutattuk, hogy a Sierpinski haromszoget
el6allito iteracios sorozat elemei, Hausdorff tavolsagban, egyre kdzelebb keriilnek
a Sierpinski haromszoghdz, harmdnidban a vizudlis tapasztalattal és ugyanezt
mutattuk meg a Koch gorbére is a 2.6.2. példaban. A kovetkezSkben azt fogjuk
megmutatni, hogy kompakt halmazoknak minden egymasba skatulyazott (nested)
sorozata, a Hausdorff tavolsagban mérve, egyre kozelebb keriil a halmazok
k6z0s részéhez. Pontosabban, matematikai formuléval kifejezve.
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2.7.1. Tétel Ha
{Ch; n=1,2,...}

nem tres kompakt halmazok sorozata,

Cni1 CCp ésAZHCk

k=1

akkor
hlA,C,] — 0.

MEGJEGYZESEK.

1. A nem iires. Ez kivetkezik abbol, hogy egymaéasba skatulyazott kompakt
halmazok k6zos része nem iires kompakt halmaz (Cantor azioma).

2. A hlA,C,] — 0 allitas, koznapi szohasznalattal, azt jelenti hogy C,
tetszdlegesen kizel keriil A-hoz, ha elég messze megyiink a {C,; n =
1,2,...} sorozatban. (Ez nem ugyanaz, mintha azt mondjuk: . egyre
kizelebb keriil az A-hoz”.) Igy a tétel allitasa megegyezik (,harmonidban
van”) a vizualis tapasztalattal.

Bizonyitas. Az A jelentésébil kivetkezik
CcDoOA k=1,2,....

lgy csak azt kell bizonyitani, hogy minden € > 0 értékhez van olyan n, hogy ha
k > n akkor
A+¢€DC.

Tételezziik fel, hogy az dllitds nem igaz. FEz azt jelenti, hogy van olyan t és
{z;; i=1,2,...} sorozat hogy

Mivel {z;; i=1,2,...} CCy (vagyis {x;; 1 =1,2,...} korldtos sorozat),
ezért a sorozatnak van konvergens részsorozata. Legyen ennek hatdrértéke x.
Erre az x hatarértékre a kovetkezdknek kell érvényesnek lenni.

Egyrészt, x; € Cy ha i > k, muvel ekkor C; C Cy. Ezért x € C;, mivel Cy
zart. Ez érvényes minden k-ra €s igy

re(C=A. (2.23)
k=1
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Masrészt, (2.22) alapjin, az {x;; i = 1,2,...} elemei legaldbb t tdvolsdagban
vannak A-tol, ezért

¢ A+t (2.24)

A (2.23) és (2.24) ellentmond egymdsnak. Igy a tétel tagaddsdval ellentmonddsra
jutottunk. (A tétel igaz az jindirekt bizonyitds elve” alapjdn.)

2.8. Kontraktiv halmazfiiggvény
Ha F kontraktiv, akkor a (2.8) szerint hozzarendelt halmazfiiggvény is kontraktiv
(a Hausdorff tavolsagban mérve).

2.8.1. Tétel Ha F kontraktiv fiigguény r kontraktivitdsi tényezdvel, akkor ez
érvényes az F-hez tartozo halmazfiigguényre is, vagyis

RIF(B),F(C)] <r-h[B,C]. (2.25)
Bizonyitas. 1. 1épés. Hasonldsdgi F' esetén nyilvanvalonak latszik hogy
F(B+t) C F(B)+rt (2.26)

hiszen I hatdsdra” eqy halmaz linedrisan az r-szeresére vdltozik és w9y a B
halmaztol legfeljebb t tavolsagban levd pontok, az F(B)-tdl legfeljebb rt tdvolsdgba
keriilnek.
Bdrmely kontraktiv F'-re a (2.26) bizonyitasa a kévetkezd: ha v € F(B+1)
akkor van olyan b € B és z hogy x = F(z) és d[z,b] <t amibél mar kovetkezik
dlxz, F(b] = d[F(z), F(b] <rt

vagyis x € F(B) + rt.

2. lepes. A (2.25) a kévetkezdt jelenti
F(C)CF(B)+rt es F(B)CF(C)+rt (2.27)

ahol t = h[B,C].

Ha C C B+t akkor F(C) C F(B+t), ezért (2.26)-bol kovetkezik (2.27) elsé
fele. Ezzel igazoltuk a tételt, hiszen a jobboldali formula bizonyitdsa ugyanigy
torténhet.
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2.9. Halmazok uniéjanak tavolsaga

Mi a kapcsolat a {B;; i = 1,2,...,N} és {C;; i = 1,2,..., N} halmazok
h1B;,C] (i =1,2,...,N) tavolsaga és az uniojuk

N N
h [U B, ci]
i=1 =1

tavolsaga kozott?
A valasz a kovetkezs:

h [U Bi,UCi] < max{h[B,,C]; (i=12...,N)} (2.28)

i=1 i=1

vagyis a B; ill. C; halmazok unidja kozotti tavolsag legfeljebb akkora mint a
h(B;,C;) tavolsagok koziil a legnagyobb.
A (2.28) bizonyitdsa. A (2.28) egyenl6tlenség abbol kovetkezik, hogy

N

B+t =B+t (2.29)

i=1

B+l Je+1=B]c]+1

2.10. abra.
(N = 2-reld. 2.10. dbrdt). Ugyanis, ha
B, C]=t; (i=1,2,...,N) es t=max{t;; i=12,...,N}

akkor
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igy, ha (2.29) érvényes, akkor

N

N N N N N
UsclJcG+y={Ja+tes [ Jac|JBi+t) =B+t
=1 =1 =1 7 =1 =1

=1
ami éppen azt jelenti, hogy

N N

Js.Ue

i=1 =1

h <t.

Figyelembe véve a h tavolsag definiciojat, az elmondottakbol mar kdvetkezik
(2.28).

2.10. Tavolsag (metrika) és hatarérték

Ha egy halmazban tavolsag (metrika) van értelmezve, akkor ezzel a hatdrértéket
is értelmeztiik, éppugy,mint a kozénséges szamsorozatok esetében.

Legyen {C,; mn = 1,2,...} kompakt halmazok végtelen sorozata. Ekkor
azt mondjuk, hogy ez a sorozat tart egy kompakt A halmazhoz, ha a

{hCp, A]; n=1,2,,...}

(nemnegativ) szamsorozat a nulldhoz tart.
Ezt a szamsorozatok hatarértékének a mintajara igy jeldljiik

limC,=A4 wagy C,— A

n—oo

2.10.1 Példa A Koch girbét elddllito
{K,; n=1,2,...}
sorozat hatdrértéke

ﬁ K (2.30)
k=1

Masszoval, a {K,;;n=1,2,...} és a {K};n =1,2,...} sorozatnak ugyanaz a
hatdrértéke (2.11. abra). Ugyanis a szerkesztésbdl
1

h[Kla Kﬂ = 6
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és indukcidval

11
hlK,, K’ = —.
[ n] 3n—1 6
Masrészt, a {K}; n = 1,2,...} sorozat egymdsba skatulydzott halmazok

sorozata, ezért a hatdrértéke a (2.50).

A metrikdbol szarmaztatott hatarérték mindig rendelkezik a szamsorozatok
hatarértékének a kovetkezd tulajdonsagaival.
a/ legfeljebb egy hatarérték van.
b/ részsorozat hatéarértéke ugyanaz.
¢/ ha egy sorozat konvergens akkor korlatos (.elfér” egy elegendGen nagy
sugara gémbben).

2.10.1. Feladat A 2.12., 2.13.e és a 2.13.f dbrdkon adjuk meg a h[A, B] tdvolsdgokat.
Az a/ és b/ dbrin A a sitét és B a sziirke.

A ¢/ és d/ dbrin A a négyzetlap és B a korlap.

Az e/ ésf/ dbrin A a fekete halmaz és B a sziirke és fekete unidja (egyesitése).

2.10.2. Feladat Legyenek B és C koncentrikus kiorlapok egy ill. eqynél kisebb
r sugdrral. Nyilvdnvaléan C C B.
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2.12. abra.

o o/ Adjuk meg az r — h[B,C| figgvényt.
e b/ Adjuk meg az r — h|C,B — C| figgvényt.
Rajzoljuk meg mindkét figguénygorbét.
2.10.3. Feladat Hogyan alakul a Sierpinski hdromszigre vezetd
AW(B), Wh(B)] (n=1,2,...) (2.31)

sorozat, ha B eqy egyenldszari derékszogi hdromszdg és hogyan alakul akkor,
ha B ennek a hdromszdgnek a hdrom csicspontja?

2.13. Abra.
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2.10.4. Feladat a/ Adjunk meg eqy W leképezést, amely a 2.13. dbran a fekete
halmazba viszi a sziirke és fekete halmaz unidydt.
b/ Ha a szirke és fekete halmaz unidja B akkor mennyi

AWE(B), Wt (B (n=1,2,...)?
¢/ Mi lehet itt az A 7

2.10.5. Feladat Adjunk meqg eqy szabdlyt az By, Bo, Bs, . .. sorozat konstrukcidjdra.
(2.14. abra)

B a négyzet
B.. a sziirke és fekete unioja
B, a fekete rész

2.14. abra.

Ezzel a szabdllyal folytatva a sorozatot, adjuk meg a h|B,, B,+1] (n =
1,2,...) tdvolsdgokat.
Milyen lehet itt az A =N, B, ?

2.10.6. Feladat Vizsgdljuk meg az eddig ismert tdvolsdg fogalmak (metrikdk)
és a Hausdorff tavolsig (metrika) kapcsolatdt. Példdul

A.  Mi a kapesolat h[{z},{y}| és d|x,y] kozott?

B.  Melyik nagyobd, d[z, B] vagy h[{x}, B]?

2.10.7. Feladat a/ Igazoljuk, hogy ha A C B C C akkor h[A,B] < h|A,C] és
h[B,C] < h[A,C].
b/ Igaz-e, hogy h|C,C +1t] =t¥

2.10.8. Feladat Igazoljuk a 2.9-ben felhaszndlt

N

UBi+t =B+t

i=1

eqyenldséget. Ervényes ez végtelen sok halmaz esetén is?
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2.10.9. Feladat A (2.28) formula dltaldnositdsa a

h

N N
UBZ’UCZ] S maX{h[BmC]]7 (Z’j = 172a s 7N)}

=1 =1

formula. Ad-e ez a (2.28)-ndl jobb becslést az uniok kozétti h-tdavolsdgra?
Egydltalan, igaz-e ez a formula?

2.10.10. Feladat Nem iires kompakt halmazokra a Hausdorff tdvolsdg teljesiti
a tdvolsdg (metrikus) axiomdkat.

Ha a csupdn korldtos halmazokat tekintjik, vagyis elhagyjuk a ,zért” feltételt,
akkor is érvényesek a metrikus axiomdk h-ra?

2.10.11. Feladat A h tdvolsig azt méri hogy vizudlisan (,szemrevételezve”)
mennyire ldtszik azonosnak két halmaz. Ha viszont azl akarjuk mérni, hogy
milyen hosszi utat kell megtenni ahhoz, hogy pl. a B halmazbol a C halmazba
gussunk el, akkor a

A[B,C] = min{d[z,y]; =€ B, yeC}

értékkel kell dolgozni. A[B,C] nyilvdin annak a legrovidebb utnak a hosszdt adja,
amelyen a B-b6l a C-be juthatunk.

Vizsgdljuk meg, teljesiilnek-e a metrikus axiomdk (2.6. fejezet 1.-3. alaptulajdonsdgok)
a A esetében?

Mi a kapesolat A[{b},C] és d[b,C| kézott?

2.10.12. Feladat Igaz-e az U mivelet kévetkezd ,folytonossdga”:
Ha h[B,,,B] — 0 és h[C,,C — 0, akkor h[B, UC,,BUC]| — 0.

2.10.13. Feladat Egy G halmazfiigguényt akkor neveziink folytonosnak a Hausdorff
tavolsdagban (metrikdban), ha

h[Ca,Cll = 0 RG(Cp), G(C)]] = 0.

(vagyis a szokdsos def.)
Folytonos-e a W = Uf\il F; fiigguény?

2.10.14. Feladat Legyenek {B,; n = 1,2,...} kompakt halmazok és {p} az
egyetlen p pontbol dllo halmaz. Vizsgdaljuk meg a kivetkezdk érvényességét:

1. Ha B, benne van a p kozépponti € sugari gombben, akkor h[B,,{p}] < €.
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2. Ha minden € > 0-hoz van olyan k, hogy n > k esetén B, benne van a p
kézépponti € sugart gombbe akkor

lim h[B,, {p}] =0

vagyis B, — {p} .

3. Ha B, — {p} a Hausdorff tavolsigban, akkor minden olyan {b,; n =
1,2,...} (pont)sorozat, amelyre b, € B,, a p ponthoz konvergdl.

2.11. Iteralt fiiggvényrendszerek (folytatéas)

A halmazok tévolsagaval és az erre épiilé hatarértékkel jobban kifejezheték
az iteralt fiiggvényrendszerek tulajdonsagai és valaszt adhatunk szamos nyitva
maradt problémara is.

Hogyan viselkedik a

(whlB); n=1,2,...} (2.32)

sorozat tetszéleges kompakt B esetén? Ha B = K vagyis B egy elegendGen
nagy sugard kérlap, akkor az IFS yégtermékének” az

A= ﬁ wh(B) (2.33)

n=1

attraktort tekintjiik. Mégpedig azért, mert szemmel lathatoan ehez kozeledik
a kompakt halmazok (2.32) sorozata ugy hogy elegends nagy n-re

Wh(B) s M, WI(B)

mér alig kiilonboztethet6k meg egymastol.

A (2.33) formula igy fejezhetd ki, a 2.7. fejezet alapjan, a Hausdorff tavolsaggal

Egymadsba skatulydzott kompakt halmazok sorozata konvergens és a sorozal
hatdrértéke a halmazok kizds része.

A Hausdorff tavolsara épiilé hatarértékkel nemcsak egymasba skatulyazott
(nested) halmazokkal értelmezhets A
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2.11.1. Tétel A (2.32) sorozat, a Hausdorff tavolsagban, az A attraktorhoz
konvergal.

Bizonyitas. Ha {F); k=1,2,..., N} kontraktiv figgvények {r, k=1,2,...}
kontraktivitdsi tényezdkkel, akkor tetszdleges kompakt B halmazra, a 2.9. fejezetben
mondottak alapjdin

h(W(K), W (B)) < rh(K, B)
ahol
r=max{r; i=1,2,...,N}.

Teljes indukcioval
h(W(IC), Wi"(B)) < r"h(KC, B).

mivel 1" — 0, ezért a (2.32) sorozat minden kompakt B halmazra az A
attraktorhoz konvergdl.

2.11.3. Tétel Ha W (B) — A akkor

W(A) = A. (2.34)
Bizonyitas. Fkkor
whtiB) —» A (2.35)
hiszen a részsorozat ugyanoda tart. Mdsrészt,
Wrt(B) — W (A) (2.36)

mivel WIPH(B) = W oW (B) és W folytonos (mivel kontraktiv). A (2.35) és
(2.36) dsszehasonlitdsdbol kovetkezik (2.54).

A (2.34) Osszefiiggés a hattere annak, hogy az A attraktort az IFS invaridns
halmazanak is nevezziik.

2.11.5. Tétel Minden IFS-hez pontosan egy invarians halmaz tartozik.
Bizonyitas. Legyen A # B és
RW(A),W(B)] <rh[A,B] 0<r<1 (2.37)
€s
WA =A es W(B)=B. (2.38)
A (2.37) és (2.38) dsszehasonlitdsdbol
hlA, B] < rh|A, B]

ami csak h|A, B] = 0 esetben dllhat fenn mivel r < 1.
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2.11.1. Feladat Most mdr minden eszkoziink megvan arra, hogy imeguizsgaljuk
a 2.1. abra szerkesztésének és a (2.7) formuldkkal adott iterlalt fiigguényrendszer
kapcsolatdt.

2.11.2. Feladat Igazoljuk, hogy az 1.30. &bran megadott szerkesztés a (2.7 fugguényrendszerrel
megadott IFS attraktordra, a Sierpinski haromszdgre vezet.

2.11.3. Feladat A (2.7) figgvényekhez vegyiik hozzd az

Fi(z) = ( o 05 ) ( . ) - ( 050 ) (2.39)

figgvényt. Mi lesz az (Fy, Fy, F3, Fy) hasonldsdagi figguényekkel adott iterdlt
fiiggvényrendszernek az attraktora?

2.11.4. Feladat Az 1.28. abra szerkesztését csupdn a g, a,t csicsokkal végezziik
el. Jellemezziik az igy kapott halmazt.

2.11.5. Feladat Hogyan mddosulnak a (2.7) figgvények, ha azt szeretnénk,
hogy a figguényekbdl alkotott IFS attraktora egy tetszdleges hdromszighdl, a

,minden haromszoget osszunk négy egybevago részre és a kozépsd (nyilt)
haromszoget toroljiik”

rekurziv utasitasra szerkesztett halmazok hatdrértéke legyen.

2.12. Fraktaldimenzi6, boxdimenzio

Az R? sik korlatos B részhalmazanak a boxdimenziojat tgy mérjiik meg, hogy
a B halmazt lefedjiik egy négyzethaloval és megszamoljuk azoknak a négyzetek
szamat, amelyek éppen lefedik a B halmazt. Ha a lefed négyzetek szama IV,
ahol r a négyzetek oldalanak a hossza a négyzethaloban, akkor a boxdimenzio

a
log N,

—logr

lesz, amikor r olyan kicsi, hogy a

(log N5, —logd) o <r
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pontok gyakorlatilag egy s meredekségii egyenesen vannak.
Egy masik eljaras, hogy meghatérozzuk az

értékét. Mindkét esetben s a boxdimenzio.
A boxdimenzio definicidoja vagyis a boxdimenzié pontos meghatarozasa a
matematika nyelvén a kovetkezd.

Egy B halmaz 6-lefedése legfeljebb 6 atmérdji Hy; k = 1,2, ... halmazoknak
olyan sorozata amelyre

BC | JH:
k

Minden ¢-hoz nyilvan van olyan d-lefedés, amely a legkevesebb halmazbol all.
Ezt minimdlis 6-lefedésnek nevezziik.

Legyen Nj(B) a B halmaz minimalis J-lefedése. Ekkor a B halmaz box-
dimenzi6ja (capacity dimension, boz-counting dimension)

o — iy (08 V5 (B)

2.40
5—0 —logd (2.40)

A box-dimenziot Minkovsk: dimenzionak is nevezik.

Ez a definici6 nemcsak négyzetracs lefedést enged. Ezért nemcsak pontosabb,
hanem altalanosabbnak is latszik, mint a négyzetracsos eljaras.

Meg fogjuk mutatni, hogy a négyzetracsos eljards ugyanazt az s értéket
adja, mint az Aaltalanosabb definici6. Ezzel igazoljuk, hogy a boxdimenzio
meghatarozasanal akar négyzetracsos, akar mas o-lefedést hasznalunk, ugyanazt
az eredményt kapjuk.

Nyilvan

lim —log N\*@S (B) < lim —log Ns

=0 — log \/§§ =0 — log \/55
ahol Ns a B halmazt lefed6 négyzetek szama a d-haloban. Hiszen a §-éld
négyzethaloval egy v/26-lefedést adunk meg és N§ minimdlis lefedés.

Masrészt, és ez a bizonyitds kulcsa, ha egy d-éli N5 négyzetlap belemetsz
egy 0-atmeérdji Hs halmazba, akkor Ns+4, a d-val novelt négyzetlap, tartalmazza
a Hs halmazt (2.15. dbra). Igy, ha meg tudunk adni Nj szami 0 atmérGjd
halmazt amely lefedi a B-t, akkor a ¢ éli négyzethalobol 9Ny négyzet mér
biztosan lefedi.

(2.41)
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A

]
f_
=7
—

2.15. 4bra.

Ennek alapjan
log Ns(B) < log 9.N; (B)
—logd — —logé

(2.42)

ahol, mint eddig, Ns a négyzethalo azon négyzeteinek a szama, amelyek belemetszenek
a B halmazba.

Ezutan a bizonyitas mar nyilvanvalo formaélis szamolas. A (2.41) és (2.42)
Osszevetésébsl

log N*- (B *
g N 5(B) < log Ns(B) < log 9. N} (B) (2.13)
—logd —logé —logé

A (2.43) egyenltlenségekbdl, a renddr-elv alapjan

i 108 N5 (B) _ . 1og No(B)
-0 —logd =0 —logd

6s ezzel igazoljuk, hogy a (2.40) formulaban Ns értéket téve az Nj helyére
ugyanazt az eredményt kapjuk. Valoban

, log N75(B) _ lim log N75:(B) log /26 5 log N (B)
50 —logd 50 —log\/§5 logd  s=0 —logd

és
lim log 9.y (B) ~ lim log N§(B) + log 9 — m log N5 (B)
=0 —logd 50 —logd =0 —logd
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3. fejezet

Fuggelék
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3.1. ElbSismeretek.

Geometriai szerkesztések és a matrixalgebra.

A képerny6 minden pontjat egy

< bl ) (-)bl’l"’bgj
ba
szamparral jeldljiik.

Sok esetben a szampérhoz tartoz6 pontot egy kiilonos helyzeti koordinatarendszerben
abrazoljuk: b, a képernyd balszélétsl, by a képernyd felss szélétsl mért tavolsdgot
jelenti.

Ha diagondlmétrixal szorzunk, akkor skilavaltoztatas torténik.
an 0 T\ _ [ e (3.1)
0 a2z T2 222 '

r1 — a11T1 To —> A922T9

A (3.1) leképezés

skala valtoztatast jelent. Diagonalmatrixal szorozva, a [0, 1]x[0, 1] egységnégyzet
pontjai a [0, a11] X [0, age] téglalap pontjaiba mennek at (5.1.A4 dbra).

Iﬂ 1A 1 a=a_i

1

22

11 E}
- P 0 a9
a5, "8,

] @12
az1 @2

i

; \&ziq-azzj

3.1. abra.

Ha egy tetszéleges invertdlhatd 2 x 2 maétrixal szorozzuk a [0,1] x [0, 1]
egységnégyzet pontjait, akkor egy parallelogramma pontjait kapjuk. Ez leolvashato
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a kovetkezd egyenlGségekbdl
@11 Aa12 1 _ a1 ailp ais 1 _ Q12 (3 2)
Q21 A22 0 21 a1 Q22 0 Q22 '
11 Q12 T1 . @11 Q12 1 a11 Q12 1
=T + 2
a21 A2 X2 a21 A2 0 Q21 A22 0
(3.3)
affin leképezés jellegét mutatja (a 3.1.B dbra).
(1’1>_>($11 3512)(%)
To T21 T22 o)

affin leképezés jellegét mutatja a 3.2 dbra.

_IIII | F
I 0 — /<1>
Kéﬁf

~f

3.2. 4bra.

Ezek utan az eddigi geometriai jellegii feladatokat a matrixalgebra nyelvén
tudjuk megfogalmazni és igy szamitogépes programcsomaggal (Mathematica,
MatLab) is meg tudjuk azokat oldani.

Ivhossz

Egy gorbét a beirt poligonjaival kozelitjiik meg. Ha elég sok osztéopontot
vesziink fel a gorbén, akkor a beirt poligont alig tudjuk megkiilonboztetni a
gorbétsl (1.23. dbra). Ez a szemlélet az alapja a kovetkezd definicionak.
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3.1.1. Definicid Tekintsik a gorbe beirt poligonjainak a halmazdt. Adjuk meg
mindegyik poligonnak a hosszdt és tekintsiik az igy kapott pozitiv szamokbol dllo
halmaznak a felsd hatdrdt. Az igy kapott szdmot tekintjik a gérbe ivhosszanak.

Ha egy beirt poligdén osztopontjai kozott tjabb osztopontokat vesziink fel a
gorbén, akkor az tjabb osztopontokra is illeszkedd poligon altalaban hosszabb
lesz (1.253. dbra). Minden beirt poligon hossza legfeljebb akkora, mint az
ivhosz, hiszen P;, P, pontokat 6sszekoté egyenes révidebb mint barmelyik
méas P;, P, gorbe.

Ezen alapul a kovetkez6 eljdrds az ivhossz meghatarozasara.

Felvesziink a gérbén egy hurpoligont. Ezutdn minden egymasutan kovetkezs
osztopont kozott egy tjabb osztépontot felvéve, az djabb osztopontokra is
illeszked6 poligon hosszabb lesz. Megismételve ezt a szerkesztést, a kapott
poligonok hossza, egy monoton névekeds szamsorozatot alkot. A gérbe ivhossza
ennek a sorozatnak a hatarértéke lesz.

Vannak gérbék amelyeknek nincs ivhosszuk. Az ivhossz definicidja alapjén
ez azt jelenti, hogy a beirt poligobnok hosszisagainak nincsen felsé korlatja,
barmilyen nagy M szdmhoz meg tudunk adni pontokat a goérbén tgy, hogy a
pontokra illeszkeds (beirt) poligon hosszusaga nagyobb legyen mint M. Ilyen
gorbék a Koch gorbék és ilyen gorbékrél szolunk az 1.8. fejezetben.

SzAmossag.

Az f: A — Begy-egyértelmi (injective) leképezés (fiiggvény), ha az A minden
eleméhez az f hozzarendeli a B egy elemét gy hogy ha a # b akkor f(a) # f(b).
Az f: A — B réképezs (surjective) leképezés (fiiggvény), ha

f(A) =B
ahol
f(A) ={fl@)ze A} f(B) ={f(x) z € B}.
Az A és B halmazoknak megegyezik a szamossaguk, ha van f : A — B egy-
egyértelmi, raképezé fiiggvény.

Az B szamossidga nagyobb, ha van olyan f : A — B egy-egyértelmi
fiiggvény, amely NEM raképezo.
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Az {1,2,...} természetes szamok halmazanak a szamossagat megszdmldlhatonak
nevezziik. Egy H halmaz pontosan akkor megszamldlhato ha van egy-egy és
raképezd f : {1,2,...} — H fiiggvény. Igy minden végtelen sorozat megszamlalhato.
Ennek alapjan egy megszamlalhat6 halmazrol azt is mondjuk, hogy az sorozatba
dallithato.

Minden végtelen halmaznak van megszamlalhaté részhalmaza. A valos
szamok halmaza NEM megszamlalhato, vagyis a szdmossdga nagyobb, mint
a természetes szamok {1,2,...} halmazanak. Ennek klasszikus bizonyitasa a
kovetkezd.

Tételezzik fel, hogy a [0,1] pontjai megszdmldlhatéak. Ekkor elkészithetjik
az eqynél kisebb pozitiv szdmok sorozatdt. Irjuk fel a sorozat elemeit bindris tort
alakban. Szerkessziik meg azt a bindris tortet amelyik az elsd jelben kilinbizik
a sorozat elsd elemétdl, a mdsodik jelben kilonbozik a sorozat mdsodik elemétdl
8.1.1.

Ezzel eqy olyan bindris tortel szerkesztettink, amely biztosan kimaradl a
sorozatbol.

Diszkrét dinamikus rendszerek.

Ha bizonyos (4ltalaban egyenls) idSkozonként megfigyeliink egy folyamatot és
a megfigyelés eredményeképpen megadunk egy f szabalyt arra, hogy a folyamat
hogyan valtozik, amint az egymas utan kovetkez6 id6pontokra tériink &t, akkor
egy diszkrét dinamikus rendszert adunk meg.

Ha az els6 megfigyelés eredménye x, akkor a kvetkez megfigyelés eredménye
f(z1) és az egymas utan kovetkezd megfigyelések eredményét az

Tp1= f(z,); n=1,2,... x1=c. (3.4)

(rekurziv) sorozat adja meg. A (3.4) formulaval adott iteraciés sorozat a
diszkrét dinamikus rendszer c¢-bdl kindulé pdlydja (orbit). A megfigyelés
eredményét ado x, objektumot a rendszer (n-edik id&pontbeli) allapotanak
nevezziik.

A (3.4) sorozat még igy is is irhato

Tnt1 = f[n](c> (3'5)

ahol fI" az f n-edik iteraltja.
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Osszegezve, a diszkrét dinamikus rendszert egy (f, D) par hataroz meg, ahol
D CR"és f: D— D. A dinamikus rendszer a (3.4) palyak osszesége.

A diszkrét dinamikus rendszer legfontosabb jellemz6i a periodikus ill.
fixpontok és azok jellege. Egy diszkrét dinamikus rendszer fizpontja

x: f(zr)==x.
Az x fixpont vonzd (attractive) ha van az x-nek egy olyan U kornyezete, hogy
ha 2/ € U akkor fI"(z') — =.

A maximalis ilyen U az x fixpont vonzdsi terilete (basin).

Az x fixpont taszitd (repelling) ha van z-nek egy olyan U kornyezete, hogy
minden 2’ € U ponthoz (természetesen 2’ # x) van olyan k hogy f¥(2') € U.
Vagyis véges sok 1épés utan a palya mindig kikeriil ebbdl a kornyezetbdl.

Egy diszkrét dinamikus rendszer periddikus pontja x, ha van olyan n > 1

hogy

fl(z) = «. (3.6)
Ekkor a palya periddusa az a legkisebb n amelyre (3.6) teljesiil. Az z periddikus
pont is lehet vonzé vagy taszité aszerint hogy az x vonzo6 vagy taszito fixpontja
az fI" leképezésnek.
MEGJEGYZES. A fixpontot n = 1 periédust (specialis) periodikus pontnak
is tekinthetjiik.

A fixpont természetes altalanositidsa az attraktor és a repeller, amelyek
specialis invaridns halmazok a dinamikus rendszerben. Egy A kompakt halmaz
attraktor, ha f(A) = A és van olyan nyilt U C A halmaz, hogy minden U-bol
indul6 palya az A-hoz konvergal. I.e.

d[f™(b), A] = 0

Egy A kompakt halmaz repeller, ha f(A) = A és van olyan nyilt 4 C A
halmaz, hogy minden b € U ponthoz van n amelyre

F(b) ¢ U (37)

Ez azt jelenti, hogy minden b € U pontbol induld palya, véges sok lépés utan
kilép az U kornyezetbdl. Kés6bb visszatérhet, de ezutan, (3.7) alapjan, ajra ki
kell valamikor 1épni a palydnak az U kornyezetbdl.

Nagyon sok (f,D) dinamikus rendszer tartalmaz olyan (f,D*) D* C
D DDR-t, amelynek attraktora/repellere tortdimenzios. Nyilvan ez az eset
tartozik a fraktalgeometria alkalmazasai korébe. FEkkor az attraktor neve:
kilonds attraktor (strange attractor).
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3.1.1 Példa A geometriai sorrdl sz6ld 1.1. fejezet konstrukcidja felfoghatd mint
dinamikai rendszer. Ekkor

f(z)=ax+b (b>0) D=R.
és a diszkrét dinamikus rendszer pdlydi az
Tpi1 =0T, +b; xv1=c€R

(rekurziv) sorozatok.
A diszkrét dinamikus rendszernek egyetlen fizpontja az

r=axr+b

eqyenlet

b
v 1—a
megolddsa ha a # 1. Ez a fixpont taszito ha a > 1 és vonzo ha a < 1. A
vonzasi terilet ekkor az egész R.

A diszkrét dinamikus rendszernek nincs (valédi) periddikus pontja. Ugyanis
az

(3.8)

r=ad"r+a" b+ ---+ab+b

egyenlet egyetlen megolddsa n # 1 esetén is (5.8).
Amint azt az 1.1. fejezetben megmutattuk, a ¢ = 0-pontbol indulo pdlya, eqy
geometriai sor részletosszegeinek a sorozata.

Ha a = 1 akkor a diszkrét dinamikus rendszernek nincs fizpontja sem
periodikus pontja.
Ha a = —1 akkor x = 0.5 taszito fixpont és a [0, 1] minden pontja taszito

periddikus pont 2 periddussal (miért?).

3.1.2 Példa Az 1.11. fejezetben leirt kdotikussd vdlo sorozatok, eqy diszkrét
dinamikus rendszernek killonos attraktorban végzddd pdlydi. Ekkor D = [0, 1]
s
s(x) = qr ha x < 0.5
1l q1—2) haxz>05

amit satorfiiggvénynek neveziink. A diszkrét dinamikus rendszer pdlydit az
Tpi1 = s(x,) x1=ce€(0,1)

(rekurziv) sorozatok adjik meg (1.39. abra).
Ha a < 1 akkor s kontraktiv és eqyetlen fixpontja x = 0, ami természetesen
vonzo fizpont amelynek vonzdsi terilete az egész [0, 1] intervallum.
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Ha a = 3 akkor az x # C pontokbdl induld pdlydk, véges sok lépés utdn,
kikerilnek a [0,1] intervallumbol. Minden ¢ kezddponthoz van n hogy x, ¢
[0,1]. A C Cantor halmaz pontjaibsl induld pdlyik mindvégig a C Cantor
halmazban maradnak, sot

s(C)=¢C
és a C Cantor halmaz kilonds repeller. Igy a diszkrét dinamikus rendszer

fixpontjai
p1 =Y, P2 = 1
a C Cantor halmaz elemer.
A Cantor halmaz pontjait triadikus tort alakban irva, beldthatd, hogy c
pontosan akkor periddikus pontja az (s,[0,1]) diszkrét dinamikus rendszernek

ha c € C és a c triadikus tort alakja periodikus.

3.1.3 Példa Minden iterdlt fiigguényrendszer eqy diszkrét dinamikus rendszer
amikor D az R? kompakt (zdrt, korldtos) részhalmazainak a halmaza és a
leképezés

N
f=w=JF.
k=1

A diszkrét dinamikus rendszernek egyetlen fixrpontja van. Ez az A invaridns
halmaz, mds néven attraktor. Az A vonzo fixpont.

3.1.4 Példa Az iterdlt fiigguvényrendszer (IFS), a 2.5. fejezetben leirt kddolds
alapjdn, dgy is megadhato, mint a

Tyl = Fz<xn) Fjz - {Fk, k= 1,2, .. 7N} (39)

palydk dsszesége. Ekkor a diszkrét dinamikus rendszer attraktora a (5.9) pdlydk
Jégpontjaibol” dllo A* halmaz. Pontosabban, A* a 2.5. fejezetben kodoldssal
megadott pontok halmaza.

Adott iterdlt fiiggvényrendszerbdl a 2.5. fejezetben leirt kodolds alapjdn, szdmos
diszkrét dinamikus rendszer szerkeszthetd. Mégpedig ugy,hogy megadunk tiltott
szavakat, és pontosan azokat o (3.9) pdlydkat tekintjik, amelyekben tiltott szo
nem szerepel.

Ezt illusztraljak a 2.5. fejezet végén a kiillonb6z6 modon megritkitott lombozatiu
fakat elgallitdo dinamikai rendszerek.

3.1.1. Feladat Az 1.3. és 1.11. fejezetben mondottak alapjdn, igazoljuk a 3.1.2. példa
allitdsait.
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Szamrendszerek.

Ha egy c € (0,1) szamot tizedestort alakban irunk, akkor ez azt jelenti, hogy
a szamot tiz hatvanyai szerint irjuk fel. Pontosabban

0 (2 2+ 1\"
109 ... 04y —66110 Q9 10 Lo Qp 10

1 1\?2 1\? 1\* 1)’
34776 =3— +4 | — — — —
0.34776 310+ (10> +7(10) +7(10) +6(10)

Az a, tényezok csak {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} lehetnek, mivel

példaul

5>1 ha a>10 ¢s 10%>1—10n_1 ha a > 10.

Ennek mintéjara, felirhatjuk a ¢ € (0, 1) szamot binéris tortben, kettd hatvanyai
szerint

=0 =ai= + - 2—|— — ' (310)
c A1G42 ... Qp "= Q a Oy .
1G2 12 2 9 9

1 1\* 1\° 1\°
0.100111 == - + [ = - -

Ekkor a kapott binaris tortben az a,, egyiitthato csak 0 vagy 1, mivel

példaul

5>1 ha a>2 és %>2n%1 ha a > 2.

A fentiekhez hasonléan értelmeziink egy triadikus tortet, ambdl kovetkezik,
hogy a triadikus tort jelei, a, (n=1,2,...) csak {0, 1,2} lehet.

Ha egy tizedestortet tizzel szorzunk, akkor a szdmjegyeket eggyel el6re
toltuk. Példaul,

10 % 0.34776 3+41+7 L 2—|—7 L 3—1—6 LY’
* 0. = — - — =
10 10 10 10
Hasonl6 szabdly érvényes, a (3.10) formula alapjan, ha kett6vel szorzunk egy
binaris tortet, vagy ha harommal szorzunk egy triadikus tortet.

Figyeljiik meg az 1.11. és az 1.12. fejezetekben, hogy szadmos esetben mennyire
elényds a megszokott tizes szamrendszerrdl a binaris vagy tradikus tortre attérni.
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3.2. Feladatmegoldasok.

1. fejezet

1.2.1. Ekkor
c+s=185
és
12s =c+s (3.11)

Szamunkra a (3.11) Osszefliggés az érdekes, ebbdl alakul majd, rekurziv modon,
a geometriai sor. A (3.11) alapjan

s c+ (i(c +3s)) = ic + (i)% + (i)Qs

1(+)_1
cTs)= 12 127 19 12

12 12!
és teljes indukcioval

1 1, 1
S—Ec—l—(ﬁ)c+---+(—

1.2.2. Ha ¢ = % akkor k£ darab szelvényért kapunk egy csokoladét, ezért
ks =c+s

amibdl
c

Masrészt a rekurziv helyettesitésekkel, ahogyan a 0.2.1 feladat megoldasaban,

s (3.12)

s=qc+¢c+ - +q¢"c+q"s n=12 ... (3.13)

A (3.12) és (3.13) egybevetésébdl mar kovetkezik az Gsszegképlet, mivel ¢"s —
0.

1.2.3. A rekurziv sorozat hatarértéke fiiggetlen xy-t6l, mivel ¢"zy — 0.

1.3.1. Mivel C; C C,, hiszen most hosszabb intervallumokat torliink, mint
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a Cantor halmaz szerkesztésénél, ezért ekkor is csak nulla lehet a kozos rész
hossza.

1.3.2. Kovetve a Cantor halmaznal alkalmazott gondolatmenetet, minden
lépésnél az intervallumok Oszhosszusaganak ezrederészét toroljiik. Igy az n-
edik 1épésnél megmarad6 egyenesszakaszok (intervallumok) hossza 0.999™ ami
a nulldhoz tart, mint a (triadikus) Cantor halmaz esetén. A

0.999" n=1,2,...

geometriai sorozat olyan ,lassan” tart a nulldhoz, hogy szerkesztéssel, tapasztalati
uton, nem tudjuk ezt bizonyossa tenni.

1.3.3. NEM tudunk, hiszen barmilyen nagy NN esetén, a megmarad6 zart
intervallumok hossza egy nulldhoz tarté geometriai sorozat. Ezt is, mint az
el6z6 feladat megoldasat, szerkesztéssel, tapasztalati iton, NEM tudjuk eldénteni.

1.3.4. A C; halmazt ugy kapjuk, hogy a [0, 1] intervallumnak egyharmadat
vessziik, majd ugyanezt kétharmaddal eltoljuk és a két intervallumot egyesitjiik.
Ekkor nyilvan ugyanazt a halmazt kapjuk,mint amikor a [0, 1] intervallumnak
toroljiik a kézépsé harmadat, az (%, %) nyilt intervallumot.

Ezutén teljes indukcioval folytatjuk. Tételezziik fel, hogy C, megegyezik a
Cantor halmazra vezetd rekurziv szerkesztés n-edik 1épése utan kapott halmazzal.
Vagyis C,, a [0, 1] azon részhalmaza, amelybél toroltiik a kézépss nyilt harmadat,
majd a megmaradé zart intervallumok koézépsé nyilt harmadat, megismételve

ezt addig amig a torolt intervallumok hossza 37" lesz. Az
1 e 1 2
gcn es gcn + 3

halmazokban ez a struktara oroklédik, hiszen mindketts % skalavaltozassal

alakult a C,-b6l. A két halmaz kdzott éppen az (3, 3) intervallum van.
1.3.5.
999 999 1001

Fy(z) (x € R)

= 000" T 2000
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1.4.1.

1.

A Sierpinski szényeg rekurziv szerkesztésének minden 1épése utan a teriilet
nyolc-kilenced része marad meg.

. A bizonyités ugyanaz lehet, mint a Cantor halmaz esetén, miutén triadikus

tortben irtuk fel a pontok koordinatait.

A 3.3. dbrdan bejeloltiik a Sierpiski szényeghez tartozo pontok triadikus
koordinatainak a kezdetét. Pontosabban, megmutattuk hogy milyen a
triadikus alakban felirt koordinatak elsé szamjegye, a Sierpinski szényeg
kiilénb6z6 részhalmazan.

3.3. abra.

Példaul, a (0.0, 0.1) parral jellt négyzetben, triadikus tortben, a Sierpinski
szényeg pontjainak a koordinatai, egyharmad pontossaggal, (0.0,0.1)

Figyelembe véve, hogy harommal szorozva egy triadikus tortet, ugyanazt
az eredményt kapjuk, mint amikor a triadikus tort jegyeit eggyel hatratoljuk,
a (0.0,0.0) parral jelolt négyzet és a Sierpinski szényeg metszetét (kozos
részét) linearisan a haromszorosara novelve megkapjuk az egész Sierpinski
szényeget.

1.4.3. A Menger szivacs minden oldallapja Sierpinski sz6nyeg és minden
lap és test atloja Cantor halmaz. A Menger szivacs 1-3 tulajdonsigénak

112



vizsgalatanal kovethetjiik a Cantor halmaznal és a Sierpinski szényegnél kovetett
utat.

A (rekurziv) eljarassal kapott halmaz térfogata, minden lépésnél, az el6z6
térfogatanak hisz huszonheted része lesz. FEzért a Menger szivacs térfogata
csak nulla lehet. A halmazok feliilete viszont egyre nél. A végtelenségig?

A Menger szivacs pontjainak térbeli koordinatait triadikus alakban irva,
konnyen valaszolhatunk a maradék két kérdésre is.

1.6.1. A matematika (mdtrizok) nyelvén az F szabaly megfogalmazasa a kovetkezs:

Legyen
04 0 x 0
Fl(x1,$2):< 0 0.4)(I;)+(0>
04 0 x 80
FQ(m,@):(o 0.4>(x;)+(0).
Fs(z1,72) = 0.4cos30° 0.4sin30° ) 2
SWELR2) T\ 0480302 0.4 cos 30° T2 0 .

[ 0.4cos(—30)° 0.4sin(—30)° T 230
Falan, 22) = ( —0.45in(—30)° 0.4cos(=30° )\ @ )T 0 )
Ekkor F' azt jelenti, hogy a fenti négy leképezést egymas utén alkalmazzuk
az aktualis halmazra, majd az igy kapott halmazokat egyesitjiik.

1.7.1. Mindegyik my; egy az {a,b, c} hdromsziggel hasonld hdroszog atfogojahoz
tartozo magassiga. Ennek megfelelGen

a b

mo1 = muz Moo = m115

a b a b

m3;p = Mao1— 32 = Ma1— TN33 = Maz— 1MM34 = Moz~
c C c c
és nyilvanvaloan

ab

mip = —.
c

113



Az elmondottakbol mar kovetkezik, hogy a feladat megoldasa

b a
- wagy -
c c

hanyadost geometriai sorokbol konnyen elGallithato.

1.8.1. Ha s’ > s akkor lim,_,o N(r)r* = 0. Ha s < s" akkor lim,_,o N (r)r®” =
oo. Ugyanis, ha h > 0 akkor

lim N (7)r+th) = lim N(r)rr" = clim " = 0

r—0 r—0 r—0
és

lim N (r)r®=" = lim N (r)r*r=" = climr ™" = oo
r—0 r—0 r—0

1.8.2. Har = % akkor

log N, log 4
= - =126...
—logr —logs

A Koch gorbe szerkesztésébdl kovetkezik: ha az r hosszat egyharmadara vessziik,

. . 4 . . . AP |
akkor N, a négyszeresére n6l. Ezért a Koch gorbe dimenzidja 12§§

1.8.3. Ha r = 0.4, akkor N, =4 és igy ekkor

logN,  logd
—logr —log0.4

1.51...

A fadg szerkesztésébdl kovetkezik (feltételezve, hogy az iteraciok soran nem
lesznek atfedések), hogy r = 0.4" nulldhoz tartd sorozattal szamolva az ag
dimenzi6ja 1.51 ... marad. Mivel a

{04" n=1,2,...}

sorozat monoton csOkkenve tart a nullihoz, ezért

. log N,
lim

=1.51...
r—0 —logr
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MEGJEGYZES. Az 1.8.2. és az 1.8.3. feladat megoldasahoz hasonléan igazolhato
(végigszamolhatod) hogy ha az {Fy; k =1,2,..., N} fiiggvények hasonlosagi
leképezések ugyanazzal az r € (0, 1) hasonlosagi tényezével, akkor az iteracios
sorozat végtermékének dimenzidja

log N
—logr

1.8.5. Ha s a gorbe dimenzi6ja, akkor (1.18) alapjan

Im N(r)r* =c¢ (¢ >0) (3.14)
r—0
Ha s > 1, akkor
N(r)r® = N(r)ro! (3.15)

A (3.14) és (3.15) dsszevetésébdl mar kovetkezik az allitas, mivel ekkor 7571 — 0
és ezért (3.14) csakis akkor lehet, ha N(r)r. — oo ami éppen azt jelenti, hogy
a beirt poligonok hossza tetszGlegesen nagy lehet.

1.9.1. A [0,1] x [0,1] négyzet minden pontjara alkalmazva a szerkesztést, a
megszerkesztendo szo négyzetét kapjuk. Ennek igazolasa:

Geometriai szerkesztéssel.

Ha a négyzet minden pontjara a t betl szerkesztését alkalmazzuk, akkor a
t négyzetét kapjuk. Ha ezutan a t négyzetének minden ponjara az a beti
szerkesztését alkalmazzuk, akkor a ta négyzetét kapjuk. Hasonléan folytatva,
a tag szohoz tartozo algoritmus a [0, 1] x [0, 1] pontjait a tag négyzetébe viszi
(3.4. dbra).

Matrixokkal, egy pontosabb bizonyitas.

A négy csiicshoz tartozo szerkesztés a (2.7) és (2.39) formulakkal adott F, Fy, F3, Fy
mattrix miveletekkel is végrehajthat6. Ezutan alkalmazzuk a 2.5. fejezetben,

az A kodolasarél mondottakat. Esetiinkben Fj o F, o F;(\A) lesz a tag négyzete,
amikor

A=10,1] % [0,1].
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tag

N L[5

3.4. abra.

1.9.2. Az F, F, F; fiiggvényekkel megadott IFS invarians halmaza a Sierpinski
haromszog

1.9.3. Ekkor azt a Sierpinski haromszoget kapjuk, amikor egy tetszéleges
héromszognek toroljiik a kozépss negyedét (5.5. dbra). Ekkor az IFS megadast
ugy kapjuk, hogy az 1.9.2. feladat megoldasiban szereplé Fi, Fy, F3 eltolas
(shift) vektorait megfelel6en modositjuk.

1.10.1. Az S teriilete csak nulla lehet, mivel egyetlen tiltott betii esetén is a
betiihoz tartozo négyzetek torlése utan kapott halmaz, a Sierpinski haromszog
teriilete nulla és hosszabb szavak tiltasaval, tobb négyzetet torliink.

To6bb négyzet torlésével, a keriilet novekszik.

1.10.2. Igen. A ta eset mintajara bizonyithato, hogy agctt tiltott sz6 esetén is
csakis nulla lehet S* teriilete. Ebb6l mar sejtheté hogy NINCSEN ilyen tiltott
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A L O

1.iterdcio 2 iteracid

dh b

3. iteracio 4, iteracié

3.5. 4bra.

sz6. Béarmilyen hosszu tiltott sz6t adunk meg és csupan azokat a négyzeteket
toroljiik az egyre siirtibb 2" x 2™ négyzethalokbol, amelyek kodja a tiltott
szora végzddik, akkor a megmarado halmazok teriilete nulldhoz tart6 geometriai
sorozatot alkot.
MEGJEGYZES. A szavak hosszanak novekedésével egyre lassabban tart a
sorozat a nullahoz és kb. 8-10 betiibdl allo tiltott szod esetén ez a konvergencia,
tapasztalati iton mar nem érzékelhetd.

Ha egy végtelen hosszi szot tiltunk meg, akkor ez a jelenség eltiinik, hiszen
minden végtelen kddnak pontosan egy pont felel meg.

1.10.3. Az 1.32. abrabol leolvashatoé és a leolvasottakat teljes indukcidval igazolhatjuk

1.10.4. A Cantor halmaz szerkesztésébdl kovetkezik, hogy két egyharmad
hossziisagu egyenesszakasz , vagy négy egykilencedhossziisagi egyenesszakasz
mar lefedi a Cantor halmazt. Ezutan r harmadolasaval N(r) a duplajara nél.
Ennek alapjan

log N(r) < log2"  log2

= =0.622...
—logr ~ log3® log3

Igy a Cantor halmaz dimenziéja legfeljebb 0.622. ...

A dimenzi6 nem lehet kisebb mint 0.622 . ... Vagyis 37" hosszt egyenesszakaszokbol
legalabb 27" sziikséges. Ugyanis, mindegyik megmaradé intervallumban van
pontja a Cantor halmaznak, hiszen a Cantor halmaz a megmarad6 intervallumok
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kozos része. Masrészt, a Cantor halmaz (geometriai) szerkesztésekor 37" hosszi
nyilt intervallumokat torliink. Ezért a megmarado intervallumok tavolsaga 37"
(3.6. abra). Igy a Cantor halmaz lefedéséhez sziikséges a 27" intervallum.

0 1
— P
— —
HH HH HH HH

mindegyik (fekete) intervallumban VAN PONT

3.6. abra.

1.10.5. A héarom allitads kozul legfeljebb egy lehet érvényes. Legyen a két
halmaz B és C. Ekkor

log Ng(r) + N¢(r) < log 2 max{Ng(r), No(r)}
—logr - —logr

alapjan a 2. érvényes.

1.10.6. Ekkor minden ¢-ra, a B halmazt lefed§ négyzethéléban Njs legfeljebb
annyi, mint a C halmazt lefed6 négyzethaloban.

1.10.7. Egy kompakt halmaz belefér egy elegendé nagy R sugart korbe. A
korlap dimenzioja 2.
Tekintsiik a korbe irt négyzetet (3.7. dbra). A négyzetlapra

v (3)

log N5 2loga — 2logd

és igy

—logd —logd
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3.7. abra.

Ennek alapjan, az R? sikban, egy kompakt (korlatos és zart) halmaz dimenzibja
legfeljebb 2.

A mondottakbol az is kovetkezik, hogy ha egy H halmaznak van belsé
pontja, akkor a H dimenzidja 2. (P € H) bels6 pont, ha van olyan P
kozéppontt K korlap amelyre KK C H).

Ennek alapjan, ha s € (1,2) akkor a 4 halmaznak nincsen bels§ pontja. A
halmaz barmely P pontja koéré barmilyen kis r sugara korben van idegen pont
is.

1.11.1. A ¢ pont 272 kérnyezetében van minden binaris tort, amely igy kezdsdik
0.110
és a p pont 274 kornyezetében van minden binaris tort, amelynek kezdé szamjegyei
0.0011.
A binaris tortnek ilyennek kell lenni
0.110¢4¢50011 . . .

ahol ¢4 és c5 helyén tetszbleges binaris jel allhat.
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1.11.2. Az 1.11.1. gondolatmenetét kivetve, ha
Q<e, 2M<§

akkor minden binéris tort, amelynek elsG k szamjegye megegyezik a c els6 k
szamjegyével és a k-adik helytdl pedig m szdmjegye megegyezik a p elsé m
szamjegyével megfelel a kdosz I1. feltételnek.

Ha a ¢ binaris tortet a k-adik jegyétdl periodikusan folytatjuk, akkor az I.
feltételnek megfelel6 ¢* sorozatot kapunk, ha

27F < e

1.11.3.
0.22020220

0.02020022.. ..
0.20200222 . ..
0.20222222 . ..
0.2000000. . .

1.11.4.
0.21021222 . ..

0.12010000
1.02122222 . ..
—0.21200000

1.11.5. Ha a c triadikus tort alakja nem tartalmaz 1 jelet, akkor ez 6roklsdik a
sorozat minden elemére. Ekkor a sorozat minden eleme a (0.1) intervallumban
van. Ez a képzési szabalybol kovetkezik.

Hace (%, %) akkor a triadikus tort alakjanak els6 helyén 1 all és a sorozat
kovetkez6 eleme méar kilép a (0, 1) intervallumboél. Ha elGszor a k-adik helyen
all 1, akkor a sorozat k + 1-edik eleme lesz egynél nagyobb.

A mondottakat érdemes szemléltetni a ¢ = 3 paraméter értékhez tartozod

satorfiiggvénnyel, a ¢-bdl indulé web-diagrammal. (3.8. dbra).

1.11.6. Pontosan akkor, ha ¢ négyes szamrendszerben felirva csupan 0 és
3 jeleket tartalmaz. Ennek igazolasara és szemléltetésére, kovessiik a 11.5
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satorfiiggvény

Bl = { 3z ha ¢ < 0.5

3(1—x) haz>0.5
1.5 15 | E

00

=

fof(x)

3.8. 4bra.

megoldasat.

1.11.7. Pontosan akkor, ha c tizes szamrendszerben (decimélis tort alakban)
felirva csupén 0 és 9 jeleket tartalmaz. Ennek igazolasara és szemléltetésére,
kovessiik az 1.11.5. megoldésat.

1.11.8. A web-diagram szemléltetés atjan igazolhat6 hogy

(z) = qx ha x < 0.5
gir) = gr—1 haz>0.5

egy ilyen, természetes modon adodo fliggvény.

1.11.9. Az 1. tulajdonsag érvényes, hasonloan, mint az (1.25) sorozatra, hiszen
a 0 <» 1 csere utan is periodikus marad a sorozat.

A 2. tulajdonsag igazolasara kovethetjiik az 1.11.1. ésaz 1.11.2. megoldéasok
gondolatmenetét, azzal az eltéréssel, hogy a p pont megfelel§ kérnyezetét azutan
tudjuk figyelembe venni, miutan a 0 <> 1 csere megtortént.

1.12.1. Az algoritmus, minden lépésben abbél all, hogy lecseréli a kiildendd
szOt egy mésikra, ha a soron kévetkez6 beti nem felel meg az iizenetnek. Ekkor
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csupan az lehet a probléma, hogy a cserével eldzd betik is megvaltoznak. Miért
nem valtoznak meg ezek a betiik?

Ha két binaris tort eltérése kisebb mint 27™ akkor m hosszi prefixiik
megegyezik. Az M halmazt agy valasztottuk, hogy minden z € (0,1) pont
27™ kornyezetében legyen pont az M halmazbél.

1.12.2. Azt akarjuk, hogy a lecserélésnél az n + l-edikbetd és csakis ez a
betd valtozzék. Ez pontosan akkor teljesiil, ha

v € V.| R@") — R(x) |< 21

Példaul, ha két tizedestort egyméstol legfeljebb egy ezred tavolsagban van,

akkor az els6 két jelben megegyeznek. Minden binaris tort, amely a 0.1011

binaris torttél kevesebb |, mint egynyolcad tavolsagra van igy kezddédik: 0.101.

Igy elegendé az = kod helyett, csupan a hozzarendelt R(x) binaris torttel

foglalkozni. Tovabba, az Y elég siird a [0, 1]-ben ahoz, hogy minden z kodhoz
van megfelelen kozel x” € ).
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2. fejezet

2.3.1. A Koch gorbe és a faag kivételével minden IFS példaban a (2.6) feltételt
teljesité B halmazbol indultunk. A 2.4. fejezetben igazoljuk, hogy minden
iteralt fliggvényrendszerhez van olyan B amely teljesiti a (2.6) feltételt. A
Koch gorbe elsallitasara ilyen B halmaz a 3.9. dbrdan a K sziirke haromszog.

X
X

3.9. abra.

Probaljuk megindokolni, hogy a {K,;n=1,2,...} ésa {K;n=1,2,...}
sorozat ,ugyanazt a halmazt allitja elg”.

Erdemes behatobban tanulmanyozni az 1.13. fejezetben leirt adattomoritd
eljarast, mint ,devians” iteralt fliggvényrendszert.

2.3.3. Az 1. és 2. érvényes minden F' fiiggvényre, a 3. csak invertalhato
fliggvényekre érvényes.

Az 1. nyilvanvalé.

A 2. bizonyitasa: Az 1. alapjan

F(B)Cc F(B| o)

F(C) C F(B|B)
amibdl
FB)| JF(c) c F(B| )

A maésik iranyban: ha € B|JC akkor F(z) € F(B) vagy F(z) € F(C), ami
éppen azt jelenti, hogy
F(z) e FB)| JF(C.)
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A 3. bizonyitasa: az 1. alapjan

F(B)(C) C F(B)

F(B)()C) C F(C)
amibdl
F(B(C) € F(B)[)F(C)

A maésik irAnyban: Ha z € F(B) [ F(C) akkor van b € F(B) amelyre F'(b) = z
és van ¢ € F(C) amelyre F(c) = z. Ha F invertalhato (ha b # c¢ akkor
F(b) # F(c)) akkor z € F(B(C).

Mi van akkor, ha F' nem invertélhat6?

Ekkor van b # ¢ amelyre F(c¢) = F(b). Legyen

B:beB, c¢B

C:ceC, b¢cC

ekkor F'(b) € F(B)(\F(C) de b ¢ C(\B és ugyanez mondhat6 c-r6l. Arra az
eredményre jutottunk, hogy nincsen olyan pontja a B) () C halmaznak amelynek
képe az F'(B) és az F(C) kozos részében van.

Ha kett6nél tobb olyan pont van amelyeknek képe megegyezik az F' leképezésben,
hasonlé gondolatmenettel igazolhato, hogy ekkor vannak halmazok, amelyekre

csak
F(B(\C) c F(B)[)F(C)

érvényes.

2.4.1. Hajtsuk végre a tétel bizonyitasat egyetlen kontraktiv F' fliggvénnyel.
Ekkor a kozos rész egyetlen pont. Ez az iteracid sorozatnak a hatarértéke
barmely x kezd6pontbdl is indul az iteracio.

a bizonyitas részletesebben. Inditsunk egy x pontbol. Azt, hogy egy maésik,
z pontbdl is ugyanoda konvergal a sorozat, gy latjuk be, hogy egy olyan
korlapot vesziink, amelynek = akoézéppontja és az R sugara olyan nagy, hogy
amellett, hogy teljesiti a tétel feltételeit, a belsejében tartalmazza a z pontot.

Hogy a K zart korlapok k6zos pontja a hatarérték, matematikai formulakkal
bizonyitva, a kovetkezs. A {FIMI(IC) n = 1,2,...} sorozat elemei egymasba
skatulyazott halmazok, amelyek atmérdje a nullahoz tart. Legyen pa {F"(K) n =
1,2,...} kbzos pontja és € > 0. Ha n olyan nagy, hogy FI"l(K) &tméréje kisebb
mint ¢, akkor a sorozat minden

{F™(K) (m > n)
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eleme a p pontnak az € kdrnyezetében van.

2.5.1. Legyen K; és Ko két korlap, amelyekre (2.19) egyméasba skatulyazott
halmazok sorozata. Vegyiink fel eqy olyan IC kérlapot, amely tartalmazza mindkét
kérlapot. Ezutan kénnyt belatni hogy a (2.19) sorozat ugyanoda konvergal,
akar a KC; akar a Ky korlapbdl inditunk.

2.10.1. Az a/, b/ abran legyen a vilagos kor sugara R, a sitét kor sugara

r.
Ekkor az a/ abrén

dlA, Bl =2R  d|B, Al =2r

és igy h[A, B] = 2R.
A b/ abran
dA Bl =2R -2 dB,A =0

és igy h[A, B] = 2R — 2.
A ¢/ és a d/ abran a d tavolsagok egyike nulla.
A ¢/ abran
hlA, B] = d[B, Al = 0.5(d — 2R)

a d/ abran
h[A,B] = d[A,B] = 0.5(2R — a)

ahol a a négyzet oldala, d a négyzet atmérGje és R a kor sugara.
Az e/ abran a sziirke haromszog beirt korének a sugara (3.11 &bra).
Az f/ 4brén az [a, b] hossza (3.10. dbra).

2.10.2. a/
hB,Cl=1—r

b/

1—7r ha2r<l1

h[B,B—C)] = { . e (3.16)
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3.10. abra.

2.10.3. Mindkét esetben

h|Sn+1,Sn| = const. TSN

A konstans szorzo az egyenlGoldali haromszog esetén a haromszogbe irt kor
sugara (3.11. dbra) , a harom csucspont esetén pedig a*g (2.10. dbra)

3.11. abra.

2.10.4. A W 6t hasonlésagi leképezés unidja

(% 5 (2)
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)

0 T 100
0, 2 ) 0

0,2
0

Fy(z) = (

20
20

)<(
)<
)< (

X1
)
3 n

02 ) (
)

0,2
0

Fy(z) = <

)
)

100
100

X
X2

0
0,

0,2
0

o) = (

150
150

0.6 0 1
0 06 T

Fs(z)
A sorozat két szomszédos elemének tavolsaga

2.10.5.

)

0,25 T 100
0 0,25 T 100
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o= (% 05 ) () (5)

A sorozat két szomszédos elemének tavolsaga (2.11. dbra)

1 n
const. (5) (n=1,2,...)

2.10.6.
A h[{z}, {y}] = dlz,y).

B. d[z,B] < h[{z},B]. Ttt egyenldség pontosan akkor van, ha B egy z

P

2.10.7. Kozvetleniil a h definiciojabol kovetkezik.

2.10.8. Nyilvan

N
Bi+tC| B+t (i=12....N)
=1

és igy
N

UB:+1cl B+t

i=1 i=1

A masik irany: Ha

N
velJBi+t (i=12...N)

i=1

akkor a {B;; i = 1,2,..., N} halmazok koz6tt van olyan, legyen ez {By,
amelyben van olyan b, amely legfeljebb ¢ tavolsagban van z-t6l. Ez pontosan
azt jelenti, hogy

x € B+t
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és By +t CUN,[Bi +1].

2.10.9. Igaz, mert
max{h[B;,C;]; (1,7 =1,2,...,N)}
nagyobb (legalabb is nem kisebb) mint a
{hB;,C;] (i=1,2,...,N)}

részhalmaz maximuma.

2.10.10. Nem. Tipikus példak:

1. B egy zart korlap és C ezen korlap bels6 pontjainak a halmaza.
2. Ba(0,1) és C ace0,1) raciondlis pontok halmaza.

3. A 1.4. dbra vagy az 1.5. dbra halmaz sorozata. Itt

5 U
k=1

C=10,1] % [0,1]

2.10.11. sem az 1. sem a 2. nem teljesiil.

A[{b},C] = db,C]

2.10.12. Igaz. Alkalmazzuk a 2.9. fejezetben mondottakat.
2.10.13. Folytonos, mivel F' kontraktiv és alkalmazzuk a 2.9. fejezetben mondottakat.
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2.10.14. Ekkor minden b € B pontra d[b,p] < ¢, ezért
dB,{p}] <e d[{p},B] <e

1., 2. és 3. ebbdl mar konnyen levezethetds.

2.11.1. Az indul6é haromszogbdl az 1. iteraciét ugy is megkaphatjuk, hogy
a haromszoget linearisan a felére csokkentjiik, ezt a haromszoget az X és az Y
tengely irdnyaba 0.5a-val eltoljuk, majd a harom haromszoget egyesitjiik. Ez

éppen

FB)JR(B) | F:(8) (3.17)

amikor B a haromszog.

A k6zépso nyilt haromszog torlése mindig helyettesithetd Az (3.17) leképezéssel.
Ezutan alkalmazzuk a 2.3. fejezetben talalhato (2.6) Osszefiiggést, amely igazolja
az F; fiiggvényeknek és a halmazunionak a felcserélhetGségét.

2.11.2. A g betiit tartalmazé szavak torlése, minden lépésnél azt jelenti, hogy
minden eddig nem torolt négyzetet linearisan feleziink és az igy kapott négy
négyzet koziil a jobb fels6 négyzetet tordljiik. Ugyanis az igy kapott négyzetek
koziil pontosan ennek a kodja tartalmaz g betiit. Viszont ez a geometriai
miivelet ugyanarra az eredményre vezet, mint (3.17), ha B egy négyzet.
Ezutan alkalmazzuk az F; fiiggvényeknek és a halmazunionak a felcserélhetGségét,

a (2.6) Osszefiiggeést és vegyiik figyelembe azt, hogy az IFS attraktora fiiggetlen

az indito B halmaztol.

2.11.3. Egy a oldali négyzet. Ugyanis ez egy invarians halmaz és pontosan
egy invarians halmaz van.

MEGJEGYZES. Induljunk ki @ 2.1/. dbra szerkesztésében haromszog helyett
egy négyzebdl. Az ekkor kapott sorozatbol mar sejthetd a feladat megoldasa.

2.11.4. A szerkesztés lépései ugyanazt eredményezik, mintha a (2.7) {F;, ¢ =
1,2, 3} fiiggvényeit felvaltva alkalmaznank a négyzet pontjaira. Ezek, a 2.5. fejezetben

130



mondottak alapjan, a Sierpinski haromszog pontjait adjak.

2.11.5. A métrix rész ugyanaz, az eltolas vektorok viszont a haromszog oldalvektorai
szerint valtoznak.

A satorfiiggvények tulajdonséagai.
A satorfiiggvény grafikonjabol lathatjuk, hogy, ha

1 2

€(5, =
T€(3:3

)

akkor s(z) ¢ [0, 1], ha

12 78
€(yg) vagy z€(5g)
akkor a masodik iterdcio keriil ki a[0, 1] intervallumbol, vagyis s?/(z) ¢ [0,1]
és sejthetd, hogy a Cantor halmaz szerkesztése soran az n-edik lépésben torolt
intervallumokbol inditott palyék az n-edik 1épésben kikeriilnek a [0, 1] intervallumbol.
A bizonyitas a triadikus tortekkel torténhet. A 2. fejezetben lattuk, hogy
a Cantor halmaz a [0, 1] mindazon pontjaibol all, amelyeknek triadikus tort
alakja csupan 0 és 2 jegyekbdl all. Ha x € C és © < 0.5, akkor 3x < 1 és a
triadikus tort alakja csupan 0 és 2 jegyekbdl &ll. Ha x € C és x > 0.5, akkor
3(1 —x) <1 és a triadikus tort alakja csupan 0 és 2 jegyekbdl all.
Ha x ¢ C akkor a a triadikus tort alakjaban van 1. Ha ez a tradikus tort

elsG jegye, akkor x € (%, %) Ha 1 az n-edik helyen all, akkor n — 1 1épés utén,
1 2
n—1
€ (z,3).
i) e (5,5)

Az x € C barmilyen kis kornyezetében van olyan z pont, amelynek triadikus
tort alakjaban van 1 és ezért a z pontbol indul6 palyak véges sok lépés utan
kikeriilnek a kornyezetbdl s6t, a [0, 1]-bdl is. A z triadikus alakjat periodikusan
folytatva, sl"(2) = 2 és z a kérnyezetben marad, ha n elég nagy.

A fixpontok csakis a C Cantor halmaz elemei lehetnek, mivel az = ¢ C
pontboél induld palyak, véges sok 1épés utéan, kilépnek a [0, 1] intervallumbol.
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