BEVEZETO PELDAK.

Egyik alapveto torekvésiink, hogy bemutassuk a fraktalok el alltasaban
szerepet jatszé matematikai modszereket. FEzért elsoként egy a fraktélok
megkonstrualasaban alapveto szerephez jutd eljarassal, az iteracié vagy
diszkrét dinamika fogalmaval ismerkediink meg. A pontos matematikai
definiciét a késébbiekben adjuk meg, pillanatnyilag szemléletesen csak annyit
mondhatunk, hogy iteracion egy olyan eljarast fogunk érteni, amelynek soran
ujra meg ujra megismételjiik ugyanannak a szabalynak az alkalmazasat. Az
iteracioval kapott sorozat neve: iteracids sorozat.

Az els6 két példa még nincsen kapcsolatban a fraktdlgeometriaval. Sz-
erepiik csupan az, hogy kozismert példakon bemutassuk, hogy mi az iteracié?

e 1. [Iteracié a szamolégépen. A szimolégép megfelels
gombjanak ismételt lenyoméasaval iterdciés sorozatot kaphatunk. Ny-
omjuk meg egy szdamoldgép cos gombjat djra meg ujra. Ekkor azt a
szabalyt ismételjiik, hogy

“vedd a kapott (radidnban adott) sz6g koszinuszat.”

A szamitégépen kisérletezve megfigyelhetd, hogy barmilyen x (radidn)
értékbdl is indulunk, egy olyan szamsorozatot kapunk, amely a
0.73908 .. .-hoz tart. Prébaljuk ki ezt az iteraciét!.

(Mit kapunk akkor, ha az x = 0.73908.. .. értékbdl indulunk?)



o 2. Iteracié és geometriai sorozat. Szamoldsaink
soran lépten-nyomon el6fordulnak a geometriai sorozatok. Geome-
triai sorozatot akkor kapunk, ha egy ¢ szamot mindig ugyanazzal a
q szammal szorozzuk. Ez egy iteraciés sorozat, hiszen a geometriai
sorozat képzésekor azt a ismételjiik ujra meg ujra, hogy

"szorozd meg a kapott szamot q-val.”

A geometriai sorozat képzését gy is felfoghatjuk, hogy az
Yy = ax

elsofoku fliggvényt iteraljuk. Ekkor a ¢ kindul6 értéknek az x felel meg
és a ¢ hanyados itt az a.

Természetes moédon adddik a kérdés: Milyen sorozatot kapunk, ha az
f(x) =ax+b z€R;

elsofoki fligguényt iterdljuk?
Talan meglepd, hogy ekkor a geometriai sorozat részletosszegeit kapjuk.

Ugyanis, kétszer ismételve az f szabalyt
fB(x) = alax + b) + b= a’x + ab + b;
haromszor ismételve
fB(x) = a(a®x +ab+b) + b= a’x + a®b + ab +b.
Ebbdl mér lathatjuk a szabalyt:
@)y =a"z+a"0+...4+ab+b (n=1,2,...)

amit teljes indukcioval belathatunk.

f"(0) annak a geometriai sornak az n-edik részletosszege, amelynek a
héanyadosa a és az els6 tagja b.

Szemléletes képet ad a sorozatrdl az 1.2 dbra. Az dbran | a |< 1.
Az X tengely 0,xq,x9,x3... pontjaiban feldllitott, az Y tengellyel



parhuzamos, vastagabb vonalak hossza éppen a megfeleld részletosszeg
értéke: az elsé vonal b, a masodik b + ab, a harmadik b + ab + a?b s.i.t.

Az abrébdl az is leolvashato, hogy 0 < a < 1 esetén, az a hanyadosiu
(és b kezdetii) geometriai sor az

() r=axr+b

egyenlet x megoldasahoz tart.

A (*) megolddsa
b

l1—a

Tr=

a végtelen geometriai sor jolismert osszegképlete.

Ugyanis az = = azr + b egyenlet megoldasa az y = ax + b és az
y = x egyenesek metszéspontjanak az X koordinatdja. Az iteracios
sorozatot abrazold egyenesszakaszok végpontjai egyre kozelednek ehhez
a metszésponthoz, a végpontok tetszolegesen kozel keriilnek az egyene-
sek metszéspontjahoz, ha elég messze megylink a geometriai sorozat-
ban.

Xk

A fenti gondolatmenet a szemlélet alapjan nyilvanvalonak tinik. H a
azonban bizonyitani is akarjuk, akkor a kovetkezoképpen jarhatunk el.
Tekintsiik az n-edik részletosszeg és az

r=ax+b

egyenlet megoldasanak az eltérését, vagyis a

(1) “b

kiilonbséget. Ennek a nulldhoz kell tartania. Valéban, az (1) formulat
kozos nevezore hozva
’fb

’fb = ab

(2)

—a



amib8l mér kovetkezik, hogy az (1) tetszélegesen kicsivé vélik, ha n
elég nagy, hiszen 0 < a < 1.

A fenti (2) formuldbdl nemcesak a geometriai sor 6sszegképlete olvashaté
le, hanem a geometriai sor részletosszegeit adé ismert formula is. Ugya-
nis a (2) egyenléség elejét és végét atrendezve

e b "b
Z atb = _
= l—a 1-a

és az egyenlo ség jobboldalat tomorebbé alakitva

b a™b _bl—a”
l—a 1—a 1—a

Xk

Az 1.2 dbra kapcsolatot teremt az elséfoku fiiggvény iteracidja és a
geometriai sorozat részletosszegei kozott és az abra sugallja ennek
a bizonyitdsat is . A geometriai sorokkal torténd elsd taldlkozdst
valtozatlanul a hagyomanyos médon ajanljuk.

Barmilyen f : R — R (egyvaltozds fiiggvény) iterdcids sorozatét ha-
sonléan abrdzolhatjuk (F. 0.3).

3. A Cantor halmaz. A fraktdlokkal torténé smerkedést a
legegyszeriibben eldallithato fraktalok egyikével, a Cantor halmaz be-
mutatasaval kezdjik . Ezzel a halmazzal az Olvasok kozil talan mar
sokan talalkoztak. Induljunk ki a [0, 1] zart intervallumbol. Osszuk
harom egyenld részre, majd hagyjuk el a k6zépsé ( %, %) nyilt intervallu-
mot. Ezutan a fennmaradd két egyenesszakasznak is toroljuk a kozépso

harmadét, az (5, 2) és az (§, 5) intervallumot és ezt az eljdrést folytas-
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suk a megmaradé egyenesszakaszokkal "a végtelenségig”. Az eljaras
végterméke egy kiilonos halmaz lesz amit (triadikus) Cantor halmaznak

hivunk (1.3a dbra).

Ez az eljarés is egy iterdcié sorozatot eredményez. A kezdé elem a [0, 1]
intervallum és f, az ismétlodo szabaly



"toroljik a kozépsd (nyilt) harmaddt mindegyik egyenesszakasznak.”

Ekkor
F((0,1]) € f7U([0,1)); n=1,2,...

ami azt jelenti, hogy a szabaly ismétlésével kapott halmazok egyre
zsugorodnak, hiszen a szabdly minden alkalmazasaval elvesziink a hal-
mazbol.

A C Cantor halmaz az ismétléds szabdllyal kapott f"([0,1]); (n =
1,2,...) halmazok kdzos része lesz.

A geometriai szerkesztés mellett a C Cantor halmaz a kévetkezo arit-
metikai eljarassal is el6allithato:

Irjuk fel a [0, 1] intervallum minden elemét triadikus alakban (harmas
szamrendszerben). A konstrukciobdl vildgos, hogy a Cantor halmazt
eloallité iteracio az elso 1épésben eltavolitja mindazokat a torteket ame-
lyek triadikus alakjaban a tortjel utan 1 all. Az iteracié masodik 1épése
torli mindazokat a torteket is amelyek triadikus alakjaban a tortjel
utani masodik jegy 1, s.i.t. (1.8b-c¢ dbra). Az eljards végén pontosan
azok a tortek maradnak meg, amelyek triadikus alakja csakis a 0 és
2 szamjegyeket tartalmazza. Igy a Cantor halmaz pontosan ezekbdl a
tortekbdl all .

MEGJEGYZES. Azokat a tizedestorteket, amelyekben egy adott je-
gytol csupa nulla &ll, kétféle modon lehet felirni. Példaul, 0.01 és
0.00999. .. ugyanaz a tizedesszam. Ez a jélismert tulajdonsag triadikus
tortekre is all. A

0.1 és 0.0222..., 0.01 és 0.00222..., 0.001 és 0.000222..., s.i.t.
paroknak a [0, 1] intervallum ugyanazon pontja felel meg. A C Can-

tor halmaz aritmetikai eldallitasaban ezek a pontok is szerepelnek
(természetesen a 0 és 2 szamjegyekkel felirt formaban).

A Cantor halmaz néhany fontos tulajdonséga:
I.  f([0,1]) két olyan intervallum uniéja, amelyek mindegyikének a



hossza %; f(]0,1]) 22 olyan intervallum unidja, amelyek minde-
gyikének a hossza 3% Folytatva a Cantor halmaz képzését (teljes in-
dukcidval)

az f"([0,1]) hossza (3)",

mivel f([0,1]) 2" intervallumbdl &ll amelyek mindegyikének a hossza

3%. Igy, ha figyelembe vessziik a hosszisdgmértéknek azt a tulaj-
donsagat, hogy egy halmaz részének a hossza (mértéke) nem lehet nagy-

obb, mint a halmazé, akkor a Cantor halmaz hossza csak 0 lehet.

II. Dacéara annak, hogy a Cantor halmaz hossza csakis 0 lehet, a Cantor
halmaz szamossdga megegyezik a [0, 1] szdmossdgaval. Ez azt jelenti,
hogy a [0, 1] pontjai parba allithatok a Cantor halmaz pontjaival. Pon-
tosabban,

a [0,1] minden pontjdhoz hozzdrendelhetjik a Cantor halmaz egy
pontjat igy, hogy kulonbozd pontokhoz a Cantor halmaznak egymdstol
kiilonbozo pontjai kerilnek. Ez a hozzdrendelés lefedi a Cantor halmazt,
ami azt jelenti, hogy ekkor a Cantor halmaz minden pontja egy [0, 1]-be
tartozd pont képe. Roviden szdlva, megadhaté egy [0, 1] — C bijekcio.

Ez a parbadllitas a kovetkez6képpen torténhet. Irjuk fel a [0, 1] pont-
jait bindris tort alakban (kettes szdmrendszerben) és a Cantor halmaz
pontjait meg triadikus tort alakjadban. Mivel a Cantor halmazba pon-
tosan azok a pontok tartoznak, amelyek triadikus alakja csakis 0 és
2 szamjegyet tartalmaz, a parba &llitas a kovetkez6 egyszerii szabdly
szerint torténhet:

Cseréljiik le az x € C triadikus alakjdban a 2 szamjegyeket 1-re. Az
19y kapott bindris tort lesz az x pdrja

(Példaul, ha = = 0,2202|3, akkor a parja a 0,1101 bindris tort.
Tizedestortekben kifejezve, a 0,47419 ... parja 0,8125.)

III. Haa [0,3]NC vagy a [2,1]NC halmazt hdromszorosdra nagyitjuk,



akkor megkapjuk az egész C Cantor halmazt. Ha ezt a két részhalmazt
egyesitjiik, akkor is a Cantor halmazt kapjuk. Ezt a tulajdonsigot
onhasonlésagnak nevezziik.

Az 6nhasonlésag alapjan, C ugy tekinthetd, mint egy szerfelett lyukac-
sos halmaz, amelybol nagyitaskor egyre tobb és tobb részlet valik
lathatéva.

Az onhasonlé halmazokat az 5-6 fejezetben fogjuk részletesen targyalni.
Ott be fogunk mutatni a természetben, a valdésdgban el6foduld
"nhasonlénak tekinthet6 halmazokat is.

4. A Sierpinski haromszog. Induljunk ki egy zart
haromszoglapbdl. Az oldalfelezépontok Gsszekotésével osszuk négy egy-
bevago részre és a kozépso negyedét tavolitsuk el. Ezt az eljarast foly-
tassuk a megmaradé haromszogekkel ”a végtelenségig”. Ekkor F'| az
ismétlodo szabaly

"minden haromszioget osszunk négy eqybevdgd részre és a kozépsd (ny-
ilt) hdaromszéget torolyik”

Az 1.4 abran lathaté az eljaras miikodése, mikozben az egyik es-
etben derékszogli, a masikban pedig egyenlé oldald haromszoget
valasztottunk ki indulasul.

Ujra meg Ujra alkalmazva a szabélyt, a kapott halmazoknak {S,; n =
1,2,...} sorozatéra

(%) Snt1CS, n=12...
hiszen a szabdaly minden alkalmazasaval elvesziink a halmazbol.
Ha a (*) érvényes, akkor azt mondjuk, hogy {S,; n = 1,2,...}
egymasba skatulydzott halmazok sorozata.
Az {S,; n=1,2,...} halmazok
S = ﬁ Sk

k=1



kézds részét Sierpinski haromszognek nevezzik (1.4 dbra).

Az S Sierpinski hdaromszognek a kovetkezo, a triadikus Cantor hal-
mazhoz hasonlé tulajdonsagai vannak.

[. Az S teriilete nulla. Ugyanis, az {S,; n = 1,2,...} sorozatban min-
degyik halmaz teriilete az el6z0 teriiletének a haromnegyed része. Igy,
ha figyelembe vessziik a mértéknek (tertiletnek) azt a tulajdonsiagat,
hogy egy halmaz részének a teriilete nem lehet nagyobb, mint a hal-
mazé, akkor S teriilete csak 0 lehet.

II. Az S szdmossdga megegyezik a [0, 1] szamossdgaval (F. 0.1).

ITI. Ha T az egyike azon haromszogeknek, amelyeket nem toroltiink
az elso iteracidé soran, akkor az SNT halmazt linedrisan kétszeresére
novelve megkapjuk az egész S Sierpinski haromszoget. Harom, az SNT
halmazzal egybevagd halmaz egyesitésével is megkapjuk a Sierpinski
haromszoget. Igy, a Sierpinski haromszog is 6nhasonlé.

Az onhasonlésag alapjan, S is ugy tekinthetd, mint egy szerfelett
lyukacsos halmaz, amelybdl nagyitaskor egyre tobb és tobb részlet valik
lathatova.

IV. Gondolkodjunk el a kovetkez6 furcsasagon: Ha egy kétdimenzios
halmaz (példaul hdromszog) linedrisan r-szeresre véltozik, akkor a hal-
maz mértéke (teriilete) r’-szeres lesz; az egydimenziés halmaz mértéke
(a hossza) pedig r-szeres.

A Sierpinski haromszog, amint az abrakbdl is leolvashatd, harom fe-
leakkora atmérojli Sierpinski haromszog unidja. Ezért azt mondjuk,
hogy felére véltoztatva a Sierpinski hdromszog linearis méretét, a Sier-
pinski haromszog mérete harmadara valtozik. Ugyanigy lathatjuk,
hogy a Sierpinski haromszog kilenc negyedakkora atmérdjt Sierpinski
héaromszog unioja.

Azt tapasztaljuk, hogy a Sierpinski haromszog NEM gy viselkedik
mint egy kétdimenziés halmaz, hiszen ekkor nem harom, hanem négy
fele akkora atmérdjii Sierpinski haromszog unidja lenne. Méginkdabb



nem viselkedik egydimenziés modra.

Ennek alapjan intuitive azt mondjuk, hogy a Sierpinski haromszog nem
kétdimenzids, mint példaul egy tomor haromszoglap, hanem egy és
kettd kozotti s tortdimenzios.

Mi a tortdimenzié? Milyen informaciot ad egy halmaz méretére a
tortdimenzié? Hol talalkozhatunk a ”természetben” tortdimenzidsnak
tekinthet6 halmazokkal? Ezekre a kérdésekre a 8-10 fejezetben fogunk
valaszokat kapni.

5. A Koch gorbe. A kiindulé halmaz ezittal is a [0, 1] inter-
vallum. Az 1.5a dbrdn lathat6 sorozat elsé eleme ("1. iteracid”) egy
tortvonal, amelyet a sorozat generatoranak is neveziink. Itt F' az a
szabaly, hogy az aktualis abran

"minden egyenesszakaszt cserélyink le a megfelelden kicsinyitett
generdtorral”.

Az egymds utdn kapott K, (n = 1,2,...) tortvonalak hossza ekkor
hatartalanul novekszik. Valdéban, ha az indité egyenesszakasz hossza
egységnyi, akkor

a generdtor hossza %, az F(generdtor) hossza

4
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hiszen a ”2. iteraci6” ugy jon létre, hogy az ”1. iteracié” abrajan min-
den egyenesszakaszt lecseréliink a generator egyharmadara. Ugyanigy
belathato, hogy

minden eqyes lépesnél a kapott tortvonal hossza az elozo %-a lesz.

Elég hosszu ideig folytatva az iteraciét, vagyis elég sokszor alkalmazva
az I szabdlyt, a kapott tortvonal hossza tetszélegesen nagy lesz.

Vegyiik szemiigyre kozelebbrdl, hogy mi a végterméke ennek a sz-
erkesztésnek ?



A vélasz céljabol tekintsiik a (zart) haromszogekbol allé {Kf; n =
1,2,...} sorozatot az 1.5b abrdan. Ezek egymésba skatulydzott halma-
zok

és igy, éppugy mint a Sierpinski haromszog vagy a Cantor halmaz
esetén, a sorozat
o0
K = ﬂ K
n=1
kozos részét tekintjiik az iteracio végtermékének. Ezt Koch gorbének
nevezziik.

A szemléletiink alapjan és abbdl, hogy K,, C K ugy érezzik, hogy a
{K,; n=1,2,...}ésa{K}; n=12,...} ugyanazt a halmazt allitja
elo. Ezt késobb, az 5. fejezetben bizonyitani is fogjuk.

Amint lattuk, a Koch gorbe egydimenziés mértéke (hossza)
tetszélegesen nagy lehet ("végtelen”) és, a {K}; n = 1,2,...}
haromszogeibdl becsiilve, kétdimenzids mértéke (teriilete) csak nulla
lehet, mivel

KT tertilete

e[S

1
3

és ha K tertilete t(K) akkor
* 1 *

vagyis a {K}; n =1,2,...} sorozatban mindegyik halmaz teriilete az
el6z6 teriiletének egyharmada.

Gondolkodjunk el a kovetkezé furcsasagon: Ha egy sima gorbét aranyosan
a harmaddra kicsinyitiink, akkor a mérete (hossza) is a harmadéra
valtozik. A Koch gorbénél azt tapasztaljuk, amint az 1.5a dbrabdl
leolvashat6 hogy a harmadara kicsinyitett Koch gorbébdl ( a sziirkével
fedett részbél) négynek az uniéja adja ki az eredeti Koch goérbét. Igy
a Koch gorbe ardnyos méretvaltozasra (roviden: skdlavdltozdsra) nem
ugy viselkedik, mint egy sima gorbe. Ezt a viselkedést is, mint a Sier-
pinski haromszog hasonld viselkedését, tort értékii dimenziéval fogjuk
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jellemezni a 8-10 fejezetben.

Az 1.5¢ dabran egy olyan sorozatot mutatunk, amelyben a Koch gorbére
vezetO sorozatot kissé médositottuk. Az egyenesszakaszokat olykor az
1.5/a dbra generatoranak tukiorképével helyettesitettiik. Ez els§ {zben
a 2. iteracio sziirkével fedett részében lathato. Ilyen moédositasokkal
kiillonbozo zeg-zugos gorbék, példaul tengerpartvonalak modellezhetok.

6. Hatartalanul nagyithaté faag. Egy maésik példa, a
természeti kornyezetiink onhasonlé jellegére az 1.6Cdbrdn lathaté fadg.

Az 1.6A-B dbrdk azt mutatjak, hogyan allithaté el6 egy fadg képe
iteracioval. Kindulhatunk egy egyenesszakaszbdl és az F' szabdly ekkor
a kovetkez6 négy (Fy, Fy, F3 és Fy) szabély unidja (egyesitése):

FyFy, Fs, Fy négy olyan transzformdcio, amelyek az eredeti dbra
linedris méretét a 0.4-szeresére waltoztatjak, majd az 1.6 abrakon
ldathato maodon, kulonbozd mértékben eltoljdk illetve elforgatjdk.

Az F szabdly ismétlésével alakul ki a faag.

Az 1.6A dbra részletesen mutatja az els6 két iteraciot abban az es-
etben amikor egy egyenesszakaszbdl indulunk ki. Az 1.6B dbra mu-
tatja a szabaly tovabbi ismétlésével kapott abrakat. A kialakult fadgon
az egymassal hasonlo részek arnyékoldsaval probaljuk megmutatni az
onhasonlé jelleget (1.6C dbra).

%k k

A matematika (mdtrizok) nyelvén az F szabédly megfogalmazisa a
kovetkezo: Legyen

Fy(w, ) = ( 0(54 0?4) ( " ) i ( 8 )
Fy(a1, w2) = ( 0{)4 0(.)4 ) ( i; ) - ( 800 )
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Fy(ry.ag) = ( 0-4cos30°  04sin30° ) () (200
WL E2) = _048in30° 0.4c0s30° | \ 24 0 )

_( 0.4cos(—30)° 0.4sin(—30)° T 230
Fa(an, z) = ( —0.4sin(—30)° 0.4cos(—30)° )\ z ) T 0 )
Ekkor F' azt jelenti, hogy a fenti négy leképezést egymas utan alkalmaz-
zuk az aktudlis halmazra, majd az igy kapott halmazokat egyesitjiik.

RS

A 2. fejezetben meg fogjuk mutatni, hogyan lehet geometriai
szabalyokat a matematika nyelvén, matrixokkal leirni.

7. DNS lanccal vezérelt kaoszjaték. A genetika elétérbe
kertilésével, manapsag kozismertnek tekinthetd, hogy az oroklédési in-
formécidk egységes médon DNS (DNA) lénc, a kett&s spirdl forméjdban
vannak tarolva az élolények sejtjeiben. A DNS molekuldk négyféle
nukleinsav (nucleic acid) lancolatdbdl éllanak amelyeket a neviik
kezddbetiijével a g, c, a illetve t betiikkel jeloliink és a lanc hossza
tobbmilliés nagysagrendii lehet. A lanc hosszabb rovidebb szakaszai az
élélény kiillonboz6 tulajdonségait reprezentaljak.

Az g, ¢, a és t betiik sorozatdt (lancolatat) szénak nevezziik. Alul-
reprezentalt egy szé akkor, ha a lancban nem, vagy alig fordul el6.
Mivel a lanc hosszabb rovidebb szakaszai az él6lény kiilonbozo tulaj-
donsagait reprezentaljak, ezért fontos kérdés:

Vannak-e szignifikinsan alulreprezentdlt szavak a DNS ldncban és
melyek azok?

Az adatbankbdl letolthet6 a DNS szekvencidlis modellje, amely csupén
a g, ¢, aés t betiik lancolatat tartalmazza a nekik megfelel6 nuklein-
savak sorrendjében (1.7 dbra). Ez j6l hasznédlhaté a szavak eloszlasanak
szamitogépes vizsgalatara, de nem alkalmas arra hogy globdlis, vizualis
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képet adjon a kutaténak az alulreprezentdlt szavak eloszlasarol mivel
a keresendo szavak hossza elenyészo a szekvencialis modell hosszahoz
képest.

A DNS ldnc kétdimenzids, vizualisan konnyen attekintheté bemu-
tatasanak egyik médja a DNS vezérelte kdoszjaték.

Ez az algoritmus egy egységnégyzetben dbrazolja a DNS lancot. Az
egységnégyzet csucsai a g, ¢, a és t betiliket reprezentaljak és a DNS
lancot abrazol6 pontsorozat szerkesztése a kovetkezoé: (1.8 dbra).

A négyzet kozéppontjat osszekotjik a négyzetnek, a lanc elsé betiijének
megfelel6, csucspontjaval. Ennek a szakasznak a felezépontja lesz az
els6 betiinek megfelel6 P; pont.

Ha mar els6 k betiibdl 4116 szénak (a lanc k hosszd prefixének) megfelel6
{P;, i=1,2,... k} pontokat megszerkesztettiik, akkor a lanc k + 1-
edik betiijének megfeleld Pyyq pont a [cryi1, P] szakasz felezOpontja
lesz, ahol ¢ jelenti a lanc k + l-edik betlijének megfelel¢ cstcsot.
( Az 1.8. dbra a tag... kezdetll lanc dbrazoldsat mutatja.) Ezzel
minden n betiibdl all6 lancnak egy n-elemii pontsorozat felel meg. Igy
egy nagyon hosszi, tobbezer bet{ibdl all6 lancnak (szénak) a képe egy
mintézatta tomoril (1.9 dbra).

Az itt felvazolt algoritmus a kévetkezd szabély ismétlése (iterdcidja):

n = 0,1,2,... értékekre vegyiik a [cni1, P, szakasz felezdpontjdt,
amikor Py a négyzet kozéppontja, P, a DNS linc n-edik betijének
megfelelé pont €s c,11 a ldnc n + 1-edik betijét reprezentalo csics.

Ilymédon a nagyon hosszu betiildncot az egységnégyzetbe képezve (es-
etleg az egységnégyzet részeit még a kapott ponthalmaz stirtiségének
megfeleléen szinezve) az eljarassal kapott ponthalmaz attekinthet6
képet ad a szavak eloszlasardl és foleg arrél hogy mely szavak azok
amelyek csak alig fordulnak el¢ a lancban, vagyis alulreprezentaltak.

A DNS vezérelte kdoszjatékrol, a fraktalok kodolasa keretében, a 11-12
fejezetben fogunk részletesen beszélni.

13



e 8. Egy zeg-zugos partvonal mérése. A geodézidban
szokdsos eljards egy partvonal (vagy egy folyé hosszanak) mérésére,
hogy egymédstdl ugyanakkora § tavolsdgban, pontokat (u.n. mérési
sarokpontokat) jelolnek ki a partvonal mentén és ezen sarokpon-
tokkal meghatarozott sokszog hosszat tekintik a partvonal vagy a folyd
kozelité hosszanak. Ha az igy kijelolt pontok szama M () + 1, akkor
a partvonal kozelito hossza

(L) L(5) = M(6).6

és ezt a mérési sokszog hosszanak nevezik. Nagyon zeg-zugos partvon-
alak esetén, mint amilyen példaul Norvégia, vagy Izland partvonala,
vagy egy zeg-zugos folyd, a mérési sokszog hosszaval nem kapjuk meg
a partvonal hosszdt megfeleld pontossdggal.

Ennek oka egyrészt az, hogy a méréseknél felveheté6 ugyanazon ¢
tavolsagban, de kiilonb6z6 helyeken kijelolve ezeket a mérési pontokat,
az (L) értékek lényegesen eltérnek egymadstdl, ha a partvonal nagyon
zegzugos masrészt, ekkor a § csokkentésével a mérési sokszog hossza
lényegesen megvaltozik. (1.10 dbra).

Ekkor az M () és 6! logaritmusainak a hdnyadosat is feltiintetik a
mérési sokszog hossza mellett, mint a partvonal ill. folyé méretét
jellemzo szamértéket.

Mit mér ez a szamérték, amit kompasz dimenziénak neveziink? Ezzel a
kérdéssel a 11. fejezetben foglalkozunk majd.

¢ 9. Olykor nem lehet egy fa againak a hosszat
megmérni. Az 1.11 dbrdn egy nagyon szabalyos leegyszerfisitett
fa szerkesztését latjuk. Az 1. iteracié alkalmazasa soran az egység
hossisagu fatorzson két 0,6 hosszisagi ag nétt, majd mindegyik
agon két két ag no a 2. iteracido alkalmazasaval, amelyek minde-
gyikének hossza az el6z6 két ag 0,6 része. Az ismétlédo szaballyal
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minden lépésben két két ujabb ag no a legfels6 agak cstcsabdl, ame-
lyek hossza az elézé iteraciébankinétt dgak hosszanak a 0,6 része. Az
agak osszhosszusdga igy alakul:

Legyen H, az n-ik iterdlt (az "n szint fa”) dgainak hossza. Ekkor

H, =14+20,6
Hy=1420,6+4.0,6

és mivel az agak szdma mindig az el6z6 szint againak a duplaja, az
egyes agak hossza viszont az el6z6 szint againak 0,6-szorosa

1.2" -1

H,=1+20,6+2%20,62+...+2"10,6" ! = 03

amely egy hatartalanul noveked6 sorozat.

Az eljaras "végterméke” egy olyan "fa” amely dgainak Gsszhosszisaga
barmely szamnal nagyobb. Mégis az egész fa elfér példaul egy 2 sugaru
korben.

Ha az ardnyossdgi tényezot 0,4-nek vessziik (0,6 helyett), akkor
valamivel alacsonyabb fat kapunk és a fa againak 6sszhosszusaga kisebb
otnél.

Az is konnyen belathaté a megfelelé geometriai sorok vizsgalataval,
hogy a fordulat 0,5-nél all be. Ha bdrmilyen picikét is a 0,5 ala
megytink (vagyis bdrmilyen 0,5 — € (¢ > 0) ardnyossdgi tényezdt
vesziink) akkor a fa dgainak dsszhossziusdga eqy véges pozitiv szdm
alatt marad, viszont ha barmilyen picikét is noveljik a 0,5 ardnyossag:
tényezét (vagyis barmilyen 0,5 + € (e > 0) ardnyossdgi tényezdt
vesziink) akkor a fa dgainak 6sszhosszisdga hatdrtalanul novekszik.

Igy megadhatunk két olyan 1.11 dbra tipusu sorozatot, amelyek abraja
nem, vagy alig kiilonbozetheté meg egymastol és mégis az egyikben a

fa againak Osszhosszisaga hatartalanul novekszik, a mésik sorozatban
pedig ez egy adott érték alatt marad.

Ezek utdn érdemes elgondolkodni a matematikai modell és a valdsag
kapcsolatan.
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**Feladatok és kiegészitések.

F. 0.1 Szamozzuk meg az X abrdn lathatéo mdédon a Sierpinski haromszog
részeit. Ennek alapjan igazoljuk, hogy a Sierpinski haromszog pontjainak a
szamossaga megegyezik a Cantor halmazéval.

F. 0.2 Igazoljuk, hogy a 6. példaban, a fadg szerkesztésében, elég hosszi
ideig folytatva az iteraciot, vagyis elég sokszor alkalmazva az F' szabalyt, a
kapott tortvonal hossza tetszolegesen nagy lehet.

Prébéljuk megmutatni azt is, hogy a fadg kétdimenzios mértéke (teriilete)
csak nulla lehet.

F.03A szAmitégép cos gombjanak nyomogatédsaval az 1. példaban
meghatéaroztuk a koszinusz fliggvény iterdltjait (més szoval azta diszkrét di-
namikat amelyet a koszinusz fiiggvény iranyit). Most a 2. példa mint4jara,
geometriai szerkesztéssel fogjuk ezt megadni.

Az 1.14a-b dbran megmutatjuk az iteracié sorozatok nyilfolyam
abrazolasat az

f(z) = cosx

esetére, amelyet hasonléan barmely f: R — R esetén alkalmazhatunk.

Az dbran a kezdéérték x = 1.18 (radidnban mérve). Ekkor a cos gombot
benyomva a szamol6gép kijelzjén 0.38 ... jelenik meg, ami az dbran f(z)-el
van jelolve. f(z) két helyen is leolvashatd: elészor az z-bol kindulé nyilfolyam
els6 toréspontjan, amely a koszinusz gorbe x = 1.18-hoz tartozé pontja,
méasodszor pedig az X tengelyen, ahova a 45° egyenes segitségével (a sziirke
egyenessel) levetitettiik ezt az f(x) = 0.38... gérbepontot.

Az 1.14b abra ennek a folytatasat mutatja. A cos gomb mésodik meg-
nyomasanak az eredményét az el6zovel teljesen megegyez6 szerkesztés adja,
csak most mar az f(x)-el jelzett 0.38... értékbél kindulva. A cos gomb
mésodik megnyoméaséval kapott 0.93 ... értéket, f12/(x)-el jeldlve, szintén két
helyen olvashatjuk le az abran s.i.t.

F'. 0.4 Legyenek {C;; i = 1,2,3,4} egy négyzet csicspontjai. Legyen

@ a négyzet kozéppontja és legyen Py a [@, C;] egyenesszakasz felezépontja,
ahol C; a négyzetnek véletlenszerien valasztott csicspontja. Majd ismételjiik
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meg ezt a szerkesztést a P, ponttal, vagyis vegyiik a [Py, C;] egyenesszakasz
felezOpontjat és ez legyen a P, pont s.i.t. Pontosabban, szerkessziik meg a
{P,; n=2,3,...} pontsorozatot, ahol

P, a [P,_1,C;] egyenesszakasz felezépontja, aholC; a négyzetnek
véletlenszeriien valasztott csicspontja.

[. Igaz-e, hogy az igy szerkesztett {P,; n = 2,3,...} sorozat id6vel
betolti az egész négyzetet? Pontosabban szélva, igaz-e hogy kivalasztva a
négyzet belsejében egy P pontot és € > 0-t, van a {P,; n = 2,3, ...} sorozat-
nak legaldbb egy olyan pontja amelynek a P-t6l mért tavolsidga kisebb, mint
€?

II. Legyen a négyzet oldala 1 és € = 0.1. Meg tudjuk-e valasztani a C;
csucspontokat gy, hogy Py legfeljebb 0.1 tavolsagban legyen egy adott P
ponttél?

F. 0.5 Legyenek {C;; ¢ = 1,2,3} egy szabdlyos hdromszog csticspontjai.
Végezziik el az F.0.4-el analdég szerkesztést. Betolti-e az igy szerkesztett
{P,; n =2,3,...} sorozat az egész haromszoget? (Gondoljunk arra, hogy
szabalyos haromszog helyett egy négyzet harom csicsponjaval megadott
haromszog esetében mi a helyzet.)

F. 0.7 Igazoljuk, hogy a Sierpinski haromszognek mint ponthalmaznak a
szamossaga azonos a [0,1] intervalluméval.

F'. 0.8 Médositsuk a Cantor halmaz szerkesztését ugy, hogy % helyett %

hosszusagu (nyilt) intervallumot vagunk ki a [0, 1] kdzepébdl és ezt ismételjitk

ujra meg ujra, vagyis az egyes iteracios 1épéseknél a megmaradd egyenessza-

kaszoknak nem a kozépsé (nyilt) harmadat, hanem a felét vigjuk ki.
Igazoljuk hogy

U 0,1]) € f7U([0,1]); n=12,.

ahol, mint eddig, f" az f szabdly n-edik ismétlése. Mennyi lehet ekkor az
f([0,1]); (n=1,2,...) halmazok kézos részenek hossza?

F. 0.9 Médositsuk a Cantor halmaz szerkesztését ugy, hogy % helyett ﬁ

hosszusagu (nyilt) intervallumot viagunk ki a [0, 1] kdzepébdl és ezt ismételjitk
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ujra meg ujra, vagyis az egyes iteracios 1épéseknél a megmaradd egyenessza-
kaszoknak nem a kozépsé (nyilt) harmadat, hanem csupan az ezredrészét
vagjuk ki. Irjuk fel az f szabalyt amelyet ekkor ismétliink. Igazoljuk hogy

F(0,1) € fU([0,1)); n=1,2,...

ahol, mint eddig, f" az f szabdly n-edik ismétlése. Mennyi lehet ekkor az
fM(0,1]); (n=1,2,...) halmazok kézos részenek hossza?

F. 0.10 Hogyan adhaté meg a 8. példaban szereplé fa megépitése egy
iteracios sorozattal?

F. 0.11 Az 1.13 dbra szerint kédolt négyzethalok sorozataban torcljiink
minden olyan négyzetet, amelynek "kédja” a 3 jelet tartalmazza.

I Mennyi lehet az egységnégyzet ezutdn megmaradd részhalmazanak a
teriilete?

I1. Mennyi lehet az egységnégyzet ezutan megmaradé részhalmazanak a
kertilete?

F. 0.12 Az 1.13 dbra szerint kédolt négyzethalok sorozataban toroljiink
minden olyan négyzetet, amelynek "kodja” a 30 jelet tartalmazza.

[ Mennyi lehet az egységnégyzet ezutan megmaradd részhalmazanak a
tertilete?

I1. Mennyi lehet az egységnégyzet megmarado részhalmazanak a tertilete,
ha a 30 és 03 jeleket (szavakat) tartalmazé Gsszes négyzete toroljiik?
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