[I. FRAKTALDIMENZIOK.

Nullamértéki halmazok.
9.1

A Fraktédldimenzidkrdl egyszeriien” c. irasban mar megvolt az elso talalkozasunk
a boxdimenziéval. Itt egy egyszerii négyzetracsos eljarast mutattunk, amel-
lyel tomegével gyarthatunk tortdimenziés halmazokat. A kovetkezo 1épés az
onhasonlé halmazok boxdimenzi6éjanak a meghatarozasa, amelyekrdl eldszor
megmutatjuk, hogy "teriiletiik 0 keriiletilk co” vagyis sem tertiletiik, sem
keriiletiik nem lehet egy véges, pozitiv szam.

Felelevenitjiik azt a gondolatmenetet, amellyel a bevezet6 példakban meg-
mutattuk, hogy a Sierpinski haromszog, a Koch gorbe és a fadg tertilete csak
0 lehet és ez utébbiak keriilete pedig oco. A csilldrra (3.3 dbra) fogjuk alka-
Imazni ezt a gondolatmenetet, amely szintén egy onhasonlé halmaz.

Ha a kiindul6 négyzet teriilete egységnyi és a = 0.6, b = 0.2, akkor az 1.
iteracioval kapott ot négyzet teriilete

0.62+4%0.22=0.52

és ezutan minden iteracioé utan a 0.52 része lesz a kapott négyzetek ossztertilete
az eloz6ékhez képest. Ugyanis, a kovetkezd, 2.iteracidval, az elézé iteracio
abraja a nagyobbik négyzetbe keriil 0.6-szoros linedris méretben és 0.2-szoros
linedris méretben pedig a négy kisebbik négyzetbe (3.3 dbra). Ugyanez
torténik minden iterdcio utdn.

Igy a masodik iteraciéval kapott négyzetek oGsszteriilete:

0.36 % 0.52 + 4 % 0.04 % 0.52 = 0.522

és ha valamelyik iteracié utan a halmaz teriilete ¢, akkor a kovetkezo iteracié
utan a tertilete
0.6% + 4 % 0.2%t = 0.52¢.



Vagyis, minden iteraciéval kb. felezédik a teriilet. Igy a csillar tertlete is
csak nulla lehet.

Az iteracidkkal kapott halmazok keriletét szamolva, az elsé iteracié 1+ 4
négyzetének a hossza 4x0.6+4%0.2x4 = 5.6. A masodik iterdcié vonalainak
a hosszusaga 0.6 x 5.6 + 4 % 02 %« 5.6. Ha valamelyik iteracié utan a vonalak
hossza h, akkor a kovetkezo iteracié utan

0.6h 4+ 4% 0.2h

lesz a vonalak hossza; vagyis az egymasutan kovetkezo iteraciékkal kapott,
négyzetekbol allé abrak vonalainak hosszisdga egy 1.4 hanyadosu geometriai
sorozatot alkot.

Az 1.4 hanyadosi geometriai sorozat elemei viszont tetszolegesen naggya
valnak, ha elég messze megyiink a sorozatban.

Node, valéban nulla a szébanforgd halmazok teriilete? A valaszhoz sziikségunk
van a teriilet definicidjara, vagyis arra, hogy mit neveziink egy (sik)halmaz
tertletének. Egy ilyen definicié a kovetkezo.

Azt mondjuk, hogy az {Z, Kk =1,2,...} téglalapok sorozata lefedi a B
halmazt ha

B C UIZ ;

vagyis B része az {Iy; k=1,2,...} unidjdnak.

Legyen t(Zy) az Iy, téglalap teriilete és B minden lefedéséhez rendeljik
hozzd a lefedd téglalapok terileteinek osszegét, a Y- t(Zy) szamot. Ezt az
osszeget a B kozelitd teriletének tekintjik. FEzeknek a kozelitd terileteknek a
minimuma lesz a B terilete. A matematika nyelvén ezt igy irhatjuk le

(9.1) t[B] = inf {Zt(Ik) . BC qu} :

k

Szavakban a (9.1) igy fejezheté ki: Ha tekintjiik a B-nek az Osszes lehetséges
lefedését téglalapokkal és minden lefedéshez hozzarendeljiik a > ¢(Zy,) szdmot,
akkor az igy kapott szdmhalmaz alsé hatéra lesz t[B], a B teriilete.

Ugy gondolom, hogy ez a definicié 6sszhangban van a teriiletrol szolé
elképzeléseinkkel. A (9.1) a matematika nyelvén fejezi ki azt, amit tertiletnek



gondolunk. Végrehajtasa azonban problematikus. Példaul, Hogyan allithatjuk
el6 az 0sszes lehetséges lefedést?

Egy szokéasos tertiletmérési eljaras a kovetkezd. KEgy négyzethalot fek-
tetiink rd a megmérendd halmazra (dbrara) és megszamoljuk azokat a négyzeteket,
amelyek fedik a B halmaz valamelyik részét, vagyis azokat a négyzeteket,
amelyeknek kozos része a halmazzal nem tres.

Ha a négyzethald elemeinek oldaléle § és Ns(B) azoknak a négyzeteknek a
szama, amelyek fedik a halmaz (dbra) valamelyik részét, akkor az igy lefed6
négyzetek ossztertilete

(9.2) Ns(B)§?
és ezt a B kozelitd teriiletének tekintjiik, ha ¢ elég kicsi (9.1 dbra).

MEGJEGYZES. Figyeljik meg a négyzethalés teriiletmérési eljaras kapc-
solatat a " Fraktdldimenzidkrdl egyszeriien” c. négyzethalés modellel.

A négyzethalds eljarast alkalmazva a Sierpinski hdromszogre (5.2 dbra )

1
ha 6 = 5 akkor Ns(B) =3

1
ha (521 akkor Ns(B) =3%3=9

1
ha § = g akkor N;(B) = 3°

és a szabaly folytatdsaval, teljes indukciéval, ha § = 5L, akkor Ns(B) = 3".

n
Ebbdl .
N;(B)§? = 3”(2—11)2 =0.75"

ami tetszolegesen kozel keriil a nullahoz, ha n elég nagy.

Azt kaptuk eredményiil, hogy a specidlis, négyzetracsos lefedések teriilete
tetszolegesen kicsi lehet, ami a terilet definicioja alapjdn azt jelenti, hogy a
Sierpinski haromszog teriulete nulla.

A Koch gorbe vagy a csillar tertilete is nulla lesz ezzel az eljarassal.



Nullamértékli halmaznak fogjuk nevezni azokat a halmazokat, amelyek
teriilete nulla. Ha a négyzetracsos méréssel kapott (9,2) értékek tetszélegesen
kicsivé valnak, vagyis Ns(B)d* — 0 ha § — 0, akkor a halmaz nullamértékii
(Miért?).

9.2

A teriiletfogalom alapveté tulajdonsagai a kdvetkezok:
Jeloljiik egy B halmaz teriiletét ¢(B)-vel. Ekkor

o I.t[B] >0.
o II. t[)] =0 (0 az iires halmaz).
o IIl. Ha B;; i=1,2,..., N diszjunkt halmazok, akkor

U, B)] Zt

Ezek koziil csak a II1. nem nyilvanvalé. Az [.- II1. tulajdonsagokat mértékaxidmaknak
nevezzik.

Tétel. Az 1.-111.-bdl kivetkezik
1. Ha B c ¢, akkor t[B] < t[C].
2. Tetszbleges Bi; i=1,2,...,n (korldtos zart) halmazokra

(9.3) tlJr, B zn:

Bizonyitas. 1. Ha B c C, akkor
C =BU(C — B) és B, (C — B) diszjunkt halmazok.
Ezért a II. alapjan
t[C] = t[B] + t[(C — B)] > t[B].
2. n= 2-re,
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mivel By és By — By diszjunkt halmazok és By — By C Bs.
Ha n = 3 akkor

mivel n = 2-re éppen most igazoltuk a (9.3) egyenl6tlenséget.
Ugyanigy kovetkezik n — 1-rél n-re, n > 3 esetén is, a(9.3) egyenl6tlenség.

A teriiletmérésnek alapvetd tulajdonsaga még az is, hogy ha egy H hal-
maz (alakzat) ”linedris mérete r-szeresére véltozik”, akkor az igy kapott, a
H-val hasonlé H* halmaz (alakzat) teriilete a H teriiletének az r*-szerese
lesz. Errol szél majd a kovetkezo Tétel.

(Emlékeztetiink arra, hogy H "linedris mérete r-szeresére véltozik” azt je-
lenti, hogy van olyan F' hasonlésagi leképezés r hasonlosagi tényezovel, hogy

W' = F(H)

(1d. 2.1). Hétkoznapi nyelven ez azt jelenti, hogy H* a H olyan ardnyosan
kicsinyitett /nagyitott mdsa, amelynek az dtmérdje a 'H dtmérdjének az r-
szerese.)

%k

Tétel. Ha F egy hasonlésagi leképezés r hasonlésagi tényezével és B egy
kompakt halmaz, akkor

t[F(B)] = r’t(B).
Bizonyitas. Ha F : R? = R? egy hasonldsagi leképezés r hasonlésagi
tényezével és T egy téglalap, akkor nyilvan
(9.4) t{F(T)] = r*t[Z]

Ha UZy a B halmaz egy lefedése, vagyis B C UZy, akkor UF'(Zy) az F(B)
halmaz egy lefedése. Ugyanis ekkor

(9.5) F(B) C F(UZ) = UF(Zy).
A (9.4) és (9.5) alapjén
(*) HE(B)] < t{(UF(Z)] < D_t(F(Zy) = r* 3 H(Ti)
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amib6l mar kovetkezik, hogy

(9.6) t{F(B)] < r*t[B],
( miért nem kovetkezik egyenldség a (*)-bdl?).

Mivel az F(B) halmaz minden UZ} lefedéséhez is tartozik a B-nek egy
lefedése, mégpedig 72 tényezbvel, ezért (8.6)-ben egyenléség all.

Részletesebben:

Minden hasonldségi leképezésnek van F~! inverze, amely hasonlésigi
leképezés r~! hasonlésdgi tényezével. Ha F~1-el vissziik végig a fenti gondo-
latmenetet, akkor

tEH(F(B))] < rtF(B)]

vagyis
(9.7) r’t[B] < t[F(B)]

A (9.6) és (9.7) Osszehasonlitasabdl kovetkezik

%k

9.3

Pusztan a hasonl6 halmazok tertileteinek fenti tulajdonsaga és a mértékaxiomak
alapjan, a terulet kozvetlen kiszamitasa nélkil is eldonthetjiik egy énhasonl
halmazrél azt hogy nullamértékii-e.

Legyen {F;; i = 1,2,...,K} az A 6nhasonlé halmazt meghatérozé
fliggvényrendszer {r;; i=1,2,..., K} hasonlésigi tényezSkkel. Ekkor

és igy

(@)



Ebbél kovetkezik, hogy ha 0 < t[A] < oo akkor

K
(9.8) dori>1.

i=1
Ezzel bebizonyitottuk a kévetkezot
Tétel. Ha

K
(9.9) dori<1

i=1
ahol r; az F; kontraktivitasi tényezdje, akkor ¢(A) = 0.

MEGJEGYZES. t(A) nem lehet végtelen, mivel A korlatos.

Ha az {Fj(A); ©=1,2,..., K} halmazok csupdn egy nullamértéki hal-
mazban fedik eqymdst, akkor mennyinek kell lenni Zfil r?2 értékének, hogy
t(A) =0 legyen? (F 8.7)

Példak.
1. A Sierpinski haromszog (5.2 dbra) nullamértékii, hiszen ekkor
ri=05 (i=1,23)
és 3% 0.5% < 1.

2. A Koch gorbe (1.5 dbra) nullamértékii, hiszen ekkor

ri=- (1=1,23,4)

és 4 x %2 < 1.
3. A csillar (3.3 dbra) nullamértékii, ha a = 0.6,b = 0.2. Hiszen ekkor
r=06, 1=02 (i=234,5)

és 0.62 4+ 4.0.22 < 1.



4. A csillar (3.3 abra) akkor is nullamértéki, ha a = 0.9, b = 0.05, vagy
a=0.1,b=0.45.

A csillar az a,b bdrmely vdlasztasa mellett nullamértéki (F 9.3).

Hasonléan allapithaté meg az onhasonlé halmazok tobbségérdl, hogy az
nullamértéki, hiszen a legtobb esetben

K
Zr? <1.
i=1

Osszefoglalva a mondottakat, az dnhasonlé halmazok tipikus tulajdonsiga,
hogy nullamértékiiek. Egy onhasonlé halmaznal az a ritkasag ha nem nul-
lamértéki. Ilyen ritkasag a négyzet, vagy haromszoglap. Az eddig megismert
7 érdekes ” 6nhasonlé halmazok, a Sierpinski haromszog, a Koch gorbe, a
csillar nagyon kiillonb6zo méretiinek latszanak, lényegesen nagyobb helyet
foglalnak el a sikon, mint néhany pont, vagy egyenesszakasz, mégis nul-
lamértékiiek.

Hasonlé dltalanos kovetkeztetések adhatok meg a négyzethalds eljarassal
kapott lyukacsos halmazok méretére vonatkozoéan is (1d. 8.1)

A tovabbiakban hosszlsag, teriilet ill. térfogat helyett a mérték kifejezést
is fogjuk hasznalni.

Feladatok és tovabbi informacidk

F'91Haa (9.2) négyzethalds eljardssal megmérjiik egy eléggé nagyméretii
térképen Norvégia vagy Izland teriiletét, arra a meglep6 eredményre jutunk,
hogy a zeg-zugos peremi idomok teriiletének mérése problematikus ezzel az
egyszeri szabdllyal, mivel viszonylag stirti négyzethéloval kapott (9,2) értékek
is még lényegesen eltérnek egymastol.

F' 9.2 Tekintsiik a kovetkezd dltaldnos Sierpinski haromszog szerkesztést:
Egy altalanos haromszoget négy egybevagd részre bontunk és eldobjuk a



kozépso nyilt negyedet, majd az igy megmaradt haromszogeket is négy egy-
bevago részre bontunk és eldobjuk a kozépso nyilt negyediiket s.i.t.

a/ Igazoljuk, hogy ekkor is nullamértékii halmazt kapunk.

b/ Irjuk fel az igy kapott (egyméasba skatulyszott) sikidomok keriiletei
méroszamainak a a sorozatat. Korlatos ez a sorozat?

¢/ Igazoljuk, hogy ez a szerkesztés Sierpinski haromszogre vezet.

F' 9.3A Igazoljuk, hogy a csillar (3.3 dbra) 6nhasonld. [rjuk fel a csillart
el6allito iterdlt fliggvényrendszert.

F 9.3B a/ Igazoljuk, hogy a csillar az a, b minden olyan vélasztasa mellett
nullamértéki amikor a + 2b = 1.
b/ Adjuk meg a csillar IFS els6 harom iterdciéjat, amikor

a=0.9,b=0.05, vagy a = 0.1,b = 0.45.

Igazoljuk, hogy ekkor a csillart alkotd egyenesszakaszok osszhosszisaga a
végtelenhez tart.

F' 9.4 BErvényes-e a (9.9) feltétel akkor is, ha {{F, i = 1,2,...N}} af-
fin NEM hasonlésagi leképezések?

F 9.5 Ha az {F;(A); i=1,2,..., K} halmazok csupdn egy nullamértékii
halmazban fedik egymadst, akkor mennyinek kell lenni 3% | 72 értékének, hogy

i=1"4
t(A) = 0 legyen?

F 96 A négyzet(lap) és a héaromszog(lap) példa olyan 6nhasonlé halma-
zokra, amelyeknek mértéke pozitiv (vagyis NEM nullamértéki).
Igazoljuk hogy ekkor a (9.8) érvényes.

F' 9.7 Igaze, hogy a 8.5. dbra (vildgos) halmazainak a teriilete is csak
nulla lehet?

F. 9.8 Téréljiik a 12.5 dbra szerint kédolt négyzetbsl mindazokat a
négyzeteket, amelyek kédjaban a 3 jel szerepel. Igazoljuk,hogy egy Sier-
pinski haromszoget kapunk.

F'99 Legyen



F4<x):<065 0%)(2) ”“":(i;)ERQ'

Irjuk fel a kovetkezo IF'S attraktorat és hatarozzuk meg a boxdimenziéjat:
[. (F, R?)
II. (R, F», R?)
III. (R, By, Fs R?)
IV. (R, R, F, Fy R?)

F.9.10 Hasonldsagon alapul6 igazoldsa a Pitagérasz Tételnek. A 9.xa
és 9.xb dbrdk alapjan adjuk meg a Pitagorasz Tétel bizonyitasat.

A box-dimenzié masképpen
10.2

Nemcsak négyzethalds lefedéseket hasznalhatunk a boxdimenzié meghatarozasara.
Egy B halmaz J-lefedése legfeljebb § atmér6ju Hy; k = 1,2,... halma-
zoknak olyan sorozata amelyre

B C |JHs.

k

Minden d-hoz nyilvan van olyan d-lefedés, amely a legkevesebb halmazbdl
all. Ezt minimalis 0-lefedésnek nevezziik.
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Legyen N§(B) a B halmaz minimdlis d-lefedése. Ekkor a a B halmaz box-
dimenzidja (capacity dimension, box-counting dimension)

; _ . log N§(B)

A box-dimenziét Minkovski dimenzidnak is nevezik.

A (BD*) csupan abban kiilonbozik a (BD) formuldtdl, hogy itt az N
helyére Nj keriil. Az N; fugghet attdl, hogyan helyezziik a négyzetracsra a
halmazt. Az Ny egyértelmii.

Meg fogjuk mutatni, hogy (BD) és (BD*) ugyanazt az értéket adja. A
bizonyitds kulcsa a 10.1 dbra, amely azt mutatja, hogy ha egy §-éli N
négyzetlap belemetsz egy d-atmérdjli Hs halmazba, akkor Ns + 0, a d-val
novelt négyzetlap, tartalmazza a Hy halmaszt.

Igy, ha meg tudunk adni Nj szdmu 0 atmér6ji halmazt amely lefedi a
B-t, akkor a ¢ élii négyzethalobdl 9Ny négyzet mar biztosan lefedi. Ennek
alapjan

log Ns(B) < log 9.N5 (B)
—logd — —logéd

(10.2)

ahol, mint eddig, N; a négyzethalé azon négyzeteinek a szdma, amelyek
belemetszenek a B halmazba.

A (11.1) érvényes akkor is, amikor N egy minimadlis J-lefedés. Ekkor
nyilvan még

(10.3) Niss < Ns
is érvényes, mivel a § élii négyzethalé egy v/26-lefedés. A (10.2) és (10.3)
Osszevetésébol

log N55(B) < log Ns(B) < log 9.N§(B)
—logd — —logd — —logd

(10.4)

A (10.4) alapjan meg fogjuk mutatni, hogy

log N§ log N,
g N;(B) | log Ny(B)
-0 —logd -0 —logd
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és ezzel igazoljuk, hogy a (BD) formuldban Ny értéket téve az Ny helyére
ugyanazt az eredményt kapjuk. Valéban

log N*~.(B log N*~.(B *
lim 7g ﬁa( ) = lim & \/55( ) log V28 = lim Lg Ns (B>
5—0 —logd 5—0 —logv/26 logd i—0 —logd

és
1 IN* log N I log N}
lim 0g9.Nj(B) iy 108 S(B) 4+ 1log9 i 08 (B)
§—0 —logd 50 —logd —0 —logd

*x

MEGJEGYZES. A bizonyitdst részben a 10.1 dbra szemléletén alapul. A bi-
zonyitasnak ezt a részét is a matematika nyelvén végezhetjiik el a kovetkezok
alapjan.

1. Segédtétel. Ha Hs; N N; # 0 akkor Hs C Ns + 4.
Bizonyitas. Legyen
x€Hs és z € HyNN;,
ekkor d[z, z] < 0 mivel Hs d&tmérdje 6. Ebbdl kovetkezik, hogy x € Ns + 6.

Definicié. Négyzetracsnak nevezziik az R? egy koordinitarendszerében
az

N =k <z < (k+1)5, nd<y<(n+1)5kn=12.}

négyzetek halmazat.

2. Segédtétel. A maztavolsdgban mérve, Ns+3 a § élii négyzethalénak
az 10.1 abrdn lathato része.

Bizonyitas. Ez a
max{| z |, | y [} < /2 + 2.

egyenlotlenségbol kovetkezik.
Xk
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A felsorolt példédkban a 9.1(BD) hatérértéket csupén egy alkalmas {J;; 0, =
0} sorozat mentén szamitottuk ki. Igy felmeriil a kérdés: jogos-e az igy

kapott értéket a B halmaz box-dimenzidjanak tekinteni? Mésszdval, az igy
kiszamitott érték azonos-e a 9.1 (BD) hatarértékkel?

Tétel. Legyen {c*; k = 1,2,...} egy nulldhoz konvergilé geometriai
sorozat és
. log ch (B)
s = lim —————= .
k=00 — log ck

Ekkor s a B box-dimenzidja.

Bizonyitas. Ha Nj a minimélis d-lefedés elemeinek a szama és § > ¢,
akkor Nj, > Ny. (Ugyanis, ha § > ¢’, akkor a ¢’-lefedés minden elemét lefedi
egyetlen d-atméroji halmaz. fgy a B halmazt lefedi Nj szamu J-atmérdji
halmaz és fgy N}, > N;.) Legyen k olyan, hogy c¢**1 < § < ¥, ekkor

log N3 (B) _ log Ni(B) _ log Ny (B)
“logdtt = —logd —  —logk

Y

tovabba

k+1

—log c® = —log "1 + logec.

ko

10.3

Onhasonlé halmazok box-dimenzidja

Onhasonlé halmazok boxdimenziéjat szamos esetben egyszerti formuldval
hatarozhatjuk meg. Ezt a formulat igy kaphatjuk meg, hogy a boxdimenzié
meghatarozasara, a halmazzal hasonlo d-lefedéseket hasznalunk

Ezt eloszor ismert példakon mutatjuk be.

1. Cantor halmaz. A Cantor halmaz két, harmadakkora Cantor halmaz

unidja. Igy % atmérdji Cantor halmazbdl pontosan kettd fedi le a C Cantor
halmazt. Mindegyik harmadakkora Cantor halmaz ujra két harmadakkora
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Cantor halmaz uniéja. Igy é atmérojii Cantor halmazbdl pontosan négy fedi
le a C Cantor halmazt. Tovabb folytatva ezt a gondolatmenetet, teljes in-
dukciéval n = 3,4, ... értékekre, 37" atmérojii Cantor halmazbdl pontosan
2" fedi be az (egy atmérdji) Cantor halmazt. [gy a megfelels 4tmérdjii Can-
tor halmazokkal lefedve a C Cantor halmazt ugyanazt az eredményt kapjuk,
mint a négyzetracsos lefedéssel

o log2" log2
~ log3n  log3

~ 0.63092....

2 Sierpinski haromszog. A Sierpinski haromszog hérom (linedrisan) felére
zsugoritott Sierpinski haromszog unidja. Egy ilyen, % skdlavaltozassal kapott
Sierpinski haromszog a sziirkével fedett rész a 10.8 d@brdan. A (linedrisan) ne-
gyedére zsugoritott Sierpinski haromszogbol pontosan kilenc fedi le a Sierpin-
ski haromszoget. Egy ilyen, i skalavaltozassal kapott Sierpinski haromszog
a sotétsziirkével fedett rész a 10.3 dbrdn. A Sierpinski haromszog kilenc
sotétsziirke Sierpinski haromszog unidja.

Teljes indukcioval kapjuk, hogy a 2% skalavaltozassal kapott Sierpinski
héromszogekbél, 3" darab unidjaként all elé a Sierpinski haromszog (n =
3,4,...).

Ezeket az értékeket helyettesitve (BD)-be, a box-dimenzié

_log3

5 ~ 1,58496....

~ log?2

Igy a megfeleld 4tmérsjii Sierpinski haromszogekkel lefedve az S Sierpinski
haromszoget ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a négyzetracsos lefedéssel.

4. Koch gorbe. A Koch gorbe négy, harmadéara zsugoritott (% skélavaltozés)
Koch gorbe uniéja és a kilencedre zsugoritott (3% skélavéltozds) Koch gérbébdl
pontosan 42 fedi le a Koch gorbét (10.2 dbra). Ujra meg Ujra megismételve ezt
a gondolatmenetet a Koch gorbe egyre kisebb, a gorbével hasonld részeire,
(teljes indukciéval) arra az eredményre jutunk, hogy a 3% skalavéltozassal
kapott 4" Koch gorbe uniéjaként &ll el6 a Koch gorbe.

Ezeket, vagyis § = 37" és Ns(B) = 4" értékeket helyettesitve (BD)-be, a
box-dimenzid

log 4
— Ogg ~1,26186 ...

o log
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Vegyiik észre, hogy a kovetkezé szabalyt alkalmaztuk a fenti példdkban:

Legyen A az {F; i = 1,2,... N} hasonldsagi leképezések IFS invarians
halmaza. Legyen mindegyik F; kontraktivitasi (hasonldsagi) tényezdje r.
Ekkor

log N

(DIM) dim A =
—logr

ahol N az F; hasonldséagi leképezések szama.

A szabaly bizonyitasa. Azt kell bizonyitani, hogyz A-val hasonlé
lefedések minimadlis lefedések.
Legyen

(DIS) F(ANF(A) =C i#].

A szabdlyt arra az esetre bizonyitjuk, amikor C = (). Legyen N} az A
minimélis r-lefedése. Ekkor a lefedd legfeljebb r atmérojii halmazok minde-
gyikére alkalmazva valamelyik F; (i = 1,2,..., N) leképezést, az F;(A) (i =
1,2,..., N) halmaznak egy minimalis r-lefedését kapjuk. Ekkor

(10.5) 2(Fi(A)) = NI (A).

r2

FEsetiinkben N diszjunkt egybevagd F;(A) unidja az A. Mivel {F;(A); i=
1,2,..., N} korldtos és zart halmazok, ezért az {F;(A); ¢=1,2,...,N}
halmazok egymaéstol pozitiv tavolsagban vannak. Ha 2r kisebb, mint ezeknek
a tavolsdgok barmelyike, akkor az {F;(A); i =1,2,..., N} r-lefedései is
diszjunkt halmazok. Ezért

(10.6) N,2(A) = N.N,2(F;(A)).
A (10.5) és (10.6) Osszevetésébdl
2 (A) = N.NJ(A).

(Vigyiik végig ezt a gondolatmenetet a 10.2 és a 10.3 dabrdkon.)
Ugyanezt a gondolatmenetet megismételve barmelyik F;(A)-val

“(A) = N2.N,j(A).

r3
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Megismételve ezt a gondolatmenetet ujra meg ujra az A-val hasonlé egyre
kisebb &atmérdji részekkel (teljes indukeival)

(10.7) Nyt (A) = N".N,(A) n=1,2,....
A (10.7) alapjan

dimA = lim 08N (A) _nlog N A log Ni(A)
M Tog et R T (1) logr

o Jog N 4 SR log N
im = .
n—00 —”TH logr —logr

MEGJEGYZES. 1. Vegyiik észre, hogy

s = dim A
pontosan akkor ha s az
(10.8) Nré=1
egyenlet megoldésa.

IT. Nyilvén az A 1-elemii |A[|-lefedése minimadlis és maga A egy ilyen lefedés.
Ezutan r|A| atméréjii minimalis lefedése (Fj(A))-nak (F;(A)) (1-elemii!)
s.i.t. Igy nem meglepo a fenti eredmény.

ITII. A Sierpinski haromszégben és a Koch gorbén (DIS) nem iires, hanem
egy 3 illetve 4 pontbdl &ll6 halmaz. Ha (DIS) nem iires, hanem egy véges
halmaz, akkor is érvényes (DIM) (**F.10.15, F.10.16)

A (DIM) formula kozvetlen altaldnositdsa arra az esetre, amikor a kon-
traktivitasi tényezok NEM egyenlok:

Ha {F; i =1,2,...N} hasonldsagi leképezések ri; (i = 1,...,N) kon-
traktivitdasi tényezdkkel, akkor a fenti feltételek mellett az A box-dimenzidja
az



egyenlet s megoldasa.

Példak. A Sierpinski haromszogre
logN  log3

= =1.585....
—logr —log0.5
A Koch gorbére
1
eV _logd o615,
—logr log3
A fadg box-dimenzidja
log N log 4
Bl %S 513,

—logr —log0.4
A csillar s box-dimenzidjara (ha a = 0.5,b = 0.25) a (10.7) alapjan
0.5° +4.0.25° =1

amibdl s = 1.35701.

10.4

A box-dimenzié alapveto tulajdonsagai:

e a/ Monoton. Ha B C C akkor dim B < dim C.

e b/ Stabilis. dim (BUC) = max{dim B, dim C}.

e ¢/ Ha I hasonlésagi leképezés, akkor dim F/(C) = dim C.

e d/ Ha B tartalmaz egy nyilt kdrlapot, akkor dim B = 2.
Bizonyitas.

e a/ és d/ nyilvanvald

e b/ kévetkezik abbdl, hogy

max{Ns(B), N5(C)} < Ns(B) + N5(C) < 2. max{N;(B), N5(C)}.
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log N;(F(B)) _ log N,s(B) logrd
—logs  —logrd "logd

és
log N,.s(B) log 16

1.
—logrd ° log &

10.5
Pontsorozatok box-dimenzidja.

Mivel a szamegyenesen minden § atmérdji halmaz lefedhetd egy 6 hosszusagu
zart intervallummal, ezért a szamegyenesen N; megegyezik a halmazt lefedd
minimalis szamu ¢ hosszisagu zart intervallumok szaméval.

ko

1. A [0, 1] racionélis pontjainak halmaza egydimenziés. Ugyanis a racionalis
pontokat lefedé § hosszusagu intervallumok szama, Ns, megegyezik az egész
[0, 1] intervallumot lefedd § hosszisagu intervallumok szamaval bdarmely § > 0
esetén.

2. A {27 n = 1,2,...} pontsorozat boxdimenziéja 0. Ugyanis, ha
§ = 27F —2=(+1) (ahol k fix pozitiv egész szam) akkor az {271,272, ... 27F}
véges sorozat lefedéséhez k darab ¢ élhosszusagu intervallum szikséges, mivel
a sorozat elsé k eleme d-nal nagyobb tavolsagra van egymastél. Viszont
k + 2 darab ¢ élhosszusagu intervallum ekkor mar elegendd a teljes sorozat
lefedéséhez. Ugyanis

5 — 2—k‘ o 2—(k’+1) — 2—(l€+1)

és egy 2~ 1 hosszi intervallum lefedi az

1 1
9k+27 Qk+37 """

sorozatot.
A mondottak alapjan
log k < log Ns < log(k + 2)
(k+1)-log2 = —logd ~ (k+1)-log2
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amib6l mar kovetkezik, hogy

. log Ns
lim =
6=0 —log

3. Az {n7'; n = 1,2,...} pontsorozat boxdimenziéja 0.5. Ugyanis, ha
§ =k ' —(k+1)" (ahol k fix pozitiv egész szdm) akkor az {1,27', ... k~'}
véges sorozat lefedéséhez k darab ¢ élhosszisagu intervallum sziikséges. A
pontsorozat maradék része a [0, (k+1) '] intervallumban van amelyet k darab

0 hosszisagu intervallum mar lefed. Hiszen

1 1 1

ko k+1  k(k+1)

Ezért
log k < log Ns < log 2k

2-log(k+1~ —logd — 2-logk
amibol allitasunk mar kovetkezik, hiszen

lim 108k g log2k .
k;%oQ-log(k:—i-l)_kigloZ-logk_ o

Xk

A konvergens pontsorozatokbdl vett példaknak az a tanulsidga, hogy a boxdi-
menzidjuk a [0, 1]-ben van és ha széjjelhtizzuk a pontsorozat pontjait, akkor a
pontsorozat boxdimenzidja nagyobb lesz. fgy, a boxdimenzié a " konvergencia
sebességét” méri.

Feladatok és tovabbi informaciok.
F 10.1 [gazoljuk, hogy minden véges halmaz box-dimenziéja nulla.
F 10.1B valakinek kétsége tamad a 10.1 dbraban és tigy gondolja, hogy

van olyan eset, amikor nem elég 9 elem a d-négyzethalébol, hogy lefedje a ¢
atméroji halmazt, hanem annal sokkal tobb, példaul 194.
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Befolyasolja-e ez a "tévedés” a boxdimenzié definicigjat?

F 10.2. a./ Igazoljuk,hogy a Cantor halmazra érvényes a 10.3 (DIM)
formula és ennek alapjan szamoljuk ki a box-dimenziéjat.

b/ Az eddig megismert 6nhasonlé halmazok koziil melyekre alkalmazhaté a
(DIM) képlet, vagy annak &ltalanositdsa?

F 10.3 Legyen H a triadikus Cantor halmaz szerkesztésekor eltavolitott
nyilt intervallumok végpontjaibdl alkotott halmaz.
Mennyi a ‘H box-dimenzidja?

F' 10.4 A Cantor halmazt gy szerkeszthetjiik a [0, 1] intervallumbél, hogy
mindig a megmaradt intervallumok kozépso nyilt harmadat tavolitjuk el.
Tekintstik azokat az dltalanositott Cantor halmazokat ahol mindig a meg-
maradt intervallumok kozépsé nyilt p%-at tavolitjuk el.
Melyik igaz a kovetkez6 allitasok koziil:
I. A megmaradé intervallumok 6szhosszisaga, minden p% mellett, nulla.
i. Minden 0 < s < 1 értékhez van olyan p, hogy a hozzatartozé Cantor
halmaz box-dimenzidja s.

F' 10.5 Mi az eltérés egy egyenlészariu derékszogli haromszogbol és egy
egyenl6oldalil haromszogbol szerkesztett Sierpinski haromszog boxdimenzidja
kozott?

F 10.6 a.) Legyen H a Sierpinski hdromszog szerkesztésekor eltavolitott
nyilt haromszogek csicspontjaibdl alkotott halmaz. Mennyi a H boxdi-
menzidja?

b.) Mennyi a Koch gorbe és a [0, 1] intervallum kéz6s részének a dimenzidja?

*F10.7 Adjunk meg minden s € (0,2) értékhez olyan énhasonlé hal-
mazt, a zart egységnégyzeten, amelynek a boxdimenzidja s.

F 10.8 Mennyi egy
whe)y, n=1,2,..1

sorozat elemeinek a boxdimenzidja?
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[.F hasonlésagi, C véges halmaz.
II.F hasonlésagi, C a zart egységnégyzet.
. F csupan kontraktiv, C a zart egységnégyzet.

F 10.9 ket kompakt halmaz, B és C, unidjara érvényes a kovetkezd
dim (BUC) = max{dim B, dim C}

a.) Ervényes—e analog tétel 90 halmaz unidjara?
b.) Ervényes-e analég tétel végtelen sok halmaz unidjéra?

**F10.10 Legyen 0 < A < 0.5 és
Fi(x) = Az Fy(x) =X x+ (1 —-))

jellemezziik az {F;; i = 1,2} IFS invaridns halmazat és adjuk meg a box-
dimenzidjat.

F10.11 Adjunk meg rekurziv formulat a 33 tiltott széhoz tartozé {N,; r =
27" n=1,2,...} sorozatra.

E 10.12 Ha 2 9.1 (BD) formuléban az Nj(B) helyére az

N, (;(B): azoknak a & sugart diszjunkt gombok mazimdlis szama, amelyek
kozéppontja a B-ben van

értéket irjuk, akkor a 9.1 (BD) értéke ugyanaz marad.

Ennek bizonyitdasa: A B minden b pontja valamely gomb kozéppontjatdl
legfeljebb 26 tavolsagban van. Ugyanis, ha ez nem igy van akkor a b kdzéppont
0 sugaru gémb nem metszi a lefedo gombok egyikét sem és igy a lefedd
gbémbok szama nem maximalis.

Igy ha az Ny(B) sugarit megduplizzuk, akkor egy 46 befedést kapunk.
Ezért

N;(B) > Nus(B)

hiszen az igy kapott 49-befedés elemeinek szama Ny és Nys a minimdlis lefedés
elemeinek a szamét jelenti.
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Masrészt, legyen {U, k = 1,2,...} a B egy d-lefedése. A lefedés min-
den elemébe a Ny(B) szamu diszjunkt gomb kézéppontjaibél legfeljebb egy
tartozik bele. Ezért

N5(B) = Ny(B).

[ **10.13 Abbdl is kivetkeztethetiink a B box-dimenzidjara, hogy a B+ ¢
halmaz mértéke (hossza, teriilete, térfogata) milyen gyorsan csokken ¢ — 0
esetén.

A kovetkezo Osszefiiggés érvenyes

A B box-dimenziéja:

— lim log £"(B + 6)

=1,2,3.
5—0  —logd o

ahol £" az n-dimenzids (Lebesgue) mérték. Ez a kovetkezOképpen lathatd
be. Ha Ns a d-sugaru gombokkel valé lefedés minimalis szama, akkor

LB+ 6) < Nscoo"

mivel ¢,0" az n-dimenziés d-sugari gomb térfogata (ha az egységgémbé c¢,,).

Ebbdl
log L™(B + 0) < log Ns  logec,

—logé _—logd_ log & -
Maésrészt, ha Ns helyére az F 10.12-ben szerepl6 N(;-t irjuk akkor

L (B +0) > Nyc,o™.

Ugyanis, ha a § sugart gomb kozéppontja a B halmazban van. akkor a gomb
része a B + ¢ halmaznak.
Ezt a formulat féleg fraktalgorbék esetén alkalmazzék.

F 10.14 A 10.2 (BD) boxdimenzié nem mindig létezik. Példa Cantor-
szerit halmazra, amelynek nincs boxdimenzidja. Ez a A\ = % és a \ = %
paraméterit Cantor halmazok szerkesztésének megfelel6 6tvozése. Az algo-
ritmus a kovetkezo:
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kq-szer a két szélso %—ét hagyjuk meg a megmaraddé intervallumoknak, pon-

tosan ugy, mint a A = % paraméterti Cantor halmazok szerkesztésekor;

ko-szer a két szélso %—ét hagyjuk meg a megmaradé intervallumoknak, pon-

tosan ugy, mint a A = % paramétertt Cantor halmazok szerkesztésekor;
majd ezeket felvéltva folytatjuk a ”végtelenségig”.

Az n-edik 1épés utdn a (BD) igy alakul

ha n péaratlan (ks,_1), akkor

11 1 1 1
’ T 3k1 Bka © T 3kan—2 Hkon—2 Jkan 1

N5 — 2k1+-~.+k2n—1

és igy
log N;) ki+ ...+ koy_1log?2
—IOg(S n (/{31 + ]{33. - +k2n—1) 10g3+ (]CQ +I€4. ot an_g) 10g5

ha n paros (ks,), akkor

11 1 1 1 1

Ny = ghtethn 5= —
y ’ 3k1 Hk2 3k2n—2 Hkan—2 Jkan—1 Hkon

és igy
log N5) ki 4+ ...+ koplog2
—10g5 N (k1+k’3...+k2n_1)log3—|— (k?2+k34+k’2n)10g5

Most ha a kq, ko, ... értékeket ugy vélasztjuk meg, hogy "mindig az utolsé
szabdly dominaljon” | akkor a (BD) sorozat paratlan és paros elemei két kiillonb6z6
hatarértékhez konvergalnak.

Ez példaul akkor kovetkezhet be, amikor

ki+ ...+ kn
_—
karl

Ugyanis ekkor a legnagyobb indexti k-val végigosztva a szamlalét és a nevezot,
a ko,_1; n=1,2,... részsorozat a

log 2

log 3
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a kop; n=1,2,... részsorozat a

log 2

log 5

értékhez tart.

MEGJEGYZ’ES. A 7val6sagbol vett halmazokndl” ez ugy észlelhetd, hogy
NINCS olyan szakasz (skdla) amelyen a § értékeket a log-log skalan felvéve
azok egy egyenesen vannak.

**F.10.15 Legyen C egy M pontbdl 4ll6 halmaz. Fedjiik le a C minden
pontjat egy o atmérdju zart korlappal. Toroljiik az A invarians halmazbdl az
M korlappal kozos részeket és legyen az igy kapott halmaz A°. Legyen N§ a
A€ halmazt lefedé minimalis szamu ¢ atméréjii halmazok szama. Ekkor

(10.8) Nf <N} < N§+M

ahol, mint eddig, N;j az A invaridns halmazt lefedé minimalis szamu 9
atmér6jli halmazok széma. Ervényes még a (10.6) formuldval analég

T

osszefiiggés. A (10.9) éppen gy igazolhatd, mint (10.6) annak a figyelembe
vételével, hogy a csonkolt részek kicsinyitett masai még fedik egymast.
A (10.8) és (10.9) Osszevetésébdl

N¢ < NS < N".N&%(A) + M.

Kozvetlen szamoldssal lathatjuk, hogy a fenti egyenlétlenség jobb vagy baloldalat
helyettesitve a (DIM) formuldba ugyanazt az eredményt kapjuk.

F' 10.16 A (DIM) formula még akkor is ’ervényes, ha (DIS) nem véges
halmaz, de az F;(.A)) halmazok atfedése ”elég kicsi”. Pontosabban, ha V egy
olyan nyilt halmaz, amelynek V* lezardsa lefedi A-t (V* O A) és

EWNEV) =0 i

Ilyen V halmaz a Sierpinski haromszognél egy haromszog belseje, vagy a
Koch gorbénél az 1.5 dbrdn a gorbét ” éppen ” lefed6 haromszog belseje.
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F' 10.17 A boxdimenzié fogalmat a teriilet mértékére épitettiik. Az R?
sikon azokat a halmazokat tekintettiik szabalytalannak, amelyeknek a teriilete
nulla és ilyen halmazokat lattunk el 0 < s < 2 dimenzidértékekkel.

Hasonl6an épithetd térbeli halmazokra és térfogat mértékre vagy csupan a
szémegyenes pontjaira és a hosszisagmértékre a boxdimenzié. Mi a konnyebb
szemléltetés miatt valasztottuk az R? sikot.

F 10.18 Rajzoljunk fel elég nagy pontossaggal két nullamértékii hal-
mazt. Példaul egy Sierpinski haromszoget és egy csillart olyan pontossaggal,
hogy a tovabbi iteracidk mar nem valtoztatnak rajtuk. Megfelel6en stiri
négyzetraccsal mutassuk meg, hogy a nagyobb dimenziés halmazt minimalisan
lefed6 négyzetek szama nagyobb lesz. (A boxdimenzidk pontos értékét a
(10.4 példdiban talalhatjuk.)

Minimalisan lefedé négyzetek szama azon négyzetek szama , amelyeknek
nem ures a a halmazzal kozos része.

F'10.19 A 9.1 3. példdban megmutattuk, hogy egy négyzet boxdimenzisja
kettd. Igaz-e, az altalanosabb megallapitas: Minden esetben amikor egy B
halmaz teriilete (a négyzethalés méréssel mérve) pozitiv , vagyis

N.(B)r* —c¢>0
akkor a B boxdimenzidja 2.

F' 10.20 A hatvanyfiiggvényeknek egy egyszerti de nagyon fontos tula-
jdonsaga van. Ha

(9.12) f(ry=cr® (c¢,r>0)

vagyis f egy hatvanyfiiggvény, akkor

(9.13) log f(r) = slogr + logc,

vagyis a P(logr, log f(r)) pontok egy s iranytangensii egyenesen vannak

(9.2 dbra). Ezt roviden igy fejezziik ki: az f fliggvény egy (log, log) skalan
egyenessel abrazolhato.
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A (9.12) és (9.13) ekvivalens &llitdsok. Nemcsak a (9.12)-b6l kévetkezik
(9.13), hanem forditva, a (9.13-b6l kovetkezik a (9.12). Ezért azt is mond-
juk,hogy az f(r) flggvény kielégit egy hatvanyszabdlyt (pontosan akkor) ha a
P(logr,log f(r)) pontok egy s irdnytangensii egyenesen vannak.

Az r — Ar helyettesitéssel

f(Ar) = eX’rs.

A (log,log) skadlan a hatvanyfiggvényt dbrdzold egyenesen az r — Ar
helyettesités utdn az s értéke vdltozatlan marad. Ebbol is kovetkezik, hogy az
s boxdimenzi6 értéke nem fiigg attdl, hogy az r nagysigat milyen egységben
mérjiik. Ezt tomoren skalafliggetlennek nevezik.

Szamos forras ezt a tulajdonsagot is onhasonlénak nevezi.

F 10.21 Adjuk meg azokat a o tiltott szavakat, amelyekhez tartozé hal-
mazok {N,; r=2"" n=1,2,...} sorozata megegyezik a 20 tiltott széhoz
tartozo sorozattal, vagyis (R)-el.

F' 10.22 Hatdrozzuk meg az

sorozat box-dimenziéjat.

F 10.23 A 11.1 4. példéban kiszdmitottuk, hogy az

1 .
on’

{ n=12...}
sorozat box-dimenziéja 0.

a./ Igaz-e ez minden konvergens sorozatra?
b./ Igaz-e ez minden konvergens geometriai sorozatra?

11.1
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Tortdimenziés halmazok (fraktalok) a ”természetben”.
ide sokkal tobb pl. EKG, fraktalantenna,

A természetben lépten-nyomon talalkozhatunk tortdimenziés halmazokkal,
amelyek dimenzi6ja a halmaz fontos jellemzdje. (8.2-8.14 dbrdk és még tobb).

A természetbdl vett halmazoknal tisztaznunk kell, hogy mit értsiink azon
hogy a teriiletiik nulla vagy a hosszisaguk végtelen, hiszen a valésdgban nem
létezik olyan halmaz, amelynek tertilete nulla és (vagy) a hossza végtelen.

A klasszikus fraktdlok, példaul a Sierpinski haromszog és Koch gorbe sem
ilyen. Ha abrazoljuk Oket, a mértékiik mar véges. A képernyén megjelend
Sierpinski haromszogben elférnek olyan korlapok, amelyeknek atmérdja pixel
méretli. Ezért a teriilete NEM nulla, hanem egy pici pozitiv szam és igy
kétdimenzids. A megrajzolt Koch gorbe hossza is véges.

A megkonstruédlt halmazok abban az értelemben megmérhetelenek, hogy
tertiletiik annyira kicsi az atmérojiikhoz képest hogy a szokasos mérési eljaras
nulla teriiletet mutat, vagy a hosszisaguk a mérés pontossagaval rohamosan
novekszik. Ugyanez a helyzet minden eddig ismertetett tortdimenzidés hal-
mazzal, ha azt a szamitégép képerny6jén megjelenitjiik, vagy barmiképpen
megkonstrualjuk. Az ilyen halmazoknal a mérés eredménye altalaban ”za-
jos”, a relativ mérési hiba tulsagosan nagy.

A valdésagos objektumok csak bizonyos skdldn tortdimenziésak. Barmennyire
is lyukacsos egy halmaz, ha annak a tertiletét a lyukak atmérsjénél lényegesen
kisebb mértékegységgel mérjiik, akkor mértéke pozitiv szam és igy NEM
tortdimenzids (lasd még Akkor kaphatunk tortdimenziot, ha a mértékegységiink
a lyukak atmérojéhez hasonlé nagysigrendii. Ezért akkor tekintiink egy
"valésagos” ‘H halmazt s-dimenzidsnak, ha egy ”eléggé hosszi” ¢; < 0 < ¢
intervallumon a

(—logd, log N5(H))

pontok, jé kozelitéssel, egy s meredekségli egyenesen vannak.

Ez azt jelenti, hogy
(11.1) N, ~ ar™®

ha r elég kicsi. A (11.1) Gsszefiiggést hatvanyszabélynak nevezziik.
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(EMLEKEZTETO. A (11.1) alapjén

S

logar™ =loga — slogr

és (11.1) nagy n értékekre teljesiil,

. log Ns(B)
(BD) s =105

hatarértéket tekintjiik boxdimenziénak.

(részletesebben:
log N, = loga — slogr

)

A boxdimenzié meghatarozasat attekinthetébble tehetjiikk a kdévetkezd
grafikus abrazoldssal. Az (1) alapjén

log N, log v
=3

log r B log r

log N5 = loga — slogr

P(—1logd, log Nj) pontok, eléggé kis § mellett (j6 kozelitéssel) egy s mere-

dekségli egyenesen vannak (9.2 dbra). Ezért, ha egy derékszogii koordinatarendszerben
a tengelyeken logaritmikus skaldt vesziink, fel, akkor a (0, Ns) pontokat elég

kis ¢ értékekre felrajzolva, azok egy s meredekségu egyenesen lesznek (9.4

dabra)

A 9.6a dbrdn ugyanazon koordindta rendszerben abrazoltuk az eddig mért
halmazok box-dimenzidjahoz tartozé egyeneseket és a 9.6b abrdn még kozos
kezd6pontba is toltuk az egyeneseket. fgy konnyebben 0ssze tudjuk ha-
sonlitani az s meredekségiiket.

MEGJEGYZES. Sokszor, f6leg miiszaki jellegii feladatok esetén, a log ¢ értékeket
mérjiik fel az X tengelyre. Ekkor nyilvan egy —s irdnytangensi egyenest ka-
punk.

Norvégia partvonala.
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A 9.5A-D abra mutatja az egyre kisebb §-élii négyzetracs lefedéseket és
az 9.4B dbra téblazata a hozzdjuk tartozd (0, Ns) parokat. Fzeknek az ada-
toknak az alapjan a Norvég partvonal boxdimenziéja s = 1.18 ill. s =1.27 a
boxdimenzié, aszerint hogy a (9.9) egyenes s meredekségét melyik pontparra
szamoljuk. fgy a 9.5 abrdk csupan demo jellegtiek. Hasznalhaté eredmény
csak nagyobb méretitérképekrdl kaphatunk. Probaljuk kil (A pontos érték:
s=1.2877...)

Zeg-zugos ut és partvonalak mérésére, mint amilyen a norvég partvonal,
alkalmasabb az u.n. kompasz dimenzié (11.2). Ennek szdmitdsa a terepen
elvégezhetd geodéziai mérésekre épiil és ezért ezt hasznaljdk a box-dimenzid
helyett a geodéziaban. FEz teljesen a box-dimenzié szerepét tolti be, noha
értéke sokszor eltér a box-dimenzi6 értékétol.

Egy példa a geodéziabdl.

Egy gorbe ivhosszat a beirt poligonjainak hosszaval kozelitjik meg (11.1
dbra). Ujabb osztépontok felvételével a befrt poligon hossza novekedik (nem
csOkken) és 7szemldtoméast egyre kozelebb keriil a gorbe hosszisigdnak a
mértékéhez”. Ennek alapjan egy gorbe ivhosszanak a kovetkezot tekintjiik:

Vegyiik a gorbe beirt poligonjainak a halmazdt. Adjuk meg mindegyik
poligonnak a hosszdt és tekintsik az igy kapott pozitiv szamokbol dllo hal-
maznak a felsé hatdrdt. Az igy kapott szdmot tekintjik a gorbe ivhosszanak.

Ha felvesziink a gorbén pontokat, majd ezeket tjabb pontok felvételével
stritjiik, akkor az ezekre a pontokra illeszkedo, egyre tobb torésponttal ren-
delkez6 poligonok hosszisaga egyre kozeledik a gorbe ivhosszahoz.

Vannak gorbék amelyeknek nincs ivhosszuk. Az ivhossz definicidja alapjan
ez azt jelenti, hogy a beirt poligénok hosszusagainak nincsen felsé korlatja,
barmilyen nagy M szamhoz meg tudunk adni pontokat a gorbén gy, hogy
a pontokra illeszkedd (beirt) poligén hosszisaga nagyobb legyen mint M (
I[lyen gorbékre példak, a tézsdei arfolyam ingadozasat bemutato 8.8 dbrdk és
a Koch gorbék.)

Az ilyen gorbék méretét a boxdimenzid helyett a geodézidban, az ivhossz
méréséhez jobban illeszked6 kompasz (tdjold) dimenzival is szokds megadni.
Legyen M (9) egy olyan beirt poligon éleinek a szima amelynek minden oldala

29



0 hosszusagu. Ekkor
(11.1) h = lim —2——

a gorbe kompasz (tdjold, divider) dimenzidja.

Barhogyan is vessziik fel az egyre kisebb § élu beirt poligénokat egy G
gorbébe, a hozza tartozd (11.1) sorozat ugyanoda tart. Ezt itt NEM bi-
zonyitjuk, noha ez NEM nyilvanvalo.

A (11.1) formula azt a tapasztalatot tiikrozi, hogy

M) =co™"
hasonléan, mint a boxdimenzié esetén. fgy
(11.2) L(8) = M(6)§ = c5*"

vagyis a beirt poligonok hosszanak novekedése d — 0 esetén, egy hatvanyszabaly
szerint torténik.

Az elmondottak alapjan, ha a G; gorbe kompasz dimenzidja h, és a Gy
gorbe kompasz dimenzidja hy és hy < hsy, akkor rogzitett kis 0 esetén a 0-éli
beirt poligénok hossza a Gs gérbénél nagyobb mint a G; gorbénél. (Hiszen
ekkor a (11.1) szdmlaldja, elég kis 0 mellett, a Gy gorbénél nagyobb mint a
Gy gorbénél.)

Durvan szolva, a kompasz dimenzié a gorbébe irt poligonok hosszanak
novekedési titemét méri & — 0 esetén.

Eppen tgy, mint a box-dimenziénal, a (11.2) formuldbdl kévetkezik, hogy
a (—logd, log M(4)) pontok egy h irdnytangensii egyenesen vannak, kis §
esetén.

A geodéziaban , egy partvonal (vagy egy folyé hosszanak) mérésére szokasos
eljaras hogy egymaéastol ugyanakkora r tavolsdgban, pontokat (u.n. mérési
sarokpontokat) jeldlnek ki a partvonal mentén (11.2 dbra). Legyen az igy
kijelolt pontok szdama M (r) + 1. Ekkor a partvonal kézelité hosszénak az

(11.3) L(r)= M(r).r

értéket tekinthetjiik. Ezt a mérési sokszog hosszanak nevezik. Hasonléan
azokhoz a gorbékhez, amelyeknek nincsen ivhosszuk, nagyon zeg-zugos partvon-
alak esetén, mint amilyen példdul Norvégia, vagy Izland partvonala, vagy
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egy zeg-zugos folyd, a mérési sokszog hosszaval nem kapjuk meg a partvonal
hosszat megfelel6 pontossaggal. Ennek oka egyrészt az, hogy a méréseknél
felvehet6 ugyanazon r tavolsagban, de kulonbozo helyeken kijelolve ezeket a
mérési pontokat a (11.3) értékek lényegesen eltérnek egymastdl, ha a partvonal
nagyon zegzugos masrészt, ekkor az r csokkentésével a mérési sokszog hossza
lényegesen megvaltozik. Igy a mérési sokszog hossza nem ad kell tajékoztatast
a partvonal hosszarél (11.2 dbra). Ebben az esetben, ha a mérési sokszog
hossza mellett a gorbe kompasz dimenzidjat is feltiintetjiik, akkor felvilagositast
adunk a mérés pontossagardl is.

A dimenzié megallapitasanak a legegyszeriibb médja, hogy kiilénb6zo 6,
és Jy mellett meghatdrozzuk a hozzdjuk tartozé mérési sokszogek L(dy) és
L(97) hosszéat. Tekintsiik a ketté hdnyadosdt. Pontosabban az

M(dy) o,
11.4 lo és log — aranyadt.

A (11.4) a kovetkezovel egyenld

log M (d1) — log M (52)
log 65 — log &1

ami a (—logd, log M (9)) pontokkal meghatérozott egyenes h irdnytangense,
vagyis a gorbe dimenzidja.

MEGJEGYZES. A (11.4) a mérési sokszogek hosszdnak a relativ novekedését
adja, ami gazdagabb informécié mint ha csupédn az L(d;) és L(d>) hanyadosét
adjuk meg, hiszen (11.4) tekintetbe veszi azt is, hogy a ¢ milyen véltozdsdhoz
tartozik a novekedés. A logaritmus bevetését a hatvanyszabaly indokolja.

Térképek készitésénél a kovetkezo szerepe lehet a a kompasz dimenziénak.
Ha egy kisebb léptékii térkép alapjan egy nagyobb léptékiit készitiink, akkor a
térkép vonalai ” megrovidiilnek”. Egy partvonal kisméretii 6blei, egy folyénal
a rovid, éles kanyarok eltiinhetnek a nagyobb léptéki térképen. A von-
alhossz megvaltozasanak a mértékét ekkor a kompasz dimenzié adja és a
térképszerkesztés josaganak egyik paramétere, hogy a szerkesztés soran men-
nyire valtozik meg a gorbék dimenzidja.

31



Fraktalnovekedés.

1. Elektrolizis. Egy kerek talkaba, amelyben rézszulfat oldat van, elektréodékat
helyeziink. A katodot a talka kozepe folé fiiggessziik, az anddot pedig a
csésze peremére helyezziik kor alakban. Az aram bekapcsolasakor a fesziiltség
hatasara a katédon réz rakédik le és nem sok id6 mulva a katédon kivélt réz
alakja a 11.3 dbrakon lathato alakot olt. A 11.3 dbra a katédra merdleges
keresztmetszetét mutatja ennek a halmaznak az elektrolizis kezdetétol el-
telt elég hosszti id6 muilva, miutan a formatum ” &allanddsult”. Ha r a
katédtol mért tavolsag és N(r) a legfeljebb r tévolsdgra esé lerakédott réz
mennyisége, akkor a (logr,log N(r)) pontok egy s meredekségli egyenesen
vannak jo kozelitéssel. Az s "ertéke, a lerakddott réz eme metszetének a box-
dimenzidja, akkor lesz a 1ényegesen kisebb a 2-nél, ha az oldat koncentracioja
kicsi és az eletrodak kozotti elektromos fesziiltség nagy.

2 Baktériumtelepek Ha egy kerek talkaban (Petri csészében) zselészerti,
tapanyagot tartalmazo kozeg kozepébe baktériumokkal teli folyadékesepp
keriil, akkor ez nyilvan egy baktériumteleppé novekedik. Ha a zselében a
tapanyag jol diffundal, a baktériumok mozgéasa nincs akadalyozva és boséges
tapanyag van, akkor kb. korforma a baktériumtelep. (11.4a dbra). Ha
a tapanyag nem elégséges, akkor a csésze belsejében hamarabb fogy el a
tapanyag mint a csésze peremén, hiszen itt van a baktériumok tomege, amig
a csésze széle még érintetlen. Ezért ekkor a csésze belsejében a baktériumok
pusztulnak, a telep szélén levd egyedek tovabbszaporodnak. A korforméaju
telep 7 ujasodik 7 (11.4b dbra). Az agak egyre hosszabbak lesznek, a fjor-
dok mélyiilnek, a telep ”fraktélszertivé” vélik (11.4c¢ dbra). Az ujjasodas
végpontjaiban a baktériumok szaporodasanak valdsziniisége egyre nagyobb
lesz a bels6 egyedekéhez képest. A telep NEM az &tméré (sugar?) négyzetével,
hanem 7* ”mértékben” névekszik. A dimenzié a nélkiilozés discomfort méretét
mutatja.

3. DLA modell (diffusion limited aggregation). Egy eléggé siirtiés eléggé
nagyméreti adatok! négyzetracson kijeloliink egy négyzetet, ez lesz a DLA
magja, majd a racs valmely pontjabdl elinditunk egy részecske bolyongasat.
Ez azt jelenti, hogy véletlenszeriin kijeloliink egy a magtdél kiillonbozo négyzetet
a racson és az minden masodpercben (id6egységben) egyenld valdszintiséggel
1ép egy rdcspontot a négy irdny valamelyikében. Ez a bolyongas (Brown
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mozgds) addig tart amig a részecskét reprezentdlé négyzet a maghoz jut el.
(Egy elére megadott racstavolsagnél kozelebb keriil a maghoz). Ekkor a
részecske a maghoz tapad. Egy masik befejezése a részecske bolyongasanak
az, ha a részecskét reprezentalé négyzet a négyzetracs egy perempontjat éri
el. Ekkor a részecske megsemmisiil.

Minden bolyongés végén tjabb részecskét inditunk és a mag a hozzatapadt
négyzettel bliviil. Ha a bolyongas a maghoz tapadéassal végzodik, akkor a
bolyongd részecskét reprezentald négyzet a hozza legkozelebb allé négyzethez
tapad. (11.3B dbra)

Szembetiné hasonlatossagot mutat az elektrolizis folyamén a katodra
rakédott réz, a baktériumtelep alakja kedvezotlen életkoriillmények kialakulasakor
és a DLA modellbena szamitégépes szimuldcié soran kialakult halmaz a
mag alakja elegendéen hosszu folyamat utan. Mindharom dinamikédjaban
kozos az, hogy a nyulvanyok kialakulasa utan, a végpontok novekedésének
valészintisége egyre nagyobb lesz a ”fjordok” belsé pontjaival szemben.

A DLA modellben, a maghoz kozel jutva, a tovabbjutas valdsziniisége
mar NEM azonos minden irdnyban. A mag iranyaban a letapadasnak lesz
egyre nagyobb valdszintisége. Hasonld a helyzet az elektrolizis esetén a réz
lerakodaséaval.

A baktérumtelep esetében is az ujjasodas végpontjaiban a baktériumok
szaporodasanak valdsziniisége egyre nagyobb lesz a belso egyedekéhez képest.

MEGJEGYZES. A baktériumtelep alakulasdnak finomabb vizsgalataban fi-
gyelembe szoktak venni a chemotaxist, a baktériumok kémiai tton torténo
informaciocseréjét is.

Feladatok és tovabbi informaciok.

F11.1 Mennyi a Koch gorbe ”compass” dimenzidja? Mennyi egy korvonal
”compass” dimenzidja?

F 112 n jelolje egy gorbe ”compass” dimenzidjat. Igazoljuk, hogy ha
egy gorbe L hossza véges, akkor h =1 és ha h > 1 akkor L = oc.
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