VIZSGATEMATIKA

e 1 A kontraktiv leképezés tétele (elve)

o2 Legyen K egy R sugara zart korlap. Igazoljuk hogy ha F' egy kon-
traktiv leképezés és R elég nagy, akkor F(K) C K.

Mi kovetkezik ebbdl az
{F(K); n=1,2,...} K c R?

iteracids sorozat viselkedésére 7
Mi kovetkezik ebbol a

(W), n=1,2,..}

iterdcids sorozat viselkedésére ? (W = UN, F;)

e 3 A kontraktiv leképezések tétele alapjan vizsgaljuk meg a koévetkezo
(iteraciés) sorozatokat:

{f"lz) n=1,2,...} z€eR
ahol f(x) = az +b;
{F(z) n=1,2,...} ze€R?

ahol F(z)= Az +b, A egy2X2 matrix.

Adjuk meg a fixpontokat, a periddikus pontokat és azok jellegét (taszito,
vonzo6, mi a vonzési tartomany?)

o4 Igazoljuk, vagy cafoljuk meg a kovetkezo allitast:

"Ha F kontraktiv R%-ben r kontraktivitési tényezével, akkor
h[E(B), F(C)] < r.h[B,C]
ahol B, C kompakt halmazok R?-ben és h a Hausdorff tdvolsdg (metrika)..”



e b Legyen B,C c R?* és F : R? — R2.

a/ Mikor érvényes
F(BUC)=F(B)UF(C)
F(BNC)=F(B)NF(C).

b/ Ugyanez a kérdés végtelen sok halmaz uniéja ill. metszete esetén.
e 0 Miaz exponencialis csokkenés elve?

e [ Mit neveziink 6nhasonlé halmaznak (szitkebb és altalanosabb értelemben).
Mit neveziink onaffin halmaznak?

Igazoljuk, hogy az IF'S modellel el6allitott halmazok énhasonlék. Igaz-e
az allitas kovetkez6 megforditasa:

"Minden 6nhasonlé halmaz IFS modellel elallithaté.”
e 8 ’hatdrtalanul nagyithaté” az elméletben és a valdésdgban.

9 Vizsgaljuk meg a kovetkez6 allitasok érvényességét:

a. Ha F kontraktiv a max tdvolsigban, akkor van olyan n, hogy az F'
n-edik iterdltja kontraktiv (az Euklideszi tdvolsigban).

b. Ha van olyan K, hogy az {F; i = 1,2,..., N} fiiggvényekbdl
alkotott minden K hosszi kompozicié kontraktiv, akkor a kontraktiv
leképezések tétele érvényes az {F; i =1,2,..., N} figgvényekkel
megadott [FS-re.

e 10 Mikor ekvivalens két metrika (tavolsag) 7. Mondjon példakat ek-
vivalens metrikakra.

Mi annak a feltétele, hogy F' : R? — R? kontraktiv legyen a "max
tavolsaghan” ?



Ha az F : R?> — R? kontraktiv a "max” norméban, akkor mit mond-
hatunk az euklideszi metrikaban az

{F(z0); n=1,2,...}

sorozatrol ?

e 1 Mi a Hausdorff tavolsag 7 Igazoljuk, hogy ha B és C korlatos,
zart halmazok és h[B,C| a B és C halmazok Hausdorff tavolsaga, akkor
h|B,C] teljesiti a tavolsidg axiomaékat.

Mi a kapesolat h[B;,C;] (i=1,2,...,n) és h[UB;,UC;] kozott?

Igazoljuk : Ha B,y C B, akkor {B,; n = 1,2,...} konvergens a
Hausdorff tavolsagban. Mi a hatarérték?

e 2 A kollizs TETEL. Legyen A a
(whlB);, n=1,2,..}
sorozat hatérértéke. Legyen r = max{r;; i=1,2,..., N}. Ekkor
(*) X
hB, A] < Eh[[)’, W(B)].

[gazoljuk a TETELL. Hogyan alkalmazhaté ez a tétel a szamitogépes
grafikdban 7

3 Legyen F': R® — R" olyan, hogy
d[F(z), F(y)] < s.dlz,y] =,yeR"

vagyis F' : R" — R" egy Lipschitz tipusu fiiggvény s Lipschitz kon-
stanssal. Legyen FI5! kontraktiv, s kontraktivitasi tényez6vel. Legyen
a FIX! fixpontja z. Ekkor

1 1-sK

1—sxg 1—s5

dlz, z] < d[z, F(x)]

3



Igazoljuk ezt a formulat!

4 Legyenck {B,; n=1,2,...} kompakt halmazok és {p} az egyetlen
p pontbdl all6 halmaz. Vizsgéaljuk meg a kovetkezok érvényességét:

I. Ha B, benne van a p kézépponti € sugari gémbben, akkor h[B,, {p}] <
€.

II. Ha minden € > 0-hoz van olyan k, hogy n > k esetén B,, benne van
a p kozéppontu e sugaru gombbe akkor

lim A[B,, {p}] =0
vagyis B,, — {p} a ban.

III. Ha B,, — {p} a Hausdorff tdvolsdgbhan, akkor minden olyan {b,; n =
1,2,...} (pont)sorozat, amelyre b, € B, a p ponthoz konvergdl.

5An tavolsag azt méri hogy vizudlisan (”szemrevételezve”) mennyire
latszik azonosnak két halmaz. Ha viszont azt akarjuk mérni, hogy
milyen hosszi utat kell megtenni ahhoz, hogy pl. a B halmazbdl a C
halmazba jussunk el, akkor a

A[B,C] = min{d[z,y]; =€ B, yeC}
értékkel kell dolgozni. A[B,C] nyilvan annak a legrévidebb tutnak a

hosszat adja, amelyen a B-bdl a C-be juthatunk.

Vizsgaljuk meg, teljesiilnek-e a 4.1 L.- II1. alaptulajdonsdgok (metrikus
aziomadk) a A esetében?

Mi a kapcsolat A[{b},C] és d[b,C] kozott?

0 A kollazs tételen alapuld szamitégépes grafikai eljaras. Hogyan
modosul ekkor az IF'S modell?



e [ A kolldzs tételen alapulé szamitégépes eljards konvergencidja. (Mi-
lyen tavolsdgban (metrikdban) vizsgaljuk a konvergencidt? Hogyan
moédosul ekkor a kontraktiv leképezések tétele?)

e 8 Mit mér a boxdimenzié? A hatvanyszabaly. A box-dimenzi6 egy
grafikus meghatarozasa.

e 9 Moédositsuk a Cantor halmaz szerkesztését ugy, hogy % helyett Wloo

hosszusagu (nyilt) intervallumot vagunk ki a [0, 1] kozepébdl és ezt
ismételjiik ujra meg ujra, vagyis az egyes iteracios 1épéseknél a meg-
maradé egyenesszakaszoknak nem a kozépsé (nyilt) harmadat, hanem
csupan az ezredrészét vagjuk ki. Irjuk fel az f szabalyt amelyet ekkor
ismétliink. Igazoljuk hogy

Fo, 1) € S0, 1)) m=1,2,
ahol, mint eddig, fI™ az f szabdly n-edik ismétlése.
. Mennyi az f0,1));  (n = 1,2,...) halmazok kozds részenek
hossza?

II. Mennyi az f([0,1]); (n = 1,2,...) halmazok kozds részenek a
boxdimenzidja?

el A satorfliggvénnyel adott DDR (diszkrét dinamikus rendszer)
viselkedése kiilonboz6 a paraméterérték mellett.

e 2. A shift dinamika kaotikus viselkedése.

e 3. Tekintsiik a kovetkez6 sorozatokat:

F, F,,...F, (xg) n=1,2,... (0;€1,2,...,N}



(fraktélok kédolasa)
Tpi1 = Fy (x,) n=0,1,...

(kdoszjaték)

Mi a kapcsolat és mi az eltérés a két sorozat kézott?

Példaul, tekintsiik a Cantor halmazt el6allité, vagy a Sierpinski haromszoget
eléallito IFS-t (vagy a FAT eléallité 5 fiiggvénnyel adottIFS-t).

4. Informéacisdtvitel a satorfiiggvény dinamikajaval. Milyen mas di-
namikus rendszerrel miikodik még az algoritmus?

5. Fraktilnovekedés.

6. a. Mia DNS lanccal iranyitott kdoszjaték és mi a kapcsolata a
Sierpinski hdromszogre vezet (Barnsley) kdoszjatékkal?

b. Mit olvashatunk le a DNS ldnccal irdnyitott kdoszjaték eredményébol?
c. Fogalmazzuk meg a kdoszjatékot a (triadikus) Cantor halmazra.

d. Fogalmazzuk meg a kaoszjatékot tetszoleges IFS-re.

1. Igazoljuk, hogy a kovetkezo bindaris aritmetika a DNS lanccal
irdnyitott kaoszjaték pontjait adja.

Kindulunk a (0.1, 0.1) (bindris tért) ”pontb6l”; ha a k-adik pont, Py,
binaris koordinatai

0.0,08-1...011, O.wg, wi—q1...w1l

és a k + l-edik beti a DNS lancban, binaris alakban ij akkor Py
binaris koordinatai

0.i0k,06_1...011, 0.Jwk, wg_1...w1l



az allitdsokat megfelel6en indokolni (bizonyitani) és példakkal
is illusztralni kell.

EZEK IRANYKERDESEK v.6 irdnyelvek, irdnydrak, . . .
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