iR,

nr.uummnnn la|renpnnnrnnnsl
I TETHT; ] NPEZIARE || = ARmR [N APPEAEAEARER)

e e P P e e

BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANY! EGYETEM
TERMESZETTUDOMANY! KAR

Babcsanyi I. - Gyurmanczi J. - Wettl F. - Zibolen E.

MATEMATIKA FELADATGY(JTEMENY 1.

Miiegyetemi kiadé, 2007



Lektor:
Szasz Gakor

Szerkeszig:
Wetll Ferenc

Szerzok:

Babcsanyi Istvan (17., 18. fejezet)
Gyurménczi Janos (14., 15., 16, fejezet)
Wettl Ferenc (19., 21. fejezet)
Zibolen Endre (20. fejezet)

Rajzolo:
Lukacs Erzsébet

Miszaki szerkeszie:

Babcesanyi Istvan
Wett! Ferenc
Ziholer Endre

(Kilencedik utdnnyomas)

egyetemi jegyzet
oklatasi céira

Azonositd: 075003

A Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Természettudomanyi Karanak
megrendelése alapjdn kiadja a

Miiegyetemi Kiadd
www.kiado.hme.hu
Felelds vezetd: Wintermantel Zsolt
Terjedelem: 26,64 (A/5) v
Nyomdai munkék:
Miiegyetemi Nyomda
Munkaszdm: 6210/07



Tartalom

Elbszé

14. T6bbvaltozés valds flggvények differencidldsa
Figgvényhatérérték és folytonossig
Az n-dimenziés vekiortér
Differencidlhatésdg:.
Irinymenti differencidlhdnyados -
Magasabbrendd parcidlis derivéltak 7
Osszetett fuggvény és parcislis differencislisa

15. A t8bbvaltozés Taylor-formula és alkalmazésaik
A teljes differencisl
A Taylor-formula
SzélsGértékek

16. Tobbvaltozés valés fllggvények integrilisa
A kettds és a hdrmas integral
Integralds tetszbleges tartominyon
A ketts és a hdrmas integral transzformécisja
Vegyes feladatok

17. Differencidlgeometria
Vektor-skalarfiiggvények
Térgorbe ivhossza, fvhosszparaméter
A térgorbe kisér8 triédere
Gorbiilet 65 torzié :
Fizikai alkalmazésok
Feliiletek
Felillet érint6sikja €s normalisa
Feltletdarab felszine
Fiziksi -alkalmazésok

18. Vektor-vektorfuggvények
Divergencia és rotécié
Gorbementi integral
Feliiletmenti integral
Integralredukcids tételek

177

i

14-1
141
14-3
14-5
14-7
14-9

14-11

15-1
15-1
i5-4
15-5

16-1

- 151

16-4
16-8
16-13°

17-1

171

17-5
17-9
17-12
17-14°
17-17

17-20 -

17-22

181
18-1

-18-4

18-7
18-8



" Fizikai alkalmazdsok 18-11

19. Métrix és determindns o 191
Miiveletek matrixokkal 19:1
Determindns - " 19-4
Métrix rangja. 19-11
Regulasis és szinguldris matrixok, métrix inverze 19-12
Grafokkal kapesolatos matrixek - 19-15

20. Lineéris egyenlet- és egyenlé’tlensegrendszerek 20-1
Line4ris egyenletrendszerek miegolddsa métrixinverz €s
Cramer-szabaly segitségével 20-1
Line4tis egyenletrendszérek miegoldhatésiginak idtrixrangos
feltétele, Gauss-médszer 20-3
‘Miétrix sajitértékei és sajitvektorai - ) 20-9
“Linearis egyenletrendszerek kozelitd megolddsa - 20-13
‘Linedris egyenlétlenségrendszerek és linedris programozés 20-15

20.Tenzor 21-1
A linedris leképezés &s a tenzor fogalma 211

. Tenzor koordindtdi, matiixa B -21-4
Miiveletek tenzorokkal. _ 21-8
Vekior-vektor figgvények differencidlhatésdga 21-12
Tenzor sajatéitékei és sajitvektorai 21-14.

Megolddsok
14. Tobbvaltozds valés ﬁggvények differencidlésa 14.1
15. A i6bbvéltozés Taylor-formula és alkalmazésaik 15.1
16. Tobbvaltozés valés figgvények integraldsa 16.1
17. Differencislgeometria 1.1
18. Vektor-vektorfiiggvények 18.1

19. Mitrix és determindns 19.1
20. Linedris egyenlet- és egyenlotlenségrendszerek £0.1

" 21, Tenzor : £1.1



ElGszé

Ez a kétet a masodik abbél a négykitetes feladatgytijteménybdl, melyet a Koz-
lekedésmérntki Kar Matematika Tanszékének oktatéi készitenek Szdsz Gabor Ma-
tematika I-II-II] cimd tankényvéhez. A kétet nyole fejezete meglelel a tankényv
miésodik kétetében 1évS elsd nyolc fejezetnek. A fejezetek sorszdmozatlan alfejeze-
tekre oszlanak. Minden alfejezet tipogrdfiailag is elkiilénils elméleti 8sszefoglaléval
kezdddik; ez tartalmazza a felhasznilandé ismeretek legfontosabb elemeit: definici-
6kat, tételeket, esetleg szamitdsi technikikat, médszereket, alkalmazésokat, melyek
azonositGja egy betiivel kezd&dik (ezek jelentése: D definici, T tétel, P példa, A
alkalmazés, M megjegyzés), majd a fejezet sorszima, végil a fejezeten belitli sajat
sorszam kiivetkezik. Példdul:

T 20.2 Ezitt a huszadik fejezet elméleti bevezetSjének kettes sorszimi tétele.

Az elméleti bevezet8 utdn kovetkeznek a feladatok; ezek csak a fejezeten beliili

sorszémukat viselik. Azonos fejezetbsl valé hivatkozasndl ez a sorszam (pl.: 56.),

més fejezelb6l valé hivatkozdsnél a fejezet és a feladat sorszdma egyiitt szerepel

(pl.: 7.56.). A feladat sorszdménak fels§ indexében szerepelhet egy jel, melyet az

alabbi példdkban magyardzunk:

51" Ez az 51. feladat, megolddsat fontosnak tartjuk.

52° Ehhez a feladathoz részletés itmutaté tartozik a megoldasokndl.

53} Ez a feladat a nehezebbek k5zé tartozik.

54% Ehhez a feladathoz kalkulitor haszndlata sziikséges.

557 Ehhez a feladathoz programozhaté szimolé- vagy szdmitégép hasznilata
sziikséges.

A végeredményt, néhdny kivétellel, minden feladataal kozsljitk. Az dbrdknak nincs

sajét sorszamuk, de minthogy kozvetlenill a feladat mellett szerepelnek, a széveghdl

mindig egyértelmd, hogy melyikhez tartoznak.

A kitet szerz8i kddszbnetet mondanak Szasz Gébornak rendkivil gondos lektori
munkéijiért és hasznos javaslataiéri.

A feladatgyfijtemény szvegét a X, rajzait az AUTOCAD programesomaggal
szerkesztettiik. Ez konnyebbé teszi egy javitott kiadés elkészitését. Ezért kériink
minden olvasét, hogy a megtaldlt hibdkat, javitdsi Stleteiket juttassik el a Kozle-
kedésmérntoki Kar Matematika Tanszékére.

Budapest, 1993. januér 8.
A szerkesztd
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14. fejezet
Tobbvaltozos valés fiiggvények differencidlasa

Fiiggvényhatarérték és folytonossig

D 14.1 Heine féle definicis. A kétvaltozss f fiiggvényra! akkor mondjuk, hogy az (zg, ¥o)
pontban van hatdrértdke és ez 2 hatdrérték h, ha egyrészt f értelmezve van az (g, yp) pont
valamely E kérnyezetében, masrészt minden olyan [(z5, yn); » € Nt} pontsorozatra, amelynek
valamennyi eleme E-ben fekszik, teljestl az, hogy

(3 — 70) A (4 = 10)) = ((Zs ) — b).
Erre a hatdrértékre az alabbi jelsléseket hasznafjuk:

im f(z,9), I flz,y), Hm flz,y).
;:;3 (z.9)—{ra,0) {z0,50)

Ezzel a definicidval ekvivalens az dn. Cauchy féle definicid: a keétviltozés f figgvényrd!
akkor mondjuk, hogy az (zg, yo) pontban van hatdrértéke, és ez a hatdrérték 2, ha barmely
pozitiv &-hoz megadhaté ofyan pozitiv § szam, hogy a @ < [z~ 20} < §, 0 < ly -y} < &
egyenlGtlenségeknek eleget tevd (z,y) értékparokra f értelmezve van, és |f(z,y) — hl < e.

D 14.2 Az f kétviltozés fiiggvényt akkor nevezzitk folytonosnak az (2g,y0) penthan, ha
ott értelmezve is van, hatdrértéke is van, és ez a hatsrérték az illetd pontbeli fiiggvényértékkel
egyenid.

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi kéivaliozés valés f fiiggvények Lm f(z,y) batdrériékét:
z—Zy

¥y
> 2ty 5 &
1 £r00 fz—my+y2’ * z_[_f‘l] TCOSY,
Y00 =0
> 24y i1
z—0 x4 +y
yel)
. Z2my—1
8. 6. lim =YC
i QPP B
y—o0
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14. Tobbvaltozds valés fuggvények differencislisa — Fuggvényhatirérick & folytonossig

z? 22
. zy . 1\=¥7
7 : > ( —) :
zl-l-.n;o (32 + yz) 8 zl-‘-nalc 1+ z

y—oo y—8
Az alsbbi feladatokban szdmitsuk ki a lim f(zn, ya) hatdrértéket, ka a (0,0)
ponthoz tarts {(2a,ys); n € N*} pontsorozat
a) az z tengelyen
b) az y tengelyen
c) azy= mz egyenletdl egyenesen
d) az y = z? egyenletfl parabolin helyezkedik el.
Az eredmények alapidn mit mondhatunk az L = l’l_!.n f(z,y) hatérértékrsl?

-0
zy—z+y
9’ z,y) = 10. flz,y)= ————
fay) = H'zy f(=z.9) ’f‘“’,’”"
z 2t~y
112 flz,y) = ;T_;y;g, 12. f(z,y) = p gy 3
2 3
, zy z
13> f(x,y)= _?T—y'z'i 142 f(xay):: z6 +yy2,

Ty

15. f(z,¥) = —;\/——-;—E 16. f(x,y)-*—\/j————;;;-

177 Mutassuk meg, hogy az

zZyZ V
f(z,y) = { a2 ha (z,y) # (0,0),
0, ba (Iv y) =10, 9)

fuggvény folytonos a (8, 0) pontban.
Vizsgéljuk meg, hogy az aldbbi kétviltozés valés f(z,y) fliggvényekre és a mega-
dott zp, yo értékekre léteznek-e az

Lz = lim ['hn;of(z,y)], Lyt = lim [Em f(z,y)} é L= lim f(z,y)

=20 ¥y T—Zp T—=+Iy

—¥o
hatérértékek, s ha igen, hatdrozzuk meg ezeket:
18. zz—;—:—%, ro =y =10, 189, zcosy, xo =0, y = oo,
20. ,f:yyp To = yo =0, 21. sm2 + , Zo =y = 0,
22. flz,y) = {zsm;+ysm—1-, haz#£0&y#0 Zo =10 =0,
g, haz=0vwgyy=0, :

z’
23. fl(z,¥) = T3 == 0.
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14. Tsbbvaltozés valds figgvények differencidlasa — Az n-dimenzids vektortér

Az n-dimenzios vektortér

D 14.3 Tetszéleges pozitiv egész n esetén n-dimenziés vektoron n elemil szamsorozatot ér-
titnk; a sorozat elemeit a vektor koordinatdinak nevezziik. Ha a sorozat elemei valés (ill. komp-
lex) szamok, akkor n-dimenziés valds {illetve komplex) vektorré! beszéliink. Az n-dimenziss
valés (illetve komplex) vektorok halmazat R(%) (il C(")) jelsli. A vektorokat koordinatai se-
gitségével kétféle alakban is felirhatjuk, az egyik az [a1, a2, ..., ¢q] jeldlésmad, a masik a (19.
fejezet szerinti matrix-alakban} oszlopvektorként valé feliras:

ay
a2

an

D 14.4 Két n-dimenzids vektort sgyenlgnek tekintiink, ha megfeleld koordinitik megegyez-
nek. Vektorok &sszegét és szdmszorosat az alabbi egyenidségekkel definidljuk:

[a1,a2,. -5 en] + [b1, b2, ..., bn] i=[a1 + b1, a9 + by, ..., an + by,
klay,az,...,a5) = [a1,a2,...,80] - k := [kay, kag, . . ., kay).

Az Gsszeadas és szammal valé szorzds miveletével elflatott R() (ift, C{“)) haimazt n-dimenziés
valos (illetve komplex) vektortérnek nevezziik. (A linedris fiiggetlenség és lindris kombingcio
meghatérozisit lasd a D 4.4, D 4.5 definicickban.)

D 14.5 Az n-dimenzids a := [g1,...,8,] & b := [by,...,by] vektorok skaldris szorzatan
a,b € R(®) esetén az ab = ayby + .-+ + apby szémot, a,b € C™ esetén az ab :=
aiby + - -+ + anby szamot értjitk. Ennek segitségével egy vektor abszoldt értékét ilietve két

e .

valds vektor hajlassziigét az alabbi dsszefiiggésekkel definisljuk:

ab
laj := Va2, @ 1= arccos (——) .
ja||bf

D 14.6 Bizonyithats, hogy ha az n-dimenziés eq, ey, ..., ey vektorok linedrisan fiiggetlenek,
akkor az n-dimenziés vektortér barmely v eleme egyértelmiien eiall ezek linedris kombindcis-
jeként. Ha v = aje; + ageg + -+ - + ayey,, akkor az gy, as, ..., a, szamokrél azt mondjuk,
hogy azok a v vektornak az {e;,es,...,e,} vektorrendszerre vonatkozé koordinatainak, és
ezt a v = [a1,a9,...,Gyle Jelbléssel fejezzitk ki. Az {e; : i =1,2,...,n} vektorrendszert
a tovibbiakban alapvektor-rendszernek nevezziik, ha az e; vektorok paronként merdleges
egységvektorok.

M 14.7 Az n-dimenzics R("™) vektortér és az R™ tér elemei természetes médon, kélesénbsen
egyértelmien megfeleltethetsk egymasnak az [z1,z3,...,2,] & (21,%3,...,2,) hozzdrende-
léssel. (Ezért szokds e két teret azonositani, és mindkettst R™-nel jelsini.} Hasonléan, bar-
mely u : R(®) - R skalédr-vektorfiiggvénynek természetes médon megfelel egy tsbbviltozés
f: R" — R fuggvény (és forditva), mégpedig agy, hogy f pontosan akkor van értelmezve a
Po(z1,...,%x) pontban, ha w az rq = [21,...,z,] helyen, és ekkor f(Fy) = u(rp).
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14.

Toébbvaltozés valés figgvények differencidlasa — Az n-dimenzids vektortér

Feladatok

Legyenek adva a kovetkezd vektorok: a = [0,2,3,0,6], b = [1,0,1,0,1], ¢ =

0,1
24.

27.
30.

32°
33.
34.

35.

36’

,—1,1,~1], d = [£,0,1 + 1,0, —1}. Végezziik el az aldbbi vektormiiveleteket:
(2a +b — c)c, 25. |alb, 26. cd —dc,
b .
dz, 28. —, 290 2%
lc] |alle]
Szamitsuk ki az el6z8 feladatokban szereplé b vektor hosszat, valamint az a

és ¢ vektorok szogét.

Hatarozzuk meg azt a vektort, melynek utolsé koordinataja 1, és amely me-
réleges az [1,0,0, -2}, [0,1,1,0], {1,1, —1,0] vektorok mindegyikére!

Mutassuk meg, hogy barmely vektor négyzete nemnegativ valés szam.

b
Mutassuk meg, hogy ha a és b valés vektorok, akkor -1 < l—;—lb—l <1
Mutassuk meg, hogy az e; = [1,1,1,1],e2 = [0,1,1,1], €3 = {0,8,1,1] és ey =

{0,0,0,1} vektorok linedrisan fliggetlenek. Szamltsuk kz az a = [0,1,0,1],
b = [1,1,1,1] és ¢ = [0,3,1,2] vektoroknak az e; ( = 1,2,3,4) vektorokra
vonatkozé koordinatait.

Alapvektor-rendszert alkof:nak e az aldbbi vektorok:
1 11 11 1
e = [2;2)272] 32—'[ 91 2’232] €3 = { 515;“515], &4 = [ 2}2:2: 2}

Mutassuk meg, hogy az n-dimenziés V = R(®) vektortér miiveletei kielégitik
az alabhi 8sszefitggéseket:
(1) hau,veV,akkoru+veV;
(2) ufv=v+u
(3) (u+v}+w=u+({v+w)
(4) van olyan 0 € V elem, hogy u+0 =0+ u = u minden u € V elemre;
(5) minden u € V elemhez taldlhaté olyan v e V, hogy u+v=v+u=20
(6) hake RésugV, akkor ku e V;
(7) ku+v)=rku+kv;
8) (k+Du=rku+lw
(9) k(lu) = (k)y;

(10} ilu=u .
A kovetkezd két feladatban megadunk egy-egy V halmazt, valamint két mfiveletet:
V két elemének sszeaddsat és egy elemének szammal val6 szorzdsit. Mutassuk
meg, hogy ezekre fenndllnak az el6z8 feladatban felsorolt 6sszefiiggések. (Ezt az

algebra nyelvén tigy fejezik ki, hogy V e két miivelettel (altalanositott) vektorteret
alkot.)

37.

Legyen V az [a,b] intervallumon értelmezett fiiggvények halmaza, Osszea-
désuk és szammal valé szorzdsuk a fiiggvények szokisos Gsszeaddsa illetve
szammal valé szorzasa.
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14. Tobbvéltozés valés fiuggvények differencialisa — Differencidthatésag

38. Alljon V azokbél a 4-dimenzids [z, z,w] € R* vektorokbol, melyek kielégitik
az = + 2y — z + 3w = 0 egyenletet, a két miivelet legyen a vektorok szokésos
dsszeadisa és szdmmal valé szorzésa.

Irjuk fel az alsbbi u skaldr-vektorfiiggvényekhez tartozé tsbbvaltozds f fiiggvényt:
39. u:R® - R;r |r|, 40, 2:R® L Rr— [3,5)-r,

41, w:R® 5 Ryre |[1,0,1) x 1, 42, u:R®W - Rir ([1,1,1,1] - r)2.
frjuk fel az aldbbi tsbbvaltozés f fiiggvényekhez tartozs u skalar-vektorfiiggvényt:

43. f(2,y) = az + by, 4. flz,y) = (= - 1) +(y+ 37,
45. f(z,y) = =y, 46. f(z,y,z,w) =w+ 1.

Differencidlhatésag

D 14.8 Legyen u: R(® - R skalar-vektorfiiggvény és f : R® — R a neki megfelels tébb-
valtozés figgvény (lasd M 14.7). Az u skaldr-vektorfilggvényt az rg (illetve a t&bbviltozds f
fiiggvényt a Fy) helyen differencidlhaténak mondjuk, ha megadhats olyan d vektor és rq-nak
(illetve Pg-nak) olyan teljes kérnyezete, hogy ha r (illetve P) e kérnyezetbsl vals, akkor u(r)
(ifletve f(P)) értelmezve van, és

u(r)—u{rp) =d-(r—rp)+e(r) (r - rg),

(illetve f(P) - f(Py) = d- PyP +¢(P)- PP, )

ahol e olyan vektorértékd fiiggvény, mely r — rg (P — Py) esetén 0-hoz tart. A d vektort
az u (illetve f) figgvény gradiensének nevezziik és grad u{rg)-lal (ifl. grad f(Py)-lal), vagy
Vu(rg)-lal (ill. V f(Py)-lal) jelsljitk. (A V jelet "nabls"-nak nevezziik). Megmutathaté, hogy
a d gradiensvektor koordinatai az f fiiggvény Py-beli parcialis differencislhanyadosaibsgl dlinak,
azaz

d = grad f(Po) = V(Po) = 3" eifL.(Po) = [fo,(Pods - - fou(Po),
=1

ahol ey, ep, ..., e, a vektortér alapvektorait, zy, 29, ..., T, az f fliggvény valtozdit jelsli.
(Két viltozé esetén: grad f(zo,y0) = ifL(ze,50) + ify(z0,v0). Ennek felhasznalsaval egy
kétviltozds f fiiggvény differencislhatéssganak feltételét az alibbi formdaban is irhatjuk:

f(z.9) = f(zo, y0)+ f2 (20, mo)(z—z0)+ £, (zo, o) (y—90 }+€1 (2, y)(z—z0)+e2(z, yXy-vo),
ahol €} és €9 is 0-hoz tartanak, ha (z,y) — (z0.%0).)

T 14.9 Ha a tdbbviltozés valss. f fiiggvény parcislis derivaltjai a Py pontban folytonosak,
akkor az f fiiggvény a Py pontban differenciglhats. (Ha az f fiiggvény parcislis derivaltjai létez-
nek Pp-ban, akkor a parcidlis derivaltak Py-beli értékeibs! sll6 gradiensvektor ugyan felirhate,
de ennek létezése nem biztositja f differenciathatésagat e ‘ponthan.)

T 14.10 Ha egy t8bbvaltozés valss fiiggvény valamely pontban differencislhato, akkor abban
a pontban folytonos is.
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14. Tebbvaltozés valés fuggvények differencidlisa — Differencidlhatésag

D 14.11 Ha az egy- vagy tobbvaltozds f filggvény az g illetve Py pontban differencialhats,
akkor a definicigbeli
f(z) = f(zo)+ f'(zo)(z— o) +e(z)(z—zo) iletve f(P) = F(Po)+V f(Po)PoP+e(P)PoP

képletekben az egyeniség jobb oldalan szerepls

2 f(zo) + o)z — zo} illetve P> f(Po) + Vf(Po)PoP
fiiggvényt az f fiiggvény zp illetve Py ponthoz tartozs linedris kdzelitésének nevezziik. A

kézelitésre hasznalt jeldléssel: f(P) = f(Py) + ﬁ)?’ -V (), ha P = Py.

Ha f egy-, két- illetve hiromvaltozés, akkor a kévetkezs formuldkat kapjuk:

f(z) = f(zo) + f'(zo)(z — z0), ha z = zq;

Flz, ) = f(zo,90) + Fi(zo, v0)(z — o) + fy(z0, o Xy — %0). ha (2,3}~ (20, h0);

fz, 1, 2) = f(zo, 0, 20 )+ FL (%0, Yo, 20z~ )+ Fy (0, Yo, 20 {y—¥0) + f2(20, Y0, 20 (2 —20),
ha (Ea Y Z) = (mfh yﬁ;zﬂ)'

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi tobbvaltozés valés fiiggvények gradiensét a megadott Py
helyen:

47. flz,y) =zhn(z +y), Po(-2,3), 48. f(z,y}=arccosZ P(1,2),

)
49. flz,y,2) =z —Jz? + 3%, Po(3,-4.7),

50. f(z,y) = z*+3zy+y%, Po(1,-2), 51. f(x,y,2) = ze " tgy, Po(0, 7, —2).
Szamitsuk ki kozelitéleg az aldbbi értékeket egy megfeleléen valasztott fiiggvény
egy linedris kozelitésével (lasd D 14.11):

1,032

3/0,08 41,05
55. /1,023 +1,97%, 56. sin29° - tg46°, 57. 0,969'95,

Keressiik meg azokat a pontokat, amelyekben az aldbbi f figgvények gradiense
nullvektor:

58. f(m,y)=3m2—4zy+2x+y2+1,

59. f(z,y)=$2+wy+2y2—5:c+y—§—3, ‘

60. flz,y,2) =222 +y*— 22 +2zy—3r+2y+2

Allapitsuk meg, hogy az alabbi f fiiggvények gradiense mely pontokban lesz egy-
ségvektor:

61. f(a,y)=zy+z-—-2y+3, 62. f(z,y) = sin{z +y) + cos{z + y},
63. flz,y,2z) = a2+ + 22

" 64. Allapitsuk meg, hogy hol lesz az f(z,y) = é,—(x2 — y?) fuggvény gradiense az
a = [3,4] vektorra mergleges, 5 egységnyi abszoldt értéki vektor.

520 /3,073, 53% 1,002-2,0032-3,0043, 547
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14. Tsbbvaltozés valés fuggvények differencialisa — Irdnymenti differenciathanyados

65. Allapitsuk meg, hogy hol lesz az flz,y) = 2y + = — y fiiggvény gradiense az
‘a[—1, 1] vektorra merleges egységvektor.

66. Allapitsuk meg, hogy hol lesz az f(z,y) = gy — 2z + 3y fiiggvény gradiense
olyan 10 egységnyi abszolit értékéi vektor, amely ellentétes iranyd az a =
{3, —4] vektorral.

67. Allapitsuk meg, hogy hol lesz az f(=,y,2) =22+ y%/2— = +y + 5 fuggvény
gradiense az a[0,1, ~1] és a b1, 0, —1] vektorokra merSleges egységvektor.

68. Keresstik meg azokat a pontokat, ahol az fla,y) = 2® + zy + 2% + 52 — 10y
figgvény gradiense nullvektor, valamint azokat a pontokat, ahol a fiiggvény
gradiense egyirdnyt a [12,5] vektorral, és a gradiens abszoliit értéke 26 egy-
ség.

69. Allapitsuk meg, hogy mely pontokban lesznek az flz,y) = 2% + y? fiiggvény
gradiensvektorai az a[1,1] vektorral 45°-os széget bezaré egységvektorok, és
melyek azok. _

70. Allapitsuk meg, hogy mely pontokban zir be az flz,y) = ay figgvény gra-
diense az a = [0, 2] vektorral 60°-os sziget.

Az alabbi feladatokban

a) szamitsuk ki a megadott valés f fliggvény gradiensét az origéban;

b) mutassuk meg, hogy f az origéban nem differencidlhaté (1. D 14.8):

2

1. flz,y) = —_msmf_ysv ha (z,y) # (0,0),

o, ha (z,y) = (0,0),
rY
—, ha{z,y 0,0),
72. f(m,y):{.’b‘z—i-y- ( )¢( )
0, - ha (z,y) = (0,0),
22y
ha (: 0
73. f('r,y) = { 4 + y2’ 14 (T":y) :;'é ( ,O),
0, ha (2,y) = (0,0),
Tyz
——= 3, ba{z,y,2)#(0,0,0),
74, f(z’y,z) — z3 + y3 + 23
0, ha (z,y,2) = (0,0,0),

1
zsin—, haz#£0,
T

75 f(z,y) ={
0, ha z = 0.

Iranymenti differencidlhanyados

D 14.12 Legyen e az n-dimenziés valés vektortér valamely egységvektora. Az n valtozés S
fggvény Py pontbeli e iranymenti differencislhdnyadosan a

i LP) = F(R)

——
P=P . PP
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14. Tsbbvaltozés valds fiiggvények differencidlisa — Irdnymenti differencialhdnyados

hatarértéket értjiik, mikézben P digy tart Py-hoz, hogy a m’ vektor az e vektorral parhuza-
mos. Jeldlése: fL(Pp) vagy 5;—) . Ha az f fiiggvényt nem tsbbvaltozos, hanem skaldr-
P=P

vektorfliggvénynek tekintjiik, akkor az rp helyhez tartozd e irdanymenti differencidlhanyados
a kovetkezd alakban is felirhatd:

' . f(rg + he) - f(ro)

=k .
fe(rﬂ) h—rflﬂ h.
Ha a egy tetszoleges nem-nullvektor, és e jeléli az a irdnyi egységvektort (e = a/]a]), akkor
értelemszertien f-nek Pp-beli a irdnymenti derivaitjan f-nek Pp-beli e irdnymenti derivaltjat
értjiik.
T 14.13 Ha a tsbbvaltozés valés f fiiggvény differencidthaté a Py pontban, akkor ebben a
pontban barmely e irdnymenti differencidlhdnyadosa létezik, mégpedig fi = e-grad f(P).
Ha a # 0, akkor f§ = (a/la])- grad f( Py). Kétvaltozds esethen az f figgvénynek a P(zq, 30)
ponthoz tartozd, és az z tengely pozitiv felével o széget beziré félegyenes e irdnydra vonatkozd
iranymenti derivltjat fl-val jelolve:

Folzo, 10) = falzo,90) = fr(zo,y0) cos o + fy{zo, yo) sinav.
T 14.14 Ha Vf{Pg) # 0, akker fL(Py) maximilis (illetve minimilis) értékét az

e = V(P)/IVF(P) (illetve e = —V f(Py)/|V f(Py)|} irdnyban veszi fel, és ebben az
iranyban |V f(P)| (iletve —|V f( Po)i) az irdnymenti differencidlhanyados értéke.

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények iranymenti differencidlhdnyadosait a megadott
P pontban az a vektor irdnydban:

76! f(z,y,2) =2%yz, P(1,-1,1), a=2j-k,

1 1
7. flz,y) =222 — 32y + 4> + 15, P(1,1), a= —=t+ —},
fz,y) y+y (1,1) 77
oty 1, V3,
78. f(lﬂay)—ms P(3,40), a=;l-—j,

79. flz,y.2) = ze¥ 2, P(2,1,0), a=i-j+ 7k

80° Legyen a = i—j, b = 3i + 3j. Hatdrozzuk meg f,(1,2} és f;(i,?) értékét, ha
F1(1,2) = 6v2 és fi(1.2) = —2V/2.

81 Mutassuk meg, hogy ha f kétviltozds fliggvény, tovibbd a £ 0 és b # Q
egymasra merdleges vektorok, akkor (Vf{z,y))? = (fa(z, y})? + (fulz,y))*

Szamitsuk ki az alabbi kétvaltozss fiiggvények o iranymenti differencidlhanyadosat
a P helyen:

82. flz,y)=z*+4% a=60° P(V3,-1),
83. f(r,y) = /o + 9% a=135°, P(=5,5),
84. flr,y)=1tg(2z +y), a="Tr/4, P(n/6,7/3).
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14, Tsblvaltozés valés figgvények differencidlésa — Magasabbrendd parcialis derivaltak

85. Szamitsuk ki az f(z,y,2) = zy + /22 fiiggvény e iranymenti differencialha-
nyadosit a P(—1,1,0) helyen, ahol e az az egységvektor, amely az z és y
tengelyekkel egyarant 60°-os szoget zér be.

Keressiik meg az alibbi fiiggvények maximélis és minimalis értéké irdnymenti
differencidlhinyadosit az adott P pontban:

86. f(:L‘, y) = 43:33:]25 P(_Ia 1)3 87, f("ray) = V $2 + yza P(4: —'3),
88. flz,y,z)=a%+2y% + 2% —dzyz, P(-1,1,2),
89. f(z,y,z) =€ cosy+e¥sinz, P(2,1,0).

Magasabbrendii parcidlis derivaltak

T 14.15 Ha a kétvaltozés valés f fiiggvény masodik parcislis derivaltjai az (zg, ) pont va-
lamely teljes kérnyezetében folytonosak, akkor fi'y(mg, Yo) = f;’z{mg,yg). Altalinosan: ha az
n-valtozés f figgvény Gsszes r-edrendii parciais derivaltja folytonos a Py pont egy teljes kér-
nyezetében, akkor f barmely két olyan r-edrendd parcidlis derivaltja, mely csak a derivalasok
sorrendjében tér el egymastdl, Pp-ban ugyanazt az értéket veszi fel.

T 14.16 Legyenek P és Q az xy sik valamely egyszeresen &sszefiiggs D ponthalmazan foly-
tonos fiiggvények, a P;, és Q! parcidlis derivaltak létezzenek, és legyenek folytonosak a D
ponthalmazon. A felsorolt feltételek esetén a Pz, y)i + Q(x, y)j skalsr-vektorfiiggvény akkor
és csak akkor gradiense valamely f(z,y) figgvénynek, ha P;.(a;g,yg) = Q% (g, %) 2 D min-
den egyes (7o, yo) pontjiban (lasd a 28. fejezet egzakt differencislegyenletekral sz6l6 részét).
Hasonl6 tétel igaz haromvaltozés fiiggvényekre is: ha a P, @, R fiiggvények, valamint a P!,
P, Q%, Q' R}, Ry derivsltak valamely egyszeresen ssszefiiggs D tartoményon folytonosak,
akkor a P(z,y, 2)i+Q(=z,y,2)i+ R{z,y, 2}k fiiggvény pontosan akkor gradiense egy f(z,v, 2)
fiuggvénynek D-n, haa Py = Q}, P, = R}, Q' = R, egyeniGségek teljesiilnek a D tartomény
minden pontjaban. :

Feladatok

Hatarozzuk meg az aldbbi fiiggvények masodrendd parcialis derivéltjait.

20. z(:r,y) =zY, 91. ufz,y,2z) = :zyz, 92. u(x,y,z) = oF.
Mutassuk meg, hogy az alabbi f(z,y) fiiggvényekre f;,(0,0) # f;.(0,0):
2 _ .2
a2y’ — 2ty
- . I 1 010 1
05 fo) = | ot b (e £ 0,0
0, ba (2,4) = (0,0),
2y — oy
T g TTa 1 Ly 010 )
94, fay) =4 atggt 2EVA00
0, ha (&, y) = {0,0).

14-9



14, Tsbbvaltozds valés filggvények differencidldsa — Magasabbrendf parcialis derivaltak

Mutassuk meg, hogy az alabbi tobbvaltozés fiiggvények kielégitik a megadott
egyenletet:

95. z(z,y) = e ¥cosaz, g—i—z = ag—;,

96. z = e**t% (g b konstansok), gg = a—bz%,

97. f(z,y) = ze®cosy, ;{ + 28::;;; + ngf =0,

98. w = In(e? +¢¥ + ¢ + ¢b), 5{{%‘%@? —gertytett=te.

99. f(z,y,z,t):ztarctgi-i—St, S yy-;- "+ fh=0.
Yy

100. Legyen w = (22 +z3+---+2z2)P, n > 2. Milyen valés p érték esetén teljesiil,
hogy
v Hw 62w _ 0
o tagt e T
101. Igazoljuk a T 14.16 tétel a]htasamak a kovetkezd részét: .
a) ha P és Q az zy stk valamely egyszeresen &sszefiiggS D ponthalmazén
folytonos fiiggvények, a P, és @, parcidlis deriviltak léteznek és folytonosak
a D ponthalmazon, tovabba van olyan f kéivaltozds fiiggvény, amelyre a D
tartomanyon V f = [P, @], akkor D minden pontjiban P, = Q.
b) ha a haromvaltozés P, @, R figgvények, valamint a P , Pl Q. Q,, R,
R, deriviltak valamely egyszeresen Ssszefiiggd D tartoma,nyon folytonosak,
tovabba van olyan f fiiggvény, amelyre a D tartoményon Vf = [P,Q, R],
akkor D minden pontjdban P, = @Y, P, = R}, Q) = R!
Keressitk meg, ha létezuek, azokat a két-, illetve hdromvéltozés valds f fiiggvénye-
ket, amelyeknek az értelmezési tartomanyuk minden pontjdhoz tartozé gradiense
az alab!) megadott P(z,y)i + Q(z,v)j, illetve P(z,y,2)i+ Q(z, v, 2)j + R{z,y, 2)k
alakd fiiggvény. (Hangstlyozzuk, hogy nem minden ilyen alakd skaldr-vektorfiigg- '
vényhez talslhaté olyan két-, illetve haromvaltozés valés f fiiggvény, amelyiknek
ez a skalar-vektorfiiggvény a gradiense.)

1027921 + (2xy — 1)j, 103. (32% — 62y)i + (322 — 3y2)j,

104. xy’i + z2yj, 105. yi + zj,

1086. (cosz — ysinx)i + cos x}, 107. (sinz + y)i + (y sinx)j,

1087 2zi + 2j + vk, 109. 2% + yzj + vk,

110. yzi + z2j + xvk, 111 e4+y)i+Ru+z+2)j+(y—22)k,
112. - z i Y ‘ i

i— j— - k
\ﬁl,z +y? + 22)3 \/($2 +y? 4 22)3 \ﬁ 24y? g 223
113. (322 — day + 22 + yz — 2)i + (22 — 6y — 22)j + (922 + 22z + zy + 62)k,
114. isinaz + jeosry + ksinyz.
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14. Tobbvaltozés valés fuggvények differencidlasa — Osszetett fuggvény és parcialis differencidlésa

Osszetett fiiggvény és parcialis differenciilasa

D 14.17 Az m-viltozds valds f kiilss, és az n-véltozds uy, ug, ..., um belsd fiiggvényekbsl
Osszetett fiiggvénynek nevezzitk azt a figgvényt, amelynek értelmezési tartomdnya minda-
zokbsl a Py € R™ poatokbdi &ll, amelyekben uy, us, ..., uy fiiggvények mindegyike értel-
mezve van, €s amelynek értéke minden ilyen Py pontban f(ui(Pg), ua{Fo),...,vm{Ps)). E
fiiggvényt fo (up,ug,..., un)-mel jelsljik.

T 14.18 Lancszabaly: Legyenek u, v és f kétvsitozss valds fuggvények. Ha u és v mindkét
valtozéja szerint parcidlisan differencialhaté az (zg, o) pontban, f pedig differencidthats az
{up,v0)} := (u{mg, Yo}, v{®g, yo)) pontban, akkor a z := f o (u,v} fiiggvény is parcidlisan
differencidlhaté mindkét viltozéja szerint, és

Z(za,0) = fu(uo.vo) - wir(wo, yo) + Fulwo,v0) - vi(zo, %o,
Zy(z0,30) = fuluo, v0) - uy{wa, y0) + fi(uo, vo) - vl(<0,%0)-

Ha egy tartomany minden (2, 7} pontjéra igaz a fenti Ssszefilggés, akkor irhatjuk, hogy

do= Rl fil A= fl+ Sl
ifletve, hogy
0 _0/0u 0f0 0z _0fou 0f0v
9z~ Bude  Bvdz’ Oy Gudy  Budy
Feladatok

Tegytik fel, hogy az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyuk minden pontji-
ban differencidlhatéak, és a beldlik alibb képzett 8sszetett fiiggvények értelinezé-
si tartomdanya nem iires. Irjuk fel a minden feladatban utolssként felirt dsszetett
fiiggvény parcidlis deriviltjaira (ha egyviltozds, akkor a deriviltjira) vonatkozd
lancszabdly képleteit! A kiils§ fliggvény valtozéit ugyanazzal a betiivel jeloljik,
amivel a bels§ fiiggvényeket.
115 u(z,y), flu); #(z,y) = flu(z,y)),
116. u(z,y), 2(t), y(t);  2(t) :=u(a(t), y(2)),
137, flur,...,um), vz, .., 20)y - utm(2h, . oo 20 );
Z{z1, ) = flulzn. o) umlEn, -0, 20 ),
118. w{zy,ze, 23, 24), z:(8) {1 = 1,2,3,4); z(t) = w(z1(t), z2(t), 23(t), z4(t)),
119. w(z1, 22, 23, z4), zi(vi,v2) ( = 1,2, 3,4);
z{v1,v2) = w(zi{v1,v2), 22(v1,v2), z3{v1, v2), T4 {v1, V2)}).
Hatdrozzuk meg az alabbi tsbbviltozés 6sszetett fiiggvények feltiintetett parcislis
derivdltjait a lancszabdly alkalazdsdval és behelyettesitéssel egyardnt:
1202 fu,v) = u®v — uv?, 2(z,y) = f(z cosy, zsin y); 6—2, 6—2,
8z’ By
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14. Tobbvaltozés valés fuggvények differencidlisa — Osszetett fiiggvény és parcidlis differencidldsa -

121, f(u,0) = VAT T, 2(ay) = flaeh,a — 30 o, g;

122. f(u,v) = v¥lnv, u(z,y) = 3—, v(z,y) =3z — 2y, z= fo(u,v) g—;, %
123. f(z,y,2) = 22+ 3y +5zz, w(u,v) = f\ul+v? a.rctg— 2u+v); gw %w
v

) uv ) az 0z Oz

124. f(z,y) = arcsinzy, z(u,v,w)= f{we*™,2u ~ Jwv); 3’ Ba' B

Szamitsuk ki az alabbi tobbvaltozds sszetett fliggvények ¢ szerinti derivéltjait:
125. f(z,y) = ™%, z(t) =sint, y(t) =1, z=fo(z,y),

126 f(z,y) = arcsin{z — y), z(t) =3¢, y(t) = 4t z = fo{x,y),

127. f(z,y,2z) = ?_xj_ - 2, wlt) = f(sint,cost, tgt),

128. f(z,y,2) = Y 22 +y? + 2%, w(t)= f(eta e'—tazt)'

Szamitsuk ki az aldbbi tobbvaltozés osszetett fiiggvények feltiintetett derivaltjit a
megadott helyen:

129. f(z,y) = 2%y, 2(t,s) = f(2t + 5,1~ st?), 9z
’ ot s=1,4=—2
a
130. flz,y) =zy+z+y, t=rv+s+t y=rst, 2= folz,y), 52- .
Hr=1,s=—1,1=2
131. f(z,y) = (z* +y - 2)' + (= -y + 2)%,
a
z(u,v) =u—2v+1, ylu,v) =2u+v -2 z = folz,vy), Z )
dv u=0,p=0
132. f(z,y,2) = z’y + 2%,
, . L ot
tu,v,w) = f(ucosvsmw,usmvsmw,ucosw), — ,
dv u=2,p=ww=n/2
133. f(x,y,2) =In{z +y + 2), w(t) = f(cos®t,sin?t,t), dt
t-w
134, f(u,v) = u® — utgy; u(a:)-—x, v(z)=mz, w=f o(u,v), - .
=174
135. Legyen w = fo(z,y), z(s,t) = e’cost, y(s,t} = e’sint. Feltéve, hogy
léteznek f masodlk parcialis denvaltgm mutassuk meg, hogy
62f i 82f 3w A Ow
9z Oy? ast ' 9]’

136%Legyen z = fo(z,y), z(r,p) =rcosp, ylr,e}=r sin . Mutassnk meg,
~ hogy (=, y) # (0,0), illetve r 3 0 esetén
8f 0=z dz sing 8f 9z | 0z cosp
)az g oS — &P " és @zasxncp-}z}—&;.T‘

o (&) + (3 -(5) 5 (%)
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14. Tobbvaltozés valés figgvények differencidlisa — Osszetett fuggvény és parcislis differencidlasa

I

137. Tegyiik fel, hogy f eleget tesz a Laplace-egyenletnek, azaz fI, + gy =0, és
tekintsiik az dsszetett z(r,p) = f(r cosp,rsiny) figgvényt. Fejezziik ki a
Laplace-egyenletet z legfeljebb masodrendii parcislis derivaltjaival.

138. Tegyitk fel, hogy kielégitik a Cauchy—Riemann-egyenleteket a kétvaltozés u(z,y)
és v(z,y) fiiggvények, azaz u, = vy és u}, = —v}. Képezziik az alsbbi fiiggvé-
nyeket: f(r,¢) = u(r cosp, rsinp), g(r,¢) = v{r cos g, 7 sin ¢). Milyen &ssze-
fuggések allnak fenn az f és g fiiggvények parcidlis deriviltjai kozstt?

1397 Az f fiiggvényt homogén n-ed fokinak nevezziik, ha minden valés t-re
fltz, ty) = t* f(=,y). Mutassuk meg, hogy ebben az esetben
zf(z,y) +yfy(z,y) = nf(z,y).

2,2
140. Legyen f(z,y) =tg Tty

— Mutassuk meg, hogy =f,(z,y) + yf,(z,y) = 0.

141. Legyen f kétszer differencislhaté egyvaliozés fiiggvény. Mutassuk meg, hogy
az y(z,1) = 3[f(z — ct) + f(z + ct)] figgvény tetszSleges ¢ valés szammal
kielégiti a hullimegyenletet, melynek alakja: yf; = c%y"

142" Mutassuk meg, hogy ha a kétvaltozés f fiiggvény differencidlhats az (g, Yo)
pontban, akkor a V f(ze,y) vektor merdleges az f(z,y) = f(zo,y0) egyen-
let nivévonalra. .

1437 Az aldbbi abrén egy kétvaltozés fiiggvény nivévonalai lathatéak. Az dbrardl
leolvashaté informacick alapjan szémitsuk ki az f.(A), F(B), fa(C) értéke-
ket, ahol a = [1,1], és rajzoljuk be a Vf(A), VF(B), VF(C) gradiensvek-
torokat. Rajzoljuk be a D ponthoz azt az irdnyt, amely szerinti irdnymenti
differencidlhényados 1. Képzeljiik azt, hogy a fiiggvény grafikonja egy hegy
modellje, amelyre az zy-sik C pontja fol5tt egy esScsepp esik. Rajzoljuk be,
hogy milyen titon csorog le az esScsepp a hegyrsl. Milyen tton masznank fel
a hegytetSre, ha C foliil indulva mindig a legmeredekebben emelkedd ntat

valasztanank.
YA
1
L) 2 —t— —
s // ~ 1 |3 .
g ] ™,
/ ///// 4 4 C \\
[ C”’Ezi/‘ ] iy
\ A/B) |/
\\\Q\ (T _ T .V P
S~ T |
D
T
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15. fejezet

A tobbvaltozés Taylor-forrﬁula és alkalmaz4sai

A teljes differenciil

D 15.1 Legyen az egyviltozds

valés f fiiggvény differencidlha- Yy
t6 az zg pontban. Az f figg- v=f(z)
vény zg helyhez tartozd diffe-
rencldlidn azt a linedris figg-
vényt értjitk, mely a dz-szel je-
181t valtozéhoz az f'(zg)dz ér- art AT
téket rendeli, azaz /

df (zg; dx) = f'(zp)dz. dz

S’zgk.és‘c.as.ak az alabbi egyszerd- —— =1{zg) +1 (o) (a-20)
sitd jelslések: | |

df(z9) = f'(zo0)dz, zg zo +dz z

Iizy) 5 ;

vagy

df = f'dz.
(Ha dx az f viltozéjanak zg-tél vals eltérését jeldli, azaz dz = z — xg, akkor a differencist
szemléletes jelentést nyer. Segitségével a D 14.11 definicisbeli f(z} = f(zo)+ f'(z0)(z~z0).
ha z = zg linedris kézelités 2 Af := f(a)— flzg) jelbléssel a kévetkezd alakba frhaté: A f = df,
ha dz ~ 0. Ez azt jelenti, hogy mig A f az f megviltozasit, addig df az f linedris kdzelitésének
megvaltozdsat adja. A linedris kozelités grafikonja éppen az f fliggvény zg-beli érintSegyenese,

amint azt az bra is mpiatja.)

D 15.2 Legyen az n-viltozds valds f fliggvény differencidlhatd a P; pontban. Az f fliggvény
Py helyhez tartozé teljes differencialjan azt az n-valtozds linedris fiuggvényt értjik, mely a
dz;-vel jeldlt viitozékhoz a

8f(F) - af(PO)dz,-).
Tn

df( Py; dxy,...,dz,) = %_(—x—?—)da:; ook =5 —dag,  (roviden: dfzg;l 9,
értéket rendeli. A teljes differencidlt szokds a dxz; viltozék nélkil df{ Py), vagy egyszeriien csak
df alakban felirni. A dx = [dzy,...,dx,] jeldléssel a telies differencigl felirhats df{ Py;dx) =
grad f{Pp) - dx, vagy df = grad [ - dx illetve df = V f - dx alakban.

(A teljes differencial valtozéinak dr;-vel vald jeldlését az indokolja, hogy dz; egyenld egy
differenciillal, mégpedig az (z},z9,..., %y ) — z; filggvény teljes differencialjavat.)
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15. A tsbbvaltozés Taylor-formula és alkalmazdsai — A teljes differencial

M 15.3 Ha dx = -I-’ﬁ’, akkor az f figgvény értékének Py és P kizti megvdltozdsa, azaz
a Af := f(P) — f(Ppo) killonbség, és a teljes differencist kapcsolata a D 14.11 definicibeli
linedris kbzelltést stirva a kdvetkezd: Af = df, ha dx = 0. A D 14.11 definicisbeli kbzelitésbal
az is leolvashats, hogy df az f linearis kozelitésének megviitozasival egyenls. Ezt szemlélieti
az 4bra is abban az esetben, ha f kétviltozos. (Ha a kétvaltozés f fiiggvény differencidthats
Py-ban, akkor f lindris kizelitésének grafikonja az f grafikonjanak érintésikja a Py ponthoz
tartozé pontjiban. Erre vonatkozéan lasd T 17.31.)

f

af
}df

(mp+dz. yo+dy)

Feladatok

rjuk fel az alabbi fiiggvények megadott Lelyekhez tartozd teljes differencidljat:

12 fley) =2 +92 PB,4), Q)

22y
2. f(z,y,2)= i P(z,y,2z), Q(1,0,1),
3r f(m,y,z) =Tz -2y, P(&:,y), Q(Ll)!
4. f(z,y,2) ==, P(:l:, Yy, 2),
f(z,y) = ysinz +cos(z —y), Plz,y), Q=,0}

w
6. s{u,v,w) = arccos —, P{u,v,w),
uw

7.  flz,y) = arctgzy, P(zo,%),

8. flz,y,z)=In(z+y+2z), P(z,y,2), Qa,b,c),

9. z(p,gr)=¢e", Alp,q,r), B(1,0,1),

10. f(z,y) =z¥, Plzy), Q(,1).

Szamitsuk ki az f fiiggvény a helylhez tartozé teljes differencidljanak a dx véltozd
megadott helyen vett helyettesitési értékét:

117 f(z) =2 -z, e=2,d2 = -0.1, 12. f{z)=cos’z, a =7, dx =0.0L
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15. A tsbbvaltozds Taylor-formula és alkalmazdsai — A teljes differencidl

Szamitsuk ki az f filggvény A helyhez tartozé teljes differencidljanak a valtozék
megadott helyen vett helyettesitési értékét:

137 f(z,y) = 2% —zy + 292, A(2,-1), [dz,dy] = [~0.01,0.02],

14. flzy,23) = o — 3msza + 23, A(-2,1), dx=[-0.03,-0.02],

15. flz,y,z) =2’y —zyz +2°, A(1,2,-1), [dz,dy,dz] = [-0.02,0.01,0.02}],
16. f(a:l,:cg,xa) = 2ryz323, A(1,-1,2), dx = [-0.01,-0.02,0.02],

17, f(e,9) = —2, A4(4,2), ldr,dy] =1[0.1,01],

+
18. fz,y) = —fy— A(-1,-2), [dz,dy] = [~0.02,~0.04),
19. f(p,q) = yr®+¢* A{2,2), [dp,dg] =[-01,0.1],
20. f(a,B)=sinaf +cos{la+p8), A(5,0), {da,dB]={2m,3x],
21. f(z,y) = In{z? + 9%}, A(0,1), [dz,dy]=[-0.03,-0.02],
22. f(u,v)=e*lnv, A(0,1), [du,dv]=[0.1,-0.1],
23. f(xr y) = tg Y, A{Kr '}f}: [d.’L‘, dy] = [—'1‘1{;_01 _0'01]-
Felhasznilva az f(z) & f{zg)+df{(zo) illetve f{P) ~ f(Po)+ df(Po) kozelitéseket,
szdmolégép hasznslata nélkil szamitsuk ki az alabbi kifejezések kozelits értékét.

{Az z¢ ill. Py helyet gy valasszuk meg, hogy az f értékét e helyen kozvetleniil fel
tudjuk irni.)

24> 271021, 25. 5.022 +11.97%,
26. /3.02% + 1.99% + 5,97, 27, arctg (18 —1).

28. Legyen f és g két egyvaltozés fliggvény, ¢ egy konstans fiiggvény. Igazoljuk
a differencidlokra venatkozé alibhi Ssszefliggéseket:
de=10,
d(cf) = cdf,
d(f +g) = df + dg,
d(fg) = fdg -!—gddf,
aly- 1914
Oldjuk meg az aldbbi feladatokat differencidlok felhasznaléséval:
29> Egy gomb atmérsiét 10 am-nek mérjitk. A mérés pontossiga £0.1 mm. Be-
csiiljiik meg a gombtérfogat ennek alapjdn szédmitott értékének pontossigat!
30> Egy 10 cm 4tmérsji gomb feliletét 0.1 mm vastagsigt fémbevonattal latjuk
el. Becsiiljiik meg a felvitt fém térfogatat!
317 Egy kocka élét 1%-es relativ hibaval mérjitk. Becsiiljitk meg a kocka. e mért
adathdl szamitott felszinének és térfogatanak relativ hibdjat! (A relativ hiba
a mért mennyiség hib&jdnak és a mennyiségnek a hanyadosa.)
32* Legyen y = cz*, ahol ¢ € R, k € RT konstansok. Mutassuk meg, hogy az y
mennyiség relativ hibaja megkozelitSleg az x relativ hibdjanak k-szorosa.
33> Egy kirhenger sugarat legfeljebb 1%-os, magassagat legfeljebb 2%-os hibaval
mérjiik. Becsiiljitk meg a henger térfogatdnak lehetséges relativ hibédjat!
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15. A tsbbviltozés Taylor-formula és alkalmazdsai — A Tayler-formmla

34. Egy derékszogil haromszég két befogéjst megmérve azt kapjuk, hogy azok
hossza 3 és 4 cm. Az egyik befogéval szemkozti szoget az o = arctg § képlettel
szamitjuk. Mekkora lehet a kiszdmitott szog hibdja, és mekkora az dtfogée,
ha a befogék pontossiga £0.1 mm?

35. Legyen egy aramkorben parhuzamosan kapcsolva egy R; és egy Ry ohmos
ellenallds. Ha Ry < R, akkor melyik ellenallds megviltozdsara érzékenyebb
az eredd ellenallds? (Az eredd ellendllast az % = Ril—i- R]—2 képlettel szdmitjuk.)

A Taylor-formula

D 15.4 Legyen f olyan n-valtozds valés filggvény, amelynek a Py pontban léteznek a k-
adik parcialis derivaltjai. Az f flggvény Py ponthoz tartozé k-adik Taylor-polinomjan azt az
n-véltozés T polinomot értjitk, melynek minden legfeljebb k-adrend Pp-beli parcidlis diffe-
rencisthanyadosa megegyezik f azonos parciélis differenciathanyadosaval.

Révid szamolassal ellendrizhets, hogy ha példaul f két-, illetve hiromvaitozés figgvény, akkor
a Py(zo, mo) illetve Py(zp, v, z0) ponthoz tartozé Ty, Ty és T alakjai a kovetkezSk:

Tﬂ(xa y) = f(Pﬁ)x

Ti(z,y) = f(Po) + fe(Po)(z - zo) + fy(Poly — o),

To(z, v} = T1(z,9) + $[fea(Po)(z — 20)* + 2fuy(Po)(z = 20)(3 — 0) + Sy (Po)y — %0)?].
Tg(.r,y,z) = f(PU)'

Ti(z,9,2) = f(Po) + fo(Po)(z — z0) + fy( Po)(y — wo) + fo(Po)(z — 20},

To(z,y,2) = Ti(2.9,2) + Hfeel Pz = 26)% + fuy(Po)(y — %0)? + Faal Po)(z — 20)"1 +
FeylPo)(z — z0)(y — vo) + faa( Po)(z — z0)(z — 20) + fy=(Po)(y — yo)(z — 20).

Mint lathats, az f fiiggvény elsd Taylor-polinomja megegyezik =z [ fiigguény linedris kozelite-
sével {lasd D 14.11}).

T 15.5 Lagrange-féle kbzépértéktétel, O-adik Taylor-formula: Ha a kétviltozés valds
f fiiggvény parcialis derivaltjai a Py(zg,yp) pont valamely teljes kérnyezetében léteznek és
folytonosak, akkor e kérnyezet barmely P(zg + &,y + k) pontjaban felvett fiiggvényériék
kifejezhetd a kdvetkezdképpen:

flmo + hyyo + k) = f(zo,30) + hfa(zp + b, 3o + Dh) + kfy{zo + D, 3o + Ph),
ahol 9 a (0, 1) intervallum alkalmasan valasztott pontja. E formula masik alakja:
f(P) = f(Po) + PoP grad f(0),
ahol © a Py P szakasz alkalmasan valasziott belsd pontja.

T 15.6 Elst Taylor-formula: Ha a kétvaltozés valds f filggvény masodik parcialis derivaltjai
a Py(zg,y0) pont valamely teljes kérnyezetében léteznek és folytonosak, akkor e kérnyezet
barmely P(zq + k, ¥ + &) pontjaban felvett fuggvényérték kifejezhets a kbvetkezoképpen:

JPY= F(PO) + hfa(Po) + Kfy(Po) + 1A [52(0) + 20k (0) + K[y (O,

ahol © = {zg + Jh,yp + D), és ¥ a (0, 1) intervallum alkalmasan valasztott pontja.
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15. A wbbvaltozés Taylor-formula és alkalmazasai — Szélséértékek

Feladatok

Irjuk fel az alabbi fiiggvényeknek a megadott helyhez tartozd els§ és masodik
Taylor-polinomjét:

367 f(a,y) = 20" —oy—y’ —6a — 3y +5, Po(1,-2),

37. f(z,y) =sinzsiny, Po(§ §)

387 f(x,y)=aretg%”-ﬁ’- Py(0,0),

r+y

39. f(r,y,z)=2 +y?+2+2ay—yz—4do—3y—z+4, Pp(l,1,1).

407 Trjuk fel a kétvaltozés f figgvény Po{zg,yo,20) ponthoz tartozé harmadik
Taylor-polinomjit.

Irjuk fel az alabhi fiiggvényeknek a megadott helyhez tartozé harmadik Taylor-

polinomjat:

417 flz,y) ==z¥, Py(1,1),

42. f(z,y) =%, R(1,1),

43. f(a:,y) = ez+y, P‘}(l‘—l)a

44. f(z,y) =e"siny, F(0,%).

45° Irjuk fel az f(z,y) = 2° — 2y% + 3zy polinomot z — 1 és y — 2 polinomjaként.

46. Irjuk fel az f(z,y) = =® +¢° — 6zy + 6y* ~ 15z + 21y + 28 polinomot z — 1
és y + 2 polinomjaként.

Felhasznalva a kétvaltozds n-edik Taylor-polinomot, szamitsuk ki kozelitSleg az

alabbi értékeket a négy alapmivelet segitségével:

47. 095301 n =2, 48> 11192 n =3, 49. 1039098, n=2

505 Szamitsuk ki az €% sin 0.2 kozelits értékét egy megfelelSen vélasztott fiigg-
vényhez tartozd Ty, Ty, Ts és T3 polinom segitségével, majd zsebszdmoldgép-
pel.

51* Irjuk fel a kétvaltozés f fiiggvény Py ponthoz tartozé elsS, mdsodik és har-
madik Taylor-polinomjat differencidlok segitségével!

Szélstértékek

T 15.7 Ha a Py pont egy teljes kiirnyezetében értelmezett tbbviltozds valés fiiggvénynek a

Py pontban (lokalis) szélsGértéke van, akkor a Py-ban létez6 minden parcidlis differencidlha-

nyadosa zérus.

Megjegyzés: ez azt jelenti, hogy szélsgértékek keresésekor azokat a pontokat kell megvizsgéini,

1. amelyek f értelmezési tartomanyanak hatdrpontjai, _

2. ahol mindegyik létezd parcilis differencidlhdnyados 0, (beleértve azt az esetet is, hogy
egyik parcidlis differencidlhanyados sem létezik).
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15, A tobbviltozés Taylor-formula és alkalmazdsai — Szélséiértékek

T 15.8 Ha a Py(zq, o) pont valamely teljes kornyezetében az f kétviltozds valés fiiggvény
masodik parcislis derivaitjai léteznek és folytonosak, tovabba

Fe(Po) = fy(Po) =0 & D(Po) = fax{Po)fyy(Po) ~ f2,(Po) > 0,

akkor az f fiiggvénynek szélsGértéke van a Py pontban. Ez a szélsGérték szigord minimum,
ha frz(Pg) > 0, és szigord maximum, ha f;2(Pg) < 0, vagy, ami ezzel ekvivalens, szigorii
minimum, ha fy(Ps) > 0, és szigoré maximum, ha fyy(Py) < 0. Ha Po-ban fz(Fy) =
fy(Po) = 0, de D(Py} < 0, akkor f-nek Pp-ban nincs szélsGértéke; az ilyen {zo,v0, f{z0, 30)}
pontot nyeregpontnak nevezzitk. {Az fz(Py) = fy(Po) = 0, és D(Py) = 0 esetben tovabbi
vizsgalatok sziikségesek.)

T 15.9 Legyen Py € R™ olyan pont, melynek valamely teljes kérnyezetében az n-véltozés
valés f fiiggvény masodik parcislis deriviltjai léteznek és folytonosak, tovabba f valtozéit z;-,
-, ..., Tp-nel jeldlve

[z (Po) = fer(P0) =+ = fra{Fp) = 0.
Ha az
fl‘;l’l fI;Ig L lezn
feyzy  fryzo Joizy frize oz oz frpzn oo froma
lexlz f f bl fzzx; fngz fIzJ:a 1 AL ] . - . .
£ 272 fI;;I] fraI'g fIgI;}

fznzx fzn:tz f:cnzn
véges figgvénysorozat minden eleme a Py pontban poritiv értéket vesz fel, akkor az f-nek
Py-ban minimuma van, ha pedig a Pp-ban felvett figgvényértékek viltakozo elgjeliiek dgy,
hogy fz,z,(Po) < 0, akker f-nek Py-ban maximuma van.

D 15.10 Legyen f tobbvaltozés valds fliggvény, H pedig az f értelmezési tartomanydnak va-
lamely (tobbnyire egyenletekkel vagy egyenlGtienségekkel) megadott részhalmaza. Ha az f-et
csak a H halmazon vesszitk figyelembe — vagyis f eredeti értelmezési tartomanyit H-ra
szitkitjiik ~—, és ilyen feltétel melfett keressitk az f szélsSértékeit, akkor feltételes szélsdér-
tékszamitasrél beszéliink.

T 15.11 A feltételes szélsérték meghatirozasinak a kovetkezd hdrom pontban, két- és hd-
romvéltozés fiiggvényekre leirt modjat Lagrange-féle multiplikitoros médszernek nevezziik;
a multiplikator(oka)t A (illetve X és y) fogja jeldlni.

1. Ha az u(z,y) = 0 egyenletd ponthalmazon értelmezett f valos figgvény a Folzo,yo0)
pontban mindkét viltozéja szerint parcislisan differencidlhato, és ott f-nek szélssértéke van,
akkor megadhaté olyan Ag val6s szém, hogy egyszerre teljesiiljenek az alébbi egyeniSségek:

(1) Vf{Py) = AVulPy), €& u(fp)=0.

2. Ha az u{z,¥,2) = 0 egyenletd ponthalmazon értelmezett f valds fiiggvény a Py(zp, yo, zg)
pontban mindharom viltozéja szerint parcislisan differencidthats, és ott f-nek szélsGértéke van,
akkor megadhaté olyan Ag valds szam, hogy egyszerre teljesiiljenek az alabbi egyenléségek:

{2) Vi(P) = AVu(P), és u(Ff)==0
3. Ha az u(z,¥,2) = 0, »(z,y,2) = 0 egyenletrendszerd ponthalmazon értelmezett [ valés
fuggvény a Po(zg, Yo, 20} pontban mindhdrom vaitozéja szerint parcidlisan differencialhatd, és

ott f-nek szélsoértéke van, akkor megadhaté olyan (Ao, to) valds szampar, hogy egyszerre
teljesiiljenek az alabbi egyeniGségek: .

(3) Vi(Py) = MVu(Py) + o Vo(Ffy), u(Py)=0, o(FP)=0.
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15. A tsbbvaltozés Tayler-formula és alkalmazdsai — Szélsértékek

Az (1), (2) illetve (3) egyenldségeinek fennsllasa ekvivalens azzal, hogy a

(1) h(z,y,2) := f(z,9) + dulz,y),
(T) J'B(.'L', ¥, 2, A) = f(x: Y. z) + /\u(z, CH Z),
(3’) h(ﬂ:, Y, 2z, /\,[.L) = f(x: ysz) + Au(xi ¥, Z) +!W($,y,z)

képlettel definialt h fliggvény mindegyik parcialis differencidihanyadosa 6tezik és zérus értékil
az (g, Yo, —Ao): az {T0, Yo, 20, —Ao) illetve az (2o, Yo, 20, — Ao, —Ho) pontban.

M 15.12Az alabbi megjegyzések az el5z5 tételhez kapesolédnak:

1. A Lagrange-médszer csak azokat a helyeket adja meg, ahol a fliggvénynek lehet szélss-
éricke. Hogy a kiszamitott helyen van-e szélsGérték, és ha igen, milyen, gyakran eldénthets
a feladatban szerepls fiiggvények grafikonjainak vizsgélataval, vagy a feladat valamilyen mas
geometriai szemléltetésével,

2. A aldbbi két dbra az (1) illetve {2) egyenl6ségeit szemlélteti abban az esetben, ha az u
figgvénnyel leirt tartomdany egy gérbe illetve egy feliilet. A ¢ szdm az [ filggvény szélsGértékét
{az els abran példaul a maximumat) jelsh. A szemiéltetéshen azt hasznaljuk fel, hogy az f
és u fiiggvények nivévonalai illetve nivéfeliilete; merdlegesek a gradiensvektorra,

Y

u(z.y)=20

u{z,y, 2z)=0

~
~ Vu
\\ Z) (%o: Ya).
\ z F(z.y.z)=c
\\\ f(z.y)=¢
f(z.y) =1
f(z.y)=0¢-2 v

Feladatok

Allapitsuk meg, hogy vannak-e szélsGértékei az alsbbi kétvaltozds f fiiggvényeknek,
s ha igen, hol és milyenek:

52° z* + 4% — 32y, 4 53. 42? 4 22y — 542 + 2,
54, 4z’ 4 2zy + 5% + 2, 55. —4z? +2zy — 5y° + 2,

- 56, 3 —3zy+ 97, 57. o34 32y + 45,
58° 2z% yt — 2% — 22, 59° i 4yt — 22 — 2zy — 2,
60. 2t 44, 61. = — 4 :
62, '+t — 4oy, 63. zy*(l —z —2y), z,y >0,
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15. A tsbbvsltozds Taylor-formula és alkalmazdsai — Szélsgértékek

8 z 1
64. z4+ 242, 65. =4+ 2 4=,
r y r 'y
1 1
66. n:_y+ -+ -, 67. z+zhy,
21 =y
68. zy+2z—lnzly, (>0,y>0), 69. €7,
70. ysinz, 71. sinz + cosy.

Allapitsuk meg, hogy vannak-e szélséértékei az aldbbi egyenletekkel implicit alak-
ban megadott z = g(z,y) fliggvényeknek, s ha igen, hol és milyenek:

72% 5(z? +y* + 2%) — 2zy + zz +yz) — 72 =0,

73. 222+ %%+ 22+ 8zz—2+8=0.

Allapitsuk meg, hogy vannak-e szélséértékei az alabbi tobbvaltozds f fiiggvények-
nek, s ha igen, hol és milyenek:

74% 2% +y? + 22 + 22 4 4y — 62, 75. yz — 2z + 3z — (22 +y% + 2%),
76, z2+y 4 2% — 2y — 6z + 2z, 77 2yt (1—z~2y—3z2), z,¥,2 >0,
1 2
8. o+ Y4240 79, o+ Y2 222

r oy oz 4z Y z

Ty T3 x4 32
8. ;i t+—+—+—+—.
Ty T2 x3 T4
Hatdrozzuk meg az alabbi kétvaltozés f fiiggvényeknek a megadott gorbére vonat-
kozé feltételes szélsdértékeit gy, hogy paraméterezziik a gorhét egy ¢ paraméterrel,
majd meghatarozzuk a ¢t — f(z(f), y(1)) fiiggvény szélsGértékeit:
81> flz,y) = zy, azy=2z+ 1egyenes (—1,—1}, (0,1) kozti szakaszén,
82. f(z,y)==zy+1, azy=2zr+1 egyenes (0,1), (1,3) kiszti szakaszan,
837 flz,y)=ay, z°+y* =4, >0, y=0,
84. flz,y) =22 +y*+1, 2?+y?=4,
85> flz,y) =22 +2%, 2}/4+4%/9=1,y2>2,
86. f(z,y)=3x+2y, z*/4+y*/9=1,z>0.
Hatdrozzuk meg az alabbi f figgvények abszoliit mimimumat és maximumat a
megadott tartomanyon:
87 flz,y)=2+y* -2 -2 ~3, {{z,y):220,y20, y<9-z},
88. f(z,y)=a*4+y*—2r~2y-3, {(z,9):220,y20, y<9—=z},
89" z2 4+ y? —zy, {(z,y):2<4, 0<y<a},
90" 22+ ¢y —4r—4dy, {(z,y):z>0, ¥y <2, y> 2z},
91> arctg(z® +¢%), {{(z,v) 1y <z+1, y+2z <4, 2y+z >4},
92> 22+ +azy—6z, {(ry):0<z <5 ~3<Ly<3}
93, 4+’ +ay—6z, {(z,y):0<z<5 ~3<y <0},
94. Bzy —4r® —-3y%, {(z.y) : 0<2<1,0<y <1},
957> =%’ siny, {(z,y): -1<z2<1, —x <y <7},
96. coszsiny, {{z,y):§<z< ?T", -1<y<Ih
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15. A tobbvaltozés Taylor-formula és alkalmazisai — Szélsértékek

97" 2®+ ¢ tay—=z, {(z,y): 22 +42< 1},

98. 22+ 4?42y, {(z,y):2%+yl< 1},

99, 2’4y’ —zy -3z, {(z,y) : 2® +y? <3},

1007 z% — y? + 2zy, {(z,y) : e +y% <1}

1017 Legyen egy G gorbe az u(z,y,z) = 0, v(z,y, z) = 0 egyenletrendszerrel meg-
adva, és tegyiik fel, hogy a Py(zo,ye, z0) pont az f fiiggvény G gorbén vett

a5 7

feltételes széls@értékhelye. Az M 15.12 magyarazat 2. pontjihoz hasouléan
adjunk szemléletes magyarazatot a T 15.11 tétel (3) képletére.

Hatérozzuk meg az alabbi hdromvsltozés f filggvényeknek a megadott egyenletek-

124

kel leirt feliiletre vagy gorbére vonatkozé feltételes szélsGértékeit:

102? f(z,y,z) =a*+y¥ +2, z4+y+2z=0,

1032 f(z,y,2) =2 + y? + 2, 24yt 4=,

1042 f(z,y,2) =2 + y? —z — 2, rtytz=0,22°—y+2z=0,

105. f(z,y,z) =2+ 2 +2%, c+2+z=1, 2z —y—-3z=4.

Hatdrozzuk meg az alabbi kétviltozés f fiiggvényeknek a megadott feltételekre
vonatkozd feltételes szélsGértékeit a Lagrange-féle multiplikdtoros médszerrel:
1062 f(z,y) =2y, x*+y°=1,

1877 f(z,y) = 2® + 4%, 2y =3,

3:2 y2
108. f(if,?l)=$y, E'l"az':la
LR
109. f(z,y) =ay’, S+ =1,
110.f(:€,y)=2}2+y2, E+%=1;
a

111, f(z,y) = JE:J“% (6,b>0) 22 +y2=1,

112, f(z,y) = 2™ +y™, (m > 1 egész), z +y = 2a, {a > 0),
113, flz,y)=z+y, zt4yt=1.

.

Feltételes szélsGértékként hatdrozzuk meg az aldbbi egyenlettel megadott gorbe
tavolsigit a P ponttdl, és adjuk meg a gorbe olyan pontjait, amelyek épp ekkora
tavolsdgra vannak P-tgl:

1147y =22+ 3, P{4,2),

115, 2% +y2 =45, P(1,2),

11672* +y* + 32y =2, P(0,0).

Hatarozzuk meg az aldbbi tébbvaltozés f fiiggvényeknek a megadott feltételekre
vonatkozé feltételes szélsGértékhelyeit:

1172 fz,y,z) = 22 + ¢ + 2%, 2% = 2%y + 4,

118. f(z,y,z) =2 + ¥ +2%, s 4y+2=4,

119. f(z,y,2) =2 +y* + 2%, az+by+cz = d,

120. f(z,y,z) = az? + by? + c22, (@b,e>0), aiz+by+ciz=d,

121, f(z,y,2) =zyz, z4+y+z=1,
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15. A tobbviltozds Taylor-formula és alkalmazdsai — SzélsGértékek

122.
123.

flz,y,2) = 222t 2043y 44z =aq, (z,y,2>0),
flz,y,2) =2%b2°, z+y+z=d, (z,9,2>0, a,b,c,d>0),

124% f(z,y,2) = + 2y +32, 224+y? =2, y+z=1,

125.

flzy,z)y=a+y*+2%, z4+2+2z=1,2r-y—32=4,

126.*f(:r:,y,z,t)=m2+2y2+z2+t2, z+3y—24+t=2, 2z —y+ 242t =4,

1272

flz,y,2, ) =22+ 2 + 22+ 4%, z+y—2+2=2 2x—y+2z+3t=3.

Oldjuk meg az alabbi széveges széls@értékfeladatokat:

1287 Egy 27 cm széles lemezhdl az dbran

129,

130.

131,

132.

133!

fathaté trapéz keresztmetszetd csator-

nat kell késziteni. Keressitk meg az z ¥ 9921 %
és ¢ azon értékét, amelynédl a trapéz
keresztmetszete maximalis.

Valamely haromszdg szégeit megmérve, a mért a, 3, v értékek Osszege a
legtobb esetben 180°-tdl kitlonbozd lesz: a + f+ 7 = m — §. Hatdrozzuk meg
az x, y, # korrekcidkat gy, hogy az

(et} +(B+y)+(v+2) =7
egyenldség teljesiiljon, és a korrekeidk négyzetdsszege minimadlis legyen. -
Feliil nyitott, téglatest alakd, V térfogatd tartalyt kell késziteni. Mekkordk
legyenek a tartdly élel, hogy eltkészitéséhez a legkevesebl anyagra legyen sziik-
ség?
Keressiik meg az 2z 4 y? + 2° = 36 gomboén azokat a pontokat, amelyek
tavolsiga a P(1,2,2) ponttdl legnagyobb, illetve legkisebb.

Milyen hossziiak az élei annak a maximdlis térfogatd téglatestnek, amely

beirhats az ) ) .
¢yt 2
AR A |
9 + 4 + 16
egyenletif ellipszoidba, ha élei pdrhuzamosak a tengelyekkel?

Keressiik meg az 2°
lebD esd pontjait.

— 2% =1 feliilet (hiperbolikus henger) origéhoz legkoze-

134° Osszuk fel 100-at 6t pozitiv dsszeadanddra dgy, hogy az 6t szdm szorzata

135.

maximdlis legyen.

Osszuk fel az 1-et n + 1 pozitiv 8sszeadanddra gy, hogy az 6t szdm szorzata
maximdlis legyen.



16. fejezet .

Tobbvaltozdés valés fiiggvények integralasa

A kettds és a harmas integral

D 16.1 Legyen V sikbeli (ill. térbeli} tartomény {olyan korlatos halmaz, melynek van teriilete
ill. térfogata}, és legyen f a V tartomanyon legfeljebb véges szami pont kivételével mindeniitt
értelmezett korldtos valés fiiggvény. Legyen tovabba

B: V=Wulhu...uV,

a V tartomany valamely beosztisa, és Av; jeldlje a V; résztartomény teritletét {térfogatat).
Az f filggvényhez, a B beosztashoz és annak [Py, Py,..., Py] reprezentins-rendszeréhez
tartozé integrélkdzelitd Bsszegen az aldbbi dsszeget értjik:

1=3 f(P)Aw:

=1

D 16.2 Az el6z6 definicidbeli V és f mellett V beosztisanak barmely, minden hatdron tui
finomodé [By,] sorozata esetén képezzik az f figgvényhez, a By, beosztisokhoz és azok
tetszSleges reprezentans-rendszereihez tartozé I, integritkdzelitd dsszegeket. Ha barmelyik
ilyen Iy, sorozat konvergens, akkor azt mondjuk, hogy f a V tartoményon integralhaté.
Megmutathats, hogy ekkor minden Ir, sorozat hatarértéke ugyanaz a szam, amit az f figgvény
V-n vett integraljanak neveziink, és az

/V f(P)dv vagy as /Vf

formuldval jeldliink. Ha V' két- il. hiromdimenziés, akkor az

ffvf(x,y)(zu, //Vf(a:,y)d:cdy, /]/Vf(m,y,z)dv [f/vf(:z,y,z)da:dydz

jellések is hasznalatosak.

T 16.3 Ha [ folytonos a zért V tartomanyon, akkor integrsthaté 1s V-n.

P 16.4 Egy tebbvéltozes f fuggvény integralja V-n altaldban (pl. ha ; folytonos és V korld-
tos) visszavezethetd tébb egyvaltozés hatérozott integral kiszamitasara. Az ff fcd flz,yYde dy
Jeldlés azt jelenti, hogy eldszbr az fcd F(z,y) dx integralt szamitjuk ki, majd az igy kapott —
csak y-tol fiiggd — fliggvényt integraljuk y szerint. Hasonldan kapjuk az fi’ jcd fle,y)dyda

értékét is. Példaul
2
1 21% 1.5 3
Y z T 1
Y d; = = = o lde= -
ay’fy)dz /(; [m'z]r dz /0 (2 2) T 5

1 pz° 1 z

j_/ a:yfly(h::/ (j

0 Jr 4] z
16-1
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16. Tobbvaltozds valds fliggvények integralisa — A ketl8s és a hdrmas integral

T 16.5 Ha f folytonos az z = a, 2 = b, y = ¢, y = d egyenesek ital hatdrolt V téglalapon,

akkor 4 b o
Li=[] fewyisdy= [ [ fwy e,

migha fazz=ej, z=b,y=ey, y=by,z2=63 2= b3 sikok altal hatarolt V téglatesten

folytonos, akkor
by pba by
]f:f f f f(z,y)de dydz.
1% ag Jagz Ja

T 16.6 Ha f integralhaté a 2-dimenziés V tartoméanyon és minden (z,y} € V pontra
f(z,9) > 0, akkor a V feletti és feliilrdl 2 z = f(z,y) feliilettel hatdrolt hengerszerd test
térfogata egyenld az [y, f(z,y)dz dy integrél értékével.

T 16.7 Ha f(z,y) = 1, akkor az [fy, 1dz dy = fJyy dz dy integral a V' teriiletét adja. Hason-
ioképpen az [Ify, dx dydz integrdl a V térfogataval egyenld.

D 16.8 Legyen a T lemez ill. test striségfiggvénye a V tartomanyon értelmezett és azon
integrathats o(z,y) ill. o(z,y, z) fuggvény. Ekkor

T témege: ffvg il ]/Lg,

T (statikai) nyomatéka azz =g, y = b egyenesekre il az=a, y=b z2=¢ sfkokra:

]ﬁ/““"‘)@(mvy)d”\ ]L(y—b)e(m,y)dv ill.

JJf (e - aeta w2y JJf, (e - aet@.v.zan, JJ], (e - wetz.n.2) v,

o s . Jlyze(z,y)dv __ Jyyelz,y)dv .
T tomegkizéppontja: = e = S ill.
egkbzeppontia: & = r @mwdn ' U [y elsv)dv
;o Myzeley ) o [lygelmy,z)de [y zo(z,y, 2} dv
ﬂTV 9($1y!z)dv ’ .I.UV Q(zwysz)d'” ! ,[HV g(:c,y,z}dv

E képletek szamlaléjaban a tengelyre vonatkozé nyomaték, nevezdjében a tdmeg van.

T silypontja: {az el6z5 képletek g = T vagy ¢ = ¢ helyettesitéssel)

T = ffvmdv, 3§ = ——ﬂvydv #l.
[y dv Jy dv
. yzde  _ _ v ydv L [y zdv
My Y7 [yde ° flydv

P 16.9 Vizsgsljuk meg mi motivilja a témeg kiszdmitdsinak el525 definiciciat! Alkossdk a
Vi, Va, ..., Vy kdzos belsé pont nélkih résztartoményck V-nek egy beosztasdt. V; térfogata
legyen Av;. Legyen Pi a V; egy tetszileges pontja. V; témege kozelitdleg of P;)Av; — pon-
tosan ennyi ha a V; siiriisége konstans —, igy a test kozelité tomege Yr ol F)Av;. Hap
integralhaté V-n, akkor a beosztasok finomsaganak minden hataron tdli finomitdsa mellett e
szumma az fy, o értékhez tart, ami azt jelenti, hogy tetszélegesen kozel keriil hozza elegendden
finom beosztds esetén.

16-2



16. Tosbbviltozds valds fuggvények integralasa — A kett8s és a hdrmas integral

Feladatok

1. Szdmitsuk ki az f(z,y) = = + y figgvénynek a V = {(z,y) : 0 < z <
1, 0 <y <1} egységnégyzeten vett integralkszelitd dsszegét, ha a beosztast
az z = 0; 0,4; 0,6; 1ésazy = 0; 0,2; 0,8 1 egyenesek adjék meg, a
reprezentins-rendszer pedig minden kis téglalap
a) kozéppontja;
b) origéhoz legkszelebb esd pontja;
¢) origéidl legtavolabb fekvé pontja.
Szamitsuk ki az integral definicidja (D 16.2) segitségével az aldbbi integralok érté-
két:

by F == << <y<
2 jfvtyda:dy, V={{z,y):0<2<1,0<y<1},
Jl @ +vydedy,  V={(@yp:0<s<1,0<y<1},

4 Mutassuk meg hogy f nem integralhaté V-n, ha
_ [0 ha z racionalis;
fle) = {1 ha z irraciondlis,
sV ={(2,9):0<2<1,0<y<1}.
5. Legyen f és g folytonos a V tartomanyon. Mutassuk meg a D 16.2, T 16.3

felhaszndldsdval, hogy
<hin e |fred< s fa

LAs i e |[s+e< [ifi+ [ 1

62 Tudjuk, hogy a sik (z,y) pontjiba tett m tomegfi, poniszerif test nyomatéka
az = a egyenesre (2 —a)m. A P 16.8-hoz hasonléan mutassuk meg, hogyan
vezet ez a D 16.7-beli ffi, (z — a)o(z,y) dv képlethez.

7. Az el6z8 feladathoz hasonléan vizsgdljuk meg a D 16.7 tsbbi képletét is.

87 AT 16.5 felhasznalasaval szamitsuk ki a 16.2 és a 16.3 feladatokban szerepld
integralokat.

A kovetkezd feladatokban szdmitsuk ki az f fliggvény integraljat az adott téglalap
ill. téglatest alakd V tartomsanyon a T 16.5 segitségével:

‘/_23 follyzm dy dx, 10. ./(:“3 j;nzez"'y dy dz,
/03 /ﬁl o2l + ydady, 12. [01“2_[0! ;r:yeyzI dy dz,
13. /2w/lr 1-—r2drdy, 14, ./3.[] /4(y—1:z)dzdyd:c.
o Jo 0o Jo1J2

Szamitsuk ki az alabbi kett@s és harmas integrilokat kétszeres ill. haromszoros
integréldssal:

1 35z 2 oz
15, /0 j (z + 6y) dy de, 18. /[; /zmyzdyda:,
z T
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16. Tobbvaliozés valés filggvéuyek integralasa — Integralds tetsz6leges tartoményon

T pCosy Viz p2® y
/] zsiny dz dy, 18./ / sin = dy dz,
8 J0 T JO T
9. [ T2 _dyde, T dzd
Lt [ [ [
/1 ]0 1 y dx 2 A AA rzdzdydx

]__]1 '/ﬂz/:_:y(z—%«-y)dzdyd:c, 22. ./(32/(3m-f(]2~zzdwdydz,

In3 1 ¥ 2 2 ,;_ % sin z )
23. / f j(z +1)e¥ dzdzdy, 24. j j / z°siny dx dy dz.
0 ¢ Jo o Jo Jo .

Integrilas tetszSleges tartomanyon

T 16.10 Ha f folytonos, és a V tartoményt az z = g, ¥ = b egyenesek és az y = @i(z),
y = @o(z) fuggvények grafikonja hatarolja (ahol Vz € {a,b] esetén pi(z) < pa(=)), akkor

L= [ [0 e

Hasonlsképpen, ha f folytonos és V-t y = ¢, y = d, = $1(), = = Pa(y) ($1(y) < Palv),
ha y € [c,d]} gorbék hataroljak, akkor

f j]:ljﬂy) Sz, y)dz dy.

Példaul az utébbi dsszefliggés tgy értelmezhets, hogy eldszor rogzitett i mellett z szerint in-

tegralunk 1 (y)-tél ¥a(y)-ig, majd az igy kapott, csak y-tél filggs, f’f’{;"’) Sz, y) de fiiggvényt

integraljuk y szerint ¢-t8l d-ig.

Y4 Y

y = ¥:1(z) d £

e . -T“'wz('y)

i(y)

\ [

y = Pa(z) _c \ /
a b z A:t:
a} dbra b) dbra

P 16.11 A hatarok felirisa egy egyenlettel megadott gérbe esetén, mint amilyen pl. az
{(z/p)* + (3/q)% = 1 egyenletd ellipszis, tgy torténik, hogy klfejezzuk 3 megfelels viltozot
az egyenletbsl. A P 16.10 a} abra szerinti esetben ¥ = ¢2(1 = (2/p)?), amibsl @y(z) =
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16. Tobbvaltozés valés faggvények integraldsa — Integrélds tetsz&leges tartomdnyon

—gqyJ1 = (/p)? és wa{z) = qy/1 = (z/p)?. Az a és b értéke py és ) értelmezési tartoma-

nyabél adédik: 1 — (z/p)? > 0, azaz —p < = < p, tehdt a = —p, b = p. A P 16.10 b)
ibra szerinti eset hasonléan adédik: 91(y) = —py/1 — (w/q)?, Y2 = py/1 — (u/q)?, tovdbba

¢ = —q,d = q. Tehat ha V az ellipszis altal hataroit tartomdny, akkor

1 (rz . p\/l—_ﬁ—);
L [—p f—qu(m’y)dydw - /~q f_p\/@;f(w,y)dz dy.

P 16.12 A hatarok felirasa akkor, ha a tartomanyt két fiiggvény grafikonja hatarolja, egy-
szerd, hiszen csak a metszéspontokat kell megkeresni. Pl az y = 22 és y = = + 2 gorbék

hatdrolta tartomanyra
2 42 dud
= x, T
L= [ tewi

hiszen az y = 22, ¥ = z + 2 egyenletrendszer megoldasa z; = —1, z3 = 2. (L. fenti jobb
oldali bra).

P 16.13 Ha a tartomdny hatarai nem irhaték fel 2 P 16.10 a) vagy a b) dbra szerinti két
fuggvénnyel, akkor a tengelyekkel parhuzamos egyenesekkel azt ilyen tartomanyokra bontjuk.

Y LR

12 oz z

Pl azy = 3z, ¥y = =, y = 4 — z egyenesek iltal hatdrolt hdromszog atakd tartomany
{esacsai: (0,0), (2 2), { 3)) az = = 1 egyenessel két ilyen részre bonthatd, ha elészér y
szerint integralunk. A belsd integralis hatdrai a fiiggvényekbdl, a kiilsd integralds hatarai a
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16. Tébbvaltozés valés fuggvények integralasa — Inlegrilds tetszdleges tartemdanyon

csticsok abszcisszaibol kinlvashaték {|. bal oldali sbra). Tehat

./Vf =/D] ./:zf(a:,y)dydx+/1.2/:—zf(z,y)dydx.

Ha elészor z szerint integralunk, akkor az y = 2 egyenessel kettévagjuk a tartomdnyt, és a
hatarokat [eiré figgvények inverz alakjat haszniljuk: z = y/3, z = 3, « = 4 — y (L. jobb oldali

abra). fgy 2 s iy
jvf:]BAf(r,y)dccdHfz/% f(z,y) du dy.

P 16.14 Ha f(z,y,z) folytonos és V-t a z = z1(z,y), z = z2(z, y) fuggvények grafikonjanak
egy R stkbeli tartomany feletti része hatdrolja, és minden (2, y) € R esetén z1(z, 9} < z2{2,¥),

akkor )
L= L ) e

ezt pedig a kétvaltozds integraloknal megismert médon szamftjuk ki, azaz
b orya(z} pza(z.9)
/ /= j / j fdzdydz
4 e Jy{z} Ja(z.y)

P 16.15 irjuk fel a hatdrokat az Jy, f integrilban, ahol V a z = 202+ 2yl ésaz = 3—x2—4y?
paraboloidok &ital hatsrolt test. Ekkor

ff =/j (/;:;; f(a:,y,z)dz) dy dz.

Az R meghatarozasdhoz megkeressitk a két felillet metszésvonalanak zy- kocrdmatalt (azaz e
metszesvonaE zy-sikra ess merdleges vetiiletének egyenletét): 222 + 2y° = 3 — 22 — 49® azaz
z2 + 2y% = 1 amib6l R hatérai P 16 11 szerint:

Li={, f \/— ]3_”; H{oyp,7) dzdy do.

Feladatok

Szamitsuk ki kett&sintegrallal (a T 16.7 szerinti médon) az alabbi egyenletekkel
meghatarozott tartomanyok teriiletét:

25. y=2z—a,y=22, 26. y? =9 -z, y* =9 -9,

27. y=chz,y=she,c=0,r=1.

Szamitsuk ki az alabbi kettdsintegralokat a megadott V tartomdényon:

28. f/v (z+y)dv, V hatdrgorbéi: z=0,y=0,z+y=2,
29, j/;/ I_-{-la:—z dv, V a(0,0), (1,1), (0,1) cstcspontd hdromszog,
4 f/" rydv, V hatdrgirhéi: y=0,y=6—z,y =/,
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16. Tobbvaltozés valds fliggvények integrildsa — Integrélds tetszdleges tartomdanyon

z
31. jf ————dv, ahol V az els6 negyedbe es§, az y = 2%, y = 4, 2z = 0
V., /1 + .yZ

gorbék altal hatdrolt tartomaény,
32. ffy aydo, aholV = {{z,y);z?+y* <R, z>0,y>0, R >0konstans},

33’ /L myz d'U, allol V = {(z,y); 32 +y2 S I, y 2 1 —;1,'}1

34. ffv e’ sinydv, V hatdrgbrbéi: y =0,y = E, z =0, z = cosy.

4
Az integrilds sorrendjének felcserélésével szamitsuk ki az aldbbi kett&sintegrilokat:
1 fl 2 5
35. I= / / e de dy, 36. I= f f ye(’:_I)z dz dy,
o Jy 0 Ji+y?
% W 3 4 2 $3
37. I= j / sinz? dr dy, 38. I= f ] sin{ — — =) dr dy,
0 Jy? 1 Sy 3 _

39> I= f; f; dy dv + jjg f;: dy dz + L ’ f:” dy d.

Hatarozzuk meg azon hengerszeril testek térfogatit, amelyeket az alabbi z =
Fflz,y) fiiggvények grafikonjaval megadott feliiletek, az zy sfk adott T tartoménya,
és a T hatirgorbéjére allitott, a z tengellyel parhuzamos alkoték hatdrolnak.

40, z =1y® -2z, T={{z,y):y°<z+3, z<0},

41. z =z’ - y?, T a (0,0), (~2,2), {—2, —2) csiicsponti haromszég,

42, z=sin’z —y?, T hatéra: 4% = sinfz, 0<z<m,

43. z = zy, T a (0,0}, (0,2), (2,1) csiespontd hdromszog,

44, z=1/(z+3), T hatérai az z = 0, y = 0 és az  — 3y = 1 egyenesek.

45> Hatarozzuk meg két egymadsra merSleges tengelyt, R sugari korhenger kozos
részének térfogatat.

Kettds vagy harmas integralial szamitsuk ki az aldbbi feliiletek altal meghativozott

tartomanyok térfogatat.

46, z=0,y=0,2=0,z4+y+2=2, 47. y=3,y=2,z=0,z=2—~2$2,

48, y=0,y=2>—4,2=0,2=y+8, 49. z=—z,z =1, v =2—=,

50, t=0,2=0,y>=4—z,2=y+2, 51. 2’=y+2,y=0,2=0,z=2,

520 Y=z, y=z2 z=2,y =2—=z, B53. y=z 2 =4—y.

Szamitsuk ki az alabbi feliiletekkel hatdrolt tartoményokon a megadott f{z,y,z)

fliggvények harmas integraljat. '

54, £=0, y=0, =0, §.+ %+ i =1(abc>0) flr,y.2) =1z

55. E:‘:Ov y=0, z=0, \/E+\/§+\/’§=\/Ea f(;r,y,:-:):z,

56. z=0, 2°4+z=1, y*+z=1, f(r,z,z):zz.

Hatarozzuk meg a megadott V siklemez ill. test témegkozéppontjanak koordina-

tait, ha V tomegeloszlasa oz, y) il plz,y, z). :

57. Vazz =19y z =4, y=0 gorhékkel hatarolt homogén siklemez,
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16. Tobbvaltezés valds fliggvények integrdldsa — Az integral transzformécidja

58.

59.
60.

61.

62°

G63°

V a (0,0), {a,0), (0 a), (a a) csticspontokkal rendeltkezd négyzet alaki sik-
lemez, o(z,y) = k{z® +y*) (k> 0),

={($sy)-05$31, $2SUS\/E}§ Q(J;sy):ky?
V az 22 =y, * = a, y = b, z = 0 {eliiletekkel hatirolt homogén test.

Szamitsuk ki (D 16.8 segitségével) a (0,0), {1,0), (0,1) csticspontokkal ren-
delkez8 haromszglap nyomatékit az z = 2 illetve az y = —3 egyenesre, ha
tomegeloszlasdnak siiriiségliiggvénye 6(z,y) = zy.

Irjunk szdmitégépprogramot, mely egy f(z,y) fiiggvény

J[, v dv

integraljat egy integrilktzelits tsszeggel becsli. Legyen V
a) egy téglalap alakd tartomény;
b) egyenlStlenségekkel megadott tartomanyok kozss részének egy téglalapba
esd része.
A programot futtassuk le az aldbbi feladatok adataival:
a) 16.9-13
b) 16.25-34, 40-45.
frjunk szamitégépprogramot, mely kiszdmitja egy ¢{x,y, z) tomegeloszlasa T
test tomegkdzéppontjinak koordinatait kozelitd integrildssal. A programot
futtasuk le a 16.57-60 feladatokon. Hogyan hasznaljuk e programot o(z,y)
eloszlasi siklapok esetében.

A kettds és a hdrmas integral transzformacidja

T 16.16 Legyen V az zy-sik egy adott tartomanya, f a V tartomdnyon integrathaté fliggvény,
(1, v) = {2,9) = (x(1,v), y(u,v))} a V tartomany és az (u, v) szimpdrok bizonyos W halmaza
kozott kolessnosen egyértelmd leképezés, ¢ és y az u-nak és v-nek a W halmazon folytonos
parcislis derivdltakkal rendelkezs két fuggvénye. Ekkor az f figgvény V-n vett integrédljra

igaz, hogy s
(=,9)
// flz,yydzdy = / flz(u,v), y(u, v)} 5 A T))l du du,
ahol s 8
0(z.y) 1% &
Nu,v) %ﬂ g%

a fiiggvénytranszformicié Jacobi-determinansa.

T 16.17 Az el525 tétel haromdimenziés V tartoményon értelmezett f fiiggvényre is kimond-
hats, ha a fiiggvénytranszformacié (u,v,w} — (z,y,2) = {z(w,v,w), ¥(u,v,w), 2(u,», w}}),
a Jacobi-determindns pedig

dr dr dr
Me,y,2) |q2 T Qe
ou,v,w) ;3—% g% %_tz%
Su O0v dw

-t
>
[ws]



16. Tobbvaltozés valés fuggvények integrdlasa — Az integral transzforndciGja

nevezetesen, az analég feltételek fennsllasa esetén

]fj flz,y,z)dzdydz = fj/ flz(u, v, w), ylu, v, w), z{u v,w))lg((x, y:z)

P 16.18 Az integraltranszformaciét gyakran azért hasznéljuk, hogy a hatérok egyszeriibbek,
s5t ha lehet, konstansok legyenek. Ha pl. a V tartomdnyt az y = =, y = 2z és az y = i—
Y= % gorbek hatdroljsk, akkor az elsS két egyenletbdl kapjuk, hogy

y

du dvdw.

1<=<2,

a masik kettdbsl, hogy
1<zy <3,
vagyis bevezetve az u = £ és v = zy uj valtozdkat, a hatarok konstansok lesznek:
1<u<?, 1<v<3.

i . . v
Kifejezve 2-et, y-t és a Jacobi-determindnst: z = \/g, y = uw,

S N T |
IVaE 274

We b

jvf(m,y)dmdy:j}g’/:f(u,v)-%&dudv=ff/;gf(u,v);z—t—tdudﬂ.

Példiul a V tartomdny teriilete:

sdp= " Lavau= [ Lau=?
jf‘fzy_L/;ﬁvu—/];u_E.

D 16.19 A leggyakoribb transzformaciok:

1

=9

1 Nz, y)

' 19w, v)

O(a.y) _
u,v)

ERh

Tehat

polér- modositott | henger- moédositott | térbeli polar- médositott
koardinatak | polark. koordinatak | hengerk. keordinatak térbeli polark.

T =7C0SQ |z =arcosplz =rcosy |T = arcosy |z =rsindcosg |z = arsindcosy
y=rsing |y=brsing |y =rsinyg |y=brsing jy=rsindsing |y =brsindsine
z=m z=cm z=rcos? z = ercos?

|J| =7 [ =abr |[|J]=r |[J]=aber {JJj=7risind ||J] = aber®sind

Esetenként célszeril lehet az z,y,z szerepét feleseréini, mint pl. a 16.89-91 feladatokban.

P 16.20 A hatarok atirasa vagy felirasa az integraltranszformacié utén Ggy térténik, hogy
a tartomanyt hatarol gorbék ill. feliletek egyenleteit atirjuk az aj véltozokkal, felhasznalva
a transzformaciot leiré egyenleteket. Példaként megadjuk néhany fontosabb feliilet egyenle-
tét a derékszogli, a henger- és a térbeli poldrkoordinata rendszerben (szamoljunk utdnal):

Felilet | (m,y,z) | {ne,m) | (red)
Gomb |:1: Tyt 422 =4d Ir"-i-m =g° | =
Henger [ r2+y2 = ! T=d |rsmﬂ:a
Kip i o2 + _;" = a?z? ! = am l tgld = a®
Paraboloid 1 +y =az I =am |1 = afi—?g%



16. Tsbbvaltozds valés figgvények integrdlasa — Az integral transzformécigja

Feladatok

647

Legyen f folytonos a polarsik r =
T, T =T2, @ = 1 és = @y gorhéi
sltal hatdrolt V tartomédnysn. Osszuk
fel V-t Ar illetve Ay lépéskizokkel az
dbra szerint, a reprezentdns a V¥, rész-
tartoményban legyen az a Py(ry,¢n)
pont, mely a kbzépvonalak metszéspont-
ja. Mutassuk meg, hogy az integralks-
zelit§ sszegre fenndll az alabbi Gssze-
fiiggés
T f(Pa)Avy = Ty flrn, on)raAriep

aimni szemiélieti az

//v flz,y)dedy = /-/v flr,)r drdp

Osszeftiggést.

Polarkoordindtak bevezetésével szamitsuk ki az aldbbi kettds integralokat:

65/

67.

69.

70.

1 p/2—y?
f e"(zzﬂ"z} dz dy, G6. f ] dz dy,
2 4+y2<R? 0 Jy

1 s /132
. 2 9
“dzdy,  68. f/ y do,
fo /ﬂ sin{z”® + y*)dr dy z2+y3525&y v

f fv z* dv, ahol V az r = 4sin ¢ egyenlet korrel hatdrolt tartomany,

1o pvil-z® 7, .2 1 pve—z?
~(z"+y") . . / 2.2
/u j{; e dydz, 71! fg : z~x~(£ + y*)dy de.

Alkalmasan valasztott @j valtozok bevezetésével szamitsuk ki az aldbbi V tarto-.
méanyok térfogatit:

72.
73.

74.

752
767

(4

787

Vazr=4d+z+2, z=0, 22 +y*> =1 feliiletek altal hatarolt tartomdny,
Vazzt+y2 —da =0, z =0, 22 = 2% + 42 feliiletek altal hatdrolt, és a felsé
térfélbe esd tartomaény,

V= {(ey2) < Ja-2—9? P +yP 21, 2> 0},

Vazr=z+y, «*+y> =2z +y felilletek altal hatdrolt tartomaény,
V={(z,y,2); 02 < 1—92% — 437},

Szamitsuk ki az 2y = a, xy = b hiperboldk, és az y? = px, y* = gz parabolik
altal hatdrolt tartomany terilletét, ahol 6 < a < b, 0 < p <q.

Szamitsuk ki az f(z,y) = zy fiiggvény integrdljit az y = pr, y = ¢z
egyenesek, és az y° = az®, y* = bz® gorbék altal hatdrolt tartomanyon
(0<a<b 0<p<yq)
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16. Tobbvaltozés valds figgvények integrilisa — Az inlegral transzformécidja

T9? Szamitsuk ki az (E + %) =2 % egyenletii gorbe és az z-tengely 4ltal
a a

hatdrolt tartomény teriiletét.
80 Mutassuk meg, hogy

/0“ f:—y flz,y)dedy = j: /ea flu — uv,uv)u dudy,

hau=z4+y, v=

z+

Hengerkoordinatik bevezetés?ével szamitsuk ki az alabbi V tartomanyok térfogatat,
de az integralt irjuk fel a Descartes-féle koordindtarendszerben is:

81. Vaz=2, z=0, 22 +y? =1 felilletek 4ltal hatarolt tartomdny,

82, Vaz=2x%+y% z=27-2z% — 2y feliiletek 4ltal hatdrolt tartomany,
83% V= {(z,y,2);2> +¢* < az, 22 +y? 4 2* < 2az},

84, Vazm=r, m =1, m = 2 feliiletek altal hatarolt tartomdany, ahol a ha-

tdrolé felilletek egyenletei az {r, p, m) hengerkoordindtarendszerben vannak
megadva.,

85. Hengerkoordindtakra térve szdmitsuk ki az alabbi integralt!

[T i sy

86. Hengerkoordindtik felhaszndlisdval szamitsuk ki az [; f integrilt, ahol
floy,2) =25 V={(z,y. 25> +4* 2 &, 2* +¢7 + 2% <4d?}.

Médositott hengerkoordindtdkra térve szamitsuk ki az aldabbi V tartomdnyok tér-
fogatat:

22yl 2 2
87. V az (;;2— + })—5) + 5= 1 feliilet dltal hatdrolt tartomany,
2 y2 23
887 Vaz <+ 33 b2 + =14és a2+ c = 0 felilletek altal hatdrolt tartomauny,

89" V az y + 2% =z és az y = ¢ felilletek altal hatarolt tartomany.
Mdédositott hengerkoordindtikkal szfnnitsuk ki az aldbbi integrilokat:

1:2 22
807 //'/VdeT%Tdv, V= {(x, y), +-—g—<1 0<y<1},

2
91> /// —m—dv, V:{(m,y);z—-{-zzg(:c—l),OS;L'SI}.
V‘f,";ﬁ_{_zE 4

927 Hatdrozzuk meg annak a testnek a tomegkdzéppontjst, melyet a z = 1 —
2% —y® és a z = z% + y® paraboloidok hatarolnak, és tomegeloszlasanak
siiriiségfiiggvénye 8(z,y,2) = 2 — 2.

937 Hatdrozzuk meg a

2

—-—{(.’E ysz) (__1) >—"+621 0

IA

z<c}
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térrészt betsltd homogén test tomegkozdéppontjanak koordinatdit.
Térbeli polarkoordinatakra dttérve szamitsuk ki az alibb megadott ¥V tartomdnyok
térfogatdt:
94. V az R-sugari origd kozéppouti gomb,
95. V= {(z,,2): 2* +y? < 2% 1glag, 2 + 7 + 2% < 20z},
96. V az (22 +¢* + 2%)? = o’z felilet dltal hatdrolt tartomany.
Térbeli polirkoordindtakra attérve szdmitsuk ki az alabbi hdrmas integralokat a

megadott V tartomanyon:

97. .//./V Va2 +yt+28dv, Vazz®+y? + 2% = : feliilette] hatdrolt tartomany,
1
R —
% £2 + y2 + 22

V={(z,y,2): 322+ 32 <z, 2’ +y* +2° 29, 2"+  +:7 <81},

99° Szamitsuk ki az % +y2+2% = 9, 2 > 0 félgémb alaka test tomegkdzéppontjat,
lhia a tomegeloszldsanak siirdségfiiggvénye cgyenld a pontjainak a z-tengelytdl
vald tavolsdgival.

Médositott térbeli polarkoordinatik bevezetésével szamitsuk ki az aldbbi egyenle-

tekkel hatdrolt tartomanyok térfogatat:

2 2 2
100° (z? + y% + 2%)" = 2271, 101° (% +% 4 2_2) =
a? b ¢ h

1022 Hatdrozzuk meg az
A A
a? et
egyenletii homogén ellipszoid zy-sik feletti részének tomegkozéppontjit (sily-
pontjit}).
Uj valtozok bevezetésével hatdrozzuk meg az aldbbi feliletek dltal hatdrolt tarto-
manyok térfogatat:
103° —x + 2y + 22 = %a, 2z —y+2: = &b, 2xr + 2y — 2z = ¢,
104°(—z + 2y + 222+ (22 —y + 2P + 2z + 2y -2 = 1,
1055 (2z —y+z)2+(3a:+2y—5z)2 =1, z+4 3y -2z = %a.
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16. Tebbviltozss valés fuggvények integrilisa — Vegyes feladatok

Vegyes feladatok

Sedmitsuk ki az aldbbi integralok értékeét:

€ rlnz
1086. f / ydy dr,
. I Ja

e pl
107. / /;y cos(z — lnx) dx dy,
17z

13 pe -}
108. / / fy;:luzra’zdxdy.
-15J1 Jo

1097 Szdmitsuk ki az 0 =6 —y? — 722 és az 2 = 5y% + 522 egyenletit paraboloidok
dltal hatdrolt test térfogatat integraltranszformaciéval és andlkiil,

1107 Szamitsuk ki az aldbbi kettésintegralt a megadott tartoméanyon integraltransz-
formécioval és anélkiil:

22 4 . I
—_———— e — 3 = 5 Ml == < .
//‘,1/1 ZoEd Vel S+E <

1117 Szamitsuk ki az alabbi feliiletek altal hatérolt test térfogatit kettds vagy
hirmas integrallal, integraltranszformaciéval, vagy anélkiil:

tty+tz=a 2 +y =0? =0 {a > V2b).

1127 Szamitsuk ki az aldbbi feliiletek altal hatdrolt test térfogatat kettds vagy
harmas integralial, integraltranszformdciéval, vagy anélkiil:

2 22 b
t+to=Ly=-z,y=0,2=0,z >0.
c a

aul &

A polar-, a henger- vagy a térbeli polirkoordinitak bevezetésével oldjuk meg az
alabbi feladatokat.

1—z2—y? 2 o
113.//‘/ —-—-——1+I2+y2dv, V={(z,y)iz*+y =l,z=0,y=0},

114. Szamitsuk ki az :; + g; + g =1 feliilet 4ltal hatdrolt test térfogatat,

115. .[[V 224y 422y, V = {(z.y,2);2 + % + 22 > o?, 22 ¢ yP+ 2t <
¥, a< b},

116. ]f/v zdv, V={(z,y,2};2° +y* < %, 24yt +22< 2az }.

Oldjuk meg az aldbbi feladatokat térbel; polarkoordindtakkal és henger- vagy sik-
beli polarkoordinatikkal egyarant.

117.”‘.///;/2(&:' V={2++22<, z,y,z 2 0},
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16. Tobbvaltozés valés fuggvények integraldsa — Vegyes feladatok

118?]// dv, V= {3:2 +y2 <2 2t 4yt + 22 < P,
2 2
. ¥y .z
19ﬂUm; .~+ﬁ+

120° Szamitsuk ki a 2R sugart z° +»% 4 2% < 4R? egyenletii gsmb és az R sugard
(z—R)* +y* < R? egyenlettel megadott henger kiszés részének, az u.n. Viviani
féle testnek a térfogatit.

1217 Hatdrolisk a V testet az r = r, r = m, o = @1, ¢ = 2, ¥ =, J = 9
feliiletek. Mutassuk meg, hogy e test Av térfogatdhoz létezik a V testnek
olyan (R, p, ) pontja, melyre

Av = R%sin 9 ApAY,
ahol Ar =rg — 7, Ap =2 — 1, AY = — 4.
Integraltranszformécio segitségével szamitsuk ki a megadott f fiiggvény integraljat
a V tartomanyon:

1222 f{z,y,2) = - (z_a)lz (yb—b)'z,
V az E; + ¥ _ 2—2, z + v Z felitletekkel hatarolt tartomany,
a b2 c'a b
123?f(z,y,z)=evzz+y;+£;, V= {(z y,z); 2 +y_+ <1}
1242 f(z,y) = a{luz+1); Vazr y = ;, = ;, y =Inz, y = 3lnz gorbékkel

hatarolt tartomény, (hasznaljuk az 2y = u, a:iu:v = v helyettesitést},
125. f(z,y} = z(zshz +cher); Vazy = £, y = , y = pchz, y = gchz
(0 <a<b 0<p<q)gorbékkel hatarolt tartonmny, (hasznaljuk az zy = u,
z ch z = v helyettesitést),
Y Yy ) Y
(

126! flz,y) = (
f=y) = h s+ 13s) Tr e

(e > 0) gorbékkel hatarolt tartomdny.

dydz, Vazy=0,z2=1y=a{l+z)

127! Szamitsuk ki a megadott feliiletek altal hatdrolt tartomany térfogatit:
zt+yt+tz=a rt+y=2z y==zx
z4+y+z=2a T4y =2z y = 3z.
1287 Hatdrozzuk megaz 22 +y? 4+ 22 =2,z =1,z = -1, y=1,y= -1,z =10
feliiletek altal hatarolt, a fels& térfélbe esé homogén test silypontjit.

Ha valamely V testen a témegeloszlas stiriiségfiiggvénye p(z, 1, 2), akkor a koordi-
nitasikokra vonatkozé tehetetlenségi nyomatékait az

Irg:f/jv olz,y,2)2% dv, Iy =//./;, olz,y, 2)xt dv, Iz =/f/v olz,y, 2)y" dv

integralok adjak meg. Szamitsuk ki az aldbbi felilletekkel hatdrolt testek koordi-
natasikokra vonatkozé tehetetlenségi nyomatékait, ha g =1, a,b,¢ > 0.

120 24842 21, 220, y=0, 2 =0,
a b ¢
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16. Tsbbvaltozés valds fliggvények integraldsa — Vegyes feladatok

2 2 2
A A
130. ;E'I‘Zé‘-l'?j—l.
1317 Ha valamely V testen a témegeloszlas sfiriiségfiiggvénye g(z,y, z), akkor a

koordindtatengelyekre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékait az
L= [[] e@y.6 + v I = [[[ ooy, 2)(a + ) v,
— 2 2
I = ././/V ofz,y,2)(z" +y°) dv

integralok adjak meg. Szamitsuk ki az (z + 32 +2%)® = a5z feliilettel hatdrolt
homogén test z-tengelyre vonatkozé I, tehetetlenségi nyomatékat.
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17. fejezet

Differencidlgeometria

Vektor-skalarfiiggvények

D 17.1 Az olyan figgvényt, amelynek értelmezési tartomanya valds szamokbé|, értékkészlete
vektorokbdl 4li, vektor-skaldrfliggvénynek nevezzitk. Megjegyezziik, hogy kizdrdlag a hiarom-
dimenzids vektortér elemeivel foglalkozunk, azaz az r{t) vektor-skalirfiiggvényt az
r{t) = ix(1) + jy(t) + k2(t) vagyaz x(f) =[z(2),3(2),2(t)] (t€R)
alakban irjuk. Az z(t}, y(2), #{t) figgvényeket az r(i) vektor-skalarfiiggvény koordinata-
fliggvényeinek neverziik.
D 17.2 Az r(t) vektor-skalarfiiggvényrdl akkor mondjuk, hogy a ¢y helyen folytonos, ha r(ty)
és limg.qg r{t) létezik, tovabbs r(tg) = limy_y, r(t).
T 173 limgyr(t) = ilime_g, 2{t) + jHmne g y{t) + klimgy, 2(t), ha a hatédrértékek
léteznek.
D 17.4 Az r{t) vektor-skalarfliggvény ty pontbeli deriviltvektordn a
dr . . r{to+ h)—e(to)
— =rig) =} . S S O, L
(dt )¢=¢0 £(to) hl—lﬁ) h
hatarértéket értjiik, ha ez létezik.
T 17.5 i) = i£(8) + ji#(t) + kz(¢) minden olyan { pontban, ahol a deriviltvektor létezik.
D 17.6 Az r = r(t) vektoregyenlettel jellemzett térgérbének a 1y paraméterértéki ponthoz
(vagy egyszerdien a {5 paraméterértékhez) tartozd érintdvektorsn az #(fp) vektort értjitk, ha
ez létezik és nem 0. {Az érintS vektoregyenlete ebben az esetben p = r(fg) + ur(io) (u € R).
Megjegyezziik, hogy az r = r(t) vektoregyenlet altalsban egy térgérbe paraméteres vektore-

gyenlete, és minden térgorbe megadhats egy r = r{t) paraméteres vektoregyenlettel. Ugy is
mondjuk, hogy a térgdorbét az ¢ — r(t) vektor-skalarfiggvénnye! adjuk meg.)

Feladatok

Vizsgiljuk meg a megadott {g helyen az alabbi r(t) vektor-skalarfiiggvényeket ha-
tarérték és folytonossiag szempontjabél:

1, -9
1r i
R

i
j — tk; =3, 20 tefi+ i+ ——k; to=1,
3 tg=3 €1+ "+(t—l)2 0
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17. Differencislgeometria — Vektor-skalarfiiggvények

1 sint
3. itsin;+j%+kt2; to=0, 4. S3tit+erTj+(1—t)k to=2,

2 -1 sinbt tgt tgt —sint tgt
5. =l tg=0, 6. [tt3t,————————]'t=0
[2t2—t~1’ : ’t] 0=5 B TGS e T
. cht —cost, tgt—1t, tctgt-—lk; t9 =0,

2 T eint 12

-2
.tt
> wWint+j sme + kictgt ::r,aop> onstans; tp = 0,
8> #fInt+j ; k W, ahol 0k to=0

B _3t+2, #H-3t+2, Vi—-1
ry i+ i k; =1,
Hodt+3 S —4a+3 0 t—1
In(1 +1), e —et,
tk; {3 =0,
3t-1 1.+ sint 3+ sgn 0
115 (—1)Entleintly 4 gonfctgt ~1)j+k; to=nT (n€Z),

Br2—t—1, t-1

10.

12 e R e B (-1)Etk; ¢y e NF,

Differencidljuk a kévetkezd r(t) vektor-skalarfiiggvényeket:

13. it* +jcost + ke™', 14. isin®t+ jcos’t,

15¢ isinln2t+jtzil +karctgvt, 16, i+2j+kin3?,

17. iaresine™ +jcht? + ksh?¢, 18, jarsh#® +jthint + ketht,

19. (jsint —kcost) x (jsin2t + kcos 2t),
20. (—£i+ Veh) x 3 (i + (¢ + k).
Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi egyenletekkel megadott gorbék sikgorbék, s irjuk
fel a gorbeket tartalmazé sikok egyenletét:
21° v =20+ (32 +t+1)j+ (2t -5)k, 22. r=(3-1)i+(* —4)i+2(¢ -1k
23. Bizonyitsuk be, hogy barmely egyviltozds valds f fiiggvény esetén az
r(t) = f{t}{(icost + jsint + k) vektor-skalarfiiggvénnyel megadott térgorbe
az % + y° = 2% egyenletii kérkipra illeszkedik.
Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd vektor-skaldrfliggvényekkel megadott térgorbék
egy-egy olyan masodrend felitleten vannak, amelyek egyenlete Az +By*+C2% =
D (A, B,C, D € R) alakii (masodrendii feltileten olyan feliiletet értiink, amely tér-
beli derékszogl koordindta-rendszerben masodfokd egyenlettel jellemeszhetd):
24* r(t) =[acost,bsint,1]; a,b#0, 25. r(t)= [sintcos t,sin’t, cost],
26. r(t) = alcost + sint)i + a{cost — sint)j + f(t}k, ahol f tetsz8leges valds
fiiggvény,
2t 1—¢
27. r(t) = i

1+ 18
28. r(t) = tcos(3Int)i -+ tsin{31n ¢)j 4 2tk,
29, r(t) =isin2t + j(1 — cos 2¢) + k2cost,
30. r{t)=iasin®t + jbsintcost + keeost; a,b,c# 0,

j + g(t)k, abol g tetszSleges valds fiiggvény,
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17. Differencidlgeometria — Vektor-skaldrfuggvények

312 r(t) = lasinp(t)cost + jasin p(t)sint + kacosp(t), ahol ¢ # 0 és ¢ tetsz6-
leges valds fiiggvény.

frjuk fel a kévetkezd két-két felillet metszésvonalinak egy paraméteres vektore-

gyenletét:

32 2+ +=4d% z4+20=0, 33> 224+47=2% zHy+z=1

34 Az a és b sugari kérhengerek merélegesen metszik egymést (a < b). A met-
szésvonalként adéds két zart gbrbét egyiittesen bicilindrikus vonalnak nevez-
ziik. Helyezziik a két hengert térbeli derékszogdl koordinita-rendszerbe tgy,
hogy az a sugard henger tengelye az y-tengely, a b sugarié az z-tengely le-
gyen. Irjuk fel a bicilindrikus vonal egyenletrendszerét és egy paraméteres
vektoregyenletét. Milyen gorbék adédnak a = b esetén?

Hatdrozzuk meg az aldbbi vektor-skaldrfiiggvényekkel megadott térgsrbék ¢¢ pa-
raméterd pontjadhoz tartozd érintd egy vektorvegyenletét:
35% r(t) =i —]—jin(l +1H) +ke™; ty=2,

+1

36. r(t t2‘ —— ———~k~ to =1
r( ) + + t+1 0 3
37. r(t) =icost + jsint + k~——— iy = E,
sint’ 4
38. r(t) =icos’t+jsin®t + k% to= g,

39. r(t)=icht+jsht+k, t=0,

40, r(t) = e*(icost + jsint + k); a€R, =0,
t4 t3 t2 .
41, r(i)=—i+ —=j+ =k; to= -2,

42, r(t) = 13t-i—3t1n3—1-k\/ar %

43, r(t) = i~—~ +jtgt+kat; a€R, fo= g

44r r(t) = (t2 - 2t)1+ (- 382 +3t)3 F{E-1D+2)k; t=1,

455 v(t) = (2 +3)i+ (22 — 1)j+ (5 +¢% — 3)k, to =0,

46* r(t) = (t\/E ~ Et) i+ cos(t—1)j+ (t° —20k; tp=1.

A kovetkezs feladatokban a térgsrbét két feliilet metszésvonalaként adjuk meg.

Trjuk fel a metszésvonal adott P, pontjihoz tartozd érinié egy vektoregyenletét
vagy egy paraméteres egyenletredszerét.

47t 2+ y? =5, P +:22=8; Py(1,2,2),

48* 2P+ +22=3, z-y+22=2; Py(1,1,1),
48, y=2? z=4y% Py(2,4,16),

50" 22+zz—2y=0, 32 -2z-2z=0; Py(0,0,0),

2
51, z=-—, z=z" 4% Py(1,1,2),
Ty
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17. Differencidlgeometria — Vektor-skaldrfuggvények

52. z=z24y% z+yt+z=12; Py(2,2,8),
53. 222 + 32+ 22 =47, 22+t =12 DP(-2,1,6).

Hatdrozzuk meg az r(t) vektor-skalarfiiggvénnyel megadoti térgérbén azokat a P
pontokat, amelyekhez az § sikkal parhuzamos érinté tartozik (54 — 58. feladatok}:
3 3¢

54° r(t):——iint-%tj-i—(g——)k Sia+3y+2z=0,

5 4 #3

i
557 r(t — —_
r(t) = 1-1-4,]+3

56, r(t)=ti+t’j+t°k; S:z=2
. t . . t .
57F r(t) =iacostcos (ln tg (§ + Z)) + jacostsin (ln tg (5 + %)) + kasin t,
a#0; &:az ry koordinitasik,
58. r(t) = lacost + jbsint +kct a,be#0; S:y=

ki S:243y+22=0,

59! Hatdrozzuk meg az r = - 3 4+ 2t2j + 2tk egyenleti tergorben azokat a pon-
tokat, ahol az érint§ 30" -0s szbget zar be az ¥ = y = z egyenletrendszeri
egyenessel.

60. Irjuk fel az
. .t
r = aft —sint), y=a(l —cost), z=4asm§ (a #0)

egyenletrendszerrel megadott térgorbe t = § pontjdhoz tartozé érintSjének
egy paraméteres egyenletrendszerét. Mekkora sziget zir be az érintd a z
tengellyel?

61° Azr=ti+ 9%+ k4ve? egyenletd térgbrbén adjuk meg mindazokat a pon-
tokat, amelyekhez tartozé érint§ 45°-os szbget zar be az z +y = 0 egyenleti
sikkal. Allapitsuk meg, hogy a gorbe érint&inek az zy koordinatasikkal valé
metszéspontjai milyen gorbét frnak le.

62. Szamitsuk ki az r = (t —sint)i+ (1 —cost)j+ (4 sin %t) k egyenletti térgorbe
érint6i és a koordinitatengelyek altal alkotott szdgek koszinuszait.

Hatérozzuk meg, hogy az aldbbi vektor-skalarfiiggvényekkel megadott térgorbék

érint8inek az zy koordinatasikkal valé metszéspontjat milyen gorbét irnak le

(63 — 65, feladatok):

63" r(t) =iacost+ jasint+kbt; a,b# 0,

64. r(t)=ie'cost + je'sint + ke', 65> r(t) = ti + %5 + k.

66! Hatarozzuk meg annak az egyenesnek egy paraméteres egyenletrendszerét,

amely az y = 1 egyenletd sikban van, és a P{-3,1,25) pontban érinti a
z = z? + 16y® egyenletii paraboloid és a sik metszésvonalét.

67" Hatarozzuk meg az r = icost + j2sint + k3t egyenietu tergori)en azokat
a pontokat, amelyekben az érint§ pérhuzamos az 2 + 3% = 1 egyenletd
korhenger alkotdival.
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17. Differencidlgeometria — Térgorbe {vhossza, {vhosszparaméter

68> Hatérozzuk meg az r = icost + j2sint + ki egyenlet tergorben azokat a

pontokat, amelyekben az érints parhuzamos az % +y? = 2% egyenlet kérkip
alkotéival.

69° Az 22 +y? = o (a > 0) egyenletd korhengerre irhaté 2rc (¢ € R) menete-
melkedésil csavarvonal egy paraméteres vektoregyenlete:
r =iacost + jasint + ket

(1. Szdsz G.: Matematika IL., 118. o.). Bizonyitsuk be, hogy ez a hengeres
csavarvonal a henger minden alkotgjat ugyanakkora szOgben metszi. Hogyan
valasszuk meg a c értékét, hogy ez a szog § legyen?

70r Bizonyitsuk be, hogy az
r =ie® cost + je* sint + ke™ {a € R, konstans)

egyenletd kiipos csavarvonal annak a kipnak, amelyre illeszkedik, minden
alkot6jat ugyanakkora szogben metszi (1. a 23. feladatot). Milyen a érték
mellett lesz ez a szog 37

71> Hatdrozzuk meg, hogy az
- r= 1a(smt + cost) + ja(sint — cost) + kbe ™

egyentetd térgorbe érintSegyeneseinek az zy koordma.tas:kka} alkotott met-
széspontjai milyen gorbét frnak le, ha @ és b zérustél killonbsz8 adott valds
szamok {i-a 26. feladatot)

Térgérbe ivhossza, ivhosszparaméier

T 17.7 Ha az r(¢t) vektor-skalarfuggvenynek az [a,b] z4rt |ntervallumon folytonos deriviltja
van, akkor az £ = r(t) egyenletd térgérbe [i;,8)(C [a,b]) intervallumhoz tartozé ivének s
hossziisaga az

12 io
5= f i)} di = ] VEH®) + 320 + 2ty dt
2] 4
képlettel szamithaté ki.

D 17.8 Egy G térgorbe megaddsat egy r(t) vektor-skalarfilggvénnyel fvhosszparamétere-
zésnek vagy természetes paraméterezésnek nevezziik, ha a gérbe barmely ¢ és &3 (t; < 12)
paraméterd pontja kizstti iv hossza {3 — #;. Ebben az esetben a ¢ paramétert ivhosszpara-
méternek vagy természetes paraméternek nevezziik.

P 17.9 Attérés lvhosszparameterre Legyen g € {a,b], és tekintsiik a valtozé felsé hatary
integrallal értélmezett

{
mﬁz):/ﬁ} () dr (¢ € [o,8])

figgvényt. Ha az ©(¢) az [a,b] zart intervallumon legfeljebb véges szdmd pontban veszi fel
a 0 értéket, akkor az s(t) filgvény invertdlhatd ezen az intervallumon. A térgdrbe r = r{t)
egyenletébe i helyébe irjuk t-nek s-sel kifejezett értékét, a 1(s)-et. Az r = r(t) egyenletbdl
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17, Differencidlgeometria — Térgorbe Tvhossza, fvhosszparaméter

az r = r(i(s}) = v(s) egyenletet kapjuk, amelyben v jeldki az s és r kézétti kozvetlen
fiiggvénykapcsolatot, az s pedig a v{0) = r(tp) helyvektorii és a v(s) = r(t) helyvektori pont
kézétti gorbelv eldjeles tavolsiga. (Ha lehetséges, akkor altaliban a #g = 0 értéket valasztjuk.)
T 17.10 Az r = r(t) egyenletd térgérbe minden ¢ paraméterértékéhez tartozé érintdvektora
akkor és csak akkor egységvektor, ha ¢ ivhosszparaméter. (Ha t és s egy térgsrbe két ivhossz-
paramétere, akkor t = s+ cvagyf{ = —s+ ¢, aholc € R konstans.)

T 17.11 Az ivhosszparaméteres r = r(s) egyenlettel megadott térgorbe sy paraméteri pontjs-
ban az r"(sg) vektor merdleges az r'(sp) vektorra, ha létezik. (Az ivhosszparamétert sltalsban
s-sel, az ivhossz szerinti derivaltat fels6 vesszovel jelsljiik.)

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi vektor-skaldrfiiggvényekkel megadott térgérbék ivhosszat
az adott paraméter-intervallumban:
72! r(t) = ie' cost + je'sint + ke'; 0<t<2,

2, 2v/213

738 r(t)—-(t+1)1+—-3+—~§—k —2<t<0,

74> r(t) = thi+ gtaj +1%k; 0<t<2,

75. r(t) =it +jVE +ki; 0<t<3,
3
76. (t)_.l% 6\/_t§+k 2, —1<t<,

t
770 r(t)=1i+1/4t—t23+2ln( ~Z)k; 0<t<l,

78. r(t) = ati + V3abt%j + 206°k; a,b>0, —1<t<1,

79% r(t) =icoslnt + jsinlnt+kt; 1<t <3,

80F r(t) =i{cost +isint)+ j(sint —tcost) +kt; 0<t<1,

81. r(t)=icht+jsht+ki; 0<¢t<In3,

82. r(t)=i(sht+cht)+j(cht—sht)+kiv2 0<t<In2,
cos t sin?

83. ()—1ht+w+k(t—tht) 0<t<10,
84. r(t) = isin® t+Jcos t+k 0<t<e

2 ¢ :
857 r(t)—lt+J2arcsm +k + Pyt 0<t<d,

86. r(t)—lcos t—i—jsm t—i—kcosZt, 0<t<2n,

A kovetkez& vektor-skalarfiiggvényekkel adott térgorbékndl térjitnk at ivhosszpa-
raméterre:

BT r(t) = Iet cost,elsint, ei] , o or(t) = [tz,cost2,85n t?] ,
2v2
Por(t) = [t cost, tsint, T\/-t%} , 0. r(t) =12t - 1,3(t + 1)],
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17. Differencidlgeometria — A térgdrbe kisérd triédere

91+ r(t) =i(t —sint) + j(I —cost); te€{0,2n],
92. r{t)=1itcosint+ jisinlnt + kt, ha ¢t > 0 és r(0) = Limy—. 40 r(£},
93. r(t) = it + kV8, 94. r(t) =it +jcht,

. 8
95, r(t)=i(4t —1)+jti* + kg\/t_3,
96. r(t) =iacht+ jasht+kat; a pozitiv konstans.

A térgérbe kisérd triédere

D 17.12 Ha az r vektor-skaldrfiggvénynek az sg helyen van mésodik derivaltvektora és ez nem
0, akkor az r = r{s) ivhosszparaméteres vektoregyenleti térgdrbe sg paraméter Py pontjshoz
tartozé érintS egységvektoron a t{sp) = r'(sg), fénormalis egységvektoron az n(sg) =

r(s0)
I+ (so)[’
a fonormails és a binormalis egységvektorokbél 4ll6 vektorharmast a térgéirbe Fy pontjahoz
vagy az sy paraméterértékhez tartozd kisér§ triédernek nevezziik. A Fp ponton dtmend £s
az érintd, a fonormilis, illetve a binormalis egységvektorokkal egyezé allasi egyeneseket 2
térgrbe Py pontbeli érint&jének, fénormélisanak, illetve binormalisinak mendjuk. Az érintd
és a fonormalis stkjat simuldsiknak, a fénormalis és a binormdlis sikjat normdisiknak, a
binormalis és az érintd sikjat pedig rektifikalésiknak nevezziik.

binormalis egységvektoron a b{sg) = t(sg) X n(sg) egységvektort értjilk. Az érints,

T 17.13 Ha a térgérbét meghatirozé r = r(l) vektoregyenlet jobb oldalan 16v6 r(t) vektor-
skalarfiiggvény legalabb kétszer differencialhaté a tg valamely teljes kérnyezetében és
#{1g) x #(ig) # 0, akkor

t(lo) = i-:'ig(—:—:;—i, bits) = ;E—izi—;‘%, n{tp) = b{te) x t{tg).

Feladatok

Mutassuk meg, hogy az aldbbi egyenletekkel megadott térgorbék természetes para-
méterezéstiek. Hatarozzuk meg a térgorbék sy paraméterii pontjihoz tartozé kisérd
triédert:

V8s

o7s I‘=ISIH3-§—JCOS—+]{—3— sg =0,

98, r=1lcos

3s
+jsin ,—+ o sp =0,

s s
r =1i—=cos 111 +j—=sinln — + k—; 3¢ = V3.
V3 f f \/' V3

Hatarozzuk meg az aldbbi egyenletekkel adott térgorhék to paraméterd pontjdhoz
tartozd kisérd triddert:

100 r = (2 - i+ (t+2)§+(F -k to=1,

99.
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17. Differencidlgeometria — A térgorbe kisérd triédere

10t r = (1 +%)i+ - ft?j +( -k =0,
102. 1 = i2cos 2t + j2sin 2t + k34, 1o = %,
103. r =isin®t + jeos2t — g7k to =T,
104.r = {t —sint}i+ (1 —cost)j + 4dsin ~t2—k; g = 2—;—,
105. r = (2t — sin2¢) + jeos 2t + kdsint; tp = _§4£’
106. r = (e* _ t) i+e®j- (24 e**) k; # =0,

2?41

107. r = icht + jshit + 5 —k; tg=1.

Hatdrozzuk meg az alibbi egyenletekkel adott térgorbék ¢y paraméterdi pontjihoz
tartozé érintd, binormdlis és fénormélis egy vektoregyenletét vagy egyenletrend-
szerét, valamint a simuldsik, a normalsik és a rektifikdls sik egyenletét (108 — 113.
feladatok):

1080 r =i(t + 1) +j* + k(¢ —3); te =1,
. .2
109.r=x(t2—i-1)+3i—2+kt(1—t2); to =1,
110. r:isht+jcht+kt ty = 0,
111. r =iet +je! -[-k( ®_1), =0,

1
112. r =iln(1 4 6) - ]
113. r = fcos’ t +sin 2t — k- to = =
.1 = icos? sin 2 — = -,
j ost 0T 4
114. Mutassuk meg, hogy az r = iasin® t+ja sintcost+kacost (a # 0) egyenletd

;;;;;

+k 1+t tg = 2,

1152 Milyen ¢ pa1ametele1tekle parhuzamos az r = ie?' + j2e' + kt egyenletii
térgorbe simulésikja az 5 — 2z = 1 — y = —22 egyenletrendszerfl egyenessel?

116. Van-e olyan pontja az r = (3 —2¢2 4+ 2¢)i+ (2 +4)j + (%—-tz +t+ 1) k egyenletii
térgorbének, amelyben az érint8 parhuzamos a ¢ = 1 paraméterti ponthoz
tartozé simnlésikkal?

117PAz r = %1 + In¢j — t2k egyenletii térgorbe melyik pontjéban parhuzamos a
binormélis'az = — y + 8z + 2 = 0 egyenletif sikkal?

118. Hatarozzuk meg az r = ti + t%j + t3k egyenletii térgorbe azon pontjait (ha
vannak ilyenek), amelyekben t =i, n=j, b=k

119. Hatdrozzuk meg az 2 + y? = z és y = z egyenletekkel adott feliiletek met-
szésvonalanak P(a,a,2a’) (a # 0) pontjaban a rektifikilé sik egyenletét.
Az a paraméter mely értékénél merdleges a rektifikdlo sik az z +y+ 2 =0
egyenletii stkra?

A kovetkezs feladatokban (120 ~ 128.) a térgtrbét két feliilet metszésvonalaként
adjuk meg. Hatdrozzuk meg a térgérbe Py pontjahoz tartozd kisérd triédert:
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120022 442 4+ 22 =16, 22 +yi—4dz=0; Py(3, v3,2),

121, 22 + 42422 =3, 2x+y=3; Pe(1,1,1),

122,222 + 3yz— 6y =0, 3y>—=zz—-32=0; BPy(0,0,0),

123%2% —2zy + 22 -1 =0, e+2zy 42y 222 -6=0; Py(2,1,-1),

124. 22 — 2 4 22 =1, y*-22+2=0; P(l,-1,1),

126. 2y =-1, 22+y°—22=0; Po(-1,1,v2),

1262z% + y® = 2a%, zy =bz; Pola,q,a’!) (8 #0),

127. 22+ 4% =2, z=1v Plaa,2d?),

128223 — 2 =0, z%—z=10; Py(0,0,0).

129* Az el6z8 feladatban a két felillet G metszésvonalanak Py(0,0,0) pontjaban

létezik-c a kisérd triédernek hatdrhelyzete, azaz
WFo) = Jim, t(P), n(Po) = Jimg, n(P), B(Ro) = €(Py) x n(P0) (P € 67

Gaorbiilet és torzié

D 17.14 Legyenek Py és P a G térgdrbe pontjai, tovabbs legyen s a PoP gorbeiv hossza,

« pedig a G gorbe Py és P pontheli érintGjének szége. Ha a G(Pp) = Plin}3 ¢ patarértek
—rg 8

létezik, akkor ezt a hatdrértéket 2 § gorbe Py pontbeli gbrbliletének, a gérbiilet reciprok

értékét pedig gbeblileti sugdrnak {p{Py) = —;——) nevezzik. Jeldlje tovabba 3 a G gorbe
G(Py) &

Py és P pontbeli simulésikjanak szbgét. A Plin}’ —g hatdrértéket, ha létezik, a G gérbe Fg
g

pontbeli torzidmértékének, a T{F) = sgn (b(Pg)b’(Pu)t(Pg)) PHII}D g valés szdmot pedig
— Py

a gbirbe Py pontbeli torzigjanak nevezzitk. Ha a § gdrbének a P pontban pozitiv, ill. negativ a
torzidja, akkor azt mondjuk hogy a gérbe a Py pontban jobbesavarodasd, ill. balcsavarodasd.
(Szemiéletesen, a Py "kézelében" nivekvd paraméterértékhez tartozd b vektorok viltezasa
(“forgasa") a t(tg) irdnysval szembenézve pozitivnak, ill. negativnak litszik.}

T 17.15 A G gérbe akkor és csak akkor egyenes, ha minden pontjshan zérus a gorbiilet; §
akkor és csak akkor sfkgorbe, ha minden pontjaban zérus a torzié.

T 17.16 Ha az r{t) vektor-skalarfiiggvénynek a fy valamely teljes kérnyezetében létezik a
masodik derivaltja és #(fg) # 0, akkor az r = r(t) vektoregyenletil térgérbe ty paraméterértékil
pontjaban létezik gorbilete és '

_ |¥(ta) x F{tp)l
Glto) = igP

[vhosszparaméteres megadas esetén: G{sg) = |r”(s0)].

T 17.17 Ha az r{{) vektor-skalarfiggvénynek a 1 valamely teljes kérnyezetében van harmadik
derivaltja és ©{{g) X F{to) # 0, akkor

_ t(0)# (1) T (f0)
[E(1g) x F{tg}*

17-9
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17. Differencidlgeometria — Gérbiilet és torzié

[vhosszparaméterezés esetén: ha r'{sg) # 0, akkor

B I‘I{SQ)F”(SQ)I‘,”(SQ)
Tloo) = == \GGoE

D 17.18 A G térgorbe Py pontbeli simulékire a gdrbe harom pontjdn atfektetett kdr ha-
tirhelyzete, mid6n a hdrom pont fart a Py ponthoz, feltéve, hogy e hatdrhelyzet létezik.
{Kimutathaté, hogy ez a definicié az y = f(xz) alakd egyenlettel adott sikgérbékre ekvivalens
a T 9,25 tételben szerepls definicidval. A definicicbsl kozvetleniil adédik, hogy a simulékdr
benne van a G gorbe Py pontbeli simuléstkjaban, Py-ban kzds az érintSje a G gorbével és
kozéppontja a § gérbe P pontbeli fénormalisan van.)

T 17.19 Ha az r{t) vektor-skalarfiiggvénynek ty valamely teljes kérnyezetében létezik masodik
derivaltja és P(tp)x¥(tg) # 0, akkor az r = r(2) egyenletd térgdrbe tg paraméter Py pontjdban
van simulékére, tovabbd ha K a simuldkér kézéppontja, akkor
—— 1
PoK = ——n(ty) = p(} i
(IR G(iﬁ)n( U) P( U)n( 0)5
ahol n(zgy) a gérbe Py pontbeli fSnormalis egységvektora.

D 17.20 A G térgdrbe Py pontbeli simuldgémbje a gorbe négy pontjan atfektetett gémb
hatarhelyzete, midén a négy pont a Py ponthoz tart, feltéve, hogy & hatdrhelyzet Iétezik.
{Kozvetlenlil a definfciobdl adadik, hogy a simulégdmbbsl a simuldstk metszi ki a simulé-
kort, és a simulégdmb kézéppontja a simulésikra a simulékdr kézéppontjabdl emelt merdleges
egyenesen van, azaz illeszkedik a géirbe Py pontbeli normalsikjdra.)

T 17.21 Ha az r{t) vektor-skalarfiiggvénynek a iy valamely teljes kirnyezetében van harmadik

derivaltja és ©{tg)¥(fg) r (t9) # 0, akkor az r = r(t) vektoregyenletil térgdrbe ty paraméteri
P, pontjaban van simulégémbje, tovabbd ha L a simulégémb kézéppontja, akkor

Pol = p(to)n(to) + g%%m

ahol n(ty) és b1y} a gbrbe Py pontbeli fénormalis, ill. binormalis egységvektora,

Feladatok

Szémitsuk ki a kévetkezd egyenletekkel adott térgorbék gorbiiletét és torzidjat a
to paraméterii pontban, illetve a Py ponthan {130 — 134. feladatok):
. ., 1
130fr = (1 —26%)i4+ (£ —2)j + 7k to=-1,
131 r=ie '+ jt + ke!; ¢ =0,
132.r =icos®t +jcostsint + ksint; to =
133°y? =2, 2=z Pp(1,1,1),
134. 22 — 4% + 22 =0, Y — 2z +z = -1 Py(1,-1,0).

135* Mutassuk meg, hogy az r = it® + jcost® + ksint® egyenletii gorbe gorbiilete
és torzidja allandd és egyenl§ egymassal.

1

o A
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17. Differencialgeometria — Gorbilet és torzio

Adjuk meg azokat a pontokat, ahol az r = r(¢) egyenletil térgdrbe gorbiiletének és
torzidjanak szélséértéke van (136 — 137. feladatok):

1362 r(t) = icost -+ jsint — k2, 137. r =7+ V2j + k.
138° Az y = In x egyenletii gbrbe melyik pontjdban van a gorbiiletnek maximuma?

139! Bizonyitsuk be, hogy minden kér gorbitilete 4llandé, és egyenld sugarinak
reciprokéval.
2 2 .
140. Szamitsuk ki az Zé- + %2— =1 {a,b > 0) egyenleti ellipszis tengelypont-

jaiban a gorbiiletet. {Az ellipszis egy paraméteres egyenletrendszere: z =
acost, y="bsint, 0<t<2x7)
2 y2

141, Szamitsuk ki az % = 1 {a,b > 0) egyenletd hiperbola tengely-
a

pontjaiban a gorbiiletet. (A hiperbola egy paraméteres egyenletrendszere:
r = tacht, y=bshi.)

142. Szamitsuk ki az y? = 2pz egyenletd parabola tengelypontjdban a gorbiiletet.

144 1 ¢
1437 Bizonyitsuk be, hogy az r = + it t2j + T

Tt k egyenletii gbrbe sik-
gorbe.

144. Bizonyitsuk be, hogy az r = isin?¢ + jsin 2t + kcos® ¢ (0 £t < ) egyen-
letii gorbe sikgrbe, és illeszkedik a 4z% — 42 + y? = 0 egyenletd elliptikus
hengerfeliiletre.

145. Hatérozzuk meg az r = ti + In(#? + 1)j + 3k egyenletif térgdrbének azokat
a pontjait, amelyekben a binormalis parhuzamos az « = 3z egyenletii sikkal,
és adjuk meg ezekben a pontokban a gorbiiletet.

Szamitsuk ki a kisvetkezd vektor-skalarfliggvényekkel adott térgsrbék simuldksré-
nek sugarit és kézéppontjat a ¢y paraméterii pontban:

1
1462 ¢(t) = it i+ 2+ th=1,
147, v(t) = id cos?t +j2sin2t + ksint; 3= g,
148. r(t) = it cost + je'sint + ke'; ¢y =0.

Szamitsuk ki az aldbbi egyenletekkel adott feliiletek metszésvonalaként el6alls tér-
gorbe Py pontjahoz tartozé simuléksr sugardt:

149. 2% = 2a2, y=2bzz; Py(e,a’h, g) (a #0),

26 1
150. 2% = = Bbzz; Py(—1,—-2 — ,
x* =3az, y=6bzz; FPp(-1, a’Ba) {a #0)

Irjuk fel az alabbi vektor-skalarfiiggvényekkel adott térgdrbék pontjaihoz tartozéd
simulékorek kozéppontjait meghatdrozé v(t) vektor-skalarfiiggvényt (151 — 152.
feladatok):

1515e(t) = [acost,asint, bt} (a #0), 152 r(t) = [cht,sht,1].
17-11



17. Differencidlgeometria — Fizikai alkalmazdsok

1
1532*Bizonyitsuk be, a p = Vel képlet alapjan, hogy ha az y = f(2) fiiggvény az z¢
helyen legalabb kétszer differencialhatd, akkor

(14 f(m0))?
Pe0) = )

(L. Szész G.: Matematika 1., 245. 0.) Hatarozzuk meg ez alapjin az y = €*
fiiggvény grafikonjinak azon pontjait, ahol a simuléksr sugardnak szélsGér-
téke van.

154 *Hatdrozzuk meg az z = t, y = t2, z = 3 egyenletekkel adott térgorbe
t = 0 paraméterdl pontjdhoz tartozé simulégsmbjének egyenletét. (L. 65. és
118. feladatokat!)

155%Azz =¢', y=-¢e"", z= /2t egyenletekkel adott térgorbe mely pontji-
ban van a simulégomb sugaranak szélséértéke? Irjuk fel ebben a ponthan a
simulkér egy egyenletrendszerét és a simulégomb egy egyenletét. - )

Fizikai alkalmazdsok

A 17.22 Az anyagi pont mozgdsanak kinematikai leirdsa azt jelenti, hogy megadjuk a pont
helyét, sebességét és gyorsuldst az id& fuggvényében. A vektori lefrasnal felvesziink a térben
egy O pontot, az ugynevezett vonatkoztatasi pontot, és a tér valamely P pontjaban iévé

tomegpont helyét az r = op helyvektor végpontjaként adjuk meg. Az anyagi pont a mozgds
soran "megszakitas nélkil" véltoztatja a helyét, az r vektor tehdt a ¢ id§ folytonos fuggvénye.
Az r = r(t) helyvektor végpontja a térben egy folytonos gorbét, a mozgas palyajat irja le.
Az r = r(l) tehat a pélydt meghatarozd vektoregyen(et Ha a mozgast valamilyen koordindta-
rendszerhez viszonyitjuk, akkor az anyagi pont helyét a P pont koordinatéival adjuk meg.
Példaul derékszdgl koordindta-rendszerben (z(1t), y(t), z()) jellemzi a pont helyét. A palyat
ekkor az
r = 2(0)i+ y(t) + 21k

vektoregyenlet vagy az z = z{I), y = y(f), 2z = z(t) egyenletrendszer irja le. A sebesség-
vektor: v(t) = £(t), a gyorsulasvektor pedig: a{t) = ¥({).

A 17.23 Rogzitsiink az anyagi pont palydjin egy Py pontot { Po-ként nagyon sokszor a ig =
0 idépillanathoz tartozé, azaz az r(f) helyvektori pontot vaEasthak) A tetszdleges {{> 0)
paraméterii P pont és a Py pont kizbtti s whossz az anyagi pont 1 id8 alatt megtett Gtja

(amig a Py pontbél a P pontba jut). Nyilvinvals, hogy s(t) = / jt{u)] du. Ha t(s) jeloli az

s(1) fuggvény inverzét, akkor v{1) = r'(s)(t), azaz v(t) = t(s(£))3(1), ahol t(s(t)) az s(t)
paraméteri pontban az érints egységvektor. A v(t) = |v(1)] = 5(1) (f > tg) mennyiséget,
azaz a v(1) sebesség nagysagit palyamenti sebességnek is szokds nevezni. Tovabba:

dr( (t))

a(t) = ¥(0) = (e s()3() = sy sy =

H%mw%w»%mmn~wf8;%mmﬂmurmz«m
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17. Differencislgeometria — Fizikai alkalmazésok

tehat

a(t) = 3(0)t(s(8) + = Dn(s(t)
p(t) ’

ha [e"(s{t)}] # 0, ahol p(t) a ¢t paraméterd P pontban a g&rbe simuldkérének sugara (a
gorbiilet reciproka), n pedig a fSnorméalis egységvektor. Az a; = #(t) = 3(¢)-t palyamenti
v3(t)
ol

gyorsulasnak, az a, = -t pedig normélis vagy centripetilis gyorsulasnak nevezziik. A

-
dn=wm=me+;g.

Ha |r”(s())] = 0, akkor a mozgas egyenesvonalii (a gérbillet 0). Ebben az esetben a(t) =
3(1)t(s(2)), azaz a gyorsulds érintd irdnyd. A masik specidlis eset az egyenletes kirmozgds.
Ekkor s(t} = vt (typ = 0), ezért §(t) = 0. Most tehdt a gyorsulds érinté irdnyid dsszete-
vSje zérus. Az egyenletes kérmozgdst végzd anyagi pont gyorsuldsa a sugdr irdnyaban a kor
kézéppontja felé mutat.

gyorsulds nagysdga:

A 17.24 Legyen (p() az a nemnegativ sz8g, amelyet az r(ty) és r(t) vektorok bezarnak. Nyil-
véanvals, hogy w(t) az ida folytonos filggvénye. Az w(t) = ¢(t} és az a(t) = ((t) mennyisége-
ket az anyagi pont t idSpillanatbeli sziigsebességének, illetve szBggyorsuldsanak nevezziik.
SzBgsebességvektornak hivjuk az r(t) x #(t) irdnyad w(t) nagysagii vektort. Beldthats, hogy
ha r{t} # 0, akkor

r{t) x B(t)

“i = “re

(Ha r{t) = G, akkor a szégsebesség zérus.)

Feladatok

Szémitsuk ki az r = r{#) egyenlettel leirt palydn mozgé anyagi pont t =0ést =ty
id6pillanatok kézott megtett Gtjat, valamint a sehességvektort, a gyorsuldsvektort,
a palyamenti sebességet, a pdlyamenti gyorsulast és a centripetdlis gyorsuldst a
t = tg idépillanatban. Allitsuk el a sebességvektort és a gyorsulisvektort az érintd
és f6normalis egységvektor linedris kombinacidjaként (156 — 161. feladatok):

243
156."r:i(t+3)+j——+k(t2+1); to =2,
157.r = —1+

r \/_ts + k to=1,
138. r = tAcost -i—_]Asmt + ket (A, e >0); ty=2m,
159. r = it + jy4t — 12 + k2In(1 — fz), tp =2,
160. r = it + jt%; {5 =2, 161. r =it +j2V13; o= 1.

162 Vékony, homogén, 2a hosszdsdgi egyenes AB rid A végével a vizszintes §
sikra tamaszkodik, és azzal a széget zdr be. A rid a £ = 0 idSpontban a
nehézségi erd hatdsira (0 kezdSsebességgel) esni kezd. Esés kézben a rid A
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17. Differencislgeometria — Felilletek '

végpontja elhanyagolhaté sirlédassal mozog a vizszintes sikon. Milyen gérbén
mozog a B végpont? Hatarozzuk meg a B pont palydjanak vektoregyenletét,
mint az idé fiiggvényét. Szamitsuk ki a mozgs B pont tetsz@leges t iddpilla-
natbeli sebesség- és gyorsuldsvektorst, palyamenti sebességét és gyorsuldsat.
A vizszintes sikra valS leesés pillanatdhoz tartozé gyorsulasvektort allitsuk

.

elé az érinté és a f6normalis egységvektor linedris kombindcidjaként.

163 Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban a rid A végpontja pélysjinak vektore-
gyenletét, mint az id6 fiiggvényét. Mekkora az A pont palyamenti sebessége
és gyorsuldsa a B végpont S sikra valé érkezése pillanatdiban?

Szamitsuk ki az r = r(¢) egyenletdl palydn mozgs anyagi pont szdgsebességvektorat
a t = tg idépillanathan (164 — 166. feladatok):

164, r = {3 -2+ Bt + 2+ (2 -5)k; =1,
165. r =teli + t2e  + (1 4+ e')k; to=1,
166.r = itcost + jtsint + kat; #p = g

167> Egy {élegyenes vizszintes sikban allandé w szigsebességgel forog az O vég-
pontja koriil. A félegyenes kezddpontjabél a ¢ = 0 idSpillanatban elindul a P
pont, és félegyenesen allandé vy nagysagi sehességgel mozog. Irjuk fel a P
pont palydjanak mozgasegyenletét az idG fiiggvényeként. Adjuk meg a P pont
péalyamenti sehességét és gyorsuldsat a mozgds idStartamanak egy tetszéleges
¢ idGpontjaban.

168. Hatdrozzuk meg az r = % + Vv2t'j + t°%k egyenletii palysn mozgé anyagi
pont szbgsebességét és szoggyorsuldsat a ¢t idd fiiggvényeként. Melyik id&-
pillanatban veszi fel a szogsebesség és a szoggyorsulds a legkisebb, illetve a
legnagyobb értékét?

Feliiletek

D 17.25 Minden feliilet megadhaté egy r = r{u, v} vektoregyenlettel, amelyet a feliilet para-
méteres vektoregyenietének, az u és v viltozékat a felilet Gauss-paramétereinek, az uv
stkot pedig Gauss-paramétersiknak nevezziik. Ugy is mondjuk, hogy a feliletet az (u,v) —
r{u, ) vektor-vektorfiiggvénnyel adjuk meg. Az r = r{x,v) vektoregyenletet példaul térbeli
derékszégii koordinata-rendszerben koordinata-figgvényekkel is felirhatjuk:

r = z{u,v)i + ylu,v)j + 2{u,v)k.

A feliileteket gyakran z = z{z,y) vagy f(z,y,2) = 0 alaki egyenletekkel adjuk meg. Megje-
gyezzitk, hogy egy r = r(u,v) vektoregyenlet azonban nem mindig feliilet vektoregyenlete.

D 17.26 Ha a felilletet leird {u,v) — r(u,v) fiiggvény a teljes D értelmezési tartomanyan
invertalhats, akkor a feliileten lévs barmely Py ponthoz egy és csak egy olyan D-beli (ug, vy)
szampar talathaté, hogy az r{ug, vp) éppen 2 Py-ba mutaté helyvektor; ezért ebben az esetben
az up, vy szamokat a Py Gauss-koordinatainak nevezzik.
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17. Differencisigeometria — Feltiletek

D 17.27 Ha az u, v paraméterek egy (harmadik) ¢ paraméter u(t), v(¢) alaki figgvényei, akkor
a i F(t) = r(u(t),v(t)) vektor-skalarfiiggvény a feltiletre illeszkeds gérbét ad (felileti
gdrbe). Specislisan, ha u = ug,v = t illetve v = £,v = vy, akkor a ¢ =+ F(2} = r(ug, t) illetve
at F(t) = r(f,vp) vektor-skalarfiiggvenyekkel megadott feliileti gorbéket az up értékhez
tartozé u-paramétervonalnak ilfetve, a vy értékhez tartoz6 v-paramétervonalnak nevezziik.

Feladatok

A kovetkezd feladatokban (169 — 172.) egy sikot hdrom pontjdval adunk meg,
Ellendrizziik, hogy a megadott harom pont nem esik egy egyenesre, és irjuk fel a

sik egy paraméteres vektoregyenletét példiul az O_P; , PiPy, P P; vektorok segit-

ségével:

1692 P1(2,1,9), P(1,5,10), Ps(0,4,0),

170. P(0,0,0), P(1,0,0), P5(0,1,0),

171. P1(3,-1,2), P»(4,3,-5), P3(5,-1,2),

172. P{0,2,-1}, Pa(5,-1,3), P3(-2,1,4),

173 Forgassuk meg a z = f(y) valés fiiggvény grafikonjat az z tengely koriil.
Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott feliilet egy paraméteres vektoregyenlete
az

r=ivcosu+juosinu+kf(v), {(u€0,27),v € Dom f)

egyenlet; egy mdsik paraméteres vektoregyenlete pedig az

r=i$+jy+k f(m)s ha Ve -]—y (= Olnf,
f(“\/$2+y2 s ha —\/:z2+y2eDomf’

Az utébbi egyenlet segitségével adjuk meg a feliilet egy vektormentes egyenle-
tét. Hogyan médosulnak ezek az egyenletek, ha a grafikont az y tengely koriil
forgatjuk meg? Adjuk meg a megfelel§ egyenleteket, ha példaul az y = f(z)
valés fiiggvény grafikonjit forgatjuk meg az y, illetve az z tengely koriil.

Az el6z8 feladat segitségével vagy egyéb médon frjuk fel az alabbi f egyvaltozés
valés fliggvények grafikonjanak a megadott tengelyek koriili forgatdsakor kapott
feliilet legalabh két egyenletét (174 — 177. feladatok):

17422 = f(y) = v% =z v, 175. z = f{z) = lnx; ' z, T,
176. 2 = f(y) = e_yz; Z, Y, 177.y = f(z) = chz; vy, =
178. Az zy koordinatastk y = —2% 4+ (a + b}z —ab (0 < a < b) egyenletii para-

boldjanak z tengely feletti ivét forgassuk meg az y tengely korill. frjuk fel az
igy keletkezett feliilet egy paraméteres vektoregyenletét.

Az xy koordindtasikon 1év6 és az alabbi egyenletekkel megadott gérbék minden
pontjin at vegyitk fel az adott a irdnyvektort egyenest. Irjuk fel az igy kapott
hengerfeliilet egy paraméteres vektoregyenletét:
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17. Differencidlgeometria — Feliiletek

1780y = 2%, a=[-1,1,1], 180. 22 + ¥ =1; a=[2,-1,3],
181. 2% —y? =4; a=[-3,2,1], 182. 22 + 4y = 4; a=[0,1,2].

Az zy koordinatasikon 1év8 és az aldbbi egyenletelckel megadott gorbék minden
pontjan at vegyiik fel az adott Py ponton dtmend egyenest. Irjuk fel az igy kapott
kipfelilet egy paraméteres vektoregyenletét:

183%z2 + 42 =25; Py(-2,3,4), 184.y =22 —4; P(4,-2,3),

185. y =23 +2z2 —z -2, P(0,0,3), 186.2% —y* =1; Po(0,0,5).

frjuk fel az r = r(u,v) vektoregyenlettel adott felilet vektormentes egyenletét
z = z(x,y) vagy f(=,y,7) = 0 alakban:

18781 = iv cosu + jusinu+kv?; 0 < u < 27 (forgasi paraboloid; vegyiik figyelembe
a 174. feladat megoldésat!), '
188. r = lacos u+jasinutky; a >0, 0 <u < 27 {kirhenger; 1. 180, feladatot!),

189, r = ivcosu + jusinu + kev; ¢ # 0, 0 < u < 2« (korkap; 1. 8.85. és 183.
feladatokat!),

190. r = ui + u?j + vk (parabolikus henger),

191°r = iacosusinv + jbsinusinv + kccosv; a,b,¢ >0, 0 <u <2,
0<wv<7 (ab,c {éltengelyi ellipszoid},

192. 1 = (cosu — vsinu)i + (sinu + veosu)j + vk; 0 < u < 27 (egykdpenyii
hiperboloid; 1. 8.89. feladatot!),

19341 = a(u + v)i + b(v — u)j + 2uvk; @, b > O (hiperbolikus paraboloid; . 8.86
feladatot!),
4 4

194 r = ia? cos* u cos® v + ja® cos usin®v + ka®sintu; 2> 0, 0 <u,v < 2m,
195. r = jachu + jbshu + kv;  a,b > 0, {hiperbofikus henger; 1. 181. feladatot!),

196. r = iachvcosu + jachusinu + kbshv, a,8 >0, 0 < u < 2 (egykdpenyi
forgashiperboloid; 1. 8.89 feladatot!),

197.r = iashvcosu + jashvsinu + kbchv; a,0 >0, 0 <u <27 (kétkdpenydi
forgashiperboloid; 1. 8.90. feladatot!).

frjuk fel az alibbi vektormentes egyenletekkel adott feliiletek egy paraméteres
vektoregyenletét:

198%z = ry (hiperbolikus paraboloid),
199%22 + % = 2% (kérkap; 1. 189. feladatot!},

2 .2

200. Z_? + %5 =z a,b> 0 (elliptikus paraboloid),
22 ¢t 22 .

201, 2 + Eo 1; a,bc> 0 (egykdpenyii hiperboloid; 1. a 196, feladatot!),
22 gt 2

202, Pl i 1; a,bc >0 (kétkdpenyii hiperboloid; L. a 197, feladatot!),
2t )

203. ) + il a,b,¢ > 0 (kap; 1. a 199. feladatot!).
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17. Differencidlgeometria — Felalet érintdsikja és normaélisa

Az alabbi feladatokban irjuk fel az r = r{t) egyenletii térgbrbe 8sszes érintéje altal
alkotott feliilet egy paraméteres vektoregyenletét:

204°'r =t + 2j + k, 205, r =icost + jsint + ke,
206. r = ie' cost + je!sint + ke'.

Szamitsuk ki az v = rlux,v) egyenletdi felitlet v = u(?), v = v(¢) paraméteres
egyenletrendszerrel megadott felilleti gorbéjének ivhosszdt a [t1,23] paraméter-
intervallum-

ban (207 — 209, feladatok}):

207°r = iucosv + jusinv + k2u; u=1% v=It | ==, £, = 2w,
208.r = e*(icosv + jsinv+ k); u=v=t 4, =0, t3=1,
. U,  2uv 9
209.r=u1+§_]+§k; u=t v=t,4H =0, 12=1.
2107 Hatdrozzuk meg az a sugard r = igsinvcosu + jasinvsinu + kacosv
(0 < uw < 27, 0 £ v £ 7) egyenletd{ gombfelillet paramétervonalainak
hosszét,

Irjuk fel az r = r(u, v} egyenletd feliilet {uq,vq) paraméteri pontjiban a paramé-
tervonalak érint&inek egy egyenletrendszerét:

211 r=(u+v)i+ (e —v)j+uvk; uw=2 vp=1,

212.r =iucosv +jusinv+ ku; up =2, vg= T
213. r = (0% — 207)i +uv?i + (WP —wk; wp =1, vg = -2,

Feliilet érintdsikja és normalisa

D 17.28 Legyen F az r = r{u, v} {(u,v) € D) egyeniettel megadott feliilet. Ha az (ug, vp)
{€ D) pont valamely teljes kdrnyezetében az r{u, v) figgvény invertilhats, mindkét viltozdja
szerinti parcidlis deriviitja folytonos, az u szerinti ru{ug, vy) és a v szerinti ry(ug, vg} parcidlis
differencidthanyadosok nem egyezs atlasiiak, akkor az F feliilet r{ug, vg) helyvektorii Py pontjat
regularisnak nevezzik. (Elfordul, hogy a differencidlthdnyadosok esak az adott paraméterezés
mellett egyezd dllasiak. Ha valamely feliileti pontban bdrmely megengedett paraméterezéssel
is parhuzamosak a differencisthdnyadosok, akkor a pontot szingularisnak mondjuk.)

T 17.29 Az F felilet P, regalaris pontjan atmeng felitleti gorbek érintsi (ha léteznek) va-
lamennyien egy sikban vannak, amelynek egy normilvektora az n{up,vg) = rulug, v} X
rv{ug, vg) vektor.

D 17.30 Az el525 tételben szerepls sikot az F feliilet Py pontbeli érint&sikjanak, az érintGsik-
ra a Py pontban sllitott merdleges egyenest pedig a feliilet Py pontbeli feliileti normalisanak
nevezziik.

T 17.31 Legyen az F felilet a z = z(2,y) ((z,¥) € D) egyenlettel megadva. A
Py{20, v0, z{20, Y0 )) pontban akkor és csak akkor létezik a = tengellyel nem parhuzamos érin-
t&sik, ha a z{x,y) kétvaltezds valés figgvény differencisthaté az {zg, yg) pontban. Ebben az
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17. Differencislgeometria — Felitlet érintésikja és normalisa

esetben az érintdsik egy normilvektora az n{zg,y0) = (7 (z0, va)s —z;(mo,yg), 1] vektor.
(Megjegyezziik, hogy ha a 2(z, y) fiiggvény mindkeét viltozéja szerint parcilisan differencidiha-
t6 és a parcislis differencidlhanyadosok folytonosak az (g, yo) pontban, akkor differencialhaté
is ebben a pontban (1. T 14.9).)

T 17.32 Adjuk meg az F feliletet az f(z,y,z) = 0 egyenlettel. Ha az f figgvény minden
viltozéja szerint parcialisan differencidlhato, a parcidlis differencialhanyadosok folytonosak a
Pyo(zq, ¥0, 20) pont valamely teljes kirnyezetében és n(Fp) = [£1(Po), fy(Po), i {Po)] # O,
akkor a Py pontban létezik érintSsik, amelynek egy normalvektora nf Py).

Feladatok

Az r = ru,v) egyenlettel megadott feliilet mely pontjaiban egyez alldstiak az ry
és ry vektorok?

214°r = i(u? + v2) + Juv + kcosucos v,

215. r = (u? — v¥)i 4 (cosu — 1)j + (v — e”)k.

Szamitsuk ki az r = r(u,v) egyenlettel megadott feliilet (up, vp) paraméteril pont-
jan Atmend két paramétervonal altal bezart szoget vagy annak koszinuszat:
21601 = (u? — v?)i + 2uvj+ (w2 +oD)k; wo=1, vo =2,

217. r =du +j(1 + u)cosv + k{1 +u)sinv; wug=1, v = 3,

]

218.r =1ivcosu +j\/1jsin% +k%(1 +cosu}; ug= %, vy = 1.

Hatdrozzuk meg az r{u,v) vektor-vektorfiiggvénnyel megadott feliilet {ug,vo)} pa-
raméterii pontjdhoz tartozé érintSsikjdnak egyenletét és feliileti normalisdnak egy
egyenletrendszerét:

219°r(u,v) = (v® — 20M)i + (v —v*)j + (v* = 2)k; w=-1, v =1,
220. r{u,v) = (v 4 v)i + (v? +v2)j + (ud+0¥k; w=1, vp=-1,

7
Z':
222. r{u,v) = (2v + cosu)i + (sinu —v)j + vk; wo=m, vp =1,

223. r{u,v) = (2 + cosv)cosu + }(2 + cosv)sinu + ksinv;  ug=

: . . . 1r
221. r(u,v) =iu + jeosusiny -+ kcosuncosv; up = Vg = 3

y Bp =T,

P

224 Xr(u,v) = hucos v + Jusinv + ke—"z; ug = vg = 0.

A kovetkezd feladatokban {225 — 235.) irjuk fel a feliilet Pg(xo,y0,20) pontjdhoz
tartozé érintdsik egyenletét és a feliileti normalis egy egyenletrendszerét:
2

22527 = a2y + 2% Po(2,1,6), 226. 2 = 2% — 34-; Py(2,2,3),

227,z = 2> + 4% Pp(1,2,9), 2288 2%y + 22 +yz =0; PFe{0,-1,1),
220. 2%+ 4% + 22 =169; Py(3,4,12), 230.zy° +:° =12 Po(1,2,2),

231 z=y+In T Po(l,1,1), 232.2Y 123 =8 Py(2,2,1),
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17. Differencidlgeometria — Felulet érintésikja és normalisa

2 2 2

233. ?—5 + L + Z = 1;  Po(ze,y0,20) (L a 30. és a 191. feladatokat!),
a b2 e
22 g ,

234. o) + 7= Po(zo,y0,20) (1. a 200. feladatot!),
2?2 ¢ 22

235, — — 5 — = =1; Po(zo,v0,20) (1 a 202. feladatot!).

2367 Bizonyitsuk be, hogy az = = e'cost, y = e'sint, z = 2t egyenletrendszerii
térgorbe illeszkedik az z% 4+ y? = e egyenleti feliletre, és minden pontjiban
a simulésikja egybeesik a felilet érint@sikjsval.

2377 Az 22 + 2y° + 322 = 21 egyenletii felillethez keressiink olyan érint&sikokat,
amelyek parhuzamosak az = + 4y + 62 = 0 egyenletii sikkal.

238. A z = z? + y? egyenletii felilletnek van-e olyan érintdsikja, amelyik parhuza-
mos a 2z + 3y = 4z egyenletdi sikkal? Ha van, akkor adjuk meg az egyenletét.

239> Adjuk meg a z = 22 + y* egyenletii felilet mindazon érint&sikjait, amelyek
merSlegesek az x +y + z = 0 egyenleti sikra,

240. Adjuk meg az z? + 2y% + 322 4 22y + 2z + 4yz = 8 egyenleti feliilet azon
pontjait, amelyekhez az zy koordinatasikkal parhuzamos érintdsik tartozik.

2417 A 222 + 4% + 422 = 6 egyenletd ellipszoidon vannak-e olyan pontok, ame-
lyekhez tartozé érintdsikok atmennek a P(4,—1,1) ponton, é merSlegesek
a 2z — 2y + z = 0 egyenletii stkra? Ha vannak, akkor adjuk meg az ilyen

pa_x

érintSsikok egyenletét.

242. Az 2° = z? + y? egyenletd kipfeliiletnek vannak-e olyan pontjai, amelyekhez
tartozé érint&sikok parhuzamosak a 2z +y = 2z egyenletii sikkal és Atmennek
a P(3,1,~1) ponton?

243 Keressiik meg az (y+2)° +{z—x)? = 16 egyenleti feliileten azokat a pontokat,
ahol az érint8sik merSleges az zy koordinitasikra.

244° Az a paraméter mely értékeinél érinti az z + 2y + az = —1 egyenleti sik az
22 —y® + 2% = 1 egyenletii hiperboloidot? Adjuk meg az érintési pontokat is.

245, Szamitsuk ki a z = 6xy? — 22%y egyenletd felillet Pi(2,1,4) és P(—1,2,—28)
pontjailioz tartozd érint&sikok szdgének koszinuszat.

246. Hatdrozzuk meg az zyz = 1 egyenletii feliiletnek azokat az érintdsikjait,
amelyek parhuzamosak az z + y -+ z = 5 egyenletdl sikkal.

247. Hatarozzuk meg az r = (z + v)i + (u? + u)j + (v® + v)k egyenletii felilleten
azokat a pontokat, amelyekben az |ry X ry|? kifejezésnek szélstértéke van.

2487 Adjuk meg az r = isinucosv 4 jsinusinv + kecosu (0 <u < 3, 0 <u <
%) egyenletii gombfeliiletrésznek azt a pontjat, amelyhez tartozé érintdsik a
koordinitasikokkal a legkisebb térfogatd tetraédert alkotja.

249> Az y = 822, z = 0 egyenletrendszeril parabolat forgassuk meg az z tengely
koriil. A kapott forgasfeliilet Pp(1,4,4v/3) pontjaban irjuk fel az érint&sik
egyenletét és a feliileti normalis egy egyenletrendszerét.

250° Bizonyitsuk be, hogy ha e # 0 4llandé, akkor az zyz = a® egyenleti feliilet
érintSsikjal a koordindtasikokkal dllandé térfogati tetraédereket alkotnak.
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17. Differencidlgeometria — Feltileidarab felszine

251. Bizonyitsuk be, hogy ha a > 0 allandé, akkor a v/ + /7 + +/z = /& egyen-
letil feliilet érint&sikjai a koordindtatengelyekbél dllandé 8sszegl darabokat
vagnak le.

252*XAz 2" + y* + 2" = @" {a # 0, n € NF) egyenletii feliilet Py(xo,yo,20)
pontjéhoz tartozé érintSsik az z,y, z tengelyeket rendre az 4, B, C pontokban
metszi. Bizonyitsuk be, hogy

6ato5 T o6 ="

253 * Bizonyitsuk be, hogy az
r = af{cosu —vsinu)i + a(sinu +veosu)j+ b(u +v)k, a,b#0

egyenletii csavarfellilet feliilleti normalisai a z tengellyel 4llandé szoget zarnak
be.

254*A 22 = 2ay/z? + y? (a pozitiv konstans) egyenletii feliilet tetsz&leges
Po(za,y0,z0) {20 # 0) pontjahoz tartozs felileti normalisnak az xy koordiné-
tasikkal kozés pontjat jeldljiik Qo-lal. Bizonyitsuk be, hogy a PyQo szakasz
zy koordinatasikra es6 meréleges vetiiletének hossza figgetlen a Py pont va-
lasztdsatol.

Feliiletdarab felszine

D 17.33 Legyen F az r = r(x,v) ({u,v) € D) egyenlettel megadott felilet és T a D para-
métertartomany korlatos zart részhalmaza. Ha az r(u,v) helyvektora pont minden (u,v) € T
esetén regularis (I. D 17.28), akkor a T tartomanyhoz tartozé fellifetdarab felszinén az

A(T):/jrlru(u,ﬂ)xrv(u,deT

4
kettds integralt értjitk.

T 17.34 Ha az F felilletet a z = 2z(z,y) {(z,y) € D) egyenlettel adjuk meg, és a D értel-
mezési tartomany valamely T résztartomdanyan a z(z, y) figgvény mindkét parcidlis deriviltja

folytonos, akkor
A(T):/]T,/l + a7 42 dT

T 17.35 Ha az F felilletet a f(z,y,2) = 0 ({z,y) € D) egyenlettel adjuk meg, tovibbs, ha
a D értelmezssi tartomany valamely T' résztartomanyén ez az egyenlet egy z(z,y) figgvényt
hatdroz meg, és F-nek T feletti darabjan az fL, fy, 1 parciilis deriviltak folytonosak, az f;
pedig sehol sem zérus, akkor

A{T) /] z -2;:”-['
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17. Differencidlgeometria — Felilletdarab felszine

Feladatok

Szamitsuk ki a kovetkezd vektor-vektorfiiggvényekkel adott felilletek felszinét a
megadott feltételek mellett (255 — 269. feladatok):

255°r(u,v) = iu? + j2ucosv + k2usiny; 0<u<1, 0<v< g,

256 r(u,v) =iucosv + jusinv + ku; 0<u<1,0<v< g,

257. r(u,v) = i(cosu—vsinu)+j(sinutvcosu)tk(utv); 0<u<sn, 0<v<l,
258. r(u,v) = iucosv + jusinv+kav; a >0, —a <u<a, 0 <v<2n (egyenes

csavarfeliilet),

259. r(u,v) =ichucosv + ju+ kechusiny; 0<u<2, 0<ov< 2m,
260. r(u,v) = vsinu + jusinu + kveosy; 0<u < g, 0<v<2,
261. r{u,v) = e"(icosv +jsinv +k); 0<u<1,0<v< %,

262 r{u,v) =iucoslnv + jusinlnv + ku; 0<u<2, 1<0v<2,
263°r(u,v)=iuchv +jusho +ku; 0<u<1,0<v <,

26402 =2yz; 0<z<1,1<y<2,
265° 2z = zv; 2Pyt <1,

2661z = y{z — 1); 24yt <2z, y>0,
267,z =22 —y% 2244%<1,

2
268.*z=§—; $2+y2§4, :L’ZO,yZ\/ﬁ.
=Y
. 2 2 2 2
b, Y r Y
269.2—2(I o3 a,b> 0, a2+6251’

270. Az r = lasinvcosu + jasinvsinu + kacosv (0 < u < 27, 0 € v < )
egyenletd gdmbieliiletet messiik el két egymassal parhuzamos sikkal, amelyek
tavolsédga d (< 2a). Hatdrozzuk meg a két sik kozotti feliiletdarab (gmbiv)
felszinét. '

2717 Hatdrozzuk meg az 2% + y° + 2% = 4a® {a > 0) egyenletli gombfelillet azon
darabjanak felszinét, amely az (z — a)? + y* = o? egyenletdi hengerfeliileten
beliil van.

272. Szamitsuk ki annak a feliiletdarabnak a felszinét, amelyet a 2% = = egyenlet
feliiletbs] az y? = z és az © = 1 egyenletii feliletek metszenek ki.

273. Szamitsuk ki a 22 = z? egyenletii parabolikus hengerfeliilet azon darabjanak
felszinét, amelyet az z = 2y, 2z =y, = = 2v/2 egyenleti sikok hatarolnak.

2742 Szamitsuk ki a z = y> + = + 1 egyenletii feliillet azon darabjinak felszinét,
amelyet az y = z, z = 1, y = 0 sikok hatarolnak.

275> Szamitsuk ki az y? + 22 = 2% egyenletdi kipfeliilet nemnegativ z koordi-

nitdkhoz tartozé és az z? + y? = 1 egyenletdi hengeren beliili darabjinak
felszinét.
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17. Differencidlgeometria — Fizikai alkalmazdsok

276 Szamitsuk ki az 22 + 22 = a? és az y? + 2% = a® (a > 0) egyenletii hengerfe-

Hiletek altal hatarolt test felszinét.
277. Szamitsuk ki a z = /22 4 y? egyenletii felillet 2% + y? = 2z egyenleti hen-
geren beliili darabjanak felszinét.

278 Legyen r(s) kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Az r = r(s) (51 <

s < s9) egyenleti térgirbe érintSire mérjlink fel az érintési pontbdl kiindulva
az érint8 egységvektor irdnyaban konstans d tavolsigot. Bizonyitsuk be, hogy
az igy kapott feliletdarab felszine:

&2 e
A= —2-/31 G(s) ds.

{G(s) az r = r(s) ivhosszparaméteres egyenlettel megadott térgorbe s para-
métert! pontjahoz tartozd gorbiilet (D 17.14).)

279%Az r = idcost + jdsint + k3t egyenletii csavarvonal érint8ire mérjiink fel

az érintési ponthél kiindulva az érinté egységvektor irdnydban /2 egységet.
Hatdrozzuk meg az ezen szakaszok altal leirt feliiletdarab felszinét, ha 0 <
t <1,

280XAz y = f(z) (f{z) > 0, ha a < z < b) egyenletd gorbét forgassuk meg az z

tengely koriil. Bizonyitsuk be, hogy ha az f fiiggvény folytonosan differenci-

alhats, akkor az igy kapott forgdsfeliilet felszine:

A=2r fab Fle)/1 + (F(2))? da.

Fizikai alkalmazasok

A 1736 Az r = z(t)i + y(t)j + z(t)k (1 < t < ip) egyenlettel megadott, elhanyagolhatd

vastagsagd (vékony) huzal (térgérbe) tbmegét az
2]
M= [ ola(t),ye), )l dt
1

képlettel szamithatjuk ki, ahol p(z, ¥, 2) az dgynevezett siiriiségfiiggvény.
(A o(xz(t),y(t), z(2))-t jeldljik a tovabbiakban o(t)-vel.)

A 17.37 A koordinatakra vonatkozé efsérendii nyomatékok:

t2 . 5 . tz .
Nye = [ sa@IOd, Nex = [ yreflilat, Moy = [ " A0el0li(0]

H
A tomegkdzéppont koordinatai:
_A{_ﬁ = 'NIZ I'VIy
M YT M M
A 17.38 A tengelyekre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékok:

iy
I :] (2(1) + 22 ()e(t)[R(D)] dL,

t

T =
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17. Differencidlgeometria — Fizikai alkalimazasok

iz

Iy = [0+ ek,
iz

= [ + 2 eli)

A17.39 Az r = z{u,v)i+ y{u, v)j + 2{n,v)k ((u,v) € D) egyenletd lemez (felilletdarab)
timege, els@irendif nyomatéka és tehetetlenségi nyomatéka hasonléan szamithaté, péidaul:

M= ij o, v)jry X ry| du dv,
Ny, = ./fD z(u, v)o(u, v)|re X ry| dudy,

L = [[ a0+ 22, o)), vl x vyl duds.

Feladatok

281. Szamitsuk ki az r = (£ - 1)i+2tk (0 < t < 1) egyenlettel adott vékony huzal
témegét, ha a siiriségfiiggvény o(t) = 3¢,

282" Egy vékony fémhuzalt az ry koordinstasikban az 2% + y2 =1 (y > 0) egyen-
lettel adunk meg. Szamitsuk ki a témegkszéppontjit, ha a siiriségfiiggvény:
Q(m1y12) =2- Y-

283. Az r = iacost + jasint + kbt (a,b > 0, 0 < t < 2r) egyenlettel adott
spiral dllandé g stiviiségli. Szamitsuk ki a 2 tengelyre vonatkozé tehetetlenségi
nyomatékdt és tomegkozéppontjanak koordindtait.

284, Szamitsuk ki az r = (12 —1)j+ 2tk (0 < ¢ < 1) egyenlettel adott vékony huzal
tomegkozéppontjanak koordinatait és az = tengelyre vonatkozé tehetetlenségi
nyomatékit, ha o{z,y,2) = V2 + y.

285° Hatdrozzuk meg az a sugarii {élgémb-lemez tomegkozéppontjat, ha a strd-
ségliiggvény g (konstans).

286, Szamitsuk ki az y? + 2% = %, 0 < = < ¢ feltétellel megadott felilletdarab
felss felének tomegkozéppontjit, ha a siiriiség dllands.

287. Szamitsuk ki annak az egységnyi siiriiségd lemeznek a témegét és a z tengely-
re vonatkozé tehetetlenségi nyomatékat, amelyet a z = /x? + y? egyenletd
kupfelilletbsl metsz ki az ©? + y* = 2x egyenletd henger.






18. fejezet

Vektor-vektorfiiggvények

Divergencia és rotécio

D 18.1 A hiromdimenziés valés vektortér valamely részhalmazin a
vir}= vz, 8.z} = in (IE,'_!},Z) + jua(z, ¥, 2) + kva(z, 9, 2)
képlettel értelmezett vektor-vektorfiiggvény divergencidjan értjtik a
31)1 a’uz 31)3
oz "oy T B2
skalar-vektorfiiggvényt, ha a koordinata-fuggvények(nek a képlet jobb oldaldn felirt) parcialis
derivaltjai léteznek. Ha a v{r) vektor-vektorfiiggvény divergencisja egy H halmazon azonosan
0, akkor azt mondjuk, hogy v a H halmazon forrdsmentes vektormezdt alkot.
. fOvs 3112) . {Om 3’03) (3'02 Ony )
tv=1§ — — — = ==tk = - =
rory ‘(B'y 82 +‘](32 oz + gz Oy
vektor-vektorfiiggvényt, ha 2 megfeleld parciilis derivaltak léteznek. A rotv-t formalisan a
kdvetkezé determindnssal adhatjulk meg:

divv =

D 18.2 A v(r) rotici6jan értjok a

L))
rotv = 37 B—y- a7 b
v vz U3

Ha a K halmazon a rot v azenosan 0, akkor azt k mondjuk, hogy v a H halmazon Brvény-
mentes vektormez&t alkot.

D 18.3 A vektormezdt Laplace- vagy harmonikus vektormezdnek nevezziik, ha forras- és
orvénymentes.

3 18.4 Vezessiik be a vektorjellegd

a9, 4, 0
Ve ta Tk
nablaoperatort és a skalarns jellegi
52 & 52
A=satop oz

Laplace-operatort, amelyekkel ugyanigy szamolunk, mint a valésigos vektorokkal, iletve
dsszegekkel, azaz Irhatjuk példaul, hogy iz A
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18. Vektor-vektorfliggvények — Divergencia és rotacié

Az u(z,y,z) haromvaltozés valés fiiggvény gradiense (D 14.8), illetve a v(z,y,2) vektor-
vektorfiiggvény divergenciija és rotdcidia a kbvetkezd alakban adhaté meg:

gradu = Vu, divv=Vv, rotv=Vxyv,
Ezenkivill: divgrad u = Ax.
T 18.5 Néhény egyszeritbb &sszefiiggés:
div{v +w) =divv +divw, rot(v + w)=rotv + rotw,
divev = vgradu + udivv, rotuv = (v xgradu)+{ urotv,

rotrotv = graddivv — Av, div(v x w)=wrotv - vrotw.

T 18.6 Ha a megfeleld parcislis deriviltak folytonosak, akkor

rotgradu =0, divrotv =0.

D 18.7 Ha a v(z,y,2) vektor-vektorfiigvényhez van olyan u(z,y, 2} skaldr-vektorfiiggvény,
hogy v = gradu, akkor u-t v potencidlfiiggvényének, a v dltal létesitett vektormezst pe-
dig potencidlosnak nevezzitk. (Mivel rot grad u = 0, ezért ebben az esetben a vektormezd
orvénymentes.)

T 18.8 Egyszeresen sszefiiggd V térbeli tartomdnyon értelmezett v vektor-vektorfilggvény-
nek akkor és csak akkor létezik potencialfiiggvénye, ha ezen a tartomanyon rot v = 0. Ezen-
kivil, ha ) és uz a v két potencidlfiggvénye, akkor ug = u; + ¢ (¢ € R). (Egyszeresen
Bsszefiiggdnek nevezziik a V térbeli tartomanyt, ha minden benne haladé zart sikgorbe altal
hatarolt sikbeli tartomany is benne van V-ben.)

¥

Felaaatok

Hatirozzuk meg a kovetkezd v(r) vektor-vektorfiiggvények divergencidjit és rota-
cidjat (a # 0 adott hiromdimenziés vektor). Allapitsuk meg, hogy a v(r} vektor-
vektorfiiggvény wmely halmazon alkot forrdsmentes, illetve Srvénymentes mezét.

1* v(r) =" - i+ P -+ (2 -2k,
2. v(r)= -;;; + L5+ w2k,

3. vir) = (=t + )i+ 122y - 32)j + zyz Kk,
42 v(r) = lalr = \/a] + o} + o§(ai + yj + k),

5. v(r)=ar’, 6. v{r)=(ar)r,

75 v(r)=alrl, 8% wv{r)=rlr|,

9. v(r)=allr|, 10. v(r)=rinlr|,
11. v(r)=grad]r|, 12X v{r) = ajr| + |ajr.

Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi vektor-vektorfiiggvényekkel adott vektortér
forrdsmentes-e?

130 v(r) =Py +yP)i+(@* — w140 v(r) = wyfi+atyj - (2% + )2k,
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18, Vektor-vektorfiiggvények — Divergencia és rotdcid

. 1 s - a9 _ 2 k
15, vir)= Zig Ly @Ennz e gy iz & oy
yz = xZ zy \/mz +y? (2 +y)2

T

¥
17° v(r) = zy?2%1 — ¥ %5 + —3-8 k.

Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkez§ vektor-vektorfiiggvényekkel adott vektormezd
harmonikus-e? (4, B, C, D adott valés szdmok.)

. ()= Ftu _ grad ——b
18! v(r)= oSS 19. v(r)=grad m,
20. v(r) = grad(y/z? +y? — z), 1. v(r)=grad(Az + By + Cz+ D),

22, v(r) = grad(4z® + 3Bzly + 3C:ry + Dy?).
Legyen u(z,y, z) hdromvaltozés valés filggvény, v(z,y,z) és w(z,y,z) vektor-
vektorfiiggvények, tovibbé a konstans valés szdm és b adott haromdimenzids vek-
tor. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkez§ dsszefiiggések érvényesek az (z,y,z) pont-
ban. Melyik feladatban sziikséges feltenni, hogy az (2,y,2) pont valamely teljes
kisrnyezetében a megfelel§ parcidlis derivaltak folytonosak?
23, divev =adivv, rotav =arotv,
24, divub = (gradu)b; rotub="b x gradu,
25* divuv = (gradu)v + udivyv, 26. rotuv = (v x gradu) + u rotv,
27. div(v x w)=wrotv —vrotw, 28. rotgraddivv(r)=
29, Ha,tarozzuk meg a grad div v{r) vektor-vektorfiiggvényt, ha

v(r) = 2l i+ %) + 2k
30. Hatérozzuk meg a rotrot v{r) vektor-vektorfiiggvényt, ha

v(r) = ayli + y2ti + 22’k
31. Hatdrozzuk meg a V(Vv(r)) vektor-vektorfuggvenyt, ha

v(r) = (v + 22)ai + (2% + 2H)yi + (2 + 4%)zk.
A kovetkez8 feladatokban szamitsuk ki a div grad u(r) skaldr-vektorfiiggvényt:
320 u(r) =|ri, 33. u(r)=z?sinyz,
34. u(r) =ye* + ze¥ + ze?, 35. u(r) =",
Ha léteznek, akkor adjuk meg az alabbi v(r) vektor-vektorfiigvények u potenciil-
Higgvényeit:
36 v(r) = (Bz%y — )i + (23 — 3zy?)j,
370 v(r) = (5z%y — 4xy)i + (3z% — 2)j,
38! v(r)=yzi+ zzj + zyk,
39 v(r) = (y + 2)i + (¢ + 2)j + (2 + Yk,

40. v(r)=(yz—ayli+ (:cz - i—" + yzz) j+ (zy + 22k,

sin 2z cos 2yi + cos 2z sin 2y

\ﬁ:os2 zsiny +sin®zcos?y

41F v(r) =
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18, Vektor-vektorfilggvények — Goirbementi integral

Gorbementi integral

D 18.9 tLegyen a v{r} = vi(z,y, 2)i+ va(z,y, 2)i + va(z,y, 2)k vektor-vektorfiiggvény ér-
telmezési tartomanya a haromdimenziés tér D részhalmaza, G pedig rektifikilhats gérbeiv

(D 13.19) és § C D. Jeltljiink ki a G gérbén egy haladasi iranyt. Az eddigi integrilfogal-
makhoz hasonié médon adhaté meg az / v(r)dr és az f v(r) x dr skalarértékd, illetve

vektorértékii gbrbementi (vonal)integral fogalma (1. Szasz G., Matematika Ii., 165-167. o.).
Ha csak gérbementi integralrél beszéliink, akkor ezen mindig skalarértéka gorbementi integralt
értiink. A G gorbét az integralds dGtjanak is nevezik. (Ha a G gbrbe iranyitasat megfordit-
juk, akkor az integral elGjelet valt.) Egy (kétoidald) F feliletdarabot hatirolé G zért gérbe
menti integral esetén &ltalsban az F feliifeti normalvektora (D 18.13) feld! tekintett pozitiv

forgasiranyt vilasztjuk haladdsi irdnynak. Ebben az esetben szokdsos a f(;v(r) dr jelolés is.

T 18.10 Ha a G gorbe az egymashoz csatlakozé és a G-vel egyez6en iranyitott Gy és Gy ivekbédl

alt, akkor
j;}v(r)dr: /;1 V(r)dr—l—jg2 v(r)dr.

{Példaul zart gorbe tetszleges modon felbonthatd ket ilyen gorbeivre.}
T 18.11 Ha a v(r) vektor-vektorfiiggvény folytonos és az r(t) {t; <1 <t vagyt; >t 2> iz}

folytonosan differencisthaté fiiggvény G grafikonjan az iranyitds a ¢ paraméterd ponttdl a i3
paraméteril pont felé mutat, akkor

i
fgv(r)dr:/t v{r($))E{t) dt =

iy
/t (vr(z(t), 9(1), 2(t))E(E) + valz(2), (), 2(1))(t) + w3 (22}, 5(2), 2(1))3(2)) dt.

Megjegyezziik, hogy vektorértékil gorbementi integralokra hasonlé dsszefliggések érvényesek
(skalaris szorzat helyett vektori szorzatot kell venni).

Specidlisan, ha a G gorbe az y = ylz) (z; <z < z2vagyzy 2 2 2 z4) folytonosan
differencialhaté fiiggvény grafikonja, azaz r(t) = =i + y(z)j, akkor

/g\’(r) dr = _/Izz(vi(ma 'y((L‘),G) + vg(ﬂf, y(a:),O)y’(a:)) dz.

T 18.12 Ha egy egyszeresen 8sszefiiggd tartomdnyon v(r) potencislos, azaz van olyan u(z, y, 2)
fuggvény, hogy v(r) = grad u(z,y, 2) (és emiatt rot v(r) = 0; B 18.7 és T 18.8)}, akkor a
vektormezs barmely A és B pontjira

fABv(r} dr = u(B) - u(A),

ahol AB barmely olyan A kezd6ponti és B végpontd, a vektormezében halado gorbét jelent,
amely folytonosan differencialhaté vektor-skalarfiggvénnyel adhaté meg. Ez azt jelenti, hogy
potencislos térben tetszSleges folytonosan differenciilhaté vektor-skalarfiiggvénnyel megadott
zart gérbementi integral 0.
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18, Vektor-vektorfiiggvények — Gorbementi integral

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi feladatokban a v(r) vektor-vektorfiiggvény gorbementi in-
tegraljat a megadott G gorbe mentén:

42!

43?

44,

45.

46>

47.

48°

49.

507

51.

52.

v(r) = (y+2)i+(z+2)i+(z+y)k; G az A(1,~2,3) kezdSponti és B(2, 1,4)
végponti szakasz,

viry)=r=zit+yj+zk; Gaz 22 + y% =1, z = 0 egyenletrendszerd kor az
zy koordinita-sikbeli pozitiv forgasirdny szerint,

v(r) = (2® + )i + (% — %)} G azy =3 — 23, z = 0 egyenletrendszer
egyenes 1 abszcisszajd pontjatél a —2 abszcisszaji pontjdig,

v(r} = (2 — )i+ 2yzj —2’k; Gazz =1, y=t, 2= {0<t<1)
egyenletrendszerfi gbrbe a paraméter nvekedésének megfelel§ irdnyitéssal,
v(r) = (y+ 2)i+ (z + 2)j + (z + v)k; az integralés dtja az r(t) = isin®t 4
jsin2t + k cos? t (0 <t < ) paraméteres vektoregyenlettel adott G gorbeiv
a paraméter novekedésének megfelels irdnyban,

v(r) ={2zy - 2)i+ (2 +2)j+(y—a)k; Gaz %mz + %gyz =1, z = 2 egyen-
letrendszerii ellipszis az zy koordindta-sikbeli pozitiv forgésirdny szerint,
v(r) = (v2 - x? — 2yz)i— 2xzj + 22zk; jelslje A, illetve B azt a pontot, ahol
az r(t) = it+j+k(t —1)? egyenletif gorbe az zy, illetve az yz koordinatasikot
metszi; az integrélds ttja (G) az OAB torbitvonal O (origs) kezdSponttal és
B végponttal,

v(r) = (ye*¥ — yzsinzyz)i + (ze”? — zzsinayz)j — keysinzyz; § az
A(1,3,2), B(0,3,2), C(0,~4,2) és D(0,—4,5) csiicspontit ABCD torétt-
vonal A kezddponttal és I} végponttal,

) +y21+ 22 + g2t
pontbdl kiindulé és a B(0,1) ponton &t a C(1,2) pontba futé kovetkezd hirom
gérbe mentén végezziik el:

a) az ABC toréttvonal,
b) az origd kézépponti egységsugari AB negyedkoriv és a BC szakasz,

¢} az (1,1) kézépponti egységsugari ABC félkoriv,

vir) ={y + 2)i+zyj+ (z? + y*)k; az in-
tegralds utja (G) az 0(0,0,0) pontbdl in-
dul, majd az A(—1,0,3) és B(1,0,3) ponton
it visszajut O-ba; OA és BO szakaszok, az
AB iv pedig a z = 3 egyenletif sikban fekvé
(0,0, 3) kozépponti, egységsugari kor nem-
negativ y-koordindtdji pontjaibdl 4lls ive,
v(r) = yzi + zz} + zyk; az integralas itja
(G) az A pountbdl indul, és az AB, BC és
C A szakaszokon végig haladva, visszajut A-
ba (l4sd dbra},

vir) = az integralast az zy koordindtasikban az A(1,0)
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18. Vektor-vektorfiiggvények — Gorbémenti integrél

53.

54.

55

56/

57.

2z

v(r) = (y — ) M 4 2% + yzk; az integralas

utjat (G ) a meﬂekeit dbra mutatja, ahol b

A(1,0, G), B(1,1,0), C(0,2,0), D(0,0,1)

CDazZ+z—1 z=0(y>0, 22>0) 4 c
egyenletrendszerd ellipszisiv, = B m
vir) = 15y i+ P Tr— 2)_]; G az r{t) = it + jsinwt 4 kn cos i

(0<t< 2) paraméteres vektoregyenletii gorbe a paraméter novekedésének
megfeleld 1rany1tassal

vir) = -5+ —3 + = k az integralds atjat (G} az bal oldali 4bra mutatja,

ahol A(1, \/_ 0), B(2, 0 0), C(1/+/3,2); az AB iv origé kozépponti, 2 sugari
koriv ( bal oldali dbra),

z z
C
g
A
T B Y
3,2

v(r) = 322y In(z + 2)i + 22y In(z + 2)j + —

az jobb oldali 4bra mutatja, ahol A(1,0,0), B (2, 32£,0) C(0,0,1); az AB iv
origé kézéppontd, 1 sugard kériv (jobb olda.h abra),

v(r) = grad div(r’r); G az r(t) = 2(icos’t+ jsintcost + ksint)

(0 <t < T) paraméteres vektoregyenletdi gorbe a paraméter novekedésének
megfeleld i1 Anyitassal.

yzk' az integralas utjat (G)

Szamitsuk ki a kovetkezd feladatokban megadott v(r) vektor-vektorfiiggvény
vektorértékii vonalintegraljat az adott § gorbeiv mentén:

58!
59.
60.

61.
622

A 45. feladathan szerepld v(r) és G,
v(r) = yi + zj + zk; az integrals ditja ugyanaz, mint a 45. feladatban,

v(r) = (e+y)it(z—2)j—(y+z)k; Gar(t)=icost+jsini+ki(0 << 2n)
paraméteres vektoregyenlettel megadott gorbe a paraméter novekedésével el-
lentétes irdnyitassal,

Az 52. feladatban szerepld v(r) és G,
vir) = r]r[ az integralas Gtja (G) az y = 27 egyenletd parabolikus hcngerhoi

az= 5 egyenletii sikkal kimetszett gorbének az A (0 0, 2) pontidl kilndulé
ésa B (1,1, %) pontha futé ive.
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18. Vektor-vektorfitggvények — Felitletmenti integrdl

Feliiletmenti integral

D 18.13 Legyen az F felilletet megadd r{u,v) fiiggvény a feliilet minden pontjiban mind-
két valtozoja szerint parcidlisan differencialhatd, legyenek a parcislis derivéltak folytonosak és
ry X ry # O {azaz létezzen minden pontban a feliileti normélis (D 17.29)). Az F feliiletet
kétoldaltinak nevezziik, ha a felilet barmely zart gorbéjén az ry X ry fellileti normalvektort
végigvezetve nem viltozik meg az irdnya, ha a kiinduldsi pontba visszajut. A kétoldahi F felil-
fetet iranyitottnak nevezzitk, ha az ry X ry feliifeti normalvektort kijelsljuk a feliilet minden
pontjaban. {A felillet masik oldala ebben az esetben a —ry X ry vektorral van irdnyitva.} Az
[rv(r)dF skalarértékii, illetve az [z v(r) x dF vektorértékii felliletmenti (fellileti) in-
tegralt kétoldald iranyitott felileten definidljuk (1. Szdsz G., Matematika If.,, 172 - 173.0.). A
felilletmenti integralok eldjelet valtanak, ha a feliilet irdnyitasat megforditjuk. Zart felifet ese-
tén az § integréljel is hasznalatos. A tovabbiakban a skaldrértékii feliletmenti integral helyett
roviden feliletmenti integralt mondunk.

T 18.14 Ha Fy és Fy egymashoz csatlakozs (kozés belss pont nélkilli) felitletdarabok, még-
pedig az Fy, Fa és Fy U F; feiiletdarabok ugyaniigy vannak irdnyitva, akkor

ff V() aF + ]ﬁv(r)dF: /}_’Ufzv(r)dF.

T 18.15 Ha az F feliletdarab az r = r{u,v) {{u,v) € T) paraméteres vektoregyenlette! van
megadva, tovabba az F feliiletdarabnak van felszine (példaul, ha minden pontja reguldris
(D 17.28)) és F-en léterzik a feliiletmenti integrai, akkor

ff v(r)dF = + / /T w(r{u, v})(ra X ry)dT = + f fT v((u, v))rary 4T,

/F v(r) x dF = ﬂ:]fT v{r(u,9)) X (ra X 1v) dT.

(A + és — eljelek kozil a kijelslt iranyitasnak megfelelSt keil figyelembe venni.)

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi feladatokban a v(r) vektor-vektorfiiggvények feliileti integ-
raljat a megadott egyenlet(i F felilletdarab mentén, ha a feliilet az ry X ry vektorral
van irdnyitva (63 — 68. feladatok):
63! v(r)=zi—-yj+zk;

F:rv{uyv)=(e+2v)itoj+(u—v)k 0<u<3 0<ev<l,
64. v(r)=ayi+zzj+yzks

F: or{u,v) =iucosv+ jusine +2k, 0<u <1, 0<v <3,
65. vir)=r=zi+yj+zk

Fior(u,v)=1i3cosv + j3cosusinv + ksinu, 0 <u <, 0<v <2,
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18. Vektor-vektorfitggvények — Integrairedukcids tételek

66. v(r)=zyi+ 2z +2)k; F: r{u,v)=(u+2v)i-vj+ @+ 3k,
0<u<3 -2<v<0,
67 v(r)=rr}; F: a4+ yP42t=4, 2>0,
68. v(r) =2li+ i+ 2k Fi 2240422 =d%(e>0), 220,
1 1 . . .
69! v(r)=—i+ y—z;, F: r(u,v) = 5(icos® u cos v + jcos® usinv + ksin® u),
Tz
. .
Zgug > 0<v<2n
702 Szanntsuk ki a v(r) = r vekior-vektorfiiggvény felitleti integriljat az
22 + 942 + 2% = @ (a > 0) egyenletil gombielilet kulso oldalédn (azaz kifelé
mutaté feluietl normélvekforral), ¢
71} Szémitsuk ki a v(r) = yzi + zzj + 2yk vektor-vektorfiiggvény feliileti integ-
rajigt az ¢ =0, y = 0, z = 0 és az = + y + # = a{> 0) egyenletd sikokkal
hatarolt tetraéder kiils§ feliiletén.
Szdmitsuk ki a kovetkezd feladatokban a v(r) vektor-vektorfiiggvények vektorér-
tékil feliileti integraljat a megadott egyenletf F feliiletdarab mentén, ha a feliilet
az ry X ry vektorral van irdnyitva:
72" Az 62, feladathan szerepls v(r) és F,
73. vir)=r=zityi+:zk; F: rlu,v)=iuv+1)+jv—u)-ke,
-1 <u<y -1<v<0,
74, v(r)=aoyi+z2zj+yzk; F: r(u,v)=iucosv+ jusinv + 2k,
0<u<l0Sv< . ‘

Integralredukciés tételek

T 18.16 Hatdrolia az F kétoldald irdnyitott feliiletet a G zart gdrbe, Ha a G gorbét ugy
iranyitjuk, hogy a fellifeti normalvektorok felsl visszanézve a G gérbére az iranyitds pozitiv
forgasiranynak felel meg, akkor

jf, w(r)dr = /}_rotv(r)dF,

feltéve, hogy a két integral iétezik (Stokes tétele). (Ha v(r) minden viltozdja szerint parci-
alisan differencidlhatd, s ezek a deriviltak folytonosak, akkor az integralok léteznek.)

T 18.17 Stokes tételének speciilis esete az dgynevezett Green-tétel, amely a ketids és a
i+ rbementi integrdl kapcsolatat mutatja:

Ha az ry koordinita-sikbeli G zart gérbe az egyszeresen sszefiiggd T tartomdnyt hatdrolja
ebben a sikban és a vy(x,y), va(z,y) kétvaltozds valés fiiggvényeknek még az elsd parcidlis
derivaltjai is folytonosak T-n, akkor

// (a” a”‘) dr _]{g(uliwzj)dr,

feltéve, hogy ezek az integralok [éteznek és G irdnyitdsa a k vektor fels! visszanézve a gorbére
pozitiv forgasirdnynak felel meg.

18-8



18. Vektor-vekiorftiggvények — Integralredukcits tételek

T 18.18 Gauss-Osztrogradszkij-tétel: Ha a V térbeli tartomanyt a zart F felillet hatarolja,

akkor
j / [ divv(nyav = f}_v(r) dF,

feltéve, hogy a két integral létezik, és F felilleti normalvektora kifelé mutat.

T 1B.19 Legyen T a haromdimenziSs térnek egy zart feliilettel hatarolt része, v{r) pgd'ig aT-n
értelmezett vektor-vektorfiggvény, amelynek a roticisja is létezik T-n. A v(r) akkor és csak
akkor drvénymentes T-n, ha integrdlja a T-ben futé minden olyan zart gorbé tnentén zérus,
amelyen ez az integra! létezik (azaz, ha T-ben futd barmely gérbe mentén vett: mtegréljanak
értéke, ha létezik, csak a kezd- és végponttdl fiigg).

Ha v(r)-nek divergencisja iétezik T-n, tigy v(r) akkor és csak akkor 1fmrrasmentes T-n, ha
integralja a T-ben elhelyezkedd minden olyan zart felileten zérus, amelyen ez az integral létezik
(azaz, ha T-ben elhelyezkedd barmely feliflet mentén vett integriljanak értéke, ha létezik, csak
a feliilet hatarolé gorbéjétd) fiigg).

Feladatok

A kovetkez8 feladatokban, ha lehetséges, akkor Stokes tételével (T 18.16) vagy
Green tételével (T 18.17) szamitsuk ki a v{r) vektor-vektorfiiggvény gorbementi
integraljat a megadott titon:

752 v(r} = (y + 2)i+ (z + 2)j + (¢ + y)k; az integrilds Gtja az r(t) = isint +
jeost+ k (0 <t < 2r) egyenlettel megadott kor a paraméter novekedésének
irdnyéaban,

76. v{r) = (2zy — 2)i + (2% + 2)j + (y — )k; az integrélds utja a 162 + 9y? =
144 egyenletdi elliptikus hengernek és a z = 2 siknak a metszésvonala a k
egységvektorbdl visszanézve pozitiv forgasirannyal,

77% vir) = zi+ (z + y)j + (z + y + 2)k; az integrélds dtja az r(t) = iasint +
jacost + ka(sint + cost) (@ > 0, 0 < ¢t < 2x) paraméteres vektoregyenlettel
megadott G gorbe a paraméter novekedésének irdnyaban,

78% v(r) = yti+ 2%j + 2%k; az integralas ttja az
abran lathaté, ahol A(a,0,0),

B(0,q,0), C(0,0,a) {a«#0), z
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18. Vektor-vektorfiiggvények — Integralredukeids tételek

79¢ v(r) = (2 —y2)i+(y* —22)j+(2* — zy)k; az integralds dtja az r(t) = ia cos t+
-, bt
jasint + k—g— {e >0, b>10, 0<1t< 2r) paraméteres vektoregyenlettel
T
megadott csavarvonal a paraméter ndvekedésének irdnydban,
80f v(r) = 2(z* + )i+ (z + y¥)%j; az integralds Gtja az zy koordinita-sikbeli
A(1,1), B(2,2) és C(1,3) cstcsponti haromszog a k vektor irdnyabdl vissza-
nézve pozitiv forgésirdnnyal,
81. v(r) = —z’yi+ ry?j; az integrilds tja az 2% +y* = a? egyenletii kor, pozitiv
forgasirdnnyal,
82. v(r)= /2% + y?i + y(zy + In(z + /22 + y?))j; 2z integralds ttja az
1<z <4, 0<y<2egyenlStlenségekkel megadott téglalapot hatdrolé zért
torstivonal, pozitiv forgasirdnnyal.
83* Bizonyitsuk be, hogy Green tételébsl (T 18.17) egy egyszeresen Ssszeftiggd
T tartomany A{T) terilletére a kovetkez8 képletek kaphatok:

AT) = § ajde=— § yidr= éj{}(~yi+mj)dr.

Az el6z6 feladat segitségével szamitsuk ki a 84 — 86. feladatokban az r = r(t)

paraméteres vektoregyenlettel megadott zart gorbék altal hatirolt tartominyok

teriiletét: :

84" r(f) = lacost + jbsint; a >0, b >0, 0 < ¢ < 2r (ellipszis, L. a 17.140
feladatot!},

85% r(t) =iacos®t £ jbsin®t; a >0, b>0, 0 <t <2n (asztroid),

86" r(t) = a(2cost —cos2t)i+ a(2sint —sin2t)j a >0, 0 <t < 27 (kardioid).

87* Szamitsuk ki gérbementi integrallal az y = z°, = = y° és az 8zy = 1 egyenleti
g g Yy By

gorbék altal hatarolt (zy koordindta-sikbeli) tartoméany terfiletét. Szdmitsuk
ki a teriiletet a D 13.10-ben megismert moédon is.

88* Szamitsuk ki gorbementi integrallal az y = 2° és az « = y® egyenletii gorbék
altal hatarolt {zy koordinata-sikbeli} tartomaény teriiletét. Szdmitsuk ki a
teriiletet a D 13.10-ben megismert médon is.

A Gauss-Osztrogradszkij-tétel (T 18.18) alkalmazdsaval szamitsuk ki a kovetkezd
feladatokban az adott v(r) vektor-vektorfiiggvény felitleti integraljit:

89 A T1. feladatban szerepls v(r} vektor-vektorfiiggvény és integraldsi tarto-
many,

90! v(r)=r; az integraldsi tartomdny az a zért F felilet kifelé mutaté feliileti
normalvektorral, amelyet az z° + y* = 4 egyenletd hengerfeliilet, valamint a
z = —1és a z = 2 egyenletd sikok hatarolnak,

91° v(r) = 2%+ '+ 2°k; az integraldsi tartomény az 2% + y 42t =a® (a > 0)
egyenletdi F felillet befelé mutaté feliileti normalvektorral,

92° v(r) = 3ayity’j—4uzk; azintegraldsi tartomany az iy 42t —dy—2:+4 =
0 egyenletii F feliilet kifelé mutaté feliileti normalvektorral,
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18. Vektor-vektorfuggvények — Fizikai alkalmazasok

93. v(r) = 2%y +j + zk; az integrildsi tartomdny az z = -zt -yt (a>0)
egyenlet{ forgasi paraboloid és a z = 0 egyenletdi sik dltal hatérolt zart F
fehillet kifelé mutaté feliileti normalvektorral,

94. v(r) =iz? +jy® + k2% az integréldsi tartomany a koordindtasikok és az
2% + 4% + 22 = 1 egyenletd felillet 4ltal hatarolt zart F felilet kifelé mutaté
feliileti normalvektorral,

95°* v{(r) = zzi + zyj + yzk; az integrdldsi tartomény az z = /1 — 22 — y?
egyenletd feliilet és az zy koordindtasik &ltal meghatdrozott zart F fehilet
befelé mutatd feliileti normalvektorral,

96 v(r) = 2¥ylnzi+ z2j + ﬁk; az integraldsi tartomény a 42?2 4+ 4y® = »
egyenletdi forgasi paraboloid, valamint a z = 1 és a 2 = 4 egyenleti sikok
altal hatarolt zart F felillet kifelé mutaté feliileti normélvektorral,

3 3 3

97¢ v(r) = %i + %.] + (53— - 3z) k; az integraldsi tartomdny az z° + y? = z°
egyenletti forgaskap és a z = /3 egyenletil sik altal hatirolt zart F feliilet
kifelé mutaté feliileti normalvektorral,

. T . Qs 9 . ste o 2 2 2

98} v(r)= —=——1i+t2z In“ zk; az integraldsi tartomény a z = z° +y“ +1

(r)=3 T evit g y y
egyenletii forgasi paraboloid és a z = 2 egyenleti sik 4ltal hatdrolt zart F
feliilet kifelé mutaté felilleti normalvektorral,

99 v(r) y — zyer it k; az integraldsi tartoms

K = - ; az integraldsi tartomdny az
24+ sin{y? +22) 2?4 y? et gyt & Y
2432+ 2% = 4 egyenletd gomb, a 322 +3y% = 22 egyenletii kiip,a z = 1 és az
y = 0 egyenletil sikok altal meghatarozott zdrt F zart feliilet, ha 1 < z < /3
és kifelé mutaté {feliileti normalvektorral.

Fizikai alkalmazasok

A 18.20 Ha az anyagi pont a v{r) er6térben mozog valamely G g&rbén, akkor az erStérnek

a2 anyagi ponton végzett W munkajin a / v{r)dr gérbementi integralt {D 18.9) értjiik.
G

(A gorbe irsnyitisa megegyezik az anyagi pont haladasi irinyaval.) Ha a girbe zart, akkor ezt

az integrdlt az erStér G menti cirkuldcidjanak nevezzik. (A cirkulicié kiszamithats Stokes-
tételével is {T 18.16}.)

A 18.21 Ha az erdtér potenciilos (D 18.7), akkor az anyagi ponton végzett munkaja fiiggetien
az attol, csak a kezds- és végponttél fiigg (T 18.12), azaz barmely zart gorbementi cirkulacio
zérus (T 18.16 és T 18.19).

A 1822 Az /}" v{r)dF feliileti integrilt {D 18.13) a v{r) ergtér F felilletre vonatkozs &

Huxusanak nevezziik, amely szemléletesen az F-en sthaladé erévonalak szdmat jelenti; dramlé
folyadékok esetén pedig az F feliileten idGegység alatt dtaramié folyadékmennyiséget jelenti,
ahol v(r) az dgynevezett sebességtér. (A felillet irdnyitisa megegyezik az dramlé folyadek
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18. Vektor-vekiorfuggvények — Fizikai alkalmazasok

sebességének feliiletre merdleges 8sszetevsjével.) Ha az F feliilet zart, akkor az el&bbi integral
az F feliilet altal hatdrolt V térfogatho! idGegység alatt kidramls folyadékmennyiséget jefenti,
divv(r) (D 18.1) pedig az Ggynevezett térfogategységre vonatkoztatott forraserdsség. (A
Gauss-Osztrogradszkij-tétel T 18.18) éppen azt mutatja, miként fiigg a kisramls folyadék
mennyisége a forrdsok erSsségétél. Ha a V térfogatban nincs forrds, azaz a sebességtér V-n
forrasmentes (D 18.1), akkor a kidramlé folyadék mennyisége 0.)

Feladatok

100 Szamitsuk ki a v{r) = r erStér munk4jat az r(f) = iacost + jasin t + kbt
(a > 0, b > 0) egyenletd csavarvonal mentén a ¢t = ( id6pillanattd] a
t = 27 id&pillanatig.

101. Szdmitsuk ki a v(r) = 1e¥7% 4 je* 7 + ke® ¥ erdtér munkajit az 0(0,0,0)
pontot és az A(1,3,5) pontot dsszekits szakasz mentén.

102. Legyen c dllandé érték. Hatdrozzuk meg a v(r) = —yi+ zj + ck cirkuldcigjat
az 22 +y? =1, z =0, illetve a (z — 2)* + y* = 1, z = 0 egyenletrendszeri
kérvonal mentén pozitiv forgasirdnyban. _

103* Mutassuk meg, hogy a v(r) = yz{2z + y + 2)i + zz(z + 2y + 2)j + zy(= +
y + 2z)k erdtérnek van potencidlja. Hatdrozzuk meg a potencidlfiiggvényt, és
szamitsuk ki az erStér munkdjit az O(0,0,0) és az A(1,1,1) pontot Ssszekots
szakasz mentén. _

104" Szémitsuk ki a v(r) = r sebességtér @ fluxusdtaz =1—-/z2 + 42 (0 < 2 < 1)
egyenlettel megadott F feliileten keresztiil a feliileti normélvektor irdnysban.

105. Szdmitsuk ki a v(r) = mir_i (m # 0 4llandd) @ fluxusit az 22 +y° + 2% = 1
egyenlettel megadott gémbieliileten keresztiil kifelé mutaté feluletl normil-
vektorral. Vannak-e a gomb belsejében forrdsck?

106. Szamitsuk ki a v(r) = 2% + zi — 3zk sebességtér ® fluxusit a 0z = 4 — i
egyenletd parabolikus henger, valamint az ¢ = 0, = = 1 és z = § egyenletif
sikok 4ltal hatdrolt zirt F feliileten keresztiil kifelé mutaté feliileti normaél-
vektorral.

107. Szamitsuk ki a v{r) = —2i + 2yi + zk sebességtér @ fluxusat az r{z,z) =
zit+e®j+zk (0 <z <In2, 0 € z € 1) paraméteres vektoregyenletdi F
felitleten keresztiil ry x ry irdnyaban.
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19. fejezet

MAatrix és determinans

Miiveletek matrixokkal

D 19.1 Az m sorba és n oszlopba rendezett mn elemil sorozatokat m x n tipusii matrixoknak
nevezzilk. (Csak olyan matrixokkal foglalkozunk, melyek egy kemmutativ G gyird elemeibsl
illnak. G lehet R, C, Z, de lehet a polinomok, vagy adott tulajdonsagu fiiggvények gyirije
...stb.) Két matrix egyentd, ha egyezs tipusiak, és egyikiik minden sora megegyezik a mésik
ugyanannyiadik soraval. Egy m x n tipusd A mitrix szokésos iltaldnos jelblése:

11 a2 sea Qi
_ a1 a9 Fa—- oy _ .
A=\ T = {24l mcn
Gml m2 .- Omn
A csupa zéruselembadl 4ll6 O matrixot zérusmatrixnak nevezzik. Egységmatrix az a négyzetes
— azaz n % n tipusit — E ill. By, matrix, melynek f6atléjaban — azaz az a11, @22, ..., @na

elemek helyén — csupa 1 ali, a t8bbi helyen csupa 0.

D 19.2 Ma’t’rixmﬁveletek: Legyen A = {ay], .o B = [bijlpyn C = {c‘-j]nxp. Az A
transzponaltjan, g-szeresén (g € G), A és B 8sszegén, B és C szorzatan az aldbbi métri-.
xokat értjiik: '

T
AT = [aij}mxtz = [a’ji}:zx:n » §A =g [afi]mxﬂ = [g&ij}mxn , —A:={-1)A,

n
A+B = [05] et Bis) e = (035 4 Biil s BC = i) e [Cighunep = [E ”*"“’]
i=1

mXp

(Az utébbi kifejezés azt jelenti, hogy a2 BC szorzatmétrix i-edik sordnak és 7-edik oszlopanak
keresztezGdéséhen alld elem a B matrix i-edik sorvektoranak és a C matrix j-edik oszlopvek-
torsnak skalaris szorzata, Egy m X n és egy p X ¢ tipusdi méatrix csak akkor szorozhaté Sssze,
ha n = p, és ekkor 2 szorzat tipusa m X ¢ lesz.)

T 19.3 Miiveleti azonossagok: Az alsbbi azonossigok gy értendsk, hogy ha az egyen-
lgségjel bal oldalan 4ll6 mivelet elvégezhetd, akkor a jobb oldalan 3ll6 is, és a két kifejezés
egyenld.

A+B=B+A, A+(B+C)=(A+B)+C, O+A=A, A+ (-A)=0;
A(BC)=(AB)C, EA = A, AE= A, A(B+C)= AB+AC, (A+B)C = AC+BC;
(ATYT = A, (A+B)T =AT+ BT, (ga)" =¢AT, (aB)T =BTAT
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19. Matrix és determindns — Miiveletek métrixokkal

Feladatok

Végezziik el az alabbi matrixmiveleteket, ha azok végrehajthatok:

(1 0
1 -2 17.(0 2 -t
1. [ ]+[ ] 2. |2l-2]1],
o 2 3/tTlo -1 -3 5 :
353§[123] 4‘123“22J
Il 5|13 21 3 2 1]]1 1
't} [ 1 2 n 1
3 1 1 2
2
5. |9 -1 1 —9 é 6. |2 % - onHlL
9 16 1 1 poon e ;
0 n n+l ... 2n-1 1
1 [ 1
7. (1 2 3]|o], 8. ol 2 3
-1 1
9. 211 2 3], 10. [1 2 3][9)

11. Legyenek adva az Aaxs, Bsx4, Csx2, Daxz, Faxs méatrixok. Az aldbbi kife-
jezések koziil melyek vannak definidlva és mi a tipusuk:
a) AF, b) BD — C, ¢) ABF 4+ DCT, d) (BT + A)C + D.

12. Ha A n x m tipusi és ABA értelmezve van, akkor mi B tipusa?

13. Mutassuk meg, hogy ha AB és BA is értelmezve vannak, akkor AB és BA
is négyzetesek.

Az alabbi feladatokban megadott matrixoknak szamitsuk ki az dsszes pozitiv egész
kitevds hatvanyait:

g 1 0
1
14. Gy=0 0 1f, 5. A=) 4]
10 0 V2
0 1 0 0
ag 0 ... ©
0 a ... 0 0 01 0
16 A= . A ey 17..C,=1|: = :
. . B g0 00 i
0 0 ... an 1 0 0 0

18.. Mutassuk meg, hogy

1 ]'l 1 n 0 11:_ Fﬂ_] Fu .

[0 1] - [0 1}* [1 1] —[ F, Fm]’ (n€NT),
ahol F,, az n-edik Fibonacci-szamot jelski, melynek rekurziv definiciGja:
Fﬂ = G, F] =185 an-l-] = E! 4 FN~]5 ha n > 0.
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19. Matrix és determindns — Miiveletek mdtrixokkal

19. Az A, B, C matrixok felhasznalasival ellendrizzik a T 19.3 azonossagainak
teljesiilését!
_f1 3 [0 1 2 0
a=[5 3] m=[3 5] e=[1 L]

20. Az el6bbi feladat métrixait felhasznilva mutassuk meg, hogy az aldbbi egyen-
16ségek nem azonossagok:

AB=BA, (AB)?=A’B’, (A+B)’=A%+2AB+B%
21. Milyen A, B matrixokra all fenn az (A + B)? = A? + 2AB + B? egyenl6ség?
frjuk fel szummajelek segitségével az aldbbi miiveletek elvégzése utdn kapott mat-
rix megadott elemét:
bn bz ... bm
bar by ... bom

2 e )=l w] | P .t
bn1 b1!2 bum
21 a;] a2 @1im 0
2y Gpl @n2 ... Qam Ym
24. [aijlse = [bislsna [Ciiaxer az =7,

257 [ai.flnxm = ([bif}:zxk [cij}kxf) [d“j}i’xm’ a3 :?,
26. [a‘ij}nxm = [bi.f]nxk ([cij]kxi [dif]lxm)’ @23 =?’
27. ia‘-j]nxm = [bifivnxk [C"J"]kxl [dijllxm’ aij :?‘

a1 @z ... QG T1
28, B=|® 2 - O ¥ (g_BTB, =
Aml Gm2 --- Gmn Tn
Legyen
1 090 0 1 2
A=j2 1 0, B=|-1 0 -1
3 21 -2 1 0

Az A és B maétrixokkal és azok megfeleléen kivilasztott soraibdl ill. oszlopaibél
képzett matrixok segitségével fejezziik ki az aldbbiakat:
29% A? masodik sora, 30. AB els§ oszlopa,
31. BA harmadik sor mésodik eleme, 32. BA harmadik sora.
33. Bizonyitsuk be, hogy minden mdasodrendd
. a b
A= [c d
matrix kielégiti az 2 —(a+d)x+{ad—bc) = 0 egyenletet, ami azt jelenti, hogy
r helyébe az A métrixot, konstans helyébe az egységmadtrix konstansszorosat,
0 helyébe o zérnsmétrixot helyettesitve az egyenl@ség igaz lesz.
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19. Mstrix és determindns — Determinéns

34" Legyen A = [aij], ., ¢ B = [by},,, két n-edrendd valéselemid négyzetes
matrix. Szamitsuk ki az AB és az E matrixok f§atlobeli elemeinek Gsszegét,
és ennek segitségével mutassuk meg, hogy az AB — BA = E egyenl@ség
semmilyen A és B mdairixra nem teljesiithet.

35. Jelolje egy komplex elemti A méatrix konjugaltjinak transzponaltjit A*, azaz
A* = A" . (Métrix konjugslijan azt értjik, hogy a matrix minden elemét
konjugéljuk.) Mutassuk meg, hogy (A*)* = A, (A+B) = A*+B*, (AB)* =
B*A*.

Determindns

D 19.4 A kommutativ G gyiirli elemeibd! képzett n-edrendd négyzetes A = [q;j] métrix
determindnsan értjik és det A-val vagy

a1 @1z ... Qipn
21 22 ... @O2n
anl Gn2 .. fan

-nel jeldljik a szintén G-beli
a1 A1y +appAe + -+ e din

elemet, ahol Ay = (—1)5Dyy, és Dj az A matrix i-edik sornak és j-edik oszlopanak
elhagyéasaval kapott (n--1)x (n—1)-es matrix determinansa. Az elsSrendii matrix determinénsa
a benne szerepld egyetlen elemmel egyenls. Azt mondjuk, hogy a det A determindnsnak Dy
az a;; elemhez tartozd aldetermindnsa, A;; pedig az eltjeles aldetermindnsa.

T 19.5 A determinanst barmely sora vagy oszlopa szerint ,kifejtve” is megkaphatjuk, azaz
H S
det A = a4 + appAjs +- -+ e Ay = Z ap A, {i=1,2,...,n)
k=1
és

n
det A = ay;Ay; +agjda; +- -t anjd,j = Zﬂ'kj"‘ikja {7 =1,2,...,n).
k=1

T 19.6 Miiveletek determinansokon:

1. Ha a determinanst féatlojan tikrozzik, értéke nem valtozik.

2. Ha a determindns két sorét felcseréljitk, értéke (—1)-szeresére valtozik.

3. Ha egy sor helyébe annak konstansszorosat irjuk, a determindns értéke is ugyanannyiszo-
rosara valtozik.

4, Ha a determinins egyik sordhoz egy masik sorinak konstansszorosit.adjuk, értéke nem
viltozik.

5. Ha az i-edik sorban csupa kéttagi Bsszeg szerepel, akkor a determindns egyenld annak a két
determindnsnak az sszegével, amelyek i-edik sordban e kéttagi Osszegek elsg, illetve ma-
sodik tagja 3ll, minden m3s soruk pedig megegyezik az eredeti determindns ugyanannyiadik
sordval.

19-4




19. M&trix és determindns — Determindns

T 18.7 Determindns &rtéke:

1. Ha a f5ati6 alatt csupa zérus all, akkor a determindns értéke a f6atlobeli elemek szorzatéval
egyenl§.

2. A determinans értéke pontosan akkor zérus, ha sorvektorai linedrisan 8sszefiiggek. Speci-
slisan, igaz a tovibbi két llitas:

3. Ha a determinéans egyik soranak minden eleme zérus, akkor a determinans értéke is zérus.

4. Ha a determinans egyik sora a mastknak konstansszorosa, akkor a determinans értéke zérus.

5. Az 1.-ben az ,alatt” helyébe felett” is irhats, a 2.-4.-ben pedig sor helyett oszlop.

D 19.8 Egy kommutativ G gyiiri elemeibs] képzett métrix vagy determinéns elemi sorata-
lakitdsain értjiik

1. két soranak felcserélését,

2. egy sordnak szorzisit (7 valamely nem-zérus elemével,

3. egy sor (3-beli elemmel vett szorzaténak valamely masik sorhoz adésat.

Hasoniéan definidlhaték az efemi oszlopatafakitasok is. Az elemi sor- és oszlopatalakitasokat
elemi Atalakitdsoknak nevezzitk.

A megoldisokban az elemi stalakftasokra roviditéseket hasznilunk, ezek a kovetkezék:

1. az i-edik és j-edik sort {oszlopot) felcseréljiik: 5; « 5 (0; ~ 0y),

2. az i-edik sort {oszlopot} szorozzuk k-val: &S5; (k0;),

3. a j-edik sor (oszlop) k-szorosat az i-edik sorhoz {oszlophoz) adjuk: +kS5; — S (+k0; —
;).

P 19.% Determinins kiszamitasa: Determinans kiszémitdsat a gyakorlatban agy végezzik,
hogy elemi stalakitasok (lasd D 19.8) segftségével a determinanst olyan alakra hozzuk, melyb3!
a determinans értéke gyorsan leolvashats (iésd T 19.7), illetve amelybdl a definicié (D 19.4)
alapjan kénnyebben kiszamithato. Ha egyszeriibb médszert nem talalunk, igyekezziik a de-
terminanst a D 19.7 1. pontjaban leirt  haromszégalakra” hozni. Az aiabbi példa egy ilyen
haromszogalakra-hozsst szemléitet.

38 6 3 12 0 1 1 2 0 1
12 0 1]_ (38 6 3/_ |0 2 6 0f_
11 -1 2157111 -1 2|77l -1 -1 1|7
25 1 5 25 1 5 0o 1 1 3

{2 0 1 12 0 1 120 1
o1 3 o) o1 o3 ol o1 3o0f_
200 _1 1 115 2loe 2 11 %o o 2 1|=76

o 1 1 3 0 6 -2 3 000 4

1. lépés: Cseréljiik ki az elsé és masodik sort, hogy az elsé sor elsd eleme 1 legyen, s igy ne
kelijen tortekkel szamolmi. A determindns értéke {~1)-szeresére véltorik.

2. lépés: Az elsé sor (—3)-, {—1)- ill. (—2)-szeresét adjuk a masodik, harmadik ill. negyedik
sorhoz.

3. lépés: Hogy a masodik sor masodik eleme is 1 legyen, emeljiink ki 2-t a masodik sorbol.

4. lépés: A masodik sort ifl. (—1)-szeresét adjuk a harmadik ill. negyedik sorhoz.

5. 1épés: Adjuk a harmadik sort a negyedikhez. A determinins értéke —16.

Leolvashaté a determindns értéke akkor is, ha valamilyen ismert értékd determinanssé alakitjuk,
ami lehet példdul az alabbi:
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19. Mitrix & determindns — Determindns

T 19.10 Vandermonde-féle determinéans:

1 1 1
5] vy Un
V=] v} o8 ... W} |=(v2—v)(vs—v1)(vs—v2).. (en~vu1) = [[(vj—vi).
....................... i<y
vi’!—1 v;&—l ,u::-l
Feladatok
A definicié segitségével szdmitsuk ki az alabbi determindnsok értékét:
0 1 3 ¢ 0 0 01
. |-1 2 0 1 0 61 2
3511 0 0 2p 3. 10 1 2 3f
0 1 4 0 12 3 4
Egy megfelelden valasztott sora vagy oszlopa szerint fejtsiik ki az aldhbi determi-
nansokat:
10 1 2 1 6 00 4
0 1 0 0 1540 -9
38. 1 1 o 9 1b 3. 3121 1
0 2 o 1 2 000 3
7 1030 1
40% A T 19.7 valamelyik sllitdsat felhaszndlva allapitsuk meg az aldbbi determi-

nansok értékét!

1000 1 213
3)2200 b)oooo
3 3 3 o 5 1 1 6p
4 4 4 4 1111
1 -2 1 2 1 -2 3 1
C)434--1 (1)521—1
5 1 5 47 -1 2 -3 -1y
6 5 6 0 -6 5 —6 0

Sorcserék vagy oszlopeserék segitségével hozzuk egyszeriibb alakra (példaul ha-
romszdgalakra) az alabbi determindnsokat, és igy szdmitsuk ki értékiiket:

0100 0
00200 0100188(1}(1)
41* {0 0 0 0 3| az. |} ol o v ol 10 T o ob
000 4 0 I B
5000 0
000 1] |1 111 gg gé
43 |00 25 |22 20 aar
.0368,3300‘ -é...l ........ 0 ..é,
2
4 79 2 400 0 - o

19-6



19. Matrix és determingns — Determindns
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- e _ Lol : .
rrenr— -0 . : :
SRS OO ON - : :
I~ el Yot~ L8 8 :
oo OO N~ O®m I : s Y
] [ I ] = .
coon mFNYoNOOOY oo G T 858 188, yo te
v Low : :
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« % o ir) ['r} U] 14 vy - -
& 3 =
Ll | o
e = By ...R
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. £ R &
= - : o -
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- Lo :
: Wi 0D UD b vl O v 0D O : © LIRS T = I ol -
oo le g STC IR M S —_ - g v 4 : == 2
L 0_020k123421222 - - Sseo o 88 .8
: z : R T
OO O RO OO Bt e el el (N e e = N TR e OO — SOO T —
. a, ,m a, . I a, .. . %,
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19. Matrix és determindns — Determindns

61> Bizonyitsuk be, hogy

P p 1 grs
2 1 prs

D=l 11 hes|= =0 =1 =5)a = r)g =) =)
s s 1 pgr

62 A determinins sorain végrehajtott atalakitdsok segitségével igazoljuk, hogy
ha egy determinéns sorvektorai linedrisan 8sszefiiggfek, akkor a determinins
értéke zérus.

Az el6zd feladat allitasat felhasznalva, a determinédns értékének kozvetlen kiszami-
tasa nélkiil igazoljuk, hogy

sinee cosa sin{a+ 8) In10 In4 In40 _
63" |sinf cosB sin{f+46)j=0. 647 |In8 Ind In20|=0."
siny cosvy sin(y-+48) mh2 0 2

65. Mutassuk meg, hogy barmely polinom kifejezhetd determindns alakban az
alabbi médon: :

Gy ay Gz Up—2 G-l Oy

-1 & 0 ... 0 G 01
ac:l:" + a}m"_] 4+ +a, = 0 -1 x 0 0 0

0 0 0O -1 z 0

0 ¢ 0 0 -1 =z

66. Mutassuk meg, hogy az a; = 1, a2 = 2, ay, = ap—1+a,—3 képletekkel definialt
Fibonaeci-sorozat n-edik eleme egyenld az aldbbi n x n-es determindnssal:

1 -1 0 0o ... 0 ¢
1 1 -1 0O ¢ 0O
0 1 1 -1 0 0
gy = )] 0 1 1 0 0
0 i 0 1 -1
0 0 0 1] 1 1
67} Legyen
an 1 0 0 0
-1 ey 1 0 0o
P, = 0 -1 au_y 0 o
0 0 ] a1
0 0 0 -1 @



19. Matrix és determinidns — Determinans

Mutassuk meg, hogy

Py a+ 1
il 2 1
Pk——l ag_1 -+ T
a3 +
ﬁ-_' -
ag + —
@

68" Szémitsuk ki a Pascal-hdromszéghs] képzett alabbi determindnst gy, hogy
az utolsé oszloppal kezdve mindegyik oszlopbdl kivonjuk az el8z6t, majd
mindegyik sorbél az elgzét!

2 ~1
G - )

@
10oe 0
e 60 )

69. Bizonyitsuk be az aldbbi tsszefliggést:

D00 s 7T

Legyen F(x) = (z —1)(z — 2)...{z — n). Szdmitsuk ki az aldbbi determindnsokat:

F(1) F(2) F3) ... Fn+1)
o | F@ F(3) F4) ... Fln+2)|
Fn+1) F(n+2) Fn+3) ... F@En+1)

F(z) F'(z) F'(z) ... F®(g)
71p | Flle)  F'(2) F'z) ... FeH)E@)|

F)(g) Py Fpled(gy . FO)(g)

72. Legyenek az fi; (4,7 = 1,2,3) fiuggvények differencislhatéak valamely T hal-
mazon. Mutassuk meg, hogy ekkor a belSliik képzett aldbbi determinansok
is differencidlhatéak, és fenndllnak a kovetkezd tsszefiiggések:

!

M fuf _ | e 4| S

fa fa far fa fa faul’
o fiz Al U Ffa Fis fir fiz fs i fiz fis
far foo fal=(fun fo fal+fs fo faltifan fo fa).

fsr fs2 fas far fiz fa fi1 fa2 fas fir fo fis
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19, Mitrix és determindns — Determindns

A determinins értékének kiszdmitasa nélkiil bizonyitsuk be az alibbi oszthatdss-
gokat, fethaszndlva azt, hogy 343, 637, 525, 33516, 40572, 44541, 50022 és 84042
oszthatd T-tel.

4 0 5 7 2
6 3 5 5 0 0 2 2
737 Tidetl3 4 2|, T4 630jdet j4 4 5 4 1
73 5 8 4 0 4 2
3 35 16
75 Mutassuk meg, hogy az a, b, c oldali hiromszog t teriiletére
0 a b ¢
b2 = 1lja 0 c b
181 ¢ 0 a|’
e b a O
76> Mutassuk meg, hogy az A;j{a;, bi,ci) (2 = 1,2,3,4) pontok éaltal meghatéro-
zott tetraéder elGjeles térfogata
ai b] (51 1
V= llag by e 1
T 6las b ooz 1
ag by e4 1
77> Az €l6z6 feladat dllitasat felhasznilva dontsiik el, hogy egy sikon vannak-e
az alabbi pontok:
A1(2$ 3, _4)‘ A?(Bv -1, —6)1 A3(—1?5’2)1 A4(2a 1, —'4)
78. A determinins négyzetének kiszamitasaval és a determindnsok szorzistételé-
nek (T 19.15) alkalmazdsival szamitsuk ki az aldbbi determindnsok értékét:
a b ¢ d e f g h
b —a —-d ¢ f —-e h ~—g
a b ¢ d ¢ d —a -b g -—h —e |
b a -d ¢ d ¢ b —a h g —f -—e
'—b al’ {—¢ d a -b}" |le —f —g -h —-a b c d[
—d —¢ b a f e h —g b —a d -c
g -h e f —¢ —d —a b
h ¢ —f ¢ —-d ¢ —-b —u
79. Mutassuk meg, hogy az (22 +22)(y? +y2) szorzat eldallithato két szam négy-

zetének dsszegeként, azaz

(=% +23)u} +vd) = (e + 23),
ahol z; és z3 mindegyike kiilon az z; és kiilén az y; valtozdknak is linedris kife-

. jezése. {(Hasonlé ssszefiiggések bizonyithatsak négy illetve nyolc négyzetszam

osszegérdl is. Pédaul a négy szdm négyzetosszegére vonatkozd képlet

(} + 25 +23 +a)(ol + 95 +of +ud) = (] + 25 25+ 29),
ahol z; az z; és az ¥ (i = 1,2,3,4) viltozokban linedris. A megoldashoz
hasznaljuk fel az €l5z8 feladat allitasat.) -
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19. Matrix és determindns — Matrix rangja

Matrix rangja

D 19.11 Az A = a;5], .., métrixbél kivilaszthaté determindnson a matrix k kiilsnb5z6
soranak és oszlopanak keresztezSdésében 3ll6 elemek alkotta determindnst, azaz

iy Qg Giy 5k
Gigfy  Qigpp Liyjy
Bipgy Ligge it e

alakii determindnst értiink, ahol 1 <ij<ig < ... < <M 1<H<hp<. .. <jp<n

D 19.12 Az A matrixbo! kivalaszthats nem zérus értékii determinansok rendszamanak maxi-
mum3t az A matrix rangjanak nevezzilk, és rang A-val jeloljik,

T 19.13 Rangszamiétel: Test elemeibal képzett matrix rangja elemi stalakitasok kbzben nem
véltozik.

Feladatok
Szamitsuk ki az aldbbi méatrixok rangjat a definicié alapjan:
(1 2 3 1 -3 5 1 3 -2
80. |3 2 1|, 81. |0 -2 13|, 82 |-2 -6 4|,
2 1 3 ~2 4 3 -1 -3 2
fa b
83. dl ahol a,b,c,d € R.
Elemi atalakitasok alkalmazasaval szamitsuk ki az alabbi valés, illetve komplex
elemii matrixok rangjat:
[1 1 2 i ; é (1 20 142
84! 2 4 5 {, 85, 1 3 5l 86> 3. 1 3—2" ,
-1 1 -1 L a 4 -3 —14+4
[1 1 1 i (1 2 3 4 5 1 2 2 2 1 2
> |1 2 -1 =2 2 3 45 6 2 9 2 2 9 2
8P 11 53 0 1'% |56 78 9 % |2209 209 2
11 -2 -1 0 14 5 6 7 8 12 2 2 3 3 2
Az a, b milyen értékeire lesz az alabbi matrixok rangje 1, 2 ill. 37
(1 2 -1 (1 2 3] (@ b b
90° |3 1 «a |. 91" (2 4 af, 92. |5 0 0},
6 0 5 |3 « b b 0 1
0« b [1 a b] [ @ 1 b
93. b 0 al, 94 (b 1 a, 95, 4 a bl.
¢« b 0 la b 1] 3¢ b+3 O
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19. Matrix és determindns — Reguldaris és szingularis métrixok, matrix inverze

Hatdrozzuk meg a kovetkezd A méafrix rangjdt a paraméter (paraméterek) fiigg-
vényében:

s A
96. |1 X 1 x|, 97. | © ,
11 a2 ! -3 1 2 3 3

L A 0 5 4 0]
fe—1 2 0 37

(1 -1 1 -1 1 : 120 -1 3 1

1 1 4 3 6 4 -1 1 g =21

9B\ 3 5 a0 2 | %o 4 04 -3 o0
L0 2 3 5 (b-3) ) i 1 -1 0 3
-1 3 -2 5 1]

Regularis és szinguldris matrixok, matrix inverze

D 19.14 Test elemeibdl képzett négyzetes A matrixot reguldrisnak neveziink, ha det A #£ 0,
illetve szingularisnak, ha det A = 0.

D 198.15 Determininsok szorzdstétele: Az egyerd tipusii négyzetes A és B mdtrixokra igaz,

hogy
det AB = det A det B.

D 19.16 Az n x = tipusd A matrix inverzén olyan M matrixot értiink, amelyre
AM = MA =E,,
ahol E,, az n X n tipusii egységmatrixot jeloli.

T 19.17 Szingularis matrixnak nincs inverze, reguldris miatrixnak egyetlen inverze van, még-

pedig az A = [a;;],,, matrix inverze az Al = Lo {A;j]ixn mitrix, vagyis az eljeles

aldeterminansokbdl képzett matrix transzpondltjanak a determindns reciprokdval vett szorzata.

T 19.18 Az A maétrix legyen n x n, az X és B legyenek n X m, az Y és © matrixok legyenek
k x n tipusiiak. Ha A reguldris, akkor az

AX =B éaz YA=C
métrixegyenletek egyértelmien megoldhatsk.

P 19.19 Matrix inverzének kiszamitasa: Egy matrix inverzének kiszamitdsira a gyakorlat-
ban a T 19.17 tételbeli képletet — nagy miveletigénye miatt — csak ritkdn hasznaijuk. A
négyzetes A matrix inverzét azonban kiszamithatjuk agy, hogy elemi soratalakitasokkal A-t az
egységmatrixszd transzformaljuk (ha ez nem lehetséges, akkor A szingularis), és ezzel parhu-
zamosan az egységmatrixon elvégefziik ugyanazokat az elemi soratalakitisokat, mely igy az A
mitrix inverzébe fog transzformalédni (a médszer helyességének igazoldsara nézve 1asd a 120.
feladatot). Az eljdrdst az egyszerliség kedvéért csak egy 2 x 2-es mdtrixon mutatjuk be, bar
alkalmazésa éppen a nagyobb méretdl matrixok esetén hasznos. Példdul az A = {;g} matrix

fy
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19. Matrix és determindns — Reguléris és szinguldris métrixok, matrix inverze

inverzének kiszdmitasa a kovetkezdképpen torténhet: e mdtrixot egyesitjiik az egységmdtrix-
szal, majd az els6 sor 3-szorosidt levonjuk a masodikbol (—~35; — S}, a masodik kétszeresét
az els6haz adjuk {4252 — 51}, végill a masodik sort szorozzuk (—1}-gyel (—53):

[I‘ZE]O}N[12IIG]N[IOE—52] 191—-52]
b0 ’

3 5 1 0 -1 1 -3 1 0 -1 1 -3 1]7]o 11 3 -1
Tehat

1 _[-5 2

A _[3 _1]'
Feladatok

A T 18.17 tételbeli képlet segitségével szdmitsuk ki az aldbbi A métrixok inverzét:

(3 1 4 12 3 9 5 3
100 | -7 2 7|, 10172 0 2|, 102. |5 4 5],
2 1 4 3 2 1 5 5 6
] 001 0 0
103°* g g g' 194'[“ b] 105. ]2 000
1o 0 ol “le db 10 0 3 o)
L 0 0 0 4
(1 -1 0 0 : fcosz —sinz 0
106. |2 1 71 0 ,1{17.[1“.1“2 ’.], 108. | sine  coszr 0.
0 1 1 -1} 1 7 0 0 1
0 0 1 1 L

Elemi sordtalakitdsok alkalniazdsival hatdrozzuk meg az aldbbi A méairixok inver-
zét:

(1 2 3] ) o9 8 4 1 -2 7
10981 3 4], 110. |9 8 7|, 111. {0 1 -2,

1 4 3] L9 10 14 o 0 1

0 1 0] i{l}gg (2% +2 2—-3 1
112. {0 0 1 113, , 114. 1 i 2

100 b1 1o 0 0 1

L : 11 1 1 L

(4 —1 2 1 a b] . gggg
11520 1 -1{, 116. {0 1 ¢, 117. .

4 3 -2 00 1 0 4 0 @

i LY 0 0 b 0

118, Elemi matrixnak neveziink egy mdtrixot, ha az vagy egységmatrix, vagy egy
egységmatrixhol egyetlen elemi atalakitassal megkaphat (1. D 19.8). Az alab-
bi matrixok kizill melyek elewiek, és welyek nem:
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19. Matrix és determindns — Reguldris és szingularis matrixck, matrix inverze

Lo 10 0 100 100
a)02],b)000,c)010,d)0{)1,

: 00 1 0 0 1 010

o e ol e e Ty s
e) 1) colo 2 2/, wlo 1 ol
000 1 0010 022 0 L0
0010 00 0 1

119. Mutassuk meg, hogy ha az E,, egységmdtrixon elvégziink egy elemi soritala-
kitast, akkor olyan elemi matrixot kapunk, amellyel balrél szorozva barmely
Ay xm métrixot, 8 kapott eredinény az Ay, matrixbdl ugyanazzal az elemi
sordtalakitdssal kaphaté meg. Ez azt jelenti, hogy ha egy elemi sordtalakités
az E egységmdtrixot az E' matrixba, az A métrixot az A’ mitrixba képesi,
akkor E'A = A'. (Hasonlé eredmény igaz elemi oszlopatalakitdsokkal is, ha
az elemi matrixszal jobbrdl szorzunk.)

1207 Az el6z6 feladat eredmményét felhasznalva bizonyitsuk be a métrixinvertalds
P 19.19 pontban leirt mdidszerének helyességét.

121 Bizonyitsuk be, hogy ha A* = O, akkor E — A invertalhaté, és
(E-A)T=E+A+A%+... 4 AL
1222 Legyen

cosqy —sino
Te=]_. .
sina cosa

Mutassuk meg, hogy
TaTy=TgTa=Tatp és T;' = T-a

o
1232 Egy A métrixot ortogonalisnak neveziink, ha ATA = E, azaz ha AT = A~
Bizonyitsuk be, hogy A determindnsa +1 vagy —1.

1247 Mulassuk meg, hogy tetsz@leges 1-determindnst, 2 x 2-es ortogondlis matrix
felirhatd az aldbbi alakban:

{cos ¢ —sing

sing cosg |’

1252 Fgy A matrixot unitérnek neveziink, ha A*A = E, azaz ha A* = A™1,
Mutassuk meg, hogy két unitér matrix szorzata unitér, tovabba hogy unitér
matrix determindnsinak abszolat értéke 1.
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19. Matrix és determindns — Grafokkal kapcesolatos matrixok

Grafokkal kapcsolatos matrixok

D 19.20 Legyen P és E két, kdzds elem nélkiili véges halmaz, f pedig egy E minden elemén
értelmezett, P2-be, azaz a P-beli elemparok halmazaba képez5 fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
P, E és [ egy G = G( P, E, f} grafot alkot, ahol P a sz8gpontok (vagy pontok), E az élek
halmaza. Az ¢ élhez rendelt py és py pontot az &l végpontjainak nevezzik, és azt mondjuk,
hogy az él Hsszekoti a két pontot, illetve, hogy p) és e, valamint pg és e illeszkednek. Egy
szbégpontra ifleszkedd élek szamat a szégpont fokdnak nevezzitk. Egy grifot k-reguldrisnak
hivunk, ha minden szégpontjanak k£ a foka. A grafot irdnyitatiannak meondjuk, ha benne
minden (py, p2) szégpontpért a (pg, p1) pérral azonosnak tekintiink, és irdnyitotinak mondjuk,
ha a py = py esetet kivéve a (p1,p2) és a (pp,p1) szogpontparokat megkiilsnbéztetik. Ha
kiilsn nem emlitjiik, akkor a grafot iranyitatlannak tekintjik.

D 19.21 Egy grifot egyszeriinek neveziink, ha nincs benne hurokél {egy szégpontot snmaga-
val dsszekots &l), és barmely szégpontpart legfeljebb egy &l kit ssze. Teljes grafnak nevezziik
azt a grafot, amelyben barmely szégpontpart pontosan egy él két dssze.

D 19.22 Egy iranyitatlan grafban vditakozva pontokat és éleket tartalmazé

pierp2e2 .. Pk—1€E--1Pk

sorozatot (k — 1 )-hossza sétdnak neveziink, ha mindegyik felsorolt e; €l a p; és a p;41 pontokat
kéti 6ssze. Egy sétat atnak neveziink, ha a benne felsorolt elemek mindegyike kiitonbozg, és
csak a szomszédaival illeszkedik a sorozat elemei kbziil. Iranyitott grafban még azt a tovabbi
feltevést tesszilk, hogy az e; & a p; pontbél a p;yi-be vezessen (i = 1,2,...,k — 1}; igy az
irdnyitott séta, illetve irdnyitott (it fogalmahoz jutunk. Ha az Gt (iranyitott Gt} definiciéjan
esak annyit valtoztatunk, hogy legyen p; = pyp, akkor a kér (irdnyitott kor) fogalmahoz
jutunk. Egy egyszerl grafot Bsszefilggdnek neveziink, ha barmely két kilénbézé pontjihoz
taldlhaté sket 8sszekots Gt (azaz olyan, amelyben az egyik pont py, a masik p;). Az egyszerd,
Seszefliggs, kdrmentes grifot fanak nevezzilk.

D 19.23 A py,p3, ..., Pn szOgpontokbdl és ey, ea, ..., ey Slekbsl 816 iranyitatlan graf illesz-
kedési matrixdn (incidenciamitrixan) azt az X = [wj;] . - métrixat értjiik, amelyben
zyj = 1, ha p; illeszkedik az e; élre, és z;; = 0, ha nem. Irdnyitott graf illeszkedési matrixdban
pedig z;; = 1, ha p;-be vezet az e; él, z;; = ~1, ha p;-bél indul ki az ¢ €], és 25; = 0, ha a
p; pont és az e; €l nem illeszkedik.

D 19.24 A p1,py, ..., pu szégpontokbd! 46 irdnyitatlan graf szomszédsagi matrixan (ad-
jacenciamatrixan) azt az A = [a;j]"xn mitrixot értjik, amelyben a;; = k, ha a p; és p;
pontokat & €l kéti dssze (ay; = k, ha a p; ponthoz & hurokél illeszkedik). Irdnyitott graf
szomszédsagi matrixaban ¢;; = k, ha a p; pontbdl a p; pontba k irdnyitott &l fut.

Feladatok

126. Egy tdrsasigban bemutatkozdskor néhanyan kezet fogtak. Mutassuk meg,
hogy azok szdma, akik pdratlan sok emberrel fogtak kezet, paros.
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19, Matrix és determindns — Grafokkal kapcsolatos métrixok

1272 Mutassuk meg, hogy egy grafban a pératlan fokszdmi szogpontok szdma
péros.

128. Hany éle van egy n szdgponti k-regularis grafnak?

129! Hény éle van egy n szdgpontt teljes grafnak?

130. frjuk fel a 4 szigponttt teljes graf egyik X illeszkedési matrixat (ez nem
egyérielmd, az élek sorszdmozdsitdl fiiggen més és mas matrixot kapunk),
és A szomszédsigi mdtrixat, majd dltalinosan az n-szégpontt teljes graf
szomszédsagi matrixat,

131 frjunk szadmitégépprogramot, mely felrajzol egy egyszerdl grifot annak inci-
dencia-, vagy szomszédsigi métrixa alapjan.

132PIrjunk szamitégépprogramot, melynek inputja egy graf illeszkedési maétrixa,
outputja a szomszédsdgi matrixa.

133. Irjuk fel annak a grafnak egyik illeszkedési matrixdt, és rajzoljuk fel a gréifot,
amelynek szomszédsigi matrixa

01010
1 01401
A=i01 0 1 9
10101
01010

Irjuk fel az alabbi grafok szomszédsagi matrixat:
134. 135.

136/ Bizonyitsuk be, hogy egyszerii graf szofuszédsé.gi matrixdanak i-edik sordban
az elemek Ssszege az i-edik szégpont fokit adja.

137. Matrixmiiveletek segitségével dllitsuk el8 egy n-szogponti egyszerit graf szom-
szédsdgi matrixanak segitségével az [d(p;)],,, méatrixot, ahol d(p;) jelsli a p;
pont fokat.

138. Mutassuk meg, hogy az alabbi bal oldali dbran lithaté graf X illeszkedési
matrixdra és A szomszédsagl métrixira fennall, hogy

XXT = A +9E.
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P %1 P,

139. Mutassuk meg, hogy a fenti jobb oldali 4brdn lathaté graf X illeszkedési
maétrixdra és A szomszédsigi métrixdra fennall, hogy

xxXT - A +E.

140! Legyen az n szigponti és m éli, egyszerfl § grif minden pontjinak foka k.
Jelolje X az illeszkedési matrixdt, A az szomszédsdgi matrixdt. Mutassuk
meg, hogy

XXT = A + kE.

141% Irjuk fel az alabbi 4bran lithaté iranyitatlan graf szomszédsigi matrixdnak
kibét, majd azt a [b;;],, , matrixot, amelyben b;; megadja az i és j csiicsok
kozt halads kiilsnbéz8 3-hosszi séték szamiét,

1422 [rjuk fel az el6z8 sbran lathaté iranyitott graf szomszédsigi méatrixdnak ne-
gyedik hatvinyat, majd azt a [b;],, , matrixot, amelyben b;; megadja az i-b6l
7-be vezetd kiilonbszs 4-hosszi irdnyitoti sétik szdmat.

143 Mutassuk meg, hogy az n szégpontd, irdnyitatlan (irdnyitott) graf szomszéd-
sagi matrixdnak k-adik hatvinyiban az i-edik sor j-edik eleme megadja az
i-edik pontbdl a j-edik pontba vezet8 k-hosszi (irdnyitott) sétdk szamat.

1447 Legyen egy egyszerd (irdnyitatlan) graf szomszédsigi métrixa A = [a;j].
Mutassuk meg, hogy az i-edik pont foka az A? matrix f8atl6jaban all6 i-edik
elem.
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19. Matrix és determindns — Grafokkal kapcsolatos métrixok

145 Bizonyitsuk be, hogy az A szomszédsigi métrixd iranyitott grafban akkor
és csak akkor nincs irdnyitott kor, ha van olyan & pozitiv egész, hogy Af a
zérusmatrix.

1467 Bizonyitsuk be, hogy a p1,p2,...,pn szOgponti, A szomszédsigi métrixd
grafban a p; és p; pontok kozti legrévidebb 6t hossza az a legkisebb k egész,
amelyre az A* matrixban a,(f) # 0.

147. Mutassuk meg, hogy minden legalahb két pontd faban van legalibb két el-
s6fokt pont. (Utmutatds: tekintsiik a faban talilhaté leghosszabb utat.)

148. Bizonyitsuk be, hogy egy n ponti fa éleinek szdma n — 1. (Utmutatds: bizo-
nyitsunk teljes indukciéval.)

149. Mutassuk meg, hogy minden n pontt 8sszefliggs G graf éleibdl kivalaszthatd
néhany él gy, hogy azok az n szégponton egy fit alkossanak. (Az ilyen fat
G feszits fajanak nevezziik.)

150 Mutassuk meg, hogy egy n ponti fa illeszkedési matrixdnak rangja n — 1.

151 *Mutassuk meg, hogy egy n ponti, tsszefiiggs, hurokélmentes irdnyitott graf
illeszkedési matrixdnak rangja n — 1. (Utmutatds: a sorvektorok osszege a
zérusvektor.)
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20. fejezet

Linedris egyenlet- és egyenl&tlenség-rendszerek

Linearis egyenletrendszerek és megolddsa matrixinverz és
Cramer-szabaly segitségével

D 20.1 Llinearis egyenletrendszeren

41171 + a;ge +- -+ @pIn =c1,

ag Tl + azry +-o-t dmEa=C2,

@121 + tmetz ++ GmaTe =Cm
alaki egyenletrendszert értiink, ahol z1, g, ..., Tn az ismeretleneket, ajy (i=1,2,...,m;
k=1,2,...,n) az egyenletrendszer egyiitthatdit, ¢y, €3, ..., Cm 22 egyenletrendszer konstan-
sait jeldli, m az egyenletek, n az ismeretlenek szadmat.
A fenti egyenletrendszerrel ekvivalens az

Ax=c¢
matrixegyenlet, a linedris egyenletrendszer matrixszorzatos alakja, ahol
i Ci 411 @12 ... Bin
U D T
Ty Cn amt Gm2 --- Omn

A-t az egyenletrendszer matrixdnak, az

ayy @12 ... O | €1

(/5] a99 PRI /4 c
A’ = [A,C} — 21 22 2n : 2

Gp1 &m2 - Oma | Cm

mitrixot az egyenletrendszer kiegészitett, vagy bévitett matrixinak nevezzitk. AzAx=c¢
egyenletrendszert homogénnek nevezzitk, ha ¢ = 0, és inhomogénnek, ha ¢ # G.

T 20.2 Ha a négyzetes A matrix determindnsa nem zérus, akkoraz Ax = ¢ egyenletrendszer
egyetlen megolddsa x = A le

T 20.3 Cramer-szabély. Ha az
apry + ajpxy + 0+ GigZy =01,
agiry +ageza+ - F 02,Tn =€,

i) + 8222+ Qunp = Cy
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20. Linesris egyenlet- és egyenlStlenség-rendszerek — Matrixinverz & Cramer-szabaly

egyenletrendszer determindnsa nem zérus, akkor az egyenletrendszernek egyetlen megoidasa
van, és a k-adik ismeretlen értékét a k-adik mddositott determininsnak és az egyenletrendszer
determinansinak hdnyadosa adja:

211 ... O1k-1 €1 S1Lk4t <-- C@ln
D, . @ ves Qof_q € : L @
T = —ﬁ‘:, ahol D =detA é Dp=|"% 2i-1 €2 G241 I,
Gpl ..« Onk—1 Cn Qnk4l .-+ Oun

{Megjegyzés. A Cramer-szabdllyal valé szamolas miveletigénye nagyobb, mint a métrixinverta-
lassal valé szamoldsé, ezért a Cramer-szabalyt konkrét szamolési feladatok megoldésara ritkan
hasznéljuk.) ’

Feladatok

Mitrix inverzének segitségével (lasd T 20.2) oldjuk meg az alabbi egyenletrend-
szereket:

1. 2y —x3 =1 2. 221 +3xz9+ bz =10
2¢1 + 42y —x3 =1 3z +Teg+ 4z =3
—r1 + 8z + 33 =2 1+ 2234+ 223 =3
3. zyt+a9taz3 =0 4. 521+ 52 + 224 =2
5zy +4x2 + 323 =0 ry +xg+ 223 + 34 = —1
61 + 329 + 213 =1 4y a9 + 223 =1

z1+zet ey +za=0
5. bry — axs = —2ab
—2cx9 + 3bxg = be
cxy+ary =0,
ahol abc # 0.
6. Hatdrozzuk meg az

[1 2
0 1
métrix inverzét mint linedris egyenletrendszer megolddsit, feltéve, hogy az

inverz létezik.

A Cramer-szabaly (T 20.3) segitségével oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket:

T. 2w —xy—23=4 8., 3y +2z94+z3=35
3z1 + 49 — 223 = 11 w1 +3ry+r3=1
3zy — 229 +4x3 = 11 2ry +x9 +3zx3 =11

9. x4+ 2x9+ 43 =31 10, 21+ 29+ 223+ 324 =1
oxrt + T2 + 2x3 = 29 dz) — 29 — 13 — 204 = —4
32y —x9+ 123 =10 221+ 339 —x3 — 24 = —6

xy + 229 + 33 — x4 = —4




20. Linedris egyenlet- és egyenltlenség-rendszerek — Matrixrangos feltétel és Gauss-médszer

11, z1+ 2z +3x3+424=0 12, z1+ 429+ 6z3 +4dxg+x5=10
1+ To+ 223+ 324 =0 2, + o9 + 4y + 624 + 4z =0
i+ 52+ 23+ 224 =0 . dzy +x2 + 23 + 424+ 6z5 =10
1 + 929+ bxs + 224 =4 6z + 4o+ x3 g +dos =0

4y + 62y +4z3 g 25 =0

A T 20.3 (Cramer-szabily) segitségével hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletrend—
szerek kijelslt ismeretlenének értékét:

18. 21+ 222+ 323 — 224 =6 14, 2zy 4 a9t 23+ 24+25=2
2xy —x9 — 2z3 — 334 = 8 z1 42z 4y Fag+as=0
3x1 + 2z — 23+ 224 = 4 z1+zg+3zg g +r5 =3
2z1 — 319 + 223 + 24 = 8, 1+ sty +4zy 35 = -2

g =7 zy + x2 + 23 + x4 + 55 = 5,
1 =17

15. Az aldbbi egyenletrendszerbél hatdrozzuk meg x; — 29 értékét.
Ty +2x9 +3z3 +4rga =35
2z1 + x4+ 2203 + 34 =1
321+ 29+ a3 +224=1
dzy + 329 + 223 + x4 = —5.

A linedris egyenletrendszer megoldhatésaganak matrixrangos
feltétele, megoldds Gauss-mddszerrel

M 20.4 Gauss-moddszer. Az alabbiakban ismertetendd modszerrel tetszGleges linedris egyen-
letrendszer megoldhats. Tekintsiik a D 20.1 definicio szerint megadott,

an; @12 ... a1 | o€
1) ST I
Emy 9m?2 .- Gmn | Cm

kiegészitett matrixii egyenletrendszert. Feltehets, hogy ay; # 0, mert az egyenletek cseréjével
ez elérhets. Vonjuk le az els3 egyenlet agy/aji~szeresét a masodikbsl, a3;/ai1~szeresét a
harmadikbal, és igy tovabb. Hy médon olyan egyenletrendszerhez jutunk, melynek kiegészitett
matrixa

by b b3 . b | 4
baz bo3 ... b | 2
(2) 8 by b33 ... b3 | ds
......................... | ...
0 byr b oo bmae | dm
(br1 £ 0, by; = ay;, i = 1,...,n} alaki. Ha az els egyenlettdl eltekintve mdr minden ismeret-

fen egyiitthatéja 0, dgy az atalakitassal végeztiink. Ha a (2)-nek megfelels egyenletrendszerben
az elsé egyenleten kiviil is van még nemzérus egyiitthatdjii ismeretlen, akkor feltehetd, hogy
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20, Linedris egyenlet- és egyenldtlenség-rendszerek — Matrixrangos feltétel és Gauss-modszer

baa # 0, mert az egyenletek vagy az ismeretlenek sorrendjének megviltoztatasival ez elér-
hets. {Az ismeretlenek cseréje az egyiitthatématrix megfeleld oszlopcseréjével azonosithats.)
Most a (2)-nek megfelels egyenletrendszer masodik egyenletének by9/bag—szeresét vonjuk le
az i-edik egyenletbdl (i = 1,3,4,...,m). Az eljarist folytatva véges sok lépésben az eredeti
egyenletrendszerrel azonos megoldassal biré olyan alaki egyenletrendszerhez jutunk, melynek
kiegészitett matrixa

g 0 0 ... 0 gip41 o g | ]
0 g2 0 ... 0 gorq1 oo g | B
0 0 g3 ... O garg1 ..o g3 | A3
S S : S
(3) 9 g ¢ ves Grr Grpdl oo O E hr
0 l] 0 § | B4
Eod
L0 0 0 e 0 | hm
alaki, ahol © = m is lehetséges, és ekkor a fenti hosszg +---- vonal alatti rész hidnyozni fog.

Ha 2 {3)-nak megfelels egyenletrendszer megoidhat6, akkor az elsé + egyenletbsl r = n esetén
23, 29, ..., Ly egyértelmiien szdmithaté ki, az v < n esetben pedig 1, 29, . .., ; egyértelmien
fejezhetd ki az 2,41, Zr42, ... &y ismeretlenekkel (ekkor az egyenletrendszernek végtelen sok
megotddsa van, mert az T,41, Try2, ... &y ismeretlenek értékét tetszdlegesen vélaszthatjuk
meg).

M 20.5 Mddositott Gauss-mddszer. Ha a M 20.4-ben ismertetett Gauss-médszertsl abban
tériink e, hogy oszlopcseréket nem végziink, tovabbd a kivilasztott egyenlettel csak az alatta
lévk megfelels egyutthatéit nullazzuk ki, akkor az (1)-nek megfelels linedris egyentetrendszer
az aldbbinak megfeleld egyenietrendszerbe vihetd at:

911 912 -+ 91kp—1 I1ky Tlkot1 oo I1ks Ikstl «o I1ks o Iin | 1
0 0 ... 0 Gaky Fokatl - 9245 T2kgtl - 92k --- G2 | P2
O 0 ... 0O 0 0 .93k O3katl <o 3k -+ G3n | P3
.................................................................... | ...
(4) 0 0 ... 0 0 0o ... 0 0 .Gk - Grn | B
0 0 ... 0 0 0 ...0 0 .. 0 ...0 |k
.................................................................... |
. 0 0 0 0 0 0 ¢ 0 0| hp |

ahol L <ha<hy<...<kr<n és g1 #0, 920, 70 -0 grp, # 0.

Az egyenletrendszer megoldhatésaga kiolvashaté ebb8l az alakbél, ugyanis kénnyen belathats,
hogy ha egy matrix olyan alaki, hogy minden sor vagy csupa nulla, vagy a sor elsd nem nulla
elemének oszlopaban az alatta 3ll6 elemek nulisk, akkor a matrix rangja megegyezik a nem
csupa nulia sorok szamaval. A megoldishoz eljuthatunk dgy, hogy felirjuk a (4)-nek megfelels
egyenletrendszert, és kifejezzilk rendre az r-edik egyenletbdl az x4, az (r —1)-edik egyenletbdl
az Tp._,, ... az 1. egyenletbdl az xy ismeretlent.

Megjegyzés. Ez az eljirds dgy is elvégezhetd, hogy a kivilasztott elemek oszlopaban az
azok feletti elemeket is kinullézzuk, azaz a (4) formuldban gy 1, = g1k, = G20, = -+ =
Gk, = G2k = 00 = gro1k, = 0. Az ennek megfeleld egyenletrendszerbdl az =z, zy,,
Thye - -+, Tk, valtozok azonnal kifejezhetdk a tobbi vaitozs, mint paraméter segitségével. gy
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ez a viltozat megegyezik az M 28.4-ben leirt Gauss-mdédszerrel, azzal a killonbséggel, hogy
nincsenek oszlopcserék.

T 20.6 Linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha az egyenletrendszer
matrixdnak és kiegészitett matrixdnak rangja megegyezik. A megoldas akkor egyértelmil, ha a
kozds rang az ismeretlenek szamaval is megegyezik.

Megjegyzés. A megoldhatésdg rang(A) = rang{A’') feltétele ellensrizhets tigy is, hogy az
A’ matrixot a médositott Gauss-médszernek megfelels sorstalakitasokkal a (4) alakra hozzuk.

T 20.7 Homogén linedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor van nemtriviifis — tehat
nem azonosan nulia — megolddsa, ha a rendszer matrixdnak rangja kisebb az ismeretlenek
szamanal.

Kbovetkezmény. Az n egyenlethdl dllé n-ismeretlenes homogén linedris egyenletrendszernek
akkor és csak akkor van nemtrivilis megoldasa, ha az egyenletrendszer determindnsa zérus.

Feladatok

Gauss-mddszerrel oldjuk meg a kivetkezd egyenletrendszereket:

16. 2y tee+ o3+ 2z tes =2 V7. Bry 20+ 2x3 428 =7
—2x1 — 223 — 6x3 — 8x4 =10 2z + o +4dza — 2z =1
221 + 229 — 323 — 24+ 325 = 17 ] — 329 —6x3 -+ 524 =90

—z1— Tz + T3+ 45 =9
3xy+ 3a9 + 623 + 924 + 8x5 =15

18, x4+ 2x9—~13 =2 19. z1+ 29 +x3=1
3r1 —x2+ 233 =T zotx3txg =2
T — T3 = —2 3t xq x5 =2
21 taetry3=7 24t as+xp =1
20, Ty +ze+x3=4 21, Txi+ 1420 — a3 =7
—z1+ag—x3 =2 2y + 229 — 323 =1
21+ 2o+ 2r3=1 ) 521 +10x9 + 1523 = 5
dry + 4o+ 43 =1 3z) +06z2 ~Gx3 =3
22. 1+ re =4 23. ry—z2=3
Jzy—z9=2 2r1+z2 =1
—3z; + 5x9 =2 xy +4z9 = -8
z1+ 2z =1 2x; + 459 = —4
Z24. 1 +3za+ 23 =1 25. i+ xz2+4z5=3
200 + T+ 283 =¢ x9—x3+ 3z =1
Ty + 4y +4r3 =1 T — 229 + 33 —Brs =10
z1 +4xg + 23 = —1 Iz —ag+423=25

4x; + 1519 4+ 1023 = 2



20. Linearis egyenlet- és egyenlStlenség rendszerek — Matrixrangos feltétel és Gauss-moédszer

26. z1 4+ 229+ 23 —4r; =8
2x1 + 229 + 224 — 325 = 11
3z1 + 229 — x5+ 414 — 225 = 14
1+ 2z 4+ 24— 225 =6
28. ri+zestaztzg=1
221 + 2292 4+ 223 =0
1+ 39+ 523 —z4 + 0625 =1
ty ‘29— 3wz + 324 — G5 = —1
30, 2z3+z9—Sx3+x4=28
331—3.7:2—62:4:9
2xy —z3 + 2254 = -5
1+ 429~ Teg +6z4=0

27. sy taetzrstzatas =T
3z + 220+ 23+ x4 — 325 = -2

z9 + 2z3 + 224 + 625 = 23

51+ 4x9 + 323+ 324 — 25 =12

29. 1+ 29+ x3dars=25
1+ 220 —z3 + 424 = -2
2z — 39 — 23 — Sxa = -2

3z1+ 2o+ 223+ 11z =0
281 -394+ z3+ x4 =6
21+ 223 —4x3 =4

3z1 —a20 — 323 —~24 = -2
123:] -—42:2 - 12$3 =0

31.

A Gauss-médszer alkalmazasaval oldjuk meg az aldbbi homogén linedris egyenlet-
rendszereket. (Homogén linedris egyenletrendszer matrixdnak és kiegészitett mdtri-
xénak rangja mindig megegyezik, és a Gauss-médszernél megengedett elemi mat-
rixatalakitdsok kozben a kiegészitett méatrix utolsd, csupa nullabél dlié osziopa
nem valtozik; ezért a szamitds kozben ez az oszlop elhagyhatd, akdr a kozos rang

Py

meghatdrozasa, akir a megoldas eldillitasa a kérdés.)

32. 3z, +bx9+4+223=10
4z + Txg + Sz3 =10

z1 + xo — 4z3 ={

2x) + 972 + 623 =0

34. bry —2xy+23=10
Ty +$2+63:3-=0
3z1+4x3 =0

—x1+ 223 =0

33. bz 4+ 3y +4dxy =0
6zy +5z3 + 623 =0

35. 3z 4+ 4y —~ B3+ Teg =0
2z ~ 32y + 33 — 224 =0

4z + 11z — 1323 + 1624 =0

Tey — 229423 + 324 =10

Az egyenletrendszer métrixdnak a rangja, vagy — ha létezik - determindnsa alap-
jan dontsiik el, hogy a kovetkezd homogén linedris egyenletrendszereknek van-e
nemtrivialis megoldasuk.

36. 2zy + 29— 429 =0
3z +5xe —Tz3 =0
4zy — 5z + 623 =0

37. z;+2z0+3z3 +4x4 4+ 025 =0
—zy+ a9 —Bzg+a5=0
3z + 23+ bxy —25 =0

2x3 — Txg + 625 =0

38. 3z + 429 —Sxz3 +T24 =0

2z — a9 + 323 — 224 =0
471 4+ 11z9 — 1323 + 1624 =0
Try —2z9+z3+ 324 =0

39° Allitsuk el6 az % — 3z +5 polinomot az «? 41, 2% + 2 + 1,  — 2 polinomok

linedris kombinanacicjaként.
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407 Mutassuk meg, hogy n szam, legfeljebb (n — 2)-edfokd polinom linedrisan
Osszefiiged.

412 Legyenek fi, fa, ..., fa legfeljebb (n — 2)-edfokd polinomok, a1, a2, ...,a,
pedig tetsz8leges szamok. Mutassuk meg, hogy :

fla) filaz) ... filan)
f2(ai) f2(32) fZ(an) =0

falr) fulaz) or Fulan)

Hatédrozzuk meg az aldbbi inhomogén linedris egyenletrendszerek matrixanak
{A-nak) és kiegészitett mdatrixdnak (A'-nak) a rangjat, majd ezek alapjan dont-
sitk el, hogy az egyenletrendszer megoldhaté-e, vagy nem, illetve ha megoldhaté,
egyértelmii-e a megoldis, vagy pedig végtelen sok megoldds létezik.

(Utmutatas: El6szor az A’ rangjat szamitsuk ki, és ekozben lehetdleg csak sordt-
alakitdsokat végezziink, hogy az 4talakitdsokkal kapott matrixot az A rangjanak
meghatdrozasihoz is felhasznidlhassuk.)

42. 2x14+ 29— Bx3+ a4 =28 43. 21 —8zz3+a4=0
ry —3z9 — 624 =9 221 +x9=3
287 — 29+ 224 = -5 dxy + Ty = —4
z1 + 429 — Texy — 624 = 18
44. Ty Fxe+x3 =4 45. zttag—a3=1
—zy tpo — 23 =2 2ey ~xo 3 =2
2r1 + a2+ 223 =1 ry—2r0+223=1
41 + 4oy +423 =1 Cdry —2z9+ 223 =4

46, —2; +3x2 + 223 <~ 3x4+ x5 —z5 =1
w1 — 2w9 — x3 + 224 + 225 = ~1
—xt+4dxy + 3xg —dxg + 225 =1

47, 2r)~2g+ 23 =1 48. 21+ a3 +4des — 205 = 10
T+ 29+ 23 =2 3x) — 29 + 223 — 24 + Hxs = 28
3z1+ 223 =3 2z1 + Tag — 323 + 6125 = 37
4xy — 223 + 223 =2 8z +4z3 — 5xq + x5 = —18
49, zotaz3taxyg=1 50. 4xy —3z3+2z3—z4=8
rrtestayg=2 321 — 2204+ x5 — 324 =7
i t+ze+T4=3 2e1— 29~ Bz4 =6
Tyt taz3 =4 521 — 329+ z3 — 8xg =1
51. 201 —429+3z3+ 74 =2
21— 2r9+ 23 — 4wy + 225 =0
Ty — 23+ 354 f a5 =—1

4xy — Tes + 4z — 44 + 525 =4
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20. Linedris egyenlet- és egyenlétlenség-rendszerek — Matrixrangos feltétel & Gauss-médszer

Hatirozzuk meg az a val6s paraméter értékét gy, hogy az aldbbi homogén linearis
egvenletrendszereknek csak trivialis megolddsa legyen.
52. 2z14x9—23=10 53. Il'(l_a)"'_gx?':o}a:valés
1+ 229 =0 3 +x2-(24+a}=0

ar1 +z3—z3=10
Hatirozzuk meg a paraméter értékét gy, hogy az aldbbi homogén linedris egyen-
letrendszernek legyen nemiérividlis megoldasa.
54. z1— 23+ 23 =0,

1 + cz2 + Bx3 =0,

z1 — 2z9 —cx3 = 0.
Oldjuk meg a kovetkezs homogén linearis egyenletrendszereket, amelyekben A és
y valés paraméterek.

55. z1+2z2+ A3 =10 56. z—y+z=0
Ary + o2+ pzz =0 2z +{(A—1)y+42=0
z1 4229 —z3 =10 3z -5y +{(2—X)=z=0

Allapitsuk meg, hogy az alabbi egyenletrendszereknek a valés paraméter {paramé-
terek) mely értékeire
a} nincs megoldasuk,
b) van egyetlen (egyértehnif) megolddsuk,
c) van végtelen sok megoldasuk.
57. (2a+ 1)z —azz+{e+1)zz3 =a—1,
(e — 2)z1 + (e — 1)z3 +{a - 2)z;3 = ¢,
(2a — 1)z1 + (a— 1)z2 + (2¢ — 1)x3 = @. (a paraméter)
58. 1 — %3 + 223 = —6
21+ T2 —235tx53=9
—3x1 +z2+ 222+ 324 = 3
Az 4523 +4z5 =10
59. (3a — 1)z +2azz + (Ja+ 1)z3 =1
2axr; +2az9 +(3a+ Dzz=a

(a4 Dz +(a+1)z2 + 2a + )3 = a®

60. 1+ 2:2=1 61.. 2142 taxz=4
Ty — uxe =2 3+ 239 — 23 = -3
4o =2 r1— T2+ 2r3=v
- —Z1 +u$2+2:;; =3
62. 3r;+ 512 —x23=1 63. 1 — T2+ oy —x4 =1
) tures+2x3=2 1tz +4e3 + 324 =06
)+ 92 —bxz =v —3x; + Bke +axr3 + brg = 2

2u9 + 323 +5xq =b-3



20. Linedris egyenlet- és egyenldtlenség-rendszerek — Matrix sajatértékei és sajatvektoral

64. 1+ zg + 44 =3 65. 1 +2x3+3z3+424=05
o —x3 +3x4 =1 2z; +3z9 + 4174 + B2y =6
21— 2z + 323 —Bx4 = 32y + 4z +azxy + 624 =7
3zy —zy + a3 +axy = B dry + 529 + Gz + Taa=f
66. ar; + a2m2 +3x3+{a+1)zg =0 67. 1 +axy + a2z3 =1,
z3+arg —Brg—24 =10 z1 + aze + abry = a,
2z1 + 22 + 923 + 524 =0 bry + a’zy + aPbas = a®b
rir+axg—3z3=0
68, rp+rataz =2 69, azi+zat+a3=">
9+ 203+ 3x4 =1 zitarztzxz=c
ary — 229tz +bza=c¢ 21 +a9+azrs =d.
70. Az + 219+ 323+ 324 =1

2z + 3+ MNag +6z3 +6z4 = A 41
3$1+6$2-{-(8+)\)$3+9I4=A+2
3zy + 620+ 923 +{B+ A)zg = A + 2

Oldjuk meg az aldbbi inhomogén linedris egyenletrendszereket az a, 8, v valés
paraméterek fiiggvényében. Allitsuk el a megolddst is!

1., dzy 4+ ee+za=1 T2, z1+ 239+ 3x3+424=28
1+ Azt 3z = A z1 4 B5z9 + 623 + Teg = 14
z1 + 2o + Aoy = A® 21 4 3xg + 43 + Szq = 10
2x1 +4x9 + 6x3 + 8xg = A
73. zitzp=1 74. r+2+(a+bz=0
1t urg =v 3z—-2ytaz=5b
-3z —6y+{a—b)z2=2b
75. axzy + bay + abry =10 76. x1 + 19 — 223+ 514 =3
bry —ary 4+ abry =0 214 ars —drg+ 224 =0
zoH+azrz3 —byy=a bzs +bze =0
ars + bxrgy = b. —r1 —azxy + bry + brg = ¢
77. 2y +rztag =1,

axy + brs + crg = d,
a®zy + b0 + cz3 = d°.

Matrix sajatértékei és sajatvektorai

D 20.8 A komplex szamokbél allé A négyzetes matrix sajatértékének nevezziik a A komp-
lex szamot, ha taldlhaté olyan v # O vektor, hogy Av = Av, és az ilyen a v vektorrdl azt
mondjuk, hogy v az A matrixnak a A sajatértékhez tartozé sajatvektora.
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20. Linedris egyenlet- és egyenlStlenség-rendszerek -— Matrix sajatértékei és sajatvektorai

(A definicichél kévetkezik, hogy ha vg az A matrix sajatvektora, akkor barmely tvg is sajat-
vektora A-nak, ahol t # 0.)

T 20.9 Legyen

211 212 ... Gy vy
a: a es T i vz
A= | %21 922 ml g v |
4nl @nz ... Gpn Up

A A akkor és esak akkor sajatértéke A-nak, ha

(@11 — A) 212 Uiy
det(A _ ’\En) - a1 (622 - A} LR a2 =0.
nt n2 (),

Ezt az egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletének nevezzitk. Ekkor a A-hoz tartozé
v sajatvektorok az

(a1 — Ayvr + ez + -0+ @1 va =0,
agioy +{agz — A2+ -+ oy =0,
agiv; + apav2+ o H{apgp = A)va= 0

egyenletrendszer megolddsatként adédnak. {Mivel ennek az egyenletrendszernek a determindn-
sa nulla, legalabb egy egyenlet a tébbinek linedris kombinacisja.)

D 20.10 Valés szamokbol ali6 A négyzetes matrixrdl azt mondjuk, hogy

A szimmetrikus matrix, ha AT = A,
A ferdén szimmetrikus matrix, ha AT = —A,

ahol AT jeisli az A matrix transzponaltjat.

T 20.11 Valés szamokbdl 3li6 barmely A négyzetes matrix egyértelmden elallithats egy szim-

metrikus és egy ferdén szimmetrikus métrix Ssszegeként, éspedig 2z
1 Ty . 1 T
=L a) w0
alakban.
T 20.12 Szimmetrikus matrix minden sajatértéke valds, ferdén szimmetrikus métrix minden

sajatértéke képzetes szdm, N

T 20.13 Fotengelytétel. Minden nx n tipusd szimmetrikus matrixnak van n darab, paronként
egymasra merdleges sajatvektora.

Feladatok

Hatdrozzuk meg a kévetkez8 matrixok sajdtértékeit és sajatvektorait:

78. [4 3} 79. [2 0] 80. [o »]
1 2 o 2)° 2 4]

8. [-2 4 82. [5 6 83. 31
[ 4 13]’ [3 2]‘ {—1 2]’
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20. Linedris egyenlet- és egyenlStlenség-rendszerek — Matrix sajatértékel és sajatvektiorai

B4, 13 3] 83. 1 0 2 86. [ 1 2 4
3 11 4 2 01, 2 -2 -2,
' 6 3 0 -4 -2 1
87. [0 3 1 88. 1o 1 0 89. -2 -8 -12
11 0f, 0 0 14, 1 4 4,
| -5 3 2 1 -3 3 . 0 0 1
9. 0 21 91. 12 2 1 92. [ 2 -1 2]
-2 0 3|, 13 1}, 5 -3 3
-1 -3 0 1 2 2 -1 0 -2]
Szemléltessiik a fStengelytételt a kivetkezd szimnetrikus métrixokon:
93. I3 3] M. [0 2 -2 95. [ 5 -4 -2
3 1P 2 1 04, -4 5 -2,
-2 0 -1 -2 -2 8]
96. [-4 1] 97. o 0 1 98. r36 18 12
1 -4 0 1 04, 8 9 6
|1 0 0 12 6 4

Bontsuk fel a kovetkezd madtrixokat egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus
méatrix Osszegére.

99. —4 2 3 100. 2 0 0 0
1 -1 2 1 3 -1 0 0

g8 -6 5 -2 11 o}’
5 3 4 1

1012 A komplex elem A mdatrixot Hermite-félének (ejtsd: ermut) nevezziik, ha

A = A* (definicid szerint A* = KT). Mutassuk meg, hogy ha X és Y valés
matrixck é¢s A = X 4+ Y Hermite-féle métrix, akkor X szimmetrikus, Y
ferdén szimmetrikuas.

102. Igazoljuk, hogy az

S e I o}
[ == R s R e

.
| S B e iy

matrixnak van negativ képzetes rész sajitériéke, és hatdrvozzuk meg a hozza
tartozé sajatvektort.

103. Hatarozzuk meg az

-1 -1
0 0
0 1
1 0

— O et
1D b bk

matrix sajatértékeit. Adjuk meg a legnagyobD valss ériékii sajatériékhies tar-
tozé 2 hosszitsagh sajdtvektort.
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20. Linedris egyenlet- és egyenlGtlenség-rendszerek — Matrix sajatértékei &s sajdtvektorai

1 -2 1
104. Legyen A= |0 2 0 |. Hatérozzuk meg A inverzét, A és A~! sajatér-
0 0 1/2

105.

1086.

107.

108.

169.

110.

111.

112.

113.

tékeit, és a legkisebb valds sajatértékhez tartozd egységnyi hosszd sajitvek-

toraikat.

Jeloljon A egy regularis négyzetes métrixot. Bizonyitsuk be, hogy A és A~}

sajatvekiorai azonosak, sajatértékeik pedig egymds reciprokai,

Egy A métrix sajitértékel: Ay = 3, Ao = 6, A3 = —2, egy-egy hozzitartozd
1 1 -1

—1], ve = | 2], illetve v3 0 |. Hatdrozzuk meg
1 1 1 '

A1 sajatértékeit és sajatvektorait!

Igazoljuk, hogy egy A mitrixnak A = § pontosan akkor sajitértéke, ha

det A = 0.

sajatvektor: vy

3 2 1]
Legyen A =| 7 8 -1|.Igazoljuk, hogy A reguldris, tovibb4, hogy az
-4 -4 3

v=[1,-1,0T, v = [-2,3,4T, w = [-1,-3,2]T vektorok A sajatvektorai.
Ezek alapjan hatirozzuk meg A~! sajatértékeit és sajatvektorait! ’

T -2 0
Legyen A = | -2 6 -2|. Tudjuk, hogy A-nak egyik sajitértéke A; = 3,
60 -2 35

egy masik sajitértékhez tartozé egyik sajitvektora: vy = [2,1,-2]7. Eazt
felliaszndlva hatdrozzuk meg A osszes sajitértékét és sajatvektorat!

Hatdrozzuk meg az a ériékét dgy, hogy a

-1 -2 3
1 a 1
1 1 3

matrixnak —1 sajatéridke legyen. Adjuk meg az 6sszes sajatéridket és a leg-
nagyobb valés sajitértékhez tartozd sajatvektorokat, '
Igaz-e, hogy ha az Ajpxs mdirix szimmetrikus, akkor a det{A — zE) = 0
egyenlet diszkrimindnsa nem lehet negativ, z az ismeretlen. {A vilaszt indo-
koljuk.)

Legyen
6 -2 2 3 00
A= 2 0 2/3] & B=1{0 0 3
-2 -2/3 0 0 3 0

Hatarozzuk meg az (A - B)T maétrix sajatértékeit, valamint a legkisebly ab-
szolit értékdi sajatértékher tartozd sajatvektorokat!
Hatdrozzuk meg az

i 0 0
5 -2 14
9 1 3



20. Linearis egyenlet- és egyenlétlenség-rendszerek — Lineéris egyenletrendszer kozelitd megolddsa

métrix sajitértékeit! Szamitsuk ki a legnagyobb és legkisebb (valds) sajatér-
tékhez tartozé sajatvekiorokat és az altaluk bezart szoget!
114, Legyen

11 2 -2 -8 -12
A= 0 2 2} 6 B=; 1 4 4
-1 1 3 0 0 -1

Hatarozzuk meg a B mdtrix legkisebb pozitiv sajitértékéhez tartozd egység-
nyi hosszisigi sajitvektorckat, és déntsiik el, hogy ezek sajitvektorai-e az
A-nak.

115. Hatérozzuk meg az

1 -1 © 010
A=1-1 6 —-1! 6 B=1{1 0 0
1 -6 1 0 01

métrixok AB szorzatinak sajatértékeit és a legnagyobb abszolat értékid sa-
jatértékhez tartozd egységnyi hosszisigi e; (¢ = 1,2) sajatvektorokat!

Linedris egyenletrendszer kézelit§ megoldasa

T 20.14 Legyen a megoldandd egyenletrendszer
a1z +hiy+ez= di, {e; £0),
(1) a2t + boy + caz= dp, {ba #£0),
a3z + byy 4 ezz= d3, {e3 #£0).

Ha az
o=y =20 =0,
b] 1 d]
z =——Yp— —Zp+ —
n41 P Yn a1 n o’
(2) 4 az 7] dz

Yn+t = "Ezn - b_Zn + Ea

Ingt = ——%n — — Y+ —
3 €
iteracids képlettel értelmezett [z,;n € N}, [yn;n € N], [z4;n € NJ sorczatok konvergensek,
akkor a
(3) ﬂlil‘léo Tn, niLmoo Yus n]inéo Zn
szdmhdrmas az (1)-nek megoldasa (de (1)-nek lehet mas megoldasa is}.
T 28.15 Ha van olyan g < I pozitiv szim, hogy
bil el ezl +lezl  leal + b3
() lE!,Ibil,1|f15q,
|at] {2} fesl
akkor a (2) képletekkel értelmezett [x,;n € N], [yu;n € N, [2:;7 € N] sorozatok konver-
gensek és a (3) szamharmas az {1) egyenletrendszer egyetlen megoldasa.
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20. Linearis egyenlet- & egyenltlenség-rendszerek — Linedris egyenletrendszer kozelitd megoldasa

Megjegyzés. Ha (4) egyenldtienségei nem teljesiilnek, akkor prébalkozhatunk az egyenletek
1

) L. N 1 _ . 1 .
és az ismeretlenek dtrendezésével, vagy T = —z, § = —y, 7 = —z alakban 4j viltozok
a

bevezetésével, ahot az a, f, ¥ konstansckat digy valasztjuk meg, hogy {(4) mar teljesiiljén.

D 20.16 Relaxacios médszer
Kimutathaté, hogy ha az (1) egyenletrendszer determindnsa nem nulla, akkor {1) a kovetkezs
atakra hozhaté:

~z+ fiy+giz+ k=0,
(5) esx —y+gaz+ hy = 0,
e3sx+ fay—z+ by = 0.
Legyen zg, yo. 2p tetszbleges, képezziik a
Ryo = —zo + fiyo + 120 + B,
(6) Rz = eam9 — yo + g220 + ha,
Rag = e3zo + fsgo— 20+ I3

dgynevezett relaxdcids maradékokat. Jelslie mg az Ry, Rog, R3o koziil azt, amelynek az
abszoliit értéke a fegnagyobb; a megfeleld ismeretfen értékét noveljitk meg mg-lal. Vagyis:

Ha mg = Ry, akkor z1 = zo +ma, ¥1 = v, 7] = 2,
ha mg = Ry, akkor zy = 2, Y1 = yo + mg, 21 = 2,
ha mg = Rag, akkor z1 = z9, 1 = Yo. 21 = zg -+ mg.

Most g, yo. zo helyett zy, 31, 21 -re szamitsuk ki (6)-ot, majd 4, y2, 2 -1, stb.. Bizonyithats,
hogy ha az [z, Un, 2u] sorozat konvergens, akkor az egyenletrendszer megoldasahoz tart, és
két szomszédos kbzelitd megoldds eltérése:

max(l:cn - zu—its Iy!! — Yn—1 I: Ezﬂ - zn—-ll) = lmﬁl

Feladatok

Oldjuk meg iterdciéval az aldbbi egyenletrendszereket ,olyan pontossigig, hogy
két szomszédos megoldas eltérése kisebb legyen 1073-n4l"! Ehhez a kovetkezd mod-
szert hasznéljuk: Hatdrozzuk meg négy tizedes pontossiggal a T 20.14-ben (2)-vel
értelmezett rekurziv sorozatoknak azt az z,, ¥, z, clemharmasat, amelyre

[Zn — Zacil, e — Yntly 120 — 2a] < 4-1079,

majd ellendrizziik az ¢ = z,, ¥ = yn, z & 2, kozelités josdgit az egyenletrendszerbe
torténd visszahelyettesités utjan, meghatarozva azt a k szamot, amely megmutatja,
hogy az egyenletek két oldalanak abszoldt értékben mekkora a maximalis eltérése.

1165 0,02r 40,02y —42 =8 117%3,21z + 0,71y + 0,34z = 6,12
—0,01z + 5y — 0,02z = 10 0,17z + 0,16y + 4,73z = 7,06
3z + 0,03y + 0,06z = 12, 0,43z + 4,11y + 0,22z = 5,71,
118542 4 0,24y — 0,082 =8 119¥ 3,21z + 0,08y + 0,09z = 21,55
0,09z + 3y — 0,152 =9 —0,59x — 8,60y — 0,21z = —24,63
0,04z — 0,08y + 42 = 20, 0,47x — 0,08y — 3,342 = —1,98,
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20. Linedris egyenlet- és egyenl6tlenség-rendszerek — Linedris egyenlitlenségek- és programozis

12051,22: — 1,32y + 3,962 = 2,12 121X 0,6z — 0,2y + 0,5z =12
2,12z — 3,52y + 1,62z = —1,26 0,02z — 2y + 0,422 = —10
4,23z — 1,21y + 1,092 = 3,22, 0,06z — 0,2y + 5z = 10.

Oldjuk meg relaxiciés mdédszerrel a kbvetkezd egyenleteket szintén ,olyan pontos-
sagig, hogy két szomszédos megoldas eltérése kisebb legyen 10~3-nal"!

122X 10z — 2y — 22 =6 123k dr —y=2
-+ 10y —-22=17 —~z+4y—2=26
—zrz—y+10z2=8, —y+4z =2,

{Az utolsé kivételével az aldbbi feladatokat iteraciés médszerrel mar megoldottuk,
lasd 116. —- 121.1)

124KAz 1. feladatheli egyenletrendszer. 125%A 2. feladatbeli egyenletrendszer.
1265 A 3. feladatbeli egyenletrendszer. 127XA 4. feladatbeli egyenletrendszer.
128K5A 5. feladatheli egyenletrendszer. 129XA 6. feladatbeli egyenletrendszer.

Linedris egyenlStlenség-rendszerek és linearis programozas

D 20.17 n-ismeretlenes linedris egyeniStlenségen ajz; + azze + ... + ayzn < b vagy
ajzy + azza + ... + oy, > b alaki egyenitlenséget értiink { < helyett ilthat <, > helyett
pedig > is).
A linedris egyenlStienség roviditett iraismddja:

ax < b, illetve ax > b, ahol a =[gy,4a3,...,a,], x = [z1,22,...,Z4].
Az ax < b egyenlStlenség megoldisinak neveziink minden olyan vals n-dimenziés xp
vektort, amelyre axg < b.

B 20.18 n-ismeretienes linedris egyenlGtlenség-rendszeren
a1ty + 1222+ -+ AT < by,
a1y + aprz+---+ aa < b,
Em1Zy +am222 + -t AmnTn < b

alakd egyenlGtlenség-rendszert értiink. A linedris egyentStienség-rendszer matrixszorzatos
alakja:

T b
z b
Ax<b, ahol A =leglmxn, x= _2 , b= _2
Tn bm
1
¢
D 20.19 Legyen ¢ = _2 . Az n-viltozés linedris c1zy + a9 +... + cuTn = cX céHiige-
Cqn
vényhez és az
{1) Ax<b, x>0 (vagy Ax=h, x>0)
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20. Linearis egyenlet- és egyenldtlenség-rendszerek — Linearis egyenl&ilenségek- és programozés

korlatozo feftiételekhez tartozs linedris programozasi maximum-feladaton olyan

Z10
320 PP < :
Xg = | -. { vektor meghatirozasit értjiik, amely megoldasa (1)-nek &s amelyre teljesiil, hogy
Tno
zh,
' - ¢ | T2
cxg < eXxg, tetszdleges x; = vektorra.
‘
Zn0

Ha a exg’' < exg helyett a e xp’ > ¢ xg feltételt kiveteljiik meg, akkor linedris programozisi
minimum-feladatrol beszéliink. Azt, hogy a cx célfiiggvénynek a maximumbhelyét, illetve a
minimumbhelyét keressitk, a

cx —max, . cx —min
jelBléssel fejezziik ki.
Egy linedris programozdsi feladat megengedett megoldasanak (lehetséges programjanak)
neveziink minden olyan x-t, amely kielégiti a feladat egyenlStlenség-rendszerét; az elGbb defi-
nialt xg-t pedig optimalis megoldasnak, vagy masképpen optimalis programnak nevezziik.
A megengedett megoldisok halmazat a tovabbiakban L-let fogjuk jelslni.

T 20.20 Minden minimum-feladat visszavezethetd maximum-feladatra és viszont. A visszave-
zetés Ggy torténik, hogy a korlatozé feltételeket, valamint a célftiggvényt —1-gyel megszorozzuk
és a min, max jeleket kicseréljitk.

Feladatok

Irjuk fel az alsbbi feladatokat (az egyenlStlenségek és a célfiiggvény megfelels at-
alakitdsaval)

Ax<b,
x> O
CX — max
alakban.
130. z; 4+ 294 323 < 40 131, —zy+ 23— 13— 224 = =T
—z1—z2+x3>6 2ry ~x3 —x4 > -6
4z —z9+x3 =8 - 414+ 2o+ 224 <20
z1,22,23 >0 xy1,T2,t3,24 > 0
{—3z; — 4z2 — 223) —» min (227 + z3 — 23 — 314) — max

Oldjuk meg grafikusan az alibbi egyenlétlenség-rendszereket:

132. z2—120 133. zy >0
z2—-120 T1+a,—-220
r1+z2—-32>20 zy—z2+1<0

—6x1— Tz +42 20 1:152
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20. Linedris egyenlet- és egyenlStienség-rendszerek — Linedris egyeniGtienségek- és programoszds

134. 1 >3 : 135. 22y — 22 2 -2
z1 + 32 <3 £y —T3 > —2
:r:;—a:2+150 $]S1
z9 >0
2:!:1—:1:223
136. 32 — 22 >0 (1) 137. 2122 —-1<0
z —22<0 (2) 3zt a9 —3232>0
2z + 22 <6 (3) 21 20,2220,23 20
;<2 (4)
3xy —a2 > —4 (5)
138. 21+t x2+ 23 <5 139. <4
z9 > 1 229 —z3 >0
zy 20,23 20 Ty + 23 <3

120,23 20.
Allapitsuk meg grafikus fiton, hogy a kivetkezd egyenlStlenség-rendszerekben van-
nak-e olyan ~ és ha igen, melyek azok az — egyenlStlenségek, amelyek (,feleslege-

sek” abban az értelemben, hogy) a rendszerh6l a megolddshalmaz viltozdsa nélkiil
elhagyhatdk:

140. =z 223 <2 (1) 141. 3z; -5z, <15 142, 4z + x> 4

~z1+22 <3 (2) —5zy + das < 20 —27; + 22 < 4
r1+2254 (3)

T+ 2253 1+ 229> 4

“2m—er s (4) 31 + Bzg < 15 2 <4
2120 (5) —dr1 + 0%y & ~2z; —xg <

ze 20 (6) z3 20 x>0

{7) zg 20 272> 0.

Feladatok

Oldjuk meg grafikusan a kévetkez& kétvaltozés linearis programozasi feladatokat.

143. 31+ 222> 6 I 144, o) — 322 < 3 I
—x1+a9 < 4 IR —r1+22< 4 1I.
Sz +8x9 < 40 1L 1+ 229> 4 i1l
1 — 29 < 4 IV. z1,2z9 2> 0 1V.
ry,x9 > 0 V. (&1 + z2) — max

(221 + w2} — max

g gw

145. Oldjuk meg az el§zd feladatheli korlatozs feltételekre és az xy + x2 célfiige-
vényre vonatkozé linedris programozési minimum-feladatot!

146. Oldjuk meg a 144. feladatbeli korlatozo feltételekre, de most a —xy + a2
célfiigpvényre vonatkozé linedris programozasi maximum-feladatot!

Oldjuk meg grafikusan a tovabbi kétvaltozés linedris programozasi feladatokat.

20-17



20. Linearis egyenlet- és egyenlitlenség-rendszerek — Linedris egyenlftlenségek- és programozds

147, 3x1 - 222> —6 I 148, 11+ 229 < 10

3z1+z2> 3 1L —z1+x2 =3

1< 3 11l r1+x2 =0

. zy, 202> 0 Iv. zy, 22 > 0

(221 + 2z9) — max (3z; + 522) — max

149. rp+z2< 4
r1+2z9< 6
T, 23 2 0

(221 + 427) — max
Hatdrozzuk meg grafikusan az aldbbi kétvaltozés feladatok optimalis megolddsat
a megadott kiilénbozd célfiiggvények esetén! (A célfiippvényeket 71 és zp, illetve
21, zg, 23 jeloli.) :

150. 221 — 4> —29 151. Iy — 12 <2
Iz <6 ) tae 2> 2

201 < w9 — 2 —z1+ 292 <4

Ty, 2220 1 + 39 <8

2y = {221 — 29) — min 23 <4
7o = (27 — 22) — max 1,22 >0

z1 = (Tz1 + 8z3) — max
23 = (Bx1 + Tx9) — max
z3 = (8z1 + Bz3) — max
152. 1 —4rs <4
233] — 3:122 S 12
2x14+ 122> 3
—3r1 4+ 212 <9
Xy, L9 Z 0
z1 = {Te1 + bwg) — min
z9 = (221 + 5z3) — max
z3 = (—Tx1 — Szg) — max
Oldjuk meg grafikusan az aldbbi haromvaltozés linedris programozési feladatokat:

153. o+ w3 <3 I 154, 3y $+3x:+223 <96
zy—xzg >0 11 1 +4x9 + 823 <8
z2>1 I Ty, T, 23 2
3ar + 22 <18 IV. {3x; —Bag + 2z3) — max
Iy, Ty, 23>0 V.
z = (27 + 3r2 + 323) — max
155. Tr+ a2 <3 156. 142922
itz —x3 <0 i+ 22 <86
31+ 38 —2320 ry <3
xy, ¥, T3 >0 Tyy 224 z3 20
{x1 + 2x2 + 3x3) — max '(—23:1 — r9 + 3r3) — min

157. Irjunk fel olyan linedris egyenlétlenség-rendszert, amelynek L megoldashal-
mazat & (0:1), (1;3), (2;0) és (3;1) csiicspontok altal meghatirozott kon-
vex sokszégtartomdny alkotja! Legyen a célfiiggvény (1 — a2)! Oldjuk meg
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20. Linedris egyenlet- és egyenldtlenség-rendszerek — Linedris egyenlftlenségek- és programozas

158.

159.

160,

161.

grafikusan a megfelel6 linedris programozasi feladatot (z1 — 23} — max és -
{z1 — za) — min esetekben!

frjunk fel olyan linedris egyenl6tlenség-rendszert, amelynek L megoldishal-
maza az (1;2), (5;1), (7;3}, (5;6) és a (2;4) estiespontok altal meghatdro-
zott konvex sokszogtartomany. Az ehhez az egyenl6tlenség-rendszerhez és az
z1 2 0, 23 2 0 egyenlStlenségekhez tartozé linedris programozisi minimum-
feladat célfiiggvénye legyen 3z; + bxy alaki. Hatdrozzuk meg, hogy a b para-
méter mely értékei esetén lesz optimdlis megoldds az 3 = 5, z3 = 6.

Legyen egy linearis programozasi maximumfeladat lehetséges megoldasainak
L halmaza az a konvex 8tszdg, amelynek csficspontjai a kovetkezsk: (2;0),
(4:1), (6;3), (3;6), (6;5)!

a) Irjuk fel a linedris programozdasi feladat feltételrendszerét!

b) Hatdrozzuk meg, hogy az e és b paraméterek mely értékel esetén veszi
fel az axy + bxs célfiggvény az optimalis értékét az L egyetlen pontjdban,
mégpedig a {6; 3) pontban!

Egy gyarban négy kitlonboed termék (T3, To, T3, Ty ) elGallitasdhoz az Ay, As,
A3 alapanyagokat hasznaljak fel. Az alapanyagoknak a termékekbe val6 be-
épiilését az aldbbi Gsszeftgpések irjik le.

A T termék egységének elgallitdsdhoz 1 db Ay, 2 db Az és5 3 db A3 egység
sziikséges. A Ty egységéhez Ay, Aa, A3-b6l 2, 1, 2 egység kell. Ty, illetve T
egységéhez 4, 0, 2 illetve 1, 4, 1 egységnyi alapanyagra van szitkség. Az egyes
alapanyagokbdl kiilonb6z8 mennyiség all rendelkezésre, éspedig

az A; alapanyagbol 360 egység, az A alapanyagh6l 400 egység, az Az alap-
anyagbdl 300 egység.

A T termék egységira 18 Ft, a Tb termék egységira 16 Ft, a Ty termék
egységara 19 Ft, a Ty termék egységira 20 Ft. -

Az Ay és A; alapanyag romlandé, azért ezek teljes mennyiségét fel kell hasz-
nilui a termékek elGallitdsdhoz. A gyir tervezési osztalyanak el kell déntenie,
hogy hany egységet 4llitsanak el§ az egyes termékekbél, ha a cél a maximalis
arbevétel. frjuk fel a feladatnak megfelels matematikai modelli.

A tehenek silyanak és tejhiozamanak adott szinten tartdsihoz 18,26 kaldria-
egységre, 1832 g fehérjefélesépre, 118 g kalciumra és 72 g foszforra van sziik-
ség. Tegyitk fel, hogy a tehenek takarmanyit léhereszénahél, rétiszénabol,
takarmanyrépabdl, burgonyibdl, napraforgdéhél és bizonyos koncentrdtumbol
allitjak ossze! Ezek 1kg-ja a felsorolt tapanyagokat az alabbi tablazat szerinti
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162

-

mennyiségben tartalmazza.

Takarmanyok A takarmdny 1 kg-jiban levd 1 kg takar-

megnevezése kaléria fehérje kdlcium foszfor | mény éra
(egység) (g) (g) (g) (Ft)
Lohereszéna 0,54 56 9,31 1,96 1,62
Rétiszéna 0,52 38 6,02 2,i8 1,45
Takarmanyrépa 0,12 3 042 033 0,52
Burgonya 0,30 _ 9 0,16 0,72 1,54
Napraforgé 0,31 12 353 0,68 2,82
Koncentratun 1,32 198 2,72 8,11 8,02

A takarményféleségek 4rait is mutatja a tdbldzat. A felsorolt takarmanyféle-
ségekbdl olyan takarmanykeveréket kell késziteni, amely a sziikséges anyago-
kat legaldbb az eléirt mennyiséghen tartalmazza, és emellett koltsége mini-
malis. frjuk fel azt a matematikai modellt, amelynek alapjdn meghatérozhats,
hogy (az adoit feltételek mellett) az egyes takarmanyokbdl hany kilogrammot
kell tenni a takarmanykeverékbe!

Egy vidéki vallalat vezetGsége arrdl akar dénteni, hogy létesitsen-e telephelyén
ipari mellékiizemagat, mivel egy f6vdrosi iizem felajaniotta, hogy rendelkezé-
siikre bocsat két gépet (G, G2), amelyek két kitllonbozd alkatrész (Aq, Aj)
gyértdsdra alkalmasak. Szerzddést azonban csak akkor kotnek, ha a vidéki
véllalat garantélja, hogy naponta legaldbb 200 db-ot gydrt mindkét alkat-
részb8l. Raktarkapacitas hisnya miatt a heti 8ssztermelés legfeljebb 4000 db
tehet. A gépeket legieljebb napi 8 6raban izemeltethetnék, és 5 napos mun-
kahéttel szamolhatnak. Az egyes alkatrészek fajlagos megmunkildsi ideje az
egyes gépeken {percben kifejezve):

Alkairészek | GEPeK
G; G

A 0,5 06
A, 0,8 1,2

A f6varosi iizem a termelt alkatrészeket korlatlan mennyiségben dtveszi, még-
pedig az A alkatrész darabjit 10 Ft-ért, az Ay alkatrész darabjit 12 Ft-ért.
A gépek hasznélatdért a helyi vallalatnak nem kell fizetnie. Az elGzetes kal-
kuldciék szerint Ay onkosltsége 7Ft/db, Ay énkéltsége 8 Ft/db.

frjuk fel a dontést korlatozé feltételeket matematikai alakban!

Abréazoljuk a lehetséges megold4sok halmazat, és hatédrozzuk meg grafikusan
azt a termelési programot, amelyre a sallalatnak napi brutté nyeresége ma-
ximdlis!

Kihasznalja-e & vallalat a gépek kapacitdsat ilyen gyartdsi terv esetén?
Megkoti-e a szerzédést a véllalat a f6vdrosi iizemmel?

Viltozna-e a villalat brutts nyeresége, ha nem kétnék ki, hogy mindegyik
alkatrészbdl legalabb 200 db-ot kell gydrtani naponta?
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163. Legyen t < 1 egy pozitiv paraméter! Adjuk meg ¢ azon értékeit, amelyeknél
a
3z + Bxp <40
51 + 372 < 40
—z1+ 22 £5
1,220
tzy + (1 — f)zg — max
feladatnak végtelen sok optimalis megolddsa van.

164. Egy linearis egyenl6tlenség-rendszer megol-
désainak L halmazit az dbra szemlélteti:
a) Irjuk fel azt a feltételrendszert, amely az
L halmazt meghatirozza.

b) Az a és b paraméterek mely értékei esetén 3 ¥
kapunk olyan azy + bxy alakd célfiiggvényt, (1:3)
amely sem maximalis, sem minimdalis érté- S
ket nem vesz fel az L hahnazon? =
c} Az a és b paraméterek milyen értékei ese-
tén lesz olyan a célfiiggvény, amely maximi- .
lis értéket felvesz az L halmazon, de mini- -
malisat nem (illetve minimalis értéket fel- —387
vesz, de maximalisat nem)?

d) Létezik-e olyan linedris célfiiggvény, amely

az adott I halmazon maximalis és minimalis értéket is felvesz?

Tz

3

(6:0) (7:0)

Oldjuk meg grafikusan a kévetkezd, linedris korlitozé feltételekhez, de masodfoki
célftiggvényhez tartozé nemlinedris programozisi feladatokat, mégpedig maximum-
és minimminfeladatként is!

165. 2z;—323<6 166. 927 — 10z, <9
2r1 422> 4 Qry + 429 <72
-1+ 23 <2 zy+ 224
9 < T ~3r1 + 229 <6
Tay — 2x9 < 42 zy, 2220
zy, 2220 a célfiiggvény: (z} + 225)

célfiiggvény: [(z1 — 4)? + (22 — 3)%]
Hatarozzuk meg grafikusan, hogy a kévetkezd nemlinedris egyeniStlenség-rendszer
altal meghatdrozott L halmazon hol veszi fel a maximumat, illetve a minimumdt
az adott hnedris fiiggvény!

167. (x1 -3+ (22 -3)><25 168. 8z —zi>0
2+l >4 ~x3 + 8zy > 0
3xy —4x: <6 -1 4+ 225 >0
—z1+ 323 <21 zy, 2220
zi, 29020 a célfiiggvény: —3z + 2x3

a célfiiggvény: z; + z2






21. fejezet

Tenzor

A linedris leképezés és a tenzor fogalma

D 21.1 Legyen Hy és Hjy két olyan halmaz, amelyekben barmely két a,b € H; (i = 1,2)
elemre értelmezve van egy a + b € H; Ssszeg, és barmely a € H; elemhez és ¢ valés {vagy
komplex) szdmhoz hozzd van rendelve egy ca € H; szorzat. Ha valamely f : Hy — Hy
fiiggvény olyan, hogy tetszdleges c szamra, és teszdleges z,7y,79 € H 1 elemekre érvényesek

az
L f(ex) = cf(a),
2. flz1+z2) = f(z1) + f(z2),
egyenlségek, akkor f-et finedris leképezésnek, vagy linearis fliggvénynek nevezziik.
T 21.2 Az el626 definicival ekvivalens az alabbi: az f : Hy — Hy fiiggvény lineéris, ha
tetszdleges ¢, cg szamokra, és z1, 29 € H; elemekre az
3. flerzs + o) = c1 f(21) + e2 f(z2),
egyenl8ség érvényes.

D 21.3 Az A:R(® , R(v) fiiggvényt n-dimenziés, masodrend( tenzornak nevezzitk, ha A
linedris, azaz ha

1. YeeR, vre RM) : Afer) = cA(r),

2. Vry,rye RO A(ry +19) = A(r)) + A(rs).
Az 1. és 2. feltétel helyettesithets az alabbival:
3. Ve, €R, Vry,rg € ROV . Alerry + earg) = c1A(ry) + e A(ro).
Az A(r) jelslés helyett tenzorok esetén gyakran csak az Ar jelslést hasznaljuk.
P 21.4 Példak tenzorokra:
a)} Az O zérustenzor minden vektorhoz a zérusvektort rendeli, azaz Or := 0 (r,0 ¢ Ry,
{Hogy ne keverjiik gssze a jelsléseket: O a zérustenzar, O a zérusmatrix, 0 a zérusvektor,
0 a zérus, O a nagy o.)
b} Az I identikus, vagy egységtenzor minden vektorhoz dnmagét rendeli, azaz Ir:=r(rc
rim)).
¢} Az egységvektorra val6 vetités tenzora: Pr = e(er), ahole,r € R(®) & e egységvektor,
d} A vektori szorzds tenzora minden r € R() vektorhoz az Ar = a x r vektort rendeli,
ahol a € RE3) egy adott, régzitett vektor
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21, Tenzor — A linedris leképesés és a tenzor fogalma

T 215 Barmely A tenzorra AO = @, tovabba ha az aj, ay,...,am vektorok az A értékkészle-
tébe tartoznak, akkor barmely linedris kombinaciéjuk is beletartozik az A értékkészletébe. Spe-
cidlisan egy haromdimenziés tenzor értékkészlete lehet a zérusvektor, egy nem-zérusvektorral
parhuzamos sszes vektor, egy sikkal parhuzamos 8sszes vektor, a tér 8sszes vektora. Az ilyen
tenzorok neve rendre: zérustenzor (ilyen csak egy van), linedris tenzor, plandris tenzor és teljes
tenzor. {Ha vektorokon csak a kotott helyvektorokat értjik, akkor a zérustenzor értékkésziete a
zérusvektor, linearis tenzor értékkészlete egy origén athaladé egyenes Bsszes pontjaba mutatd
vektor, planaris tenzor értékkészlete egy orign thaladé stk sszes pontjaba mutaté vektor,
teljes tenzor értékkészlete a tér bsszes helyvektora.)

Feladatok

Allapitsuk meg, hogy az alabbi vektor-vektorfiiggvények koziil melyik linedris, és
a linedrisak koztil melyik tenzor. A vektorokat vagy a szokdsos vektorjelsléssel
[a1, ..., an] alakban, vagy métrixjeloléssel

a)

an

alakban adjuk meg. Az f([z,y]} ill. az f([:]) jelolések helyett az f(z,y)ill. az f{;]
alakokat hasznéljuk.

¥ f(z,y) = [22 —y, —2a], 20 flz,y) = [2* +y%, 0],
3> f(z1,72,...,%a) = [21,222,. .., 024,

4.  flz,y,2) = [0a010]? 5. flz,y) = 13313’

6. flz,y,2)=[z+yy+2] 7. [ ] = [im—_?,y}
. al]=[ ) o af;]=[i]

Az alabbiakban megadjuk a 3-dimenziés vekiortér néhany G transzformicidjdt.

Dontsiik e}, hogy kéziiliik melyik tenzor, és hogy a tenzorok koziil melyik teljes,

planaris illetve linedris:

10° Legyen a egy adott, rogzitett vektor. A G transzformaécié rendelje az r vek-
torhoz annak a-val parhuzamos &sszetevSjét (més széval r-nek a-ra es§ me-
réleges vetiiletét).

11, Legyen § egy adott, n normélvektorii sik. A G transziormécié rendelje az
vektorhoz annak S-re es§ merSleges vetiiletét.

12. Legyen S eg, adott, n normalvektord sik. A G transzformacié rendelje az r

" vektorhoz annak S-re val6 tiikorképét.

13. A G transzformacio rendelje minden r vektorhoz az a+r vektort, ahol a # 0
adott rogzitett vektor.

Az aldbbiakban megadjuk a 3-dimenziés tér pontjainak néhany G transzformacic-

jat. Ha a P(z,y, z) pontot azonositjuk az r = [2,y, z] vektorral, akkor e leképezés
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21. Tenzor — A linedris leképezés s a tenzor fogalma

egyuttal egy vektor-vektorfiiggvény is lesz, mely tekinthettink Ggy, hogy az az ori-
g6bél kiinduls kotstt vektorok terén hat. Déntsiik el, hogy a G fiiggvény tenzor-e,
ha a G leképezés a P ponthoz

147

15.

16.

17.

annak egy a irdnyvektord, origén dthaladé egyenesre es8 meréleges vetiiletét
rendeli;

annak egy n normalvektori, origén 4thaladé sikra es merdleges vetiiletét
rendel;

annak egy n normélvektort, origén athaladé stkra vonatkozd titkdrképét ren-
deli.

Mutassuk meg, hogy ha az €l6z6 harom feladat barmelyikében kicseréljiik az

egyenest illetve a sikot olyanra, amely nem megy it az origén, akkor G nem
lesz tenzor.

Igazoljuk, hogy az alébbi feladatokban megadott Hy és Hy is olyan halmaz, hogy
barmely két elem sszege, és barmelyik konstansszorosa is a halmazba tartozik.
Mutassuk meg, hogy a Hy — Hj leképezések linedrisak:

187

19’

20.

23.

242

252

H; az R-en differencidlhaté fiiggvények halmaza,

H; az R-en értelmezett fiiggvények halmaza,

D : Hy — Hy; f — D(f) = ', (D a derivélas-operator),

H, az [a,b] intervallumon integralhaté fiiggvények halmaza,

Hoy a valés szamok halmaza {Hz = R),

IiHi = Hyf = ()=l f,

H; a G rektifikalhaté gorbén integrathaté vektor-vektorfiiggvények halmaza,
HZ = R:

I:Hy — Hyf— If)=Jgf,

Hy = R, Hy = R A egy rogzitett m x n-es matrix,

A:RM - R x s A(x) = Ax,

Hj a 0-ban értelmezett valés fiiggvények halmaza, H = R, és & legyen az a le-
képezés, mely minden f fiiggvényhez az f(0) szémot rendeli (ezt a leképezést
nevezik Dirac-delta fiiggvénynek), azaz 6 : Hy — Ha; f — 6(f) = £(0),

H a (0,00) intervallumon integralhaté figgvények halmaza, Hy = R, és
legyen e az a leképezés {ezt nevezik Heaviside-fiiggvénynek), amelyre

e Hy — Hy f=e(f) = ° F- ,

Mutassuk meg, hogy az f : R — Rjz — mz + b, (m,b valés konstansok)
fiiggvény pontosan akkor linearis leképezés, ha b = 0.

Mutassuk meg, hogy ha az f : R — R fiiggvényre minden c és & valbs szam
esetén igaz, hogy

flex) = cf{x),

akkor igaz barmely z és y szdmura, hogy f(z+y) = f(z)+f(y). (Mas szavakkal
egy f : R — R fiiggvény mar akkor is linedris leképezés lesz, ha csak az 1.
feltételt teljesiilését koveteljitk meg.)
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26. Mutassuk meg, hogy ha az f: R — R fiiggvény minden z és y valds szamra

teljesiti az
fz +y) = flz) + fly)

feltételt, akkor az f(cx) = cf(z) egyenléség teljesiil barmely valés = és raci-
onalis ¢ szdm esetén.

27! Mutassuk meg, hogy ha a folytonoes f: R — R fiiggvény minden z és y valds

szamra teljesiti az
flz +y) = fl=) + f(y)

feltételt, akkor az f(cz) = cf(x) egyenl@ség is teljesiil barmely valés z és
c szém esetén. (Mds szavakkal egy folytonos R — R fiiggvény mar akkor is
linedris leképezés lesz, ha csak az 2. feltétel teljesiilését koveteljiik meg. Nem
folytonos fliggvényekre az allitds nem igaz.)

Allapitsuk meg, hogy az alabbi 3-dimenziés tenzorok kézitl melyik linedris, melyik
plandris és melyik teljes tenzor:

282 flz,y,2)=[z+y.y+z2+3],

290 f(z,y,2) =[xz —y,2z + 2,2y + 2],

30. f(z,y,z)=[z,z+y,z+y+2],

31. f(z,y,2)=[z+2y— 32,2z —y + 2z, -5y + Tz,

320 flz,y,2) = [z —2y,—z + 2y,2z — 4y],

-

1
33. f(m:ysz) = [ﬂ'ys ;yiyi

Tenzor koordinatai, matrixa

D 21.6 Legyen ej,es,...,e, az R(®) egy alapvektor-rendszere, A egy n-dimenzids tenzor.
Az A tenzor matrixa A, ha minden r € R esetén Ar = Ar. Az Ae; vektorokat az
A tenzor vektorkoordinatainak, az A matrix elemeit az A tenzor skaldris koordinitainak
nevezzitk. Megkilénboztetésiil az A tenzor e, es,..., ey, illetve f;, &, . . ., £, alapvektor-rend-
szerre vonatkozé matrixdt A illetve Ay jelsli.

T 21.7 Minden n-dimenziés A tenzornak minden eq,es,. .., e, alapvektor-rendszerre vonat-
kozéan van matrixa. E matrix oszlopvektorai az A vektorkoordinatii, vagyis, ezt a matrixot
A-val jellve

ag] @12 ... Qg
a1 @92 ... G9q
A= [Aei,Aeg,....Aen] = . . . . s
anl a2 ... Qun
ahol
21y
a9
Ae; =
Ani
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21. Tenzor — Tenzor koordinatdi, métrixa

P 21.8 Kiszamitjuk a P 21.4 d) pontjaban leirt vektori szorzés tenzoranak matrixat. Legyen

a = [ay, ap, a3] egy adott vektor. Annak az A tenzornak, mely minden r € R vektorhoz az
Ar = a x r vektort rendeli, a vektorkcordinatdi a kovetkezdk:

SR E R R AR

Tehat A métrixa
0 —ag ag
A=) a3 0 -

-89 @i ]
K&nnyen ellentrizhets, hogy valéban, minden r vektorra Ar = a x r.

D 21.9 Az A tenzor skalaris invaridnsai azok a mennyiségek, amelyek fiiggetlenek az alap-
vektor-rendszer megvalasztasatsl. Hyenek példaul:

a) rang A, ami megegyezik az értékkészlet dimenziészdmaval,

b} det A,

c) az A fsattojaban 3l elemek Ssszege,

d) a f54t16 elemeihez tartozé aldeterminénsok Gsszege.

T 21.10 Egy 3-dimenziés, A matrixi tenzor pontosan akkor
a) teljes tenzor, ha rang A = 3,

b) planiris tenzor, ha rang A = 2,

<) linedris tenzor, ha rang A = 1,

d} zérustenzor, ha rang A = 0.

Feladatok

Adjuk meg az alabbi A tenzorok vektorkoordinatait és matrixat az [1,0,0], (0,1,0],
[0,0,1] alapvektor-rendszerre vonatkozéan, majd adjuk meg az adott r vektor Ar
képét: '
347 A1,0,0] =[2,1,3), A[0,1,0]=[5,5,5), A[0,0,1] =[0,0,~1], r=[1,1,1],
35% A[1,0,0} =[1,0,0], A[0,1,0]=[0,1,0}, A[0,0,1] =[0,0,1], r=[3,9,4].
Adjuk meg az 6sszes olyan T tenzor matrixat az {1,0], [0,1] alapvektor-rendszerre
vonatkozéan, amely teljesiti a megadott feltételeket:

CEH R H K AR N R !
38. T{é]=ﬁ] 397 Tﬁ]z[é]?[;}:{g}
wor o[ =[r[]=12 a [%)=[)7[F]-3]

Az alabbi feladatokban megadjuk egy T tenzor hatdsit az R(®) tér 3 vektorara.
Irjuk fel T matrixat az [1,0,0), {0,1,0}, [0,0,1] alapvektor-rendszerre vonatkozéan,

és hatarozzuk meg T értékkészletének dimenziészamat, vagyis azt, hogy T linedris,
planéris vagy telies:

won

21-5



21. Tenzor — Tenzor koordindtdi, métrixa

1
1

K|

1 0 0] [2] 0] [1]
42, T10 11, Tlil=10f,Tj0]|=12
0] [2] o 1] (1} |0,
17 o] (11 2] 0] 1]
43> T|1 1|, Tlol=1o0l, 71| =12
o] [2] 1] 1] (1] |0]
17 [4] 1] [2] 1] 2]
44, T |2 21, 7|0l =10],T|i|=]1
3] 4] 1] 2] (1] |2
11 [ 11 [ 0 2 1] 7
45. T|5 0 |,T|-1{=101],T}3 0
6] |-11 | 2 | 2 2 -7
11 fi 0 ] 1 1
46° T2 ol, Ti-1|=10]|, T|1}{=}0}.
3] o 0 0] 3 0

Mutassuk meg, hogy az aldbbi transzforméciék mindegyike kétdimenzios tenzort
definial. Adjuk meg e transzformdcick méatiixat tgy, hogy meghatirozzuk az [ ] és

[ ] vektorok képét. A transzformécickat szemléltessiik az R3) vektortér mellett
az R:‘ ponttéren is gy, hogy minden [z,y] vektornak az (z,y) pontot feleltetjiik

meg;

477 tiikrozés az a-tengelyen,

48. titkrdzés az y-tengelyen,

49. tiikrozés az y = z egyeuleti egyenesen,

50. z-tengely irdnyd nyirds, azaz az [¢,y]— [z + ky,y] leképezés, aliol k € R,
*1. y-tengely ivdnyd nyiras, azaz az [z,y] — [z, ke + y] leképezés, ahol k € R,
5. k-szoros nydjtds, (nagyitas, ha & > 1, kiesinyités, ha 0 < k < 1),

53. ‘vikrézés az origéu,

54. «-szogl, origd korili elforgatas,

55. vetités az z-tengelyre, (ill. y-tengelyre},

56. z-tengely irdnyd (ill. y-tengely irdnya) k-szoros nydjtds.

Az elgbbi feladatokhoz hasonléan frjuk fel annak a 3-dimenziés tenzornak a maét-
rixdt, amely minden vektorhoz annak

57. - [y- [z-tengelyre esS merSleges vetitletét rendeli,

58. zy- [yz- [wz-sikra es§ merGleges vetiiletét rendeli,

59> z- [y- [z-tengely korilli « szoggel vals elforgatottjit rendeli,

60. xy- [yz- [zz-sikra vonatkozé tiikorképét rendeh.

61°* Mutassuk meg, hogy minden A : R® — RU™) linearis leképezéshez egyértel-

miien létezik egy olyan m X n-es A matrix, amellyel minden x vektorra

Ax = Ax,
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21. Tenzor — Tenzor koordindtii, matrixa

és mutassuk meg, hogy az A métrix i-edik oszlopa az Ae; vektor, ahol az
e; vektor i-edik koordimataja 1, a t6bbi 0. (A bizonyitast esetleg elGszér egy
A : R 5 RG) Linearis leképezéssel végezziik el.)

Az el6z6 feladat felhasznaldsdval igazoljuk az aldbbi allitdsokat:

62. Minden f : R{™ — R linedris skaldr-vektorfiiggvényhez létezik egy olyan
a € R(™ vektor, hogy minden r € R(™) vektorra f(r) =ar.

63. Minden v : R — R lnedris vektor-skalarfiiggvényhez 1étezik egy olyan

a € R(®) vektor, hogy minden £ € R szdmra v(t) = at.

Alapitsuk meg, hogy az L leképezés linedris-e, és ha igen, irjuk fel a leképezés L

métrixat:

x N e x+
64. L[Q]z ¥y 1, 65. Ly =[ +g},
y x4y 2 y
66. L minden R(")-beli vektorhoz annak elsé koordinatajat rendeli, (L : R
RON, '
67. L minden R")-beli vektorhoz koordinatdinak sszegét rendeli,
68. L minden R™)-beli vektorhoz koordinatainak szorzatat rendeli.
69" Legyen a T tenzor métrixa az {ej,...,e,} illetve az {fi,..., £} alapvektor-

rendszerre vonatkozéan T illetve Ty¢, mig egy u vektor koordinatds alakja
U, illetve ug. Legyen az {e;,...,e,} alapvektor-rendszerrél az {fi,..., 5}
alapvektor-rendszerre valé attérés mitrixa C, azaz legyen ue = Cuy, és igy
ug = C'u,. Bizonyitsuk be, hogy

Ty = CIT.C.
Irjuk fel a T tenzornak.a megadott {fi,f;} illetve {fi, £, f;} vektorrendszerre vo-
natkozd Ty métrixat:

70> T asik vektorainak az y = z egyenesen valé tiikrozése, f; = {1,0], f; = {2,2],

(z] _ [de —2y] _ "2] _ [1]
Tr. T y] = [6:E—3y_ , fi = 3] = Ak
o ]
72. T az z-tengelyre vonatkozd titkrozés, f; = [5], f; = %],
(2] _ [4a — 2y] 2 1 -
G M g B R
[ 2 2z —y | 1 1 1]
4. Tyl = ¥ , =01, =1, =111,
E ¥y — 2 | | 0 0 1]

75% Felhaszndlva a Ty = C !TeC sszefiigpést, irjuk fel az y = 2z egyenesre

valé meréleges vetités matrixat!




21. Tenzor — Miiveletek tenzorokkal

Miiveletek tenzorokkal

D 21.11 Legyenek A és B n-dimenzids tenzorok. Tenzorok egyenlségének, 6sszegének, szam-
szorosanak, szorzatanak, inverzének, transzpondltjdnak definfciéja képletekkel felirva:

A=B & Ar=Br (¥re R
(A+ B)r:= Ar + Br (¥r € R™™)
(cA)r := c(Ar) (¥r € R(™)
(AB)r:= A(Br) (¥re R™)
A lr:=p, ha Ap=r (VreRM)
A=BT & pAr=rBp (Vp,re R,
P 21.12 Péidaul, legyen az A tenzor a sik vektorainak 90%-os elforgatdsa, B az z-tengelyre
valé merdleges vetités és r = [3, 5]. Ekkor A[3,5] = [-5,3], B(3,5] = [3,0], tehdt
(A + B)[3,5] = [-5,3] + [3,0] = [-2,3], vagyis az A + B tenzor a [3,5] vektorhoz a
[—2, 3] vektort rendeli. Vagy a tenzorok szorzatat tekintve: B{3,5] = [3,0], A[3,0] = [0,3],
tehat (AB)[3,5] = A(B[3,5])) = A[3,0] = [0,3}, vagyis az AB tenzor a [3,5] vektorhoz

a [0, 3] vektort rendeli. Az is [that6, hogy A és B egymasnak nem transzponiltja, ugyanis
(3,01 B[3,5] = {3,0}{3,0] = 9, (3, 5]A[3,0] = [3,5][0,3] = 15, tehat [3,0] B[3,5] # [3, 5] A[3,0].

T 21.13 Ha az A és B tenzorok matrixai egy kdzés alapvektor-rendszerben A és B, akkor
A = B pontosan akkor ali fenn, ha A = B, mig A+ B, ¢4, AB, A1, BT matrixai A + B,
cA, AB, A1, BT

D 21.14 Az a.b € R(™ vektorok diadikus szorzatdn azt az a o b-vel jelolt R?) — R(®)
leképezést értjiik, mely minden r € R™ vektorhoz az

{aob)r=a(br)
vektort rendeli. Belathatd, hogy e leképezés tenzor (T7. feladat).
T 21.15 Az a = [g;]" . b = [B;]%_; vektorok diadikus szorzaténak matrixa

o] aiby @by ... aiby

as a‘.zb; agbg N azbn
abT =16 by oo bul=] o ,

Gy apby apby ... aaby

P 21.16 Szamitsuk ki az a o b tenzor hatasat az r vektorra, ha a = [;] b= {_}]} r= [_21]
Elgszér a definicié alapjan szamoiva:

(l-[AD[A]-Bl e -nf2]) = [2)m=[e):

A tenzor matrixa:



21, Tenzor — Miiveletek tenzorokkal

Természetesen ezzel szdmolva is azt kapjuk, hogy a tenzor az r vektorhoz a {2} vektort rendel,

.ol =13 2 3
ugyanis [, Z5][ 5] =I5l
D 21.17 A haromdimenzids valds vektortérben az a vektor és B tenzor szorzatin azt az
a X B tenzort értjiik, melyre {a x A)r := a x Br.

T 21.18 Ha a B tenzor vektorkoordinatéi [by, by, b3], akkor az a X B tenzor mitrixaban az
t-edik sor j-edik eleme a e;ab; vegyes szorzat (4,5 = 1,2,3).

D 21.19 Az A tenzort szimmetrikusnak nevezziik, ha AT = A &s ferdén szimmetrikusnak,
ha AT = -4,

T 21.20 Minden T tenzor elGdllithaté egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus tenzor
Ssszegeként, nevezetesen

1 1
=5(T+ Ty + T - 7).

D 21.21 A 3-dimenzios T tenzor vektorinvaridnsa az a w vektor, amellyel valé vektori szorzas
a T tenzor ferdén szimmetrikus részével megegyezik, azaz minden v € R(3) vektorra

WXV= %(T-—TT)V.

0 a b
P 21.22 A ferdén szimmetrikus [—a 0 c] mitrixd tenzor vektorinvaridnsa [—e, b, —a],
b5 —¢ 0

agyanis

ERHE RG]

T 21.23 Ha az A tenzor vektorkogrdinatdi a;, as,...a,, az alapvektor-rendszer vektorai e,
ey,...ey, akkor A kifejezhets diadikus szorzatok dsszegeként:

A=) (ace).
i=1

Az a; o e; diadikus szorzatokat az A tenzor tenzorkomponenseinek nevezziik.

Feladatok

76. Déntsiik el, hogy mely allitasok igazak az alibbiak koziil, és melyek hamisak:
a) két tenzor dsszegét tigy kapjuk meg, hogy Sket mint fiiggvényeket Sssze-

adjuk;
b) két tenzor szorzatét digy kapjuk meg, hogy Gket mint filggvényeket Sssze-
szorozzuk;

¢} két tenzor szorzatét dgy kapjuk meg, hogy vessziik a nekik megleleld fiigg-
vények Osszetételét,
77. Legyen a € R(™ & b € RU™ Lkét vektor. Bizonyitsuk be, hogy az a o b-
vel jelolt leképezés, mely minden r € R™) vektorhoz az (a o b)r := a(bTr)
vektort rendeli, linearis leképezés.

21-9



21. Tenzor — Miiveletek tenzorokkal

Végezziik el az aldbb megadott A és B tenzorokkal a megadott mfiveleteket, elszir
a tenzorok geometrial jelentésének segitségével, majd ugy, hogy kiszamitjuk A és
B matrixat, és matrixmiiveletek segitségével ellendrizziik a kapott eredményt:

78. A asik vektorainak 45°-0s sziggel valé, B a —45°-0s szoggel valé elforgatisa;

A+ B =7
79. A asik vektorainak o szioggel vald, B a —a széggel vald elforgatdsa; AB =7,
BA =7,

80. A a sik vektorainak o szoggel valé elforgatdsa; A~ =7; 4% =7,
81. A a sik vektorainak az z-tengelyen valé tiikrozése; A1 =7; A2 =7,
frjuk fel annak a 2-dimenziés A tenzornak az A métrixat, amely az alabbi geo-

metriai transzformaciét valésitja meg, és hatdrozzuk meg, hogy e transzformadcié
hatasara az [1,1)] vektor a sik melyik vektordba megy &t:

827 A az O korill « szbggel elforgatja, majd az z-tengely irdnydban 2-szeresére
nydjtja a sikot,

83. A az z-tengelyen, majd az y-tengelyen titkrozi a sikot,

847 A az z-tengellyel a széget bezdrd, origdn dthaladé egyenesen titkrozi a sikot,

85. A az z-tengellyel o szbget bezdr6, origén athaladd egyenesre merdlegesen
vetiti a sikot.

frjuk fel a 3-dimenzids A tenzor A matrixat, valamint az A hatisit a zargjelben

megadott r vektorra, ha

86. A elforgatia a teret a z-tengely korill a sziggel, majd titkrozi a teret az xy-
sikon, (r = {1,0,1]),

87. A el6szér elforgatja a teret a z-tengely, majd az y-tengely koéril o szoggel,

(r=[110]ésa=5)

88. A elfsztr elforgatja a teret a y-tengely, majd az z-tengely korill o szoggel,
(r=1[1,40]é a= %),

89% A elforgatja a teret az y = z, z = 0 egyenletrendszerd egyenes koriil 7/2
szoggel, (r = {1,1,v2]). -

Legyen e az R tér egy egységvektora. Fejeuzitk ki az aldbbi T' tenzorokat az e

egységvektor segitségével (koordindtik felhasznidlisa nélkiil):

90> T a tér helyvektorait az e iranyd, origén athaladé egyenesre merGlegesen
vetitl, .

91> T a tér minden r helyvektordhoz az e normalvektorit, orign athaladé sikra
cs6 merdleges vetiiletét rendel,

92. T a té1 runden r helyvektorat titkrdzi az e normaélvektori, origén dthaladd
sikon,

93, T a tér wmden r hulyvekiorat tiikrozi az e irdnyvektortt, origén athaladd
egyenesen.

Felhasznalva az elézd feladatok eredménycit, irjuk fel annak a T tenzornak a mét-

rixat, mely a 3-dimenzids tér pontjait (ill. helyvektorait)
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P st T Yy -2z
94, merSlegesen vetiti az — = = = —
erdleges iti a 34171

95. merSlegesen vetiti az = + y + 2z = 0 egyenletf sikra,

egyenletdi egyenesre,

96. tiikrézi a 3¢ + 4y — 122 = 0 egyenletil sikra,

97. tiikrozi az % =¥ —;— egyenlet egyenesre.

7

08" Legyen P az a tenzor, mely az R} tér minden r vektorihoz az adott e
egységvektorral parhuzamos 8sszetevijét rendeli, és M az a tenzor, mely az
e-re merdleges vetiiletét rendeli. Legyen tovabba A az e vektorral vald vektori
szorzds tenzora, azaz Ar = e xr (Vr € R3)), Mutassuk meg, hogy P = [+ A?
és M = —A°.

99, Legyen az e egységvektorral valé vektori szorzds tenzora A. Az el§z8 feladat
eredményét felhaszudlva, fejezzitk ki az A tenzorral azt a tenzort, mely a
tér minden vektordt az er = 0 egyenletil sikra mer[legesen vetiti, valamint
annak a tenzornak a matrixit, mely a tér minden vektorit az r = et egyenlet
egyenesre vetiti.

100. Legyen az a vektorral valé vekiori szorzds tenzora A. Mutassuk meg, hogy
axI=Aéax A=aca—a’l (L. 21.17}

101, Legyen az a vektorral vald vektori szorzas tenzora 4. Mutassuk meg, hogy A
miétrixdban az i-edik sor j-edik eleme az e;ae; vegyes szorzat (1,5 = 1,2,3).

Bontsuk fel az alabbi hdromdimenziés T tenzorokat szimmetrikus és ferdén szim-
metrikus tenzorok dsszegére, és irjuk fel a vektorinvaridnsukat:

102. T a z-tengely koriili 60°%-os elforgatds,

1] [-1 0o 1 21
103.T= 1|0} 0 |, 104. T métrixa | ~1 0 3
1 i -2 -3 0

1052 Legyen a haromdimenziés T' tenzor matrixa T = [a;j],, 5. {rjuk fel a T tenzor
vektorinvaridnsdunak koordinatdit.

106: MIIEHSSH}( meg, hogy ha W az F f(:?l'déll szimmetrikus tenzor vektorinvariénsaﬁ
3
akicc)r

a) Fw=0, b) FTF=(WW)I—WOW.

107 Mutassuk meg, hogy az ach—boa tenzor vektorinvariansa bxa(a,b € R,

108> Mutassuk meg, hogy az a o b tenzor vektorinvaridnsa a —i(a x b) vektor.
skalaris invaridnsa pedig az ab szam.

Boutsuk fel az aldbbi haromdimenzids A tenzorokat tenzorkomponenseik dsszegére,
és frjuk fel ezek matrixait az e; =[1,0,0}, ey = [0,1,0], e3 = {0,0,1] alapvektor-
rendszerre vonatkozdar

109. A4 a tér y-tengely kériili 60%-o0s elforgatisa,

110. A a v = [a. b, ¢} vektorral valo vekton szorzds tenzora,
A 1
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2%. Tenzor — Vektor-vektor filggvények differencislhatdsiga

Bontsuk fel az aldbbi hdromdimenziés A tenzorokat tenzorkomponenseik dsszegére
az fi = §[1,2,2], £ = §[2,1,-2], f = {[2, -2, 1] alapvektor-rendszerre vonatko-
zéan, &s irjuk fel ezek maftrixait mind az fi,fs, f3, mind az e;, ez, e3 alapvektor-
rendszerre vonatkozéan:

111. A az Af; = 26, Afy = 1), Afy = f3 feliételek dltal meghatirozott tenzor,
112. A a tér tiikrozése az f; és f2 4ltal meghatdrozott sikon.

Vektor-vektor fiiggvények differencidthatdsiga

D 21.24 A v : R() — R(™) vektor-vektorfliggvényt az vy € R(*) helyen differencislhatonak
mondjuk, ha megadhaté olyan D : R s RO finedris feképezés, és rg-nak olyan K teljes
kérnyezete, hogy ha r € K, akkor v(r) értelmezve van, és_

(1) v(r) - v(rg} = D(r — rg) + Ee(r - ro),
ahol Ey az r-t3! fiiggs olyan linedris leképezés, melyre
(2) rl_i-l’tl]u E.=0.

(Az, hogy az E; leképezéssorozat tart a zérusleképezéshez, azt jelenti, hogy tetszleges x
vektorra az Eyx vektor tart a zérusvektorhoz, ha r tart az ro vektorhoz.) A D leképezést az
1 = m esetben a v(r) vektor-vektorfiiggvény rg helyhez tartozé deriviittenzorinak nevezziik,
és Grad v{rp)-lal jeloljilk.

T 21.25 Ha a v : R(™ - R(™) vektor-vektorfilgguény az rg € R(") helyen differencialhats,
és v illetve r koordinétas alakjai v = [v1,vg,...,vm), ¢ = [z1,22,.. ., T,), akkor a D derivilt
D mitrixanak i-edik soraban és k-adik oszlopaban 1l6 elem a v; fidggvény k-adik koordinatija
szerinti parcidlis derivdltja az rq helyen, azaz

(fﬂa) (i=1,2,....m, k=1,2...,n).
dl‘k r=rg

A derivaitieképezés D matrixat szokas Jacobi-métrixnak is nevezni, melynek determindnsa a
mir ismert Jacobi-determinans.

P 21.26 Abbol, hogy a definiciébeli Ey"teképezésre {2) teljesiil, az kdvetkezik, hogy

{3 vir) — v(rg) = D{r - rg),

ha v = rg, amit Ggy is kifejezhetiink, hogy a v fliggvény az rg elég kis kbrnyezetében kézelitSleg
Ggy viselkedik, mint a D leképezds az origs megfelelsen vilasztott kérnyezetében. A (3)-

at atrendezve azt kapjuk, hogy a v(rg) vektor és az ro-beli D derivalt ismeretében v{r)
kézelithets az alabbi képlet szerint:

vir} = v(rg) + D(r — rg).
Legyen példaul v(r) = v{z,y) = [2° + 3, 2%¢%], rg = [1, 1], r = [1.01, 1.02]. Derivalttenzo-

357 3¢ | 32
2._:y2 Qxy:_:y], azaz ro-ban [35]. igy

_ 3 3] /0101 1 21, [3 3][0m1 2.09
v(1.01,1.02) = v(1,1) + [2 2] ([1.02] - H) = [1] + [2 z] [0.02] = [1,{36}'
(A pontos értek v(1.01,1,02) = [2.091509, 1.06131204}.)

ranak métrixa az [z,y] helyen {
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Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi vekior-vektorfiiggvények megadott ry-hoz tartozé derivilt-
janak métrixdt, és ennek segitségével kiszelitsiik a v(r) vektor értékét:

113. v{z,y) = [sinz + cosy,e®¥], rg=[0,0], r=[0.1,0.2],

114. v(z,y) = [z4, 4%,z +y], ro=[,3], r=[1.1,29],

115, v(z,y,z) = [z +w,y+2], r=[1,23], r=I[11,2.01,2.98].

1162 Mutassuk meg, hogy bannely T tenzor deriviltja minden ry € R(®) pontban
Snmaga, azaz T.

117. Mutassuk meg, hogy barmely L : R(®) — R(™) linesris leképezés deriviltja
minden ro € R(®) pontban létezik, és éppen L.

118. Hativozzuk meg az {z,y,2] — {2z — y,y — 2, 2] vektor-vektor fiiggvény deri-
valttenzorit és annak mdtrixdt,

119. Legyen a v : R} - R fiiggvény egy a € R®) vektorral valé eltolss, azaz
v(r) = r + a (r € R™). Mutassuk meg, hogy e fiiggvény derivalttenzora
minden rg helyen az egységtenzor.

120. Hatarozzuk meg az [r,y,2] — [z + 1,y — 1,z + 2] vektor-vektorfiiggvény
derivilttenzorit.

121. Hatarozzuk meg az [x,y] — [1,2,1] és az [z,y, 2] — [1,2,1] fiiggvények deri-
valtjinak méatrixat.

122, Legyen v(r) az a leképezés, mely minden r € R(® vektorhoz a rogzitett

a € R(™} vektort rendeli. Mutassuk meg, hogy e fiiggvény deriviltja a zérus-
leképezés (n = m esetén a zérustenzor).

123" Mutassuk meg, hogy egy v : R®) — R¥ figgvény derivilttenzora akkor és
csak akkor szimmetrikus, ha rot v(r) = 0.

124. Legyen f(z,y,z)} = z2yz. frjuk fel a Grad grad f tenzor méatrixét.

1252 Legyenek p : R™ — R & v : RU™ — R vektor-vektorfiiggvények.
Legyen p az ro-ban, v a pg = p(rg)-ban differencidlhatd, és jelolje a derivalt
leképezéseket P illetve V. Mutassuk meg, hogy az r — v{p(r)) fiiggvény
differencidlhaté az rp helyen, és derivédlija a V P linedris leképezés.

126. Mutassuk meg, hogy ha a p : R — R vektor-vektorfiiggvény ro-beli
derivaltjanak métrixa P és a v : RU™) — R} vektor-vektorfiigevény pe =
p(ro)-beli derivaltjanak matrixa V, akkor az r — v{p(r)) fiiggvény ro-beli
derivaltjdnak mdatrixa VP,

127> Legyen a p : [z, 9] = [u,w] fiiggvény differencidlhaté [zq, yp]-ban, derivaltja-
nak mitrixa legyen P, legyen a v : [u,w] — [s,1] fiiggvény differencilhaté
az [ug,wg] = plxo,ye) helyen, derivaltjanak métrixa legyen V. Irjuk fel a
vop: [yl |s 8] fiiggvény derivalttenzordnak A métrixat!
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21. Tenzor — Tenzor sajitériékei és sajdivekioral

128° Szamitsuk ki az v : v = [p,¢] = v(r) = [pcos¢,psing), illetve a w : p =
[x,y] = w{p)} = [\J2? + y?, arcty ] fiiggvények, valamint a w o v illetve a
vow derivalttenzorait az rp = [1,7/4], lletve a pp = [1/V/2, 1/v/2] helyeken.

Legyenek az v : R® — R, v : R®) — RO w : R®) — RG) fiiggvények diffe-

rencidlhatéak egy adott [z, 72, 23] helyen. {v és w koordinatafiiggvényeit jelolje

v; illetve w; (¢ = 1,2,3)). A derivaltak métrixait felhaszndlva igazoljuk az aldbbi

osszefliggéseket:

129, Grad{v + w) = Grad v + Grud w,

130. Grad uv = u Grad v+ vogradu,

131. Grad{v x w) =v x Grad w — w x Grad v.

Tenzor sajatértékei és sajatvektorai

D 21.27 Az A tenzor sajatértékének nevezzitk a A valdés szamot, ha az A értelmezési tar-
tomanyaban van olyan v vektor, hogy v # 0 és Av = Av. Az ilyen v vektort az A tenzor
X sajatértékhez tartozé sajatvektoranak nevezzitk. {Tehdt A sajatértékei megegyeznek az A
matrixdnak valés sajatértékeivel.}

D 21.28A T 20.13 tételbsl kovetkezik, hogy barmely szimmetrikus n-dimenziés A tenzor-
hoz megadhaté n darab, egymisra paronként merdleges sajatvektor. Jeldlie ezeket s; (i =
1.2,...,n), az s;-hez tartozé sajatértéket A;. Ekkor a tenzorkoordinatak felivhatok a; = As; =
X;s; alakban, igy az (a; o s;) tenzarkomponens A;{(s; os;) alaks, tehat

n
A= Z Ai{si o).
i=1

E felbontast a szimmetrikus A tenzor spektral-elGallitasinak, a sajatértékek halmazét a tenzor
spektrumdnak nevezzik.

Feladatok

Az alabbi feladatokban a T hiromdimenziés tenzor matrixdnak felirdsa nélkiil

allapitsuk meg T sajatértékeit és sajitvektorait, majd az eredményt a T-hez tartozd

T maétrix sajatériékeinek kiszamitisdval ellendrizziik:

132% 7T a hdromdimenzids vektortér helyvektorainak a z-tengely koriili 45°-o0s el-
forgatdsa,

133° T a haromdimenzids vektortér helyvektorainak az ry sikra valé merdleges
vetitése,

134. T a tér helyvektorainak az ay-sikon vald titkrozése,

135. T a tér minden helyvektordhoz az (1,2, 3] vektorral parhuzamos 8sszetevéjét
rendeli,
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21. Tenzor — Tenzor sajatértékei és sajitvektiorai

136. T az identikus tenzor,

137. T az zérustenzor,

1387 Irjuk fel a T tenzor matrixat, ha T sajatvektorai a = {I,1,1], b = [1,2,3],
¢ = [0,0, 1], és mindegyikiik sajitértéke 1.

1392 Irjuk fel a T tenzor matrixat, ha T' sajatvektorai a = [1,2,3], b = [1,1,1},
¢ = [—1,0,1], és mindegyikiik sajitértéke 1. :

140 [rjuk fel a T tenzor matrixat, ha T-nek sajatvektorai a z-tengellyel parhu-
zamos vektorok A = 2 sajitértékkel, és az z + y — z = 0 egyenletd sikkal
parhuzamos vektorok A = 3 sajatértékkel.

1417 Tegyiik fel, hogy a valés n-dimenziés A tenzornak van n linedrisan fig-
getlen sajétvektora, jelslje ezeket s; (i = 1,2,...,n). Legyen egy tetszdle-
ges x vektornak a sajatvektorok linedris kombindcidjaként valé eldallitasa:
X = 218] + 7252 + - -+ + Tusn. Allitsuk €l az Ax vektort a sajatvektorok
linedris kombinécidjaként.

142°% Tegyiik fel, hogy a valés n-dimenziés A tenzornak van n linedrisan figget-
len sajitvektora. Jelslie 6ket s;, a hozzdjuk tartozé sajatértékeket A; (1 =
1,2,...,n), koziikiik a legkisebl illetve legnagyobb sajitériéket pedig jelsl-
je Ap illetve A,. Bizonyiisuk be {(az el8z8 feladatheli felbontas segitségével},

hogy
m]_ﬂx-Ax_s;-AsE_)‘1 maxx-Ax_s,,-Asn_A
x#0 X2 s? ’ x#£0 %2 s2 b

1437 Legyen A egy n-dimenzids, szimmetrikus tenzor. A T 20.13 tétel szerint az
A tenzorhoz megadhaté n darab, egymdsra paronként mer&leges egységnyi
hosszitsdgl sajitvektor. Jelolje ezeket s; (i = 1,2,...,n), az s;-hez tartozd
sajatértéket A;, koziiliik a legkisebb illetve legnagyobb abszoldt értékil sa-
jatérték legyen Ay illetve M. Bizonyitsuk be, hogy az jAx] fiiggvénynek az
cgységnyl abszolit érték{ vektorck halmazdn van minimuma és maximuma
és a minimélis érték |A;], mig a maximalis |A,|. Képlettel kifejezve:

min [Ax| = |As1]| = |M], max |Ax| = |As,| = |Au].
[x|=1 |x|=1

1447 Szamitsuk ki az a = [ay,az] és b = by, bs] vektorok diadikus szorzatanak
sajatértékeit és sajatvektorait!
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14. Tébbvéltozés valds fiiggvények differencidlisa (megoldasok)

Mivel z, y > 0 esetén

4y ¥y oz

2 _ 27
T Y+ y T 14 ¥
y z
és a jobb oldali tért nevez&jének alsé korlatja 1 (hisz barmely pozitiv szamnak
és reciprokinak Gsszege legalabb 2, lisd 1.53 feladat), ezért

1 1
¥ * <

1
¥y
€T

1
0< + -,
x T

-—1+
Y
igy a hatérérték 0.

Mivel | cosy] < 1, a hatarérték 0.

2 4y (2% + y) (\/sﬂ +y2+4+2)
= lim

N = =
ezt rytta—2 0 z? +y?
— h 2 2 —
——}:1_1% (\/a: +y +4-E-2)—4.
y—"
1/2. 5. ln2.
. 1
oy 1 22 — —
Ein% Ly_} = lim 1y=6
y—oo y+ oo § o~

Yy
z2 + y'."!

% 1 z2
) 5(—) — 0, ha £ — oo; ezért

Mivel 2zy < 2% + 92, ezért 0 < ( 3

a hatérérték 0.
Az f(z,y) = ™ fl23) {(ha f(x,y) > 0) egyenlSség és
lim = ln(l-}l) = lim — In(lirl)a;:i

y—0 Ty y—0

alapjan

2

1
ﬁ%(LFJ$+y=&
S\ &

Ha az o tengely mentén tartunk az origéba (y = 0), akkor f(z,y) = -1

ha viszont az y tengely mentén, akkor f(z,y) = :y! — —1, tehdt a D 14.1-beh
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14. Tobbviltozés valés fuggvények differencidldsa

10.

11.

12.
13.

i4.

15.
17.

18.

19,

Heine-féle definicié értelmében az L hatdrérték nem létezik. A c) esetben a
hatarérték %_';—-% (m # —1), ugyanis
z—y . z—mz l-m

m m = .
() (0.0) = +y z=tzxz+mz 14m
A d) esethen a hatdrérték 1.

a} ~1, b) 1, ¢) %};_—]— (m # 1), d) —1. Az L hatédrérték nem létezik.
mz? ma

a‘) 0, b) 0, C) f(:i:mm) = 4 +m2$2 = 22 + m?
AN 1 Az L hatarérték nem létezik.
izt 2

— 0,

d) f(z,%) =

L nem létezik. (A négy eset szerinti hatdrértékek: 1, —1, i—;’%;, 1)
Ha az z tengely mentén tartunk az origéba (y = 0), akkor

flz,y) = F10 0;
ugyanigy, az y tengely mentén is 0 a hatdrérték. Ha viszont az y = mux egyenes

nientén tartunk az origdba, akkor
2.3 2
mee m
r, )= , —1)
Hey) = g = i, (1)

tehat az L hatarérték nem létezik. A d) esetben: 0.

a) 0, b) 0, ¢) 0, d) 0. Abbdl azonban, hogy mind a négy hatdréri¢k 0,
nem vonhaté le az a kovetkeztetés, hogy az L hatérériék létezik. Ennek a
fiiggvénynek a (0,0) pontban nem is létezik hatdrértéke, mivel az y = 3
egyenletfl gorbén tartva a (0,0) pontha a hatarérték %

Az L hatdrérték nem létezik. 16. Az L hatérérték nem létezik.
Ha (z,y) # (0,0), akkor vagy
2,2 2 2.2 2
qu: ad 53:2 vagy it B Y Syz-
z2 4 y? 22 z2 432 y2
y—z' +1 E +1

(z,y} — (0,0) esetén 2% — 0 illetve y? — 0, ezért az L hatarérték 0, ami
megegyezik a helyettesitési értékkel, tehat a fiiggvény folytonos.

Mivel 11’1_1,% flz,y)= -1, haz #0, ezért Lys = ljg}][iiilbf(m,y)] = —1. Hason-
l6an Loy = 51_:}5[111% f(z,y)} = 1. Mivel mas hatarériéket kapunk, ha az z, ill.
y tengely mentén tartunk az origéhoz (1, ill. -1), az L hatarérték nem létezik.
Mivel l}_{lgo (z cosy) nem létezik, ha = # 0, ezért Ljz new létezik. Viszont
Ly = yli-lgo[il.%(i cosy)] = y]il’r(i_(} = 0. Végiil L = lim (zcosy) = 0, mert

§—ow

]jn}’z =0, és |cosy| <1 (korlitos).
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14. Tobbvaltozés vaids fuggvények differencislésa

20. Ly =. Ly = 0. Viszont L nem létezik, mert ha kiilsnb6z8 m meredekségi

21.
22,
23.
24.
27.

30.
31,

32,

33.

34.

35.

36.

38.

39.

y = mz egyenletli egyenesek mentén tartunk az origéhoz, akkor kiillsnbozd

T—[—imi értékeket kapunk.

Lis =1, Loy = 0, L nem létezik.
L2 és Lg; egyike sem létezik. L = Q.
Lie =1/2, Lay =1, L nem létezik.

~20. 25. [1,0,7,0,7%. 26. 4i.
4. 28. 3. 29. -1

1 2
|b| = v/3. Az elézé feladat szerint I—jl—cgl- =-5 tehat a és c hajlasszbge ~3£
Az, hogy az [r,y, z,1] vektor mer8leges az adott vektorokra, azt jelenti, hogy

veliitk valé skaldris szorzata 0. Ebb&] hdrom egyenletet kapunk az ismeretlen
koordindtikra: t —2 =0,y +2 =0, 2+ vy — z = 0, ahonnan a keresett vektor
2,-1,1,1].

Ha a valés vektor, akkor a? = a? + -+ + a2, ha a komplex vektor, akkor
a’l=aq g+ 4 anty = |+ Ia,,[z, és ezek nemnegativ valés szdmok.
Ez azonnal kévetkezik a Cauchy-Bunyakovszkij egyenistlenséghdl, mely sze-
rint (ab)? < a’b? (14sd 1.85 feladat).

Az a vektornak az e; vektorrendszerre vonatkozé koordinatait az a = aje; +
ages + azes + aqeq egyenlethdl kaphatjuk meg. Atirva koordinatds alakba:
[0,1,0,1] = a1[1,1,1,1]) + a2[0,1,1,1] + a3[0,0,1,1] + a4[0,0,0,1].

Ez a kovetkezd egyenletrendszerre vezet:
O=a),l=a14+a,0=ay+a+a3,1 =a;+ a2+ a3 + a4,

aminek megoldéasa: a; = 0, a3 = 1, a3 = —1, a4 = 1. Eszerint az a vektornak
az e; vektorokra vonatkozé koordindtds alakja a = [0,1, —1,1]e. Hasonléan
szamolva: b = [1,0,0,0]e, ¢ = [0,3,-2,1]e. Az e; (i = 1,2,3,4) vektorok
linedris fiiggetlenségének bizonyitasiahoz be kell latni, hogy a

[0, 0,0, 0] = T [1, 1,1, 1} + :l-‘g[O, 1,1, 1] + $3[0,0,1,1} + :1:4{0, 0,0, 1]

egyenlGség csak az ¥y = 22 = x3 = x4 = 0 értékekre all fenn. Ezt az eldz6khoz
hasonléan lathatjuk be.

Igen, mert paronként merSleges egységvekiorok, azaz e;e; értéke 0, ha i # j,
és1,hai=j.

Az bsszefiiggések mindegyike kovetkezik az R szamtest miiveleti tulajdonsa-
gaibdl és a vektormiiveletek definiciéibél,

(1) igazolasa: Ha [z,y,z,w], |z, ¢, 7, v'] € V,akkor 2 + 2y — 2+ 3w = 0 és
' 42y — 2’ 4 3w’ = 0. Ezek 6sszeadasaval kapjuk, hogy (z + ') +2(y + ') —
(z+ )+ 3w+w)=0,azaz x + 2",y + v,z + 2w +w]eV.

(6) igazoldsa: Ha {z,y, 2,10 € V, akkor x + 2y — z + 3w = 0. Ezt beszorozva
k-val kapjuk, hogy kx + 2ky — kz + 3kw = 0, azaz [ka, by, k2, kw} € V.

A tobhi bsszefiiggés lielyessége a 4-dimenzids vektoriér tulajdonsdgaibdl ko-
vetkezik.

fle,y.2) =22+ 4%+ 22 40. f(x,y) = br + 3y.
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Tobbvaltozds valds fiiggvények differencidlasa

41,
43.
45,
46,

47.

49,

51.
52.

53.

54.

55.
56.

57.
58.

59.
60.
61.
62.

63.
64.

65.
66.
67.

flz,y,2} = \/3:2 + 242 + 22 — 2zz. 42. flz,pz,w)=(z+y+z+w)
u(r) = [a,b] - r. 44, u(r)={r~—11,-3].
u(r) = ([1,0] - £)((0,1] - ), vagy u(r) = 3(([1,1]-¥)*> —r?).
u(r) =1[0,0,0,1} - r+1.
c o i J

df(~2,3) = —2i — 2. 48. gradf{1,2) = ——= + ~3_.
gradf(-2,3) i—2j gradf(,.2) = ——= + ;°%
gradf(3,—4,7) = —§1 + g,] +k. 50, gradf(1,—2) = —4i—].
gradf(0,7,—2) = —2J-
Legyen f(z) = 2%/%, z = 8,97, zo = 4, ekkor z — zp = —0,03, f'(z) = %\ﬁv—,
f(zo) = 8, f'(z0) =3, f(z) = 8 + 3(—0,03) = 7,91. {A pontos érték 8 tizedes
pontossiggal: 7,91016896.)

Legyen f(z,9,7) = y%", Py(1,2,3), PoP = 10,002; 0,003; 0p04].
o=y, fl =2xy2d, fi=3zy’s?

f(Po) =108, fi(Po)=2%.3% =108, f,(Py)=108, f.(Fo)=108.
F(P) = 108(1 + 0,002 + 0,003 + 0,004) = 108 - 1,009 = 108,972,

2 -1 _1 — -
Legyen f(z,y.z) = zfy7 3274, Py(1,1,1), FP = [0,03; -0,02; 0,05].
F(P) ~ 1,054,
2,951.

. ) — T
f(z,y) =sinx-tgy, Po(n/6,7/4), PP = [ 80" 180] F(P) = 0,502.
(,969.

A gradiens nullvektor, ha a koordinatédi nulldk, azaz, ha f;, f, = 0. Egy ilyen
pont van, az (1,2} pont.

A P(3,-1) pontban.

A P(-, 1) pontban.

5 7
2’22
Az (z —2)* + (y +1)? =1 egyenletil kér pontjaiban.
4

5w

Az y=—x+ 1—5 +Ekrésy = —x+ 5l + k7 egyenleti egyenesek mentén,
ELeZ

Az origét kivéve a tér minden poutjiban.

A gradiens al)szoh’tt ériéke 5 egység, ha y/ f;g + £ 2 = 5. Mivel . =z, f; =
—y, ezért 22 + y® = 25. Masrészt a gradiens merdleges az a vektorra, ha

a-gradf = 0, azaz 3o — 4y = 0. Eze]d)ol kapjuk, hogy a keresett helyek a
Pyi(4,3) és Pa(—4, —3) pontok.

AP (—i —{,[) ésa Py (3[—— ) pontckban.
A P{5, —4) ponthan; itt a gradf(5, —4) —6i + 8j.

AP (—\'}: Jﬁ@, %) ésa P (-\75-, %[, _—_lj\ﬁ;é} pentokban.
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14. Tobbvaltozés valds figgvények differencialdsa

68.

69.

70.
1.

72,

73.

74.

75.

76.

78.
80.

81.

30 25
A gradiens nullvekior a (——_T, -;(—) pontban; 26 egység abszolit értékd és

egyiranyi a {12, 5] vektorral a (8,3) pontban.

A (0, %) pontban, ahol gradf(0, %) = J, valamint az (%,0) pontban, ahol

gradf(%,{}) =1,

Az y =3z ésaz y = —3z egyenlet{i egyenesek pontjaiban.

a) gradf(0,0)=0-i+0-j=0.

b) Tartsunk az origéba y = mx egyenletii egyenesek mentén.

Ekkor f(z,y) = zy? __mie | m?
’ 24y B mixd  14m

origéban f-nek nem létezik hatarértéke. Igy definicié szerint az origéban f

nem folytonos (D 14.2), tehat T 14.10 miatt f ugyanitt nem is differencialhaté.

5» (nem &llandé), vagyis az

a) gradf(z,y} = 0.
b) Ha az y = 2? egyenletd gorbe mentén tartunk az origéba, akkor
2 oz 0 et .
flz,y) = :52 Y2t 114 — U, az y = z egyenletii egyenes mentén
1

€T
fen=52=3%

a} gradf{0,0) = 0.
b) Kiilénbozs m egyatthatés y = ma? egyenletdl paraboldk mentén tartva az
ma? m

2t tmizt  14m

a) gradf(0,0,0) =0i +0j + 0k = 0.

b} Kilonbszd v{a,b,c) irdnyvekiord z = at, y = b, z = ¢t egyenle-
abetd abe )

a3t3 4 b343 4 343 - ad + B 43

origéhoz f(z,y) = 5+ kiilonboz értékeket kapunk.

tii egyenesek mentén tartva az origéhosz,
killonb&z8 értékeket kapunk.

Az f fiiggvény folytones a (0,0) pontban, sét léteznek az f; és f, parcidlis
derivaltak is, de az f, fiiggvény nem folytonos a (0,0) pontban (ldsd 9.99),
igy a T 14.9 tétel nem alkalmazhaté a differencidlhatéség bizonyitasara. A dif-
ferencidlhatésig definiciéja szerint olyan e;, ¢, fiiggvényeket kell taldlnunk,
melyekre fennall az xsin% =0-240-y+afr,y) 2+ eo(r,y) -y Osszefiig-
gés. Ennek egyetlen megolddsa e;(z,y) = sin %, es(x,y) = 0, azonban az ¢
fiiggvény nem tart O-hoz, ha (z,y) — (0,0), igy f nem differencislhatsé.

6
fall,-1,1) = 7 77. fi(1,1) = 0.
: 96 + 72v3 , 1
fa(3, 40) = ——655——-—‘ 79. fa(2, 1,0) = ; + \/5_

A feltételekbl, P = (1,2) helyettesitéssel % fL{P) - —ﬁ Fi(P) = 6v/2, illetve
Ffo(P) + J5f(P) = —2v2. Ezekbél fi(P) = 4, f;(P) =8.

(V (2, ) = (Fulmay)P + (o2, 9))?, méseésat (fa(z,9)? 2 V f(z,y) vektor
a egyenescre est merSleges vetiiletének négyzete, mig (fi{x,1))* a Vf{r.y)
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14. Tobbvaltozds valds fiiggvények differencilasa

vektor b egyenesére esd merdleges vetuleteuek négyzete, igy a Pitagorasz-
tételbsl kisvetkezik a fela(iat allitdsa.

82. fL(+/3,-1)=0. . fi(-55)=1 84. f! (7r/6 1?/3) = 2/2.

85. Ha e irdnyszoget o, ﬁ és v, akkor 1 = cos? oz+ cos® B+ cos? y = ( 2+ (%)2 +
cos? 7, tehdt cosy = iﬁ' fey 7fi(-1,1,0) =

86. A maximalis irdnymenti differenciélhényadost addé irényvektor a gradiens, a
minimalist adé a gradiens ellentettje. g = gradf(—1,1) = 12i — 8j, [g] =
VIZ T8 =4v13. fi(-1,1) = gl—i—' = Jg| = 4V13, és fLg(~1,1) = ~4V13.

87. fé(41 -3)=1, fi.g(4, —3) = —
88. fi(—1,1,2) = 3v53. fl,(-1,1,2) = —3/53.

89. fé(?., 1,0) = eyfe? + 1, fig(Z,l,U) = —eyfe? + 1,

L - y-2 o _ i o y—1 —1 14y - "o 2.
90. 2l =yly— 1Y, 2, =z, =2¥7 +ya¥ nz, 7y, = z¥in®a.

91, A szokdsos megéllapodds szerint 2 =28, igy

z
n yu g

Uzg = s Uy = 2 z=14zy* Inz)lnz, v, =y u(l4+y° Inz)lnzin?y,

" 7 u(l+y?lng) yulny(l+y hl'”)
Ty = » Y2 T

N =yt [thll[l +zlny(1 4+ ¢ lnz)].

u

T

H

yz
02, o' — yly —z)u 4 uln’z _ yulna(2z +ylu.1:)
C U =T gy o My T T g Mee T [
u yu(z +ylne u hl x
uzy =—0(z+ylna}, u,,= —Q———g——), u;z = {(z+ylnz).
xz2 Tz
2

03, f = W — 2ty — (xy® —2%y) -2y - ‘23:5;“

: (z +v)° @y

= —z2% 4+ ‘.?,mgy -5-;1:y2'

T (e+y)?

. yS 1 —z* -
{0y = 7 =y, ha y # 0, f(x,0) = = ha » # 0. Mivel f(h,0) =

!
0, ill. £(8,h) = 0 minden h-ra, ezért f;(0,0) = hl w =
L
0-
’h'ub ; o = 0, hasonldéan f;(O 0) = 0. A feutick alapjan
L— [4
f !
" o f00R) - £(0,0) . hA—0
fey(0.0) = }l‘nu ’ )’111_1}%3 = 1,
_ fy(h.0) = f,(6,0) —h—-0
It — Y ¥ N H —_ _
ve(0.0) = IEIE%} h n f}zlE%l h L
oty + 4% — P 25— 4rdy? — oy
o4, fl= YTV TV gt SV T
(a* ‘?'J)O} 00(-1'+y*)]'
i #£0, O)—li f:(0. ) — £:(0, )ZHIII_L—O:-l,
h b—a b
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14. Tobbvaltozés valds fuggvények differencislasa

f'y(h,(})—fy(e,ﬂ) = lim }i’;g

" 1 - - 3
fy2(0,0) = ;;1—1% 3 Jim —- 1. A feladat megoldisa.
h%sonlé az elgzééhez,

95. % = —a’e™% cosaz = a(—ae” cosaz) = a%.
Oz _. 1 az+by b 2 az4byy __ b 822,
96. ay = be -a2(0‘, e )—— a2@'.
4 4 at
97. s + 2-—3—i— + / {(z+4)e” cosy — 2(z + 2)e” cosy + ze® cosy = 0.

8zt T “Ba20yr T Byt T
98. Vegyiik figyelemnbe, hogy ¢¥ = e + &¥ + % + €.

2zyzi 2zyzt

" ! " H

99. f:::c + fy'y +fzz +ftt = _(3:2 + y2)2 + (:E2 + y2)2 'i'o + 0=0.
2-n

100.p =

101.Ha f gradiense [P,Q)], akkor f, = P, f, = @Q, és gy fry = Py, fyz = Qu.
Mivel az f fiiggvényre a T 14.15 tétel feltételei fennsllnak, ezért fry = fyz,
azaz Py = (J;. Hasonléan bizonyithaté a hdromvaltozss fiiggvény esete is.

102.Mivel 2 P = y% és a Q = 2zy — 1 figgvények, valamint a Py =2yé Py=Q,
a feladat megoldhaté. A P(z,y) = f = y? fiiggvényt = szerint integralva
kapjuk, hogy f(z,y) = 2y® + G(y), ahol G(y) fiiggetlen z-t8l (z-re nézve
konstans), de ftigghet y-tol. Most ezt az f{z,y)-t y szerint differencidlva adé-
dik, hogy fy(z,y) = 2ay + G}(y). Masrészt Q(z,y) = fylzy) = 2zy — 1.
Az f,-ra vonatkozd két egyenlethd] Gyly) = ~1,sigy G(y) = —y + C (C:
tetsz6leges valés konstans). A keresett fiiggvény: f(z,y) =zy? —y + C.

103.Mivel P, = —6z, Q) = 6z, tehit a P, = @Q, feltétel nem teljesiil, igy nem
létezik olyan fiiggvény, amelynek a megadott skaldr-vektorfiiggvény a gradi-
ense.

1
104. f(2,y) = —2~:t:2y2 +C. 105. f{z,y) = zy + C.

106. f(z,y) =sinz + yeosz + C.

107.Nem Iétezik olyan fiiggvény, amelyiknek a megadott skaldr-vektorfiiggvény a
gradiense.

108.Mivel a P = 2z, a @ = z és az R = y fiiggvények, valamint a P, =0,P, =0,
Q,=0,Q,=1 R, =0, R, =1 derivaltak a tér minden pontjiban folyto-
nosak, ésa Py =@, P,=R,, Q, = @, egyenldségek teljesiilnek, létezik
a keresett f(z,y,2) fiiggvény. A P(x,y,2) = f. = 22 fiiggvényt integraljuk =
szerint:
(=) flr,y,2) = /f; dzr = ]2.1: dr = z* + G(y, 2},
ahol G(y,z) figgetlen r-t6l, de fiigghet y-tdl vagy z-t8l (vagy mindketts-
t61). Ezt az f fiiggvényt y szerint differencidlva kapjuk, hogy f, = G(y,z).
Masrésat f;, = (} = z, azaz G;(y,z) = z. Ezt a G-t y szerint integral- -
va kapjuk, hogy G(y,z) = yz + H(z), ahol H(z) figgetien z-t&1 és y-tdl,
de fiigghet z-t61. A G(y, z)-nek ezt az értékét a (x ) egyenletbe helyettesitve
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14. Tsbbvaltozés valds filggvények differencidldsa

fz,y,2z) = 2% +yz+ H(2). Végiil ezt z szerint differencidlva f] = y+ H,(z) =
R =y, azaz H; = 0, tehat H{z) = C (konstans), s igy a keresett fliggvény:
flzy, 2y =2 +yz+C.

109.Mivel P, =0=0),, P, =0=R;, de Q, =y # Ry, = 2y, nem létezik
olyan fuggveny, amelyiknek a megadott ska}ar-vektorfuggveny a gradiense.

110. f(z,y,2) = zyz + C.

111. f(z,y,2) = 2> + > — 22 +zy +yz + C.

112, f{z,y,2) = ————=+C
\ /.'172 + y2 + z2
113.f(z,y,2) = 2% — 22%y + 222 +zyz — 2z -2y + 323+ 322 + C.
114.Nem létezik olyan fiiggvény, amelyiknek a megadott skaldr-vektor fiiggvény a
gradiense.

0z  df u Bz_dfau .
115. 9~ dudz’ By dudy’ . A misik jelsléssel: z; = flug, zy = fluy.

Oz Oudz  Oudy

e o =dt Ty a

dz _ af Bu; af Ouqg af dum
T e = Bur 9o T Buz bz T T Bum e

dz  Ow d:c; dw d.’lfz dw d:cs dw dm4
118. dt 8.’171 L dt t B2 6-’152 6:83 ) R 3$4 dt
119,92 dz fw dr; Ow 3;1:2 dw 01:3 Sw Oxy

o1~ Oz Ov sy Ow | Bas Qu w4 Qv
5 B om  ow om v om Ow On
Ovs ~ Oz Ove  Oze Huy  Bxz Ovg  Ox4 Ovz’
120.a) Lancszabéllyal: 0
v H
g_:i = %% + g'i o = (u?y — uvz)‘ (z cosy); + (vPv — uvz)u -(zsiny),
(2uv —v¥)cosy + (u? - 2uv)siny
(2:1: cosysiny — z*sin’ y) cosy + (22 cos?y — 22% cos ysiny) sin y
= 32% cosy siny{cos y — siny).
az B af du 3f du
oy Oudy o dv by
= (2uv — 7)2)( —zsiny) + (u? - 21w)a: cos yf
= (222 cosysiny — 2’ sin? y)(—z siny) +(z? cos’y — 222 cosy siny)z cos y
= z3{cos’y — 2c0s%ysiny — 2cosy sin® y.+ sin® y).
b) Behelyettesitéssel:
z(z,y) = (zcosy)lzsiny — z cosy(a sin y)? = x° cos y siny(cosy — siny), igy
zz = 3z% cosy sin y(cos y — siny),
Sy = z%(cos® y — 2cosysiny — 2cosysin’ y + sin® y).
Az utéhbi formula szorzattd alakithatd (cos y + siny) kiemelésével, igy:
Zy = z3(cos y + siny){1 — Jcosysiny).

8z ze®¥ +22% —6zy Oz z2e? — 322 + 9y
121. 2 = , = .
Oz \/$2€2y + (22 — 3y)? Oy \/1.2823; + (22 — 3y)?

14.8
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14. Tobbvaltozés valés fliiggvények differencislasa

dz 2z 322 Oz 222 2z%
5y = im0 - . LA A WY VY V) W L —
122 E In(3x 2y)+y2(3$—2y)’ 3y . (3z — 2y) T
Ow 2+o(2u+v) 3v
dadps - 104/u? + v
123. 5 —— 7 T 10Vu? 4,
ow 2+ 5(2u+v) 3u
= . 5 2 2
Fv o v+ 1o 5 T 8yus v

(z=w,yi=2, =Yy, U3 =2,%] =4, T3 =1 _]elolesekkel alkalmazhatjuk a
117. feladat eredményét.)

124 9z e™(uvw — 30Pw! 4+ 2w) Jz _ (2w — Juvw’ — 3uw?)
" Ou \/1 — wie?u?(dy — 3’8‘11))2, dv \/1 — w2e?¥0(2u — Jvw)? ’
0z *?(2u — Gorw)
dw \/1 — w2e2w(2y — 3vw)?
= . 3 _ 2
125.d— = Sint— 2 (cost — 612). 126.% = 31 .
dt dt /1 — (3t ~ 483)2
127.d_w: .1 - 1 - 128.§E= 2sh2f + 44 ‘
dt sint  sintcos®t dt  /2cht + 42
120. 2 = 72. 130.%2 =5.
ot g=1t=—2 s r=1,8=—1,i=2
131. -(?i = 99. 132, ﬁ = —-8.
dv u=0,v=0 v =2 v=rw=x[2
133,80 -1 188,20 H‘;”.
(lt t=x 1 + d£ - 1114 Z
Gw  9f | of . dw af . af .
135. 20 _ Y s ost 4+ Devging, 2= A of
s ™ st Bye il ) o a:: sint + aye cost.
% (gf(:r;(s t), y{s, t))) gm{: e’ cos t+6é;g$ ¢® sin f. Hasonléan kaphaté meg
3 af & (Of
Fvl Byt t t s g o }t 3 ) EYR - st ) 3 1
& (Zstenrns.tn) gt (Fatenatem) s & (L)
aélélibéi O f d* f a* 3 f a2
w 2 . 2 w 25 ;2 foas 2
Fe7 = a2t e* cos® t-{—a * sin t’a_tz——é—:c—z—es nt+age cos“t.
d 3 Oz ., a a
136.A T 14.18 szerint —6—; = 52; cos + 5;35}11 v, —a—fo— = —521" sing + %T €OS .
dz 9z X o s
52’ By ismeretlenckre nézve linedris egyenletrendszer megoldasaként

adédnak az a) rész egyenletel; ezek megfeleld oldalait négyzetre emelve és
Bsszeadva kapjuk a b} rész egyenletét.
1

. 1
137.(x,y) # {0,0), illetve r # 0 esetén: z!'. + ;—2—25’;,’, + ;—z:_ =0.

1
r= "'T_f;p

1
138.(x,y) # (0,0), illetve r # 0 esetén: f| = —g;,
-
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14, Tsbbvaltozds valés fuggvények differencidlisa

139.Differencidljuk az f{iz,ty) = t" f(z,y) egyenlet mindkét oldaldt ¢ szerint.
Akkor a bal oldal: -——f(tw ty) = fi(tz,ty)-x + f (fz,ty) -y, a jobb oldal:

nt* ! f(z,y). Ezek‘nol t = 1 helyettesitéssel adddik a bizonyitandé egyenléség.
Lathatd, hogy n tetszdleges valds szam lehet,
140. Az egyenl&ség bizonyithat6 kézvetlen szdmoldssal, vagy az el6z6 feladat alap-
jén: mivel ()" + (ty)" = 15{’12 +y* ezért most nf(x,y)=0- f{z,y) =0
' (t2)(2) sy ! Sl
141.y(z,t) = —[—Cf'(x ct)+cf' (z+ct)], y 1(2,1) = 32" (@ —ct)+ > f (z+ct)].
yp(z,t) = 51f'(z = ct) + f(z + et)], yia(a,1) = ~;,Ef”(Sc ct) + 'z + ct)].
142, Tegyiik fel hogy az implicit f(z,y) = f(zo,yo) fiiggvénybsl z¢ valamely kor-
nyezete’ben y kifejezhetd x fitggvényeként, azaz y = g(z). Visszahelyettesitve
e fiiggvényt y helyébe, egy tsszetett fiiggvényt kapunk, mely zg e kornyezeté-
be es8 minden z helyen ugyanazt az értéket veszi fel: f(z, g(z)) = flzo, vo)-
Differencidljuk az egyeni(‘)’ség mindkét oldalat, a bal oldalt a lincszabédly al-

kalmazasaval: fI 7n + fy T =0, azaz [f;, fy] - [1,¢'] = 0, ami épp azt jelenti,

hogy a nivévonal érint8je merSleges a gradiensvektorra. Ha a nivévonal érin-
t&je az (zo, yo) pontban parhuzamos az y-tengellyel, akkor az z-et fejezziik ki
y figgvényeként, és hasonlé lépések utin ugyanezt az eredményt kapjuk. Az
allitas sltalanosithatd tobbvaliozss fiiggvényekre is: ha f differencidthats egy
Py helyen, akkor a Py ponton dthaladé nivéfehilet (5zmt.feiulet) meréleges a
Py-hoz tartozd gradiensvektorra.

143.Fel kell tételezniink, hogy f-nek nincsenek az 4brardl le nem olvashaté valto-
zésai, azaz szemléletesen kifejezve a grafikon "egyenletesen véltozva és sian”
koti Ossze a nivévonalakat. Az irdAnymenti deriviltak értéke hozzédvetSlegesen
leolvashaté a fiiggvény adott irdnyban vett megvaltozdsibdl, igy f:(4) = 1,
F(B) =0, falC) = V2/2. A gradiensvektor merSleges a nivévonalra (ldsd
elézé feladat), és hossza a gradiensvektor irdnydban vett irdnymenti deri-
valttal egyenls (lasd T 14.14). Az esScsepp olyan tton halad, mely minden
ponthan a lehet§ legmeredekebben lejt, azaz az esScsepp mozgésirdinyinak
xy sikra valé vetiilete egyirdnyd a gradiensvektor —1-szeresével. A valaszokat
14sd a mellékelt dbran.

Y
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i5.

10.
11.
12.
13.

14.
16.
18.
20.
22.
24.

A t3bbvaltozés Taylor-formula és alkalmazasai (megoldasok)

Mwei Fo(z,y) = z/\J22 + 42, fulz,y) = y/ /o + 4% f(3,4) = &, £,(3,4) =

5, ezért a P illetve @} pontokhoz tartozé teljes differencial

df(3,4; do, dy) = df(3,4) = gda: + gdy, illetve

i Y _dy.
\/$2+y2 $+\/;2+y2 v

Mindkét clifferenciaﬁ]né.i felirtuk df egyszerfibb alakjait is.
2
df = df(a,y,2) = 2ey do + dz, df(1,0,1) = Ldy.

z 2x%yz
7+ (4 — =22

A parcidlis denva.itak konstansok, igy a sik barmely pontjihoz tartozé diffe-
rencisl ugyanaz a fiiggvény: df (z,y; dz, dy) = df (1, 1;dz, dy) = Tdz — 2dy. Az
argumentumok nélkiili jelsléssel df = Tda — 2dy.
df = dz (lésd a D 15.2 végén zéréjelbe tett megjegyzést). Hasonléképpen
az f(z,y,z) = y fuiggvény teljes differencidlja dy, az f{z,y,2) = z figgvény
teljes differencidlja pedig dz.
df(z,y) = [y cos z — sin{z — y)ldz + [sin z + sin(z — y)]dy, df(x,0) =0

w w 1

df (z,y; dz, dy) = df (z,y) = df =

ds = du -+ dv — dw.
Y v vy ALY v 7 ey R o Sy R
Yo g
= _ d dy.
_ _dzr+dy+dz _dz+dy+dz
df_df($1yaz)_ a:+y+z ,df(a,b,c)— a+b+c N

dz = dz(p,q,v;dp, dg,dr) = qre?? dp + preP¥" dg + pgePT"dr,
dz(1,0,1) = d2(1,0,1; dp,dq,dr) = dq.

df = yx¥~tdz 4 2¥Inady, df(1,1;dz, dy) = dz.

f'(z) = 3z% — 1, f'(a) =11, df (a;dz) = 11 - (-0.1} = —L.1.
df{a; dz) = —0.01.

fz(a:,y) =2z — Ex fI(A) == 5: fy(%?l) =z +4y1 fy(A) ==
df(A; dx, dy) = 5 (=0.01) + (—6) - 0.02 = —0.17.

df(A; dx) = —0.45. 15. df(A;dz,dy,dz) = —0.08.
df(A; dx) = 0.96. 17, df(Aidz,dy) = —55-

df (A; de, dy) = 0.03. 19. df(A;dp,dq) = 0.

df (A; de, dB) = w(m — 5)/2. 21. df(A;dz,dy) = —0.04.
df(A; du, dv) = —0.1. 23. df(A;dz,dy) = —0.025m.

A kozelits érték kiszamitasahoz felhaszndljuk az f(z,y) = /z ¥y fiiggvény
Py(25,1000) ponthoz tartozs differencidljat a dx = 2, dy = 21 helyen. (Azért
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15.

- A tsbbvaltozés Taylor-formula és alkalmazasai

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

335.

vilasziottuk ezt a Pp helyet, mert a 25 a 27-hez legktizelebbi olyan szdm,
melynek négyzetgyokét ismerjiik, 1000 pedig az, amelyiknek a kibgyokét is-
merjiik.)

f2(25,1000) = 1, fy(25,1000} = 61—0. df(25,1000;2,21) = 1-2 + %]— =
141/60 = 2.35, igy /271021 = /251000 4 2.35 = 52.35.

flz,y) =22 + 92, Po(5,12), dz =0.02, dy = —0.03,
df(5,12;0.02, —0.03) = —0.02, v/5.027 4 11.97 ~ /52 F 12 — 0.02 = 12.98.

flz,y) = Jz2 +y® + 22, Ps(3,2,6), dz = 0.02, dy = —0.01, dz = —0.03,
df = —0.02, /3.022 +1.99% + 5.97% ~ /32 + 22 + 62 — 0.02 = 6.98.
flz,y) = mctg(; - 1), P(2,1), dx=-003, dy=10.02,

df = 1(—0.03) —0.02 = —0.035, arctg(}:3f — 1) ~ § —0.035 ~ 0.750.

Az bsszefiiggések kivetkeznek a differencidlés szabalyaaboi. Példdul: d{ f+¢) =
(f' +¢')dz = f’d’c-}-g'dx = df + dg.

A gomb térfogata V = 1 $7. Ha r jeloli a gomb sugardnak pontos értékét,
rg a mért értéket és dr a meres pontossigét, akkor az adatokat mm-ben mér-
ve 1y = 50, dr = £0.1. A differencial: dV = dV{rp;dr) = 4r(2,7r dr, melynek
Lelyettesitési értéke dV = 4(2500)(£0.01)r ~ £314.159, azaz a térfogat pon-
tossdga AV = dV ~ £314.159 mm?.

A gbmb sugara rp = 50 mm, a bevonattal ellitott gémbé r = 50.1 mm. A
gmb térfogatinak megviltozdsa AV = dV = 314.159 mm?®. (Lisd az el&z8
feladatot.)

Az, hogy a kocka a élét 1%-os relativ hibaval mérjitk, azt jelenti, hogy a mért
és a pontos ¢riék eltérése legfeljebb {0.01q|, azaz [dafa] = 0.01. Ha F jelsli
a felszint és V a térfogatot, akkor ezek relativ pontossigit a [AF/F| és a
|AV/V| adja. Ezek becslésére a |dF/F| és a [dV/V| értékeket hasznéljuk.
A felszin: F' = 6a?, dF = 12ada, |[dF/F| = 2|da/a], tehit a felszin relativ
hib4ja megkozelitsleg az él relativ hibajanak kétszerese, vagyis 2%. A térfogat:
V = o* dV = 3a’da, [dV/V| = 3|da/al, tehat a térfogat relativ hibdja
megkozelit§leg az &l relativ hib4janak haromszorosa, vagyis 3%.

dy = d(ex*) = cka*~1 dz, ebb6l |dy/y| = k|dz/z|, azaz |Ay/yl ~ k|dz/z|, ha
dz = 0.

A henger térfogata V = r?mm, ahol » a sugarat, m a magassigot jelsli.
Becslést keresiink a |[AV/V] értékre.

14 v
[AV| 2 [dV] = —a—dr + 5-dm [2rrmdr + nr? dml, innen
{ a
l ‘” d_7 I PN LA I@ = 2(0.01) +0.02 = 0.04.
r 0 r m

Tehit a tmfogat lehetséges hibdja kozelitGleg 4%.
Az dtfogd hibija legleljebb 0.014 mun, a sz6gé legfeljebl 0.0028 radian.

B 2 2
Mivel dR = ("RT‘JEZE“) dR; + ( 7 }i ! Rz) dRy, ezért Ry < Ry esetén dR,

egyittthatSja nagyobb, igy Ry megviltozasara érzékenyebb az eredd ellendllds.
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15. A tabbvaltozds Taylor-formula és alkalmasgdsai

36.

3r.

38.

39.

40.

41.

42,
43.

Mivel f masodfoki polinom, ezért barmely pontjéhoz tartozé masodik Taylor-
polinomja megegyezik f-fel, tehat T = f. (Természetesen igaz az is, hogy
T, = f, ha k > 2.) Ha azonban Th-t a definicié szerint kiszdmitjuk, a poli-
nomot (z — 1) és (y + 2) polinomjaként kapjuk meg. frz(z,y) =4z —y -6,
folz,y) = —x -2y -3, foz(z,y) = 4, fyy("l’,y) = -2, fxy(-’*"',y) =—1,
f(PG) =9, fz(Pﬁ) =0, fy(PO) =0, fzz(Pﬂ) =4, fyy(PO) = -2, fzy(Pﬂ) = 1.
Ezeket az értékeket a D 15.4-beli megfelels képletekbe behelyettesitve:
Ti(z,y) = 5, Ta(z,y) = 5+ 2z — 1) — (& — D)y +2) — (y +2)* = 2 ~
zy —y? — 6z — 3y + 5. (Mint a 7} példdja mutatja, lehetséges, hogy az n-edik
Taylor-polinom fokszdma kisebb mint n.)
Ti(z,y) = % +l%($ - D+ alv—§) = (-9 +1%(x +9),
To(e,y) = s +ie-D+iy-D-{e- D +3-Du-D-iv-§'=
}(—w+2+2z+2y+23:y—3:2 — %)

_ y+1 _ —z
fz(a:,y)wmg_]_(y_{_l)g, fy(ﬂ?:y)_xz_!_ y+1)21 ,
7 _ 2z(y + 1) oz —(y+1)?
f:w(z}y) - fyy - (:1’:2 + (y + 1)2)23 fmy(fﬂ,y) - ($2 I (y + 1)2)2'
T!(ﬁ:.,y) = % + =, TZ(wsy) = 174[ +z—zy.
Ti(z,y,2) =0, To(z,y,2) = (z —1)* +(y - P2+ (-1 42 ~1)y—1)—
{y — 1¥= —1):4—4x—3y—z+2a¢y—yz+x2 +y? 4 2%
Keressiitk a polinomot Ty(z,y) = a+ b(x — e} + c{y —yo) +d(z — zo)? + ez —
z0)(y —yo) +9(y — yo)2 + h(w —z0)* +3(z — 20)*(y — yo) + k(y — yo)*(z — o) +
(y—y0)® alakban. Harmadrendi parcialis derivaltjait kiszdmitva, majd azi az
f fiiggvény harmadrenddl parcidlis derivéltjaival 6sszehasonlitva azt kapjuk,
hogy
Ts(z,y) = Talz,y) + 2lfeealPo)(z — 70)® + 3fuzy(Po)(z — z0)*(y — wo) +
3feyy(Po)(z — zo)(y — 90)? + fuu{Po)y — v0)®]. Kereshetjiik a polinomot
Ty(z,y) = Talz, y)+ale—20)} +b(z—z0 ) (y—yo)+e(y—v0) (e —20)+d(y—v0)®
alakban is, ugyanis err§l Ty tulajdonsdga miatt lathats, hogy legfeljebb ma-
sodrendi parcidlis deriviltjai megegyeznek az f megfeleld parcidlis derivilt-
jaival. Harmadrendi parcidlis derivaltjait kiszamitva, majd azt az f figgvény
harmadrendii parcidlis derivaltjaival tsszehasonlitva ugyanazt a polinomot
kapjuk, mint az el8bb.
f$(3'1y) - quy—l, fz(PD) = 11 fy(tay) = :Eylll.'.l:, fy(Pﬂ) = 0: fzz(xay) =
yly — 1)z¥==, fzz(Po) = 0, fzy(a’s y) = xv! 4 ymy—l Inz, fzy(PD) =1
fyy(m:y) = ¥ In® T, fyy(Pﬂ) =0, frzz(2,y) = y(y_l)(y_g)xy—-?’ frze(Po) =
0, frzy(m, y) = (2y — 1)3‘?"—2 +y(y — I)xy_z Inz, fzzy(Pﬂ) =1, f:cyy(-r:y) =
2V 1 lnz(2+ylnz), frg(Po) =0, fyple,y) =27 Wiz, fy(Po)=0.
Ty(z,y) = 1+ (& — 1) + (2 — Dy — 1) + 3z — DAy — 1),
Ty(z,y) = 1+2a~ D)+ y—-D+E -1 +2Ae -y -V +(=-1)*y-1)
Az sszes parcidlis derivalt ¢*¥Y, igy a helyetiesitési értéke Py-ban minde-
gyiknek 1. Tehdt
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15. A tobbvaltozés Taylor-formula és alkalmazéasai

44,
45,

46,

47.

48.

49.

50.

51.

a2.

Ty(z,y) =1+ (@~ D+ @+ D+l - D+ G+ P+ gl -D+@+1F =
lva+y+iz+y) + o +y)

Ty(z,y) = 1+ + 3fe® — (y - )] + 3le® — 3e(y — §)7].

Az f harmadfokd polinom, igy barmely (zo,y0) ponthoz tartozd harmadik
Taylor-polinomja megegyezik vele. Irjuk fel tehat az f fiiggvény Po(1,2) pont-
hoz tartozé harmadik Taylor-polinomjit. E polinom z — 1 és y — 2 polinom-
jaként van felirva, igy épp a kivant tulajdonsdgs.

Ta(z,y) = -9+ 9z —1) -2y —2) + 3(z — 1)2 + 3(z — I)(y — 2) — 12(y ~
2)" + (z —1)* - 2(y - 2)°.

(Egy masik megold4s: helyettesitstink az z* — 2y3 + 3xy polinomban z helyébe
z + 1l-et, y helyébe y + 2-6t, majd e polinomban bontsuk fel a zdrdjelet. Az
igy kapott polinomban helyetiesitsiink z helyébe z — 1-et, y helyébe y — 2-6t.
Ez épp a polinom keresett alakja.)

Hasonléan az elfzd feladathoz, fel kell irnunk az f polinom Fe(1,1) ponthoz
tartozé harmadik Taylor-polinomjat:

Ta(x,y) = (z =1 +(y +2)° + 3{(x = 1)’ + (y + 2)} - 6(z ~ 1)y + 2).

Az f(z,y) = 2¥ Higgvényt kozelitjitk az (1,2) helyhez tartozé Tp polinom
(14 2,24 4k)=(1~0.052+ 0.01) helyen vett helyettesitési értékével:
T5(0.95,2.01} = 1 4+ 2(—0.05) + %[2 - 0.05% + 2(~0.05) - 0.01] = 0.902.

Az f(z,y) = 2¥ fiiggvényt kozelitjiik az {41, feladatban méar kiszdmitott)
(1,1) helyhez tartozé T3 polinom (1 + h,1+4&) = (1 + 0.1,1 + 0.02) helyen
vett helyettesitési értékével:

73(1.1,1.02) =1+ 0.1+0.1.0.02 + % -0.1%.0.02 = 1.1021.

A \Jx 3y fiiggvényt kozelitjlik az (1,1) helyhez tartozé Ty polinom (1+A,1+
£ =(140.03,1 — 0.02) helyen vett helyettesitési értékével: .
T5(1.03,0.98) =1 + (0.03) + 3(—0.02) + 1[-1(0.03) + 2(})(0.03)(—0.02) —
£(~0.02)%] = 1.00807638.

To(z,y) =0, Ti(z,y) =y, Talz,y) = y+ 2y, Talz,y) = y + 2y + 322y — L.
T5{0.1,0.2) = 0, T1(0.1,0.2) = 0.2, 75(0.1,0.2) = 0.22, T3(0.1,0.2) = 0.2196,
e 5in 0.2 = 0.2195635667.

A Po(zo,m0), de = x — xq, dy = y — yp jelolésekkel:

Tyeo + de,go + dy) = F(Po) + fo(Po)dz + f,(Po)dy = F(Po) + df(Po),
To(wo-+dz, yo-+dy) = Ty(zo+di, yo+dy)+ 1 fur Po)da Y +2foy(Po)d ) ly) +
T Po)(dy)?] =

f(Po) + fe(Po)da + fy(Po)dy + %[frr(Pﬂ) d? +2fzy(Fo) da dy + fyy(Fo) dy*].

felzy) = 32 =3y, fulz,y) = 32 —32. A 32 -3y = 0,32 - 32 = 0
egyenletrendszer megoldésai 1 = y; = 0, 22 = y» = 1. Tehat szélstérték
lehet a P(0,0) és P(1,1) pontokban. A mésodik derivdltak: fr {z,y) = 6z,
feylz,y) = =3, fyple,y) = G6y. A Py pontban D{0,0) = -9 < 0, tehat
nincs szélsdérték, e helyen nyeregpont van. A Py pontban D{1,1) = 27 > 0,
Fex(1,1} = 6 > 0, tehdt minimum van.
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

535,

60.

61.

62.

Szélssérték lehet a (0,0) pontban. Mivel D(0,0) = —84 < 0, nincs széls6érték,
e helyen nyeregpont van.

Szélssérték lehet a (0,0) pontban. Mivel IX(0,0) =76 > 0 és f;-(0,0) = 8 >
§, ezért e pontban minimumn van.

Széls6érték lehet a (0, 0) pontban. Mivel D(0,0) = 76 > 0 és f,:(0,0) = -8 <
0, ezért e ponthan maximwmn van,

Szélssérték lehet a (0,0) és az (1,1) pontokban. Mivel D(0,0) = -9 < 0,
ezért a (0,0) helyen nyeregpont van. D(1,1) = 27 > 0 és f;;(1,1) =6 > 0,
ezért az (1,1) pontban minimum van.

Szélséérték lehet a (0,0) és az (—1,—1) pontokban. Mivel D(0,0) = —9 < 0,
ezért a (0,0) helyen nyeregpont van. D(—1,-1) = 27 > 0 & frz(—1,-1) =
—B8 < 0, ezért a (—1,—-1) pontban maximum van.

Folz,y) = 82% — 22, fy(z,y) = 4y — 4y, tehat szélsértek lehet a

Py{0,0), P»(0,1), P3(0,-1),

P4('“%!0)1 P5(_%s 1), Pﬁ(”%a ~1),

P7(%,O), Pg(%, 13, Pg(%, ~1) pontokban.

A masodik derivaltak: fo-(z,%) = 24a? -2, fry(z,y) =0, fy(z,¥) = 12y% 4.
D(P)) =8> 0, foz(P1) = —2 < 0, tehat Pi-ben maximum van.

D(P;) = —16 < 0, tehat Pi-ben nincs szélséérték, ha ¢ = 2,3,4,7.

D(P;) =32 > 0, fzz(P;) = 4 > 0, tehat Fi-ben minimum van, ha: = 5,6,8,9.
Az fo(z,y) = 4z® — 22 — 2y = 0, fy(z,y) = 4y® — 2z — 2y = 0 egyenletrend-
szerhbdl kivonassal ¥ — y® = 0, ebbdl pedig z = y adédik. Ezt felhasznalva
423 — 42 = 0, tehat szélsSérick lehet a Pi(0,0), Po(1,1), P3(—1, -1} pontok-
ban. A mésodik derivaltak: frz(z,y) = 1222 — 2, foy(2,9) = =2, fo(z.y) =
12y — 2. D(1,1) = D{~1,~-1) = 96 > 0, fzz(1,1) = fzz(-1,-1) =10 > 0,
tehat a Py és P3 pontokban f-nek minimuma van. D{0,0) =0, igy a P1(0,0}
pontban mas médszert kell atkalmazni. Azt, hogy P; nem szélsGértékhely, a
kévetkez6képpen lathatjuk be: £(0,0) = 0, azonban (0,0) birmely kornyeze-
tében f felvesz pozitiv és negativ ériéket is, ugyanis, ha az y = —z egyenes
mentén tartunk a (0,0) ponthoz, akkor a fiiggvény értéke 2z > 0, ha pedig
az y = & egyenes mentén tartunk a (0,0) ponthoz, akkor a fiiggvény értéke
222(2? — 2), ami negativ, ha |z] < V2.

D{0,0) = 0, tehat a masodik deriviltakkal nem tudjuk eldénteni, hogy e pont
szélsBértékhely, vagy nem. E pont azonban nyilvanvaléan minimumhely, hisz
a fiiggvény minden mdés pontban pozitiv értéket vesz fel, csak itt zérust.

D(0,0) = 0, tehat a masodik derivéltakkal nem tudjuk eldénteni, hogy a (0,0)
pont szélsGértékhely, vagy sem. E pont azonban nyilvinvaléan nemn szélsGér-
tékhely, hisz f(0,0) = 0, mdasrészt (0,0) barmely kornyezetében van olyan
(z,y) pont, ahol |z| > ly|, itt f értéke pozitiv, és van olyan (z,y) pont, ahol
fz] < |yl, itt f értéke negativ. '
Szélsgérték lehet a Pi(0,0), P2(1,1), Ps{~1,~1) pontokban. A P; pontban
nines szélsdérték, a Py és P3 pontokban f-uek minimuma van.
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63.

64.
65,

66.
67.

68.

69.

70.

71.

Az fo(z,y) =y (1 -z - 2y) -2y’ =0

fo(,y) = 20y(1 — = — 2y) — 22y° = 0
feltételekbsl z # 0, y # O miatt 1 —z — 2y = z é 1 — x — 2y = y adddik,
amibél r = y= '1_ fII(:L‘ay) = “23}2) fIy(xay) = 2y(1 — 2z — 3'!,!), fyy(i"}y) =
2z(1 — x —~ 6y), P(%, i—)—ben maximum vai.
(2,4)-ben minimum.
Az cls8 és masodik derivaltak meghatdrozdsaval kapjuk, hogy az (%, 1) pont-
ban minimum, a (——%,—1) pontban maximum van. (A mdsodik derivdltak
meghatdrozésa elkeriithetd az alabbi két megjegyzés alapian:
1. A fiiggvény az x — —z, y — —y helyettesitéssel ellentettjére vilik, tehat
ha (zg, yo)-ban minimum van, akkor (—zg, —yo)-ban maximum.
2. A fiiggvény = > 0, y > 0 esetén mindenfitt pozitiv, tehdt alulrdl korlatos;
ésrészt az £ — 00, ¥ 1ogzitett, vagy az y —+ 0o, x rogzitett, vagy az z — 0,
y rogzitett, vagy az y — 0, = régzitett esetekben végtelenhez divergdl. Emiatt
a fiiggvénynek e tartomanyon csak minimuma lehet,}

A (3,3) pontban minimum van.

SzélsSérték lehet a (0,1) pontban. Mivel D{8,1) = —1 < 0, nincs szélsGérték,
e helyen nyeregpont van.

Szélssérték lehet az (%,2) pontban. Mivel D(%,2) =1>06¢és fII(%,Z) =
8 > 0, ezért e ponthan minimum van. (Derivalds elGtt érdemes elvégezui az
In 2%y = 21n r + In y Atalakitdst.)

Szélséérték lehet a (0, 0) pontban. Mivel D(0,0) = —1 < 0, nincs szélsGérték,
e helyen nyeregpont van.

Az elsé derivaltak alapjan szélsGérték lehet a (0, nw) pontokban, ahol n egész
szam. D(0,n7) = —1 < 0, tehat e pontok mindegyikében nyeregpont van.

Az els§ derivaltak alapjan szélsSérték lehet a (§ + km,lw) pontokban, ahol
k és | egész szdmok. A mésodik deriviltak alapjan, ha k és ! péros, akkor
maximum, ha k és [ péaratlan, akkor minimum van, a tsbbi pontban nincs
szélsdérték.

. A bal oldali figgvényt F(z,y, g{z,y))-nal jelolve és mindkét oldal = és y sze-

rinti parcialis differencidlhdnyadosit kiszamitva kapjuk, hogy:

Foz,y,z) = 10z + 102¢; — 2y — 2z — 2292 — 2yg: = 0,

Fy(z,y,2) = 10y + 10z¢y ~ 2z — 2z — 2xgy — 2ygy = 0.

Ezekbdl a z; = z, = 0 feltétel behelyettesitésével kapjuk, hogy

5t —y—2z =05y —2—2z =0, ambdl y = z és z = 4z. E két egyen-

_ 16séget behelyettesitve a g(z,y) fiiggvényt meghatirozé eredeti egyenletbe

kapjuk, hogy 71 = 1, y1 = 1, 21 = 4, illetve 2 = 1, 2 = -1, 22 = -4
Szélssérték lehet a Py{1,1) és a Po{—1,—1) pontokban. Az Fry, Fiy, Fyy ki-
szémitdsa és az i, ¥i, 2 (2 = 1,2) értékek hehelyettesitése utin kapjuk, hogy
D(1,1) = 24/18% > 0, g-,(1,1) = —5/18 < 0, tehat Py minimumbhely, tovabba
D(—1,—1) = 24/18% > 0, g;z(—1,~1) = 5/18 > 0, tehat Py maximnmbely.
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73.

74.

75.

76.

7.

78.

79.

SzélsGérték lehet a Pi(—2,0), Po(1¢,0) pontokban.
Pi-ben D(—2,0) = (4/15)* > 0, gz5{—2,0) = 4/15, tehit minimum van,
Py-ben D(X8,0) = (4/15)% > 0, g52(3¢,0) = —4/15, tehat maximum van.
felz,y, 2) = 2242, fy(z,y, 2) = 2y+4, fo(z,y,2) = 22—6 zérushelyei £ = —1,
y=-2,z=3 fzz(m,y,z) = fyy{-”%y,z) = fzz(miy’z) =2, fzy(a:,y,z) =
feelz, 9, 2) = fyz(2,9,2) = 0. Mivel -

2 00

2, Ig l=4, Jo 2 o|=s

o 0 2
sorozat clemei pozitivak, a fiiggvénynek a P(—1,—2,3) pontban minimuma
van.
Az els8 derivaltak alapjén szélsGérték lehet a (—1,1,2) pontban. A mésodik
derivaltakbdl kapott

-2 0 0
-2, ‘"02 _02|=4, 0 -2 1}(=-6
0 1 -2

sorozat elemei valtakozd el8jeliek, és az elsé elem negativ, igy a P(-1,1,2)
pontban maximuwm van.
A (4,2,-1) pontban a fiiggvénynek minimuma vaz.
Az folz,y,2) = y* 22 (1 —2 — 2y — 3z2) — zy?z® =0

Folz,y, 2) = 22y2*(1 —z — 2y — 32) 2zyzd =0

Folz,y, 2) = 3ay?2%(1 —z — 2y — 32) — 3zy?2® =0
feltételekbsl z £ 0,y # 0,z #Omiatt 1 -z~ 2y -3z =2, 1-2-2y—3z=
y, 1—r~2y—3z=2zadédik,amiblz =y=2= % fez(z,y,2) = ~2y%23,
Foylzy, 2) = 2yz3(1 — 2¢ — By — 32), fru(z,y,2) = 3y?2%(1 — 2z — 2y — 42),
fyylz,y,2) = 20231 — z — 6y — 32), fyz,y,2) = 6zyz*(1 — z — 3y — 4z2),
faulz,y, z) = B2y?2(1 — T — 2y — 62). A mésodik deriviltakbé] kapott
' -2 -2 -3
-2 -6 —6|=-—
-3 -6 —12

42
7

2 1-2 -2/ 8 1
TE o2 -6l 700

sorozat elemei valtakozé clGjeliick, és az elsd elem negativ, igy a P(%, %, %—)
pontban maximum van.

Szélsérték lelet a P(2,4,8) és Pp(—2,4,—8) pontokban. A determinans-
sorozat a P; pontban 1, 3/2% 1/27, tehit a figgvénynek e pontban mini-
muma van. A determindns-sorozat a P; pontban —1, 372, —1/27, tehdt a
fiiggvénynek e pontban maximuma van.

Szélssérték lehet a P1(%, 1,1) és Pg(——%, —~1,~1) poutokban. A determinins-
sorozat a Py pontban 4, 8, 32, teh4t a figgvénynek e pontban minimuma
van. A determindns-sorozat a Ps pontban —4, 8, —32, tehat a fiiggvénynek
¢ ponthan maximuma van.
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80.

81.

82.
8]3.

84.

85.

86,

87.

Széls6érték lehet a {2,4,8,16) pontban. A determindns-sorozat e pontban
1, 3/2%, 1/27, 5/21® tehat a fiiggvénynek e pontban minimuma van.

z(t) = ¢, y(t) = 2t + 1, ahol ¢ € [-1,0]. 2(¢) = f=(t),y(#)) = 28* + ¢,
Z'(t) = 4f + 1, szélsGérték lehet a derivalt zérushelyén és a végpontokban.
Ezek alapjdn az f fiiggvény minimuma az adott szakaszon —%, a minimum
helye (—%, %), az f figgvény maximuma az adott szakaszon 1, a maximum
helye {1, ~1).

A minimum 1, a minimumbhely (0,1), a maximum 4, 2 maximumbhely (1, 3).

z(t) = 2cost, y(t) = 2sint, ahol t € [0,7/2]. z(¢) = f(z(2),y(t)) = 2sin 2¢,
igy minimum van a t = 0 é ¢ = §, maximum a ¢ = T helyen, tehdt az f
fiiggvény minimuma a megadott gbrbén a (2,0) és {0, 2) helyeken, maximuma
a (\/ﬁ, \/2—) helyen van. A fiiggvény minimuma 0, maximuma 2.

A minimumbelyek (0,2), (0, ~2), a minimum 5, a maximumhelyek (2,0},
(—2,0), a maximum 9. (Az z2+y* = 4 egyenleti kiron a vizsgalandé fiiggvény
megegyezik a g(z,y) = z° + 5 figgvénnyel (=2 < z < 2), és ez utébbira
minden tovibbi dtalakitds nélkiil adSdik a fenti eredmény.)

z(t) = 2cost, y(t) = 3sint, ahol ¢ € [x/4,5n/4]. 2(t) = f(z(),y(?)) =
dcos’t + 18sin’t = 4 4 14sin’¢, 2'(¢) = 14sin 24, igy minimum van a t = =
és maximum a ¢ = I helyen, tehit az f fiiggvény minimumna a megadott
gorbén a (—2,0)-ban, maximuma a (0, 3)-ban van. A fiiggvény minimuma 4,
maximurma 18.

Minimumhely (0, —3), minimum -6, maximumbely (\/5,%\/5), maximum
6v2.

Széls6érték lehet a fartomdny hatiran és azokban a bels§ pontokban, ahol
fz = fy = 0. A tartomény az O(0,0), A(0,9), B(9,0) pontok &ltal meghats-
rozott hdromszdg.

1. OA szakasz: e szakaszon z = 0. gi1(y) = f(0,y) = y® — 2y — 3. SzélsGérték
lehet a szakasz végpontjaiban és ott, ahol a fiiggvény deriviltja 0, vagy ahol
a fiiggvény nem differencidlhaté. Tehat a lehetséges szélsériekhelyek: (0,0},
(0,1), (0,9).

2. OB szakasz: e szakaszon y = 0. go{z) = f(2,0) = 2% — 2z — 3. Az els-
#8 ponthoz hasonlé gondolatmenettel a lehetséges szélsGértékhelyek: (0,0},
(1,0), (9,0).

3. AB szakasz: e szakaszon y = 9 — z. g3(z) = f(x,9 — 2) = 2z% — 18z + 60.
g3(z) = 0, ha =z = 9/2, igy a lehetséges szélsGértékhelyek: (0,9), (9/2,9/2),
(9,0).

4. A tartominy belsejében: az f;(z,y) =22 -2 =10, fy{z,y) =2y —-2=0
egyenldségekhsl x = y = 1, tehédt az {1,1) pout is egy lehetséges szélsdérték-

" hely.

88.

5. Osszegzés: a lehetséges pontokban kiszamitva f értékét, azt kapjuk, hogy
f abszolit minimuma —5, a minimumbhely (1,1), f abszohit maximuma 60,
a maximumhelyek (0,9), (9,0).

Figyelembe véve az el6z4 feladat megoldasit, az f fiiggvénynek e tartomanyon
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15. A tsébbvaltozés Taylor-formula és ai'kaimazé.sai

nincs maximuma (szuprénmma 60), f abszolit minimuma —35, a minimum-
hely (1,1).

89. L.z=4,0<y<4qy)=rf4,y) =y’ -4y+16 = (y - 2)2+12 minimum:
91(2) = £(4,2) = 12, maximum: g;(4) = f(4,4) = 16 és ¢1(0) = F(4,0) = 16.
2y=0,0<z< 4 g2(z) = f(2,0) = 2%, minimum: g2(0) = £(0,0) = 0,
maximun: go{4) = f(4,0) = 16.
3.y==z,0<z <4 giz) = f(z,2) = 2%, minimum: £{0,0) = 0, maximum:
£(4,4) = 16.

4. A tartomany belsejében: fi(z,y) = 22 —y, fylz,y) = 2y — z, amibdl
2z = y = 0 adédna, de a (8,0) pont a tartomanynak nem belsé pontja.

5. Osszegzés: abszolitt minimum van a (0, 0), abszoliit maximum a (4, 4) pont-
ban.

90. 1.2 =0,0<y <2 qi(y) = f(0,9) = v — 4y, ¢i{y) = 2y — 4, minimun:
£(0,2) = —4, maximum: f(0,0) =0
2.y=20<z <1 gofz) = f(2,2) = 22% — 42— 4, ¢h(2) = 4z — 4, minimum:
F(1,2) = —6, maximum: f(0,2) = —4.

3.y =22, 0 <2 < 1:gs(z) = flz,2z) = 627 - 12z, g4(z) = 12z — 12,
minimum: f(1,2) = —6, maximum: f{0,0) = 0.

4. A tartomdny belseiében: fi(z,y) = 42 —4, fy{z,y) = 2y —4, amibsl z =1,
y = 2, de az (1,2) pont nem bels§ pont.

5. Osszegzés: abszolit minimum az (1, 2), abszolit maximum a (0,0) pontban
van.

91. A tartomany a (-2, 1), (1,2) és (4, —4) pontok altal meghatérozott hdrom-
szbgtartomany. Mivel az arctg fiiggvény szigoriian monoton nové, ezért az
adott f fiiggvénynek ott van szélséértéke, ahol a g(x,y) = =% + y? fiiggvény-
nek. Abszoliét minimum van a (0,0) pontban, abszolit maximum a (—4,4)
pontban. (Ehhez az eredményliez eljuthatunk az el§z8 feladatok mintéjéra is,
de szemléletes geometriai 1ton is: a g figgvény ériéke az {x,y) pont origd-
t6l mért tdvolsagdnak négyzetét adja, ami nyilvadn az origéban minimélis, és
valamnelyik esticspontban maximadlis.)

92. 1.z=0,-3<y<3: gy = f0,y) = y?, minimum: f(0,0) = 0, maximum:
F0,£3) =9,

2.2 =5,-3<y <3 qy) = f(5,y) = y*+5y—5, minimum: f(5, —%) = —%,

maximum: f(5,3) = 19.

3.y=-3,0<x <5 g3(z) = f(z,-3) = 2? — 9z + 9, minimunx: f(%, -3) =
445, maximuny f{0,-3) =0

4.y =30<z <5 g4{z) = f(2,3) = 2% — 3z + 9, minimunx: f(%,.'}) = %Z,

maximuny: f{5,3) = 19.

5. A tartomény belsejében lokdlis minimum van a {4, —2) pontban, értéke

£(4,2) = —12.
6. Osszegzés: abszolitt minimum a (4, —2), abszohit maximum az (5, 3) pont-
ban van.

93, Abszoliit minimum a (4, —2), abszohit maximum a (0, —3) pontban van.
94. Abszolit minimum az (1,0), abszoldt maximwm az (3, 2) poutban van.
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15. A tobbvaltozés Taylor-formula és atkalmazdsai

95.

96.

97.

08.

99.

100.

101.

. — 2 ' Ty - - . L4 - .
Mivel e=% > 0, ezért az f fiiggvénynek abszolit maximumbelye (illetve mini-
2 . , .
mumbelye) az (zq,yo) pont, ha az e™* fliggvénynek abszoltt maximumhelye
az xg és a siny-nak abszoldt maximumbelye (illetve minimumbhelye) az yp
pont, azaz f-nek abszolit maximuma van a (0,3} és abszolit minimuma a
. ;

(0, —7%) helyen.

Kitlon vizsgalva a cosz és a sin y széls6értékeit, a szorzatuknak abszolit ma-
ximuma van a (7, —F) és abszoliit minimuma a {m, §) helyen.

1. A tartoméany hataran 22 + ° = 1, aminek paraméteres alakja r = cost,
y =sint, t € [0,2n). Behelyettesités utan kapjuk, hogy

g(t) 1= f(cost,sint} = costsint — cost + 1, ¢'(f) = —2sin’t 4 sint + 1,
¢"(t) = —2sin2¢ + cost, igy g-nek a 117/6 helyen minimuma, 77 /6-ban
ma,xnmnna, 7/2-ben inflexiés pontja van. A minimum: f{(+/3/2,-1/2) =

— 3v/3)/4 ~ —0.299, a maximum: f(—v/3/2,-1/2) = (4 + 3f)/4

‘) A tartomany belsejében az f, = f, = 0 egyenletekbol ® = 3, y = -
adédik, ami minhmumbely, a minimun értéke —%.
3. Osszegezve, f-nek abszolidt maximuma van a {(—v/3/2,—1/2) helyen, ab-
szoltit minimuma a (2/3, —1/3) helyen.
f-nek abszolit maxiununa van a (\/5/2, Vv2/2), (—v2/2, —/2/2) helyeker
abszolit minimuma a (0, 0) helyen,
1. A tartomany hataran #?+y® = 3. g(¢) := f(3cost,3sint) = 9—9costsint—
9cost, g-nek a 7/6 helyen minimuma, 57 /6-ban maximuma, 37/2-ben infle-
xi6s pontja van. A minimume f{3v/3/2,3/2) = 9 — 27v3/4, a maximuns:
F(—3v3/2,3/2) = 9+ 27V3/4.
2. A tartomany belsejében az f, = f, = 0 egyenletekbdl & = 2, y = 1 adodik.
ami minimumbhely, a minimum értéke —3.
3. Osszegezve, f-nek abszoliit maximuma van a (—3 V/3/2,3/2) helyen, abszo-
kit minimuma a (2, 1) helyen.
1. A tartomany hatardn 22 4 ¥ = 1. ¢(t) := f(cost,sint} = cos 2t + sin 2t,
g-nek a 7/8, 97/8 helyeken waximuma, az 57 /8, 137 /8 helyeken minimuma
van. A maximum értéke \/i, a minimumé —v/2.
2. A tartomény belsejében az f, = f, = 0 egyenletekbdl z = y = 0, de itt
nyeregpont vau.

Qad |4t

. ﬁ- "rr - ” - - N 2w IT 4 - r Fd
3. sin g 53 értékét a félszogekre vonatkozd Osszefiiggésekkel kiszamitva,

f-nek absz. max. van a(‘/l \/ - [—~) ésa \/ \/— _\/1 - _[_)

helyeken, absz, min. a {— \/- - — (\/— S _J_ L—}

helyeken.

Tegyiik fel, hogy f-nek FPy-ban maximwuma (minimuma) van, amelynek értéke
¢. Ekkor semelyik d > ¢ (d < c¢) értékre sem metszi az f(z,y, 7) = d egyenletii
nivéfeliilet a G gorbét a Py pont valamely kérnyezetében. Ha u, v és f is diffe-
rencidlhaté Po-ban, akkor ez azt jelenti, hogy a G girbe érinti az fle,y,2) =c¢
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15. A tobbviltozés Taylor-formula és alkalmazasai

egyenletd nivéfeliiletet (ennek preciz bizonyitdsatdl eltekintiink). Felhasznal-
va, hogy a gradiensvektor mer&leges a nivéfeliiletre {lasd 14.142. feladat), azt
kapjuk, hogy V f(Py) meréleges az f{z,y, z} = ¢ egyenletii felilletre, Vu({F;)
merdleges az u(x,y,2) = 0 és Vv(Py) merSleges az v(z,y,2) = 0 egyenle-
tii felilletre a Py pontban. {gy tehdt Vf(Po), Vu(Py) és Vo(Py) mindegyike
meréleges a G gorbére, tehdt mindhérom vektor a Py pontban a G gorbé-
re merdleges sikban van (lasd az dbrat). Ez azt jelenti, hogy megadhatck
olyan Ag és g valés szamok, hogy teljesiil a V f{Fy) = Ao Vu(P) + peVu(F)
egyenlisép.

102. Az z +y + 2 = 0 egyenletbsl z-t kifejezve, és azt f-be helyettesitve a kétval-
tozés g(z,y) := f(z,y, —z —y) = 2° +¢y* — z — y fuggvényt kapjuk, melynek
mininmuma van az (%, %) pontban. Tehdt az f fiiggvénynek feltételes minimu-
ma van az (%, %, —1) pontban.

103.Az y° = 1 — 2% — 22 behelyettesitésével kapott g{z,2) =23 — 2% — 22+ 24+ 1
fiiggvény parcidlis derivaltjainak értéke zérus,har =0,z = g vagy 2 = %, z=
%—, azaz szélsGérték lehet a (0, -12—), (%, %) pontokban. Az el8bhi maximumbhely,

az utébbinal nyeregpont van, tehat f-nek az adott feltétel mellett maximmia

van az (0, -\,,@, 1} pontban, a maximum %.

104. Vélasszuk z-et paraméternek. A feltételként megadott két feliilet metszés-
vonalanak paraméteres alakja: y = 2% — z, z = ~z° — 2. Behelyettesiive
g(z) = flx,2? — z,—2% —z) = 2* — 223 + 327, aminek minimuma van 2 = 0-
ban, igy f-nek feltételes minimuna van a (0,0,0) pontban.

105. f-nek feltéieles minimuma van a { %g, %, —i—;—) pontban,

106. A feladatnak két geometriai szemléltetését is megadjuk.

{a) A z = zy egyenletii hiperbolikus paraboloidot az * + y* = 1 egyenle-
tii korhenger olyan gorbében metszi, amely az elsg és a harmadik siknegyved
felett, valamint a masodik és negyedik siknegyed alatt halad. A feladat: meg-
keresni e girhbének azt a pontjat, melynek z-koordindtdja maximdks illetve
minimalis. . .

(b) Tekintsiik az ry-sikban az ¥+ 5 = 1 egyenlet{i kort és az zy = c egyen-
letii hiperboldkat. Keressiik a koron azokat a pontokat, amelyeken a legkisebb
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15. A tobbvaltozés Taylor-formula és alkalmazdsai

107.

108.

109.

110.

111.;

112.

illetve legnagyobb ¢ értékhez tartozd hiperbola halad 4t.

1. megoldas: A szélsdértékhelyen a h(z,y, A} = zy + Mz? + y° — 1) fiiggvény
parcidlis derivaltjainak értéke zérus, azaz

he{z,y,A) = y+2A2 =0, hy(z, v, )\) = :1:+‘7z\y =0, hy(z,9,2) = 22432 -1 =
0. Ebbo’} az egyenletrendszelbé’l z? yq = 5 adddik, tehat szélsBérték lehet
a P‘](\/— \/_) Pl — \/_ \;?.‘), Py(~ \/_ \/_) (\/_ \}5) pontokban.
A geometncu értelmezések bannely:kebol lathats, hogy a Py, P2 pontokban
maximum, a Pj, P4 pontokban minimum van.

2. megoldés {a lényeget tekintve megegyezik az eldzével): grad(zy) = {y, «l,
grad(z? +y% — 1) = [22,2y], a T 15.11 tételbeli (1) egyenletei:

[y, 2} = A2z, 2y], 22+ 4% —1 = 0, és ez — eltekintve X el8jeléts] — ugyanarra
az egyenletrendszerre vezet, mint amelyre az elsé megoldasban jutottunk.

1 hiz,y, A) = 2 + 4% + May - 3), ho{z, 9, 0) =22 + Ay =0,

hy(z, 4, A) =2y + Aa =0, hy(z,y, A) =2y -3 =0,

Szélséérték lehet a P1(v/3,v/3), Po(—v3,—v3) pontokban. A z = 2% 4 3?

egyenletii forgdsparaboloidot az xy = 3 egyenletii hiperbolikus henger két
térgorbében metszi, melyek wininnunai a Py, P pontokban vannak.

2. grad(z® + %) = |2, "y] grad(;vy —3) = (y,z|. Az egyenletrendszer
[22,2y] = Aly,«], 2% + ¢* = 0, ami az cl6z6 megolddsbeli pontokhoz
vezet.

A P}(%, -I"/—i-) és Pg(—:}%, —%} pontokban maximum,

a P;;(—%, %) és P4(%, -——72-) poutokban minimum van.

A z = ry? egyenletii felillet az elsd és a negyedik siknegyed felett, valamint a
miésodik és harmadik stknegyed alatt halad, Az y*> = A22/a® és 22y = A2y/H®

feltételekbsl 42 /6% = 222 /a® adédik, ezt helyettesitsiik az E-+%— = 1 feltétel-
a

be. A Py( \(/I_ \é—_b) és Po{— \/_ \/_ ) poutokban maximum, a Ps{— \/a_ \/\/__b

P VB i
es A=y T T = JOIEOR AT INFINIEINTLINY vall.
73 /3!

A z = 2% 4 y? egyenletii forgasparaboloidot a = tengellyel parhuzamos I+i=
1 egyeunletil sik egy, a = tengellyel parhnzamos tengelydl paraboliban metszi.
ab® *b
a? + 027 4
z = £+{ egyenletii sik és az 22 +y* = 1 egyenletii korhenger egy ellipszishen
metszi egymast. Ennek legniagasabban (maximuim) és legmélyebben (mini-

A fiiggvénynek az ) Lelyen minimuma van.

a
wum) fekvd pontjat kell megkeresni. Maximumbely: ,
) POt & y Va + b2 \/a?+b‘3)
.. hel ( —b —a
minimumbely: 1.
Val + 8 Ve +1°

Az = 2" +y"™ egyeunletii feliiletet a = tengellyel parluzamos x+y = 2a egyen-
letil sik egy, a 2 tengellyel parhnzamos gérbében metszi, melynek egyenlete
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15. A tsbbvaltozés Taylor-formula és alkalmazdsai

m-edfokii, ha m paros, és (m —1)-edfoki, ha m pératlan, azaz a legmagasabb
fokt tag mindenképpen paros fokszami. Igy a fiiggvénynek minimuma van.
A minimumbhely (e, a).

113.A z = x4 y sik az y = —r egyenestSl jobbra” az zy sik felett,  balra” az

1
zy sik alatt halad. A fiiggvénynek az (%, ‘—4/_—2—

helyen maximuina van, az

-7

114.Az f(z,y) = (z — 4) + (y — 2)? fiiggvény minimumat keressiik az y = 22+ 3
feltétel mellett. SzélsGérték lehet a Pu(-?;, %") pontban. Mivel az egyenesen a
P ponttgl maximélis tévolsigra lévs pont nincs, minimailis tavolsigra lévs
viszont van, ezért Pyp minimumbhely. A tivolsdg: 85—1.

( 1 i) Lelyen minimuma.

115.Keressiik az f(z,y) = (z—1)2 +(y—2)? figgvény minimumat az z° +y* = 45
feltétel mellett. Szélséérték lehet a Pi(3,6), Pa(—3,—6) pontokban. Mivel
£(3,6) =20 és f{—3,—6) = 80, ezért a P poninak a kirtsl val6 tavolsiga 20
(és a kérnek a P ponttdl legtivolabbi pontja Py).

116.Az f(z,y) = z* + y° Higgvény szélsGértékeit keressiik az 4y 4+ 32y =2
feltétel mellett. A feltételek szerint
2z = (42° + 3y)), 2y = (4y° + 3x)), ezekbdl X kikiiszobolésével 3(z2 —
y?) = dxy(z? — y?) ad6dik. 2% — y® = 0 ad megoldist, 3 = 42y nem ad. Az
origéhoz legkézelebb a Pi(v/2/2,v2/2), Pa(—~v/2/2, —+/2/2) pontok vaunak,
a girhének az origétdl vals tavolsiga 1. (A gorbe origétol legtavolabbi pontjai:
P5(V2,—v2), Pi(—V2,V2).)

117.1. megoldds. Lagrange-médszer: h(z,y,z,A) = 2% + 3% + 22 4+ M2 — 2%y —

4). SzélsGérték lehet a Py(0,0,2), P2(0,0,—2), Py(v/2,—1,0), Pi(—v2,-1,0)
pontokban. A feladatot felfoghatjuk gy, hogy a 2% = z%y + 4 egyenleti
felilleten 16v8 pontok origétél mért tavolsaginak szélsGértékeit keressitk. A
tdvolsdg minimdlis a Py, P2 pontokban, maximélis tdvolsig nines.
2. megoldas. A g{z,y) = #* +y* + 2y + 4 kétviltozés fiiggvény szélsdértékeit
keressiik. Szélsgérték lehet a Q1(0,0), Q2(v/2,—-1), Q3(—-\/‘§, —1) pontokban.
Mivel D(0,0) = 4 > 0 és ¢,,(0,0) = 2 > 0, ezért a @1 pontban minimum van
és z = £2. A Qy, @3 pontokban D(£v/2, —1) = —8 < 0, nines szélsGértsk.

118. Minimumhely: Py(#, 3, 3). (A P2(4,4,-4), P3(4,—4,4) és P(—4,4,4) helye-
ken nincs szélsérték).

ad bd cd

119. Széls8értékhhely: P( Ry g R Ry v B T T B }. A feladat geo-
metriailag azt jelenti, hogy keressiik az az + by + ¢z = d egyenletd sikon fekvé
pontok orig6tsl vals tavolsiganak szélsGértékeit. Mivel maximadlis tavolsdagra
1évd pont nincs, a fenti pont a minimumbhely.

L a1bed abjed abcyd
120. Minimumbhely: P( o T able + ab®’ he + able + abd’ b + allc + abel )
121. Maximun van a Pi(3, %, %) helyen (a P2(1,0,0}), P;(0,1,0}, P4(0,0,1) pon-

tokban nincs szélsoériek).
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15. A tibbvaltozds Taylor-formula és alkalmasésai

122. Maximumbely: (£, §, §).

bd d
123. Maximumbhely: (a+b+c’ THTe 33T

124.h(z,y,2, 1) =2 + 2y + 3z + M2 + % — 2) + uy + z — 1), amibsl
he =14+X2z=0, hy=24+X2y+p=0, h,=34+pu=0,
hy=a2*+4y%* -2, hy=y+z-1.

Szélstérték lehet a Pi(1,—1,2) és a Pa(—1,1,0) pontokban. Az f fiiggvény
értelmezési tartomanya az z? + y? = 2 egyenletif kirhenger és az y + 2z = 1
egyenleti sik dltal meghatdrozott ellipszis. Mivel f{P)) = 5 és f(Py) =
ezért P; maximumnhely, P2 minimumbely.

125.Minimumbhely: P(%g, %, -——%) A feladat geometriailag gy értelmezhets, hogy
keressiik a feltétel egyenletekkel megadott stkok metszésvonalanak origétél
vald tavolsagat.

126. A hiromvaltozés fliggvényekhez hasonldan iti is vagy meghatdrozzuk azokat
a helyeket, ahol a A(z,y, 2,1, A p) i= flz,y, 2,8} + dulz, v, 2, 8) + po(a, v, 2, 1)
fiiggvény parcidlis derivaltjai 0 értékdek, vagy meghatdrozzuk azt a Fj pontot,
amely egyszerre kielégiti az alabbi egyenleteket:

Vf(Pg) = /\QVU(PQ) + yg}VU(Po), u(P()) =, U(Pg) = 0.
Példaul az utébhi 8sszefliggések az aldbbi egyenletrendszerre vezetnek:
20 = A4+ 20,4y =30 — 1, 2z = -d+p, 2 =A4+2p, s+ 3y -2+t =2,

2 —y+z+2t = 4 Ennek az egyenletrendszernek a megolddsa z = —g—g,
y = B%’ z = ég, t = —g, azaz a lehetséges széls@értékhely: { g;, 569,{1;3, gg) ami

mim'mumhely ert.ekkel

P2

127. A lehetséges szélsoertekhely (1 3% 23 , -21—3, %)‘ ami minimumhely.

128. A fiiggvény, amelynek maximumat keressiik: T = (27 -2z 4 zcosp)rsing. A
T, = 0 egyenlethd] sinp = 0, de ez a feladat szempontjihél érdektelen, vagy
cosyp =2 — -g% Ezt a T, = 0 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy = = 0 (a
feladat szempontjahdl érdektelen), vagy ¢ = 9 és ¢ = §. A masodik parcilis

derivaltakat is kiszdmitva: D(9,§) = (*%é) (— 24%3 3) = (%)2 >0,

T:2(9,3) = -%é < 0. Tehat a trapész kereszimetszete z = 9 és p =
valasztdssal lesz maximalis.

129.Keressiik az f(z,y,2) = 2% + y* + 22 figgvény minimumét a v +y + z =
§ feltétel mellett, Behelyettesités utdn a g(z,y) = 22 4+ 3> + (6 — = — y)?
fiiggvény minimumat kell meghatdroznunk. A korrekcidkat az a, f3, v szogek

mindegyikére egyardant §/3-nak kell vilasztani.
3
130. Az alaplap éleit V/2V-nek, a magasségot —‘@-nek kell valasztani.

131.A max. ill. min. tavolsdgot az f(z,y, z) = (z—1)2 +(y—2)? +(2—2)* fiiggvény
- szélsBértékeiként kapjuk az z? 4 y? + 22 = 36 feltétel mellett. Minimumbely
P;(2,4,4), a minimum 9, a maximumhely Py(—2, —4, —4}, a maximum 81.

132.Jelolje az élek hosszat 2z, 2y, 2z. Az f(z,y,2) = 8ayz fiiggvény maxinnunit
2
keressiik az 593 + 4+ f—: = 1 feltétel mellett.

Az élek hossza 6/v/3, 4//3, 8/V/3.
15.14
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15. A tobbvaltozds Taylor-formula és atkalmazdsai

133. f(z,y,2) = 2% + y* + z* minimumat keres-
siik az 2% — 2?2 = 4 feltétel mellett.
1. megoldds: z* helyébe (2% 4+ 4)-et helyette-
sitve g(y,2) =4+ 1% + 222, fgy a
gy(y,z) = 2y = 0, g;(y,2) = 4z = 0 feltéte-
lekbSl y=2=0. A feiulet egyenleteb
z = 2. Mivel 4 + 3% 4 227 > 4, a feliilet
Pi(2,0,0) és P»(—2,0,0) pontjai esnek leg-
kézelebb az origéhoz.
2. megoidas Ha 2% helyébe helyettesﬁunk’
(z? — 4)-et, akkor a g{z,y) = 22% + ¢ —
fiiggvény minimumat kell meghataroznmik
az |z| > 2 tartomanyon {ugyanis 22 — 4 =
22 > 0)ésagi(z,y) =42 =0, gy{z,y) =
2y = 0 feliételekbdl z = y = 0 adédik. Ez a
pont azonban nem esik a 22 = 2 —4 feliiletre
{nem teljesiil az |z| > 2 feltétel). Az |z| > 2
altal meghatdrozott tartomdnyon a parcidlis derivaltak nem vesznek fel 0 ér-
téket; a ]mtamn |z| = 2, igy a g fiiggvéuynek ott lehet szélsGértéke, ahol a
g(£2,y) = y* + 4 fiiggvénynek. A minimumbhelyek: P1 (2, O 0) és Py(—2,0,0).
3. megoldés: V f(z,y, z} = [2z, 2y, 22], u(z,y, z) = 2% — 2* — 4, Vu(z,y,2) =
[22,0,—2z]. A Vf{z,y,2z) = AVu(z,y,2), u(z,y,2) = 0 egyenletxendszer
megoldésai: Ag = 1, (zg,y0,20) = (2,0,0} és Ay = -1, (a,l,yl,zg) -( 2,0, {))
Az f fugg,ueny ér teke e helyeken 4, amely minimum, ugyanis z? 4 y2 4 2% >
2?4 2% > 2t = 4. (A mésodik abrdn az f(z,y,z) = 4 és u(z,y,2) =0
niv f‘"“‘"‘ehﬁlot a‘n dzoltuk.)
4. megoldds: A R(z,y,2} = 22+ % + 22 + Ma? — 2% — 4) fuggvény segitségével.
134.Keressiik az f(z1,22,73,24) = z1220374(100 — 21 — z9 — x3 — 24) fiiggvény
szélsGértékeit. A parcidlis derivaltak pozitiv zérushelyei az
2r1 4 ro+ z3 + x4 =100 x1+ 2z9 + 23 + 24 = 100
£y 4+ 9 + 2x3 + x4 = 100 21+ 20 + 23 + 204 = 100
egyenletrendszer megoldasdbé] adédnak. SzélsGérték lehet a Po(20, 20,20, 20)
pontban. A mésodrendd parcialis derivaltak értékei: f;,z;(Po) = —9{}3, ha
t#E 3, faun(Po) = -2 20%, 4,7 = 1,2,3,4. A determinédns-sorozat: —2 - 203,
3-208, —4.20°% 520" Ez valtakozé el§jeld sorozat, az els§ eleme negativ,
tehdt az ;1 = 2 = r3 = x4 = 20 értékekre a szorzat maximalis.

135.Keressiik az f(z1,22,...,2n) = z122...20(l — 21 — 20 — ... — Zy) fuggveny
szélsdértékeit. A parcidlis derivaltak értéke zérus a Po(57, 5+ : n-i-!) he-
lyen. A masodrendi parcidlis deriviltak értékei: fe .z, (Po) = ——2(" I Yyl és

friz;(Po) = ——(ml_—l)"‘l, ha i 7&] (3.7 = 1,2,...,n). A k-adrendil determi-
nans értéke: Di(Po) = (—1)%( "H )"("_ (k + 1), ami valtakozé el&jelii, az els§

eleme negativ, tehat az o1 = =, = értékekre a szorzat maximalis.
) 1= Py

n+



16.

Tébbviltozés valés filggvények integrildsa {(megoldasok)

a) I=(0,2+0,1)-0,4-0,2+(0,5+0,1)-0,2-0,2 + (0,8 + 0,1)-0,4-0,2
+{0,2+0,5)-0,4-0,6 +(0,5+0,5)-0,2-0,6 + (0,8 +0,5)-0,4-0,6
+{0,2+0,9)-0,4-0,2+(0,5+0,9)-0,2-0,2+ (0,8 +0,9)- 0,4 - 0,2
=1

b)I=0,6. c)I=14

Az f(z,y) = zy fiiggvény folytonos a V tartoményon, ezért ott integrélhaté
is (T 16.3). Elég tehdt az integralkozelits osszegek egyetlen sorozatinak ha-
tarértékét meghatérozni. Osszuk fel a V egységnézetet az y = k/n, 2 = k/n
(k=1,2,...,n—1) egyenesekkel n? darab egyenls részre, legyen ez a By, be-
osztis. E beosztis minden kis négyzetének az origéhoz legktzelebh esd sarkat
valasszuk reprezentinsnak. Ekkor az I, integralkiozelits osszeget felirva:

2

I, = “Z F(P:) Avy;

=1
00 01 02 106 11 12 n—-1ln—1y 1
=(——~+~~+——+---+——+——+——+---+ -—)—5
nn nn nn nn nn nn n n 17

(1+2+ +n——1)2 1 (n—i)zl 1 (n — o)
=i — — e . m——= — e - .
n n n n? 4 o
Tehit az integral értéke 1.

Az elizé feladat megolddsihoz hasonl6an:

In:if(ﬂ-)&vi=((g+g)+(%+§;)+---+(n—l +"_1))+%

n n

=1

1 - 1 — 1
=2n(g+—+-~-+n })-—=2n(n 1)————»1 {n — oo).
n n n n? 2 /n?

Mutassuk meg, hogy minden beosztishoz van olyan reprezentdnsrendszer,
reellyel az integralkozelitd Gsszeg 0 illetve olyan, amellyel 1. Ebb&i kivetkezik,
hogy van olyan sorozata az integralkozelits dsszegeknek mely nem konvergens

- {mert pl. felviltva 0 és 1 értékeket vesz fel).

Mivel f és g folytonosak, és folytonos fiiggvény abszolit értéke is folytonos,
ezért az egyenlStlenségekben szerepld integralok léteznek (T 16.3). Felhasz-
nilva az |z + y| < |z} + |y| Osszefiiggést, az alabbi egyenlétlenségeket kapjuk

16.1



16. Tobbvaltozés valds filggvények integrilasa

az integralkozelits dsszegekre:

> f(B) | < 3 1S(R)] Aw
=1 i=1
3 70 + o(P) B < SR + l(Pl A

= SO IF(P)| Avi 4+ 3 lo(P)l Aw

Az integralkézelits ssszegekre fennallé egyenlStlenségek a hatarértékeikre is
fennallnak, ami bizonyitja a feladat allitasat.

6. Legyen V beosztasa ViUVaU.. .UV, AV tomege kizelithets a (i, yi ) Av;
értékkel, ahol (zi,1:) € Vi. A Vi-be esS testrészt helyettesitve az (i, yi)-be
helyezett pontszeri testtel, a pontrendszer nyomatékara a

> (@i — a)olzi, 1) Ay
1=1

értéket kapjuk, ennek hatarértéke pedig

Jf, @ = ez vy dv

8. Két epyviltozds integréllal szdmolva,
2

141 1[42 1! 1y 21 1
dd= — :/ —d: e = -,
j;/nxyxy /o[zy]ody 0 2™ l40 1

1 gl 1 21! 1 2 1
¥ 1 x T
/ﬂj{;(m-{—y)dy z= | [my+2]ﬁd$ A $+2 dz 2-!-20 1
2 1 2 4%} 1 [£27? 5
o [ dyde= [ L] sda=z|5| =%
A Y S R ) ) I
2 1
10. 2. 11. E(31—9\/5). 12. (1 -In2).
27 76
13, —. - 14, —-&4. 15, —.
3 . 3
128 T
16. T 17, 3 18. 3
T 1
19, 51!13. 20. § 21. 0
16 2 2
. = 23. (3™ -1). 24. -
2 - 3 ) 9
1 2r—z° 1 3 9—y2
25 // dydz = = 26. j / . dody =32
0 Jr? 3 -3J1-4



16.

Tobbvéliozds valés fuggvények integralasa

27.

29.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.
39.

4

o

42.

44,

45,

1 pchz
/ fh dydr =shl—chl+1.
0 Jshz

. /{‘)2 j:_z(x +y),dy,de = g

] 1 1 T 2 by 50
—— =i~ . . = — (ld. 4bra).
f/l-]—a: dy dz Inv2. 30 /ofy2 sy dz dy 3( dbra)

f / e dy d2 = ~(\/_— 1). Y
\11 +y?
- 4
/ f i :cyd:cdy:R—. 81
o Jo 8
1 pyf1-p2 :
/ /_y ! zy® dz ds =i. y=Vz
cos i
/ f e* smyd’cdy——e%:+£+e—1
I:] j e’ dy(Lt:——(e—-l). 6 z
—f ] ye(I b dydL—-%( 1 _1).
4
I= / / sin :L‘%dyd:r: = -
0 ] 3
2 ez’ ;,;3 Y Rlnz
1= / ] sin( % — ) dy de = 0.
A hatérold gm])ek egyeulete: y =Inz, In z
y=2lna, y=I2, y=13 az eldhh
kettd inverze: ¢ = e¥ és & = e¥/? (lasd 103
az abrat). Mindezek alapjin: -]
In3 pe¥ L
/1 ]/q dedy =1—2(V/3 — V3). VR 3

/ /hL (y* -—71)dyd1-—1°\/_ 41. ]
. ||

sin £
f ] (sin? 2 — y?)dy de = 5

sit
4lnd- 1
// 1 (iy(i:r=~—1~1—3—.
g Jigl 243 3

Legyen a két kirhenger egyenlete y® +
:* = R® ¢ 2® + 27 = R®. Ekkor a
=0,y =0, y = z egyeuletii sikok,

- 2 2 9 20

és az @° + 37 = R® egyenletii henger
altal hatdrolt test térfogata a feladat-
beli test térfogatdnak 1]_5 részét kapjuk
(lasd az abrat). Tehat

R 3
V:IG/ jI \;‘Rz—-a:?dyd:r:%.
o Jo

6.3

L.
ki

z
3

4
ydydr = -,
zy dy dr 3

1
) (2 —y*)dyda = —??




16.

Tobbviltoz6s valés liiggvények imeérélésa

46.

48.

50.

o]

51.

i

52.

53.

54.

55.

36.

57.

58.

/2f2—3/2—z—y dz dydz :i. 47. ‘/02./: ]02—2I dzda:dy——lf-
/ / L f&'+8 dz dydz = .1.92_4 ?9. f—‘fifgz_ya ; dzdydz = %
L d I dzdxdy=[2[]4—y (v+2)ddy = 5
f: fozz ]:Ly ds dy das = foz ./:2(3:2 —y)dyde = 15_6

A tartomaény a pozitiv nyolcadban van.
Alulrél a z = y? parabélikus henger,
felilré] az y = 2 hengerszert felilet,
jobbrdl {az z tengely pozitiv irdnyabdl)
az y* = 2 — z parabdlikus henger, bal-
16l a 2 = z sik hatarolia. Ha el@szbr x,
majd y szerint integralunk, akkor az x
az x = z feliilettd] az = 2 — y?® feliile-
tig valtozik az y = 2° és az y* = 2 gor-
bék altal hatdrolt yz-sikbeli tartomany
folott, mig e tartomdnyon y megy z3-
t61 \/2-ig és z megy 0-t4l 1-ig.

1 /72—yt

j/ / ! dedydz = —

0 S8 z

3

2 4 A= 2 2 T
/ / f ! dfzo!ydz:§2 1-Z d:r:g-‘-i—ff cos t df = 8.
—2 J2 S ATy 3 J-2 2 3 Jaz

a b-z-a: c-S1—fy abe?
// / zdzdyde = — T

] /(\/_—\/72 /(\/—‘\/_ B

Z

zdzdydr =

-1 /“’“‘” (Va-VE- Vil dyde = {a-yE-i=t}

NN o
=/, 20 dz = {Va -~ /z = u helyettesités ntdn} = 810"

8/(]1/(}1/(}]_Igzzdzdydm=%.
i=f4fﬁ£dydm//4jﬁdyd$=lr)—2,

o= [ [ vavas [ [ [ e

i‘:,/(; /g ’sk('r: -E-y')dyd:z::/Lja k(a:“-{-y2)dyd;r=-58—a=§

16.4



16.

Tshbvaltozés valés fitggvéuyek integréldsa

59,

6

o

61.

it

64.

65.

66.

68.

70.
1.

72.

73.

75.

_ 5 _ 4
3’3:— -= —,
V=7
4 3 3 3a 3b 9v/ab
— a2 =1 o= 3 .
//f dz dy dz gab, 7= = VT=7 %
6 d _ 1 1-z o dd . 1
M/(I_“) (an)v—/ﬂ_/(; {z — 2)zy ydo = —7,

j:/;, (v — BYo(z,y)dv = fui ./Ul_x(y + eydyde = —1195%

Mivel egy o nyilasszog(, v sugari korcikk teriilete 1—7'299, ezért

A
Av, = (?‘n + ~-7—) Ay — —(wn - ﬁ) Ay = raArie.

Ez azt jelenti, hogy egy ilyen tartomany teriilete r-rel ardnyos (hiszen ArAgp
koustans), és r épp a Jacobi-determindns abszolit értéke.

Az 2% + y* = R? egyenletii kor egyenlete poldr koordindtakkal » = R. fgy

./:" /OR e dr do = w(1 — e~ 7).

Ha R — oo, akkor az integrl hatarértéke w. Nem foglalkoztunk a tobbvéltozés
fiiggvények improprius integraljaval, de megjegyezziik, hogy ebben az esetben
az egész sikon vald integral értelmezhetd, és az el6bhiek szerint:

0o rogQ 2 i poo
f f e~ @0 gy gy = fn / e rdrdp =
—o0 J—o0 0

kil \/E x 1 Y
/(;Z/a rdrde = —Z— 67, /{}7./0 rsine” drdp = g(l—cos 1).
25 ¢5 3 * pdsing 3 9
/ ] r° cospsinpdrde = 0. 69. ] jﬁ 7° cos® pdr dp = 4.
0

// - 1drdtp— (l—e_i).

A belst integral hatéraibéi kapjuk, hogy y* = v —z?, azaz 2% +y? = 2, amib8l
az X = rcosy, ¥ = rsingp behelyettesitése és egyszeriisités utdn az r = cosyp
egyenletet kapjuk. fgy

L ) 3 B 3
f:%A mdrde = 32"
Ir ol
] fo (4 + rcosp + 2rsinglr dr dp = 4n.
e ~

T gpicosg 256 Ir 2
/_z /0 ridrdp = 2 74, ] / Vd = 2rdr dp = 237
T

Az=z4+y, 2+ =24y fehiietek az xy-sikot az r 4 y = 0 egyenletii
egyenesben, és az (z — %) +(y — ) (-—,,)2 egyenletii kérben metszi. Az

2

16.5



16. Tsbbviltozds valés filggvények integrdlasa

76.

77.

78.

utébbi altal hatarolt korlap lesz az integrdlds tartoménya. Vezessiik be az
1
T = 2 + rcosy
.
Y= 5 +rsing

(=, y)
r e )

helyettesitést. Ekkor = r. Az integréltranszforméaciét elvégezve

/ (:c+y)dv-f fT( +rcosp + - +rsm<p)rdrdtp~£

14 2

Legyen z = Yrcosp, y = 1rsin p. Ekkor B(x,y) =L Az integraltranszfor-
3 ’ z dr,p) 6

maciét elvégezve

f/ (1— 9z —4y)dv-—j f(1~12) drdp = .

Mivel a hatdrolé gorbék egyenlete zy =konstans, illetve y_ =koustans alaki,
z
ezért az )
Y
Y = U, —=vy
I

viltozdk bevezetésével olyan 1j viltozékat kapunk, melyek konstans értékek
kozott valtoznak, nevezetesen

Az egyenletekbé] z-et és y-t kifejezve felirhaté a Jacobi-determindnst, majd
az integral az 4j valtozdkkal.

3U2

T = ;‘1 y= Vsuv1

Y T I WL W,
Ta3Vur T 3Vt WEsye YTV

Ney) _|3Vw —5Var|_ L f/ L gy ="
Au,v) 1%35”5 ;3;‘3 3¢’ 3v 3 q

- n a
Mivel a hatirolé gorhék egyenlete ¥ =konstaus, illetve %g =konstans alakd,
x

ezért az s
Y Y

==y, =y

T z?
valtozdk bevezetésével olyan 1ij viltozdkat kapunk, melyek konstans ériékek
kbzott valtoznak, nevezetesen

p<u<sy, a<uv<b

16.0



16. Tobbvaltozés valés fuggvények integrilssa

Innen az eléz8 feladathoz hasonléan kapjuk z-et és y-t, a Jacobi-determinanst,
végiil az integral értékét.

3v 1
v . d(z,y) A
= 3 y= ] 2w 1 _'—E)
b B 3 u

a b
= Luto) y =50 -0)

Az uv-sikban a gérbe a v = u? alakot &lti,az z-tengelynek, azaz az y = 0
egyenesnek az u = v egyenes felel meg (lasd dbra). A Jacobi-determindns és

az integral tehat:
b 1 ju
—C—l—, / / —(}Edvduzg—b.
2 o Ju2 2 12

Oe,y) _ 2
egyenletrendszerbsl u-t és v-t kifejezve, majd a

Nu, v) —% -

3
2
b
H

80. Azu=z+y, v = v
: z+

Jacobi-determindnst is kifejezve kapjuk, hogy z = u —uv, y =uv, J=u. A
hatarok valtozasanak leirdsdhoz dbrazoljuk az v = konstans, v = konstans
paramétervonalakat az xy-sikon. Lithatd, hogy az u-paramétervonalak 0-tél
a-ig valtoznak, a v-paramétervonalak az y = 0 egyenestdl az v = 0 egyenesig

véltoznak. A v = Y
z

; egyenletbsl adédik, hogy y = O eseténv=0&x =0
esetén v=1, tehét v 0-t6l 1- ig véitozik

81. dz dyde = r dmdrdp = 2m.
\/’?5:’5

27222 -2y% 9 2437
82. / /\/9—_55 224y? dzdyd:c:]ﬂ j{)[ﬂ ?‘(l?ﬂd?‘d{p: 5

83. Az z’+y® =az, 22 +y?+2° = 2az egyenle-
tekbdl kapjuk, hogy 2% = az, melyb&l z = 0,
vagy z = a. Az el8bbi esethen z = y = 0,
amely pontban a két feliilet érinti egymast,
a z = a esetben 2% + y:' = (12, mely a két
feliilet metszésvonala. Telidt a testet alulrdl
egy paraboloid, feliilré] egy félgomb hatdrol
ja. A test zz-sikkal valé metszete az dbrén
lathatd. A hatdrokat a test negyedére felirva:

a?—-z? '] e
4/ f / dzdyde =

16.7




16. Tobbvaltozés valés figgvények integralasa

% pa. pal-rl4a Tadm
4]{;/(;[%3 rdmdrdp = .

6
2 2 pm T
. ~drdmdy = —.
]{; /; '/{; T dr am ap 3

% r2cosp ra 2
85, f?j ]m1-2dmdrdcp:8%.

2x  p2a ViaZ—r? 5
f j 4a — mirdmdrdy = &/?—E.
aben?

/zﬂf / mabw-dmdrdsﬁ 2
2 2

88. A két felillet metszésvonaldnak egyenlete :0_2 + %,— = 2. A két feliilet egyenlete
a 2

8

B

8

o

a médositott hengerkoordindtdkban felirva:
rrimdP=1, m=-1

amib&l a hatdrokat kénnyen felirhatjuk:

-/;2" j[;ﬁ fjﬁ:: aber dm dr dyp = 2aben.

89. Végezziik el az alabbi helyettesitést:

Y =7 Ccosy
z=7sing
z=rm.
Ekkor a Jacobi-determinans értéke r, a két feliilet egyenlete % = 1 illetve

r cosp = m, a felilletek metszésvonalanak egyenlete pedig » = cos .~ amibél

L  rcosp prcosy
ff ] ] rdmdrde = =
~-%J0 r? 32

90. Végezziik el az aldbbi helyettesitést: z = 2rcos¢, z = Jrsing. y = i Ekkor
a Jacoli-determindns értéke 6r, igy

[21r ot 6 dmdr d
/. fﬁ/{;..me. rdmdrdp = 6m(e — 1).

91. Végezziik el az alabbi helyettesitést: y = 2rcosy, z = rsing, r = m. Ekkor
a Jacobi-determinans értéke 2r, a hatérolé felilet egyenlete r? = (m — 1)
azaz r > 0 miatt » =m — 1, igy

2 1— )
j / / ar‘)m dmdr dp = idd

16.8



16. Tobbvaltozés valés fiiggvények integrildsa

92. A metszésvonal egyenlete 2% + y? = % Hengerkoordinitikra térve

///V é(z,y,2)dv ::j:r‘/evli ]r:_rz(Z—m)rdmdrd(p = 3%,

zs=ys =0
2% l, 1—r® 17
//j;/ z6{z,y,2)dv = ./0 ]ﬂvt j,-z (2m = m*)rdmdr dp = -S_JG_W’
L
* 36
93. Médositott hengerkoordindtékra térve a hatdrols kip egyenlete (m—1)% =2,
ami m < 1 miatt ekvivalens az m — 1 = —r egyenlettel, igy
2% 1 1—r abcﬂ'
dv=[" [ [ aberdmrdp =
j/fvv Oﬂﬂacrm?{p 3
zs =1y = 0.

f/fvzdvz.[]%‘/: j(;l‘—rmabcrdmdrdtp: “1)162271',
Zg = .

Wl o

R p2r gx 3
94, /{; _/0 /ﬂrzsinﬂdﬂ(ltpdrzuzﬂ.

95. A hatérol6 felilletek egyenlete ¥ = ag, r = 2acos ¥, tehat
27 pop placosd 4’
fo /ﬂ /; rlsind dr dd dp = %(1 — cos” wp).

22 % padcosd 3
96. ] ./7 / rsind dr dd dp = ik
o Jo Je 3

2r % peosd T
or. [ [ [7 P sinddrdode = 5.
L, Tsmid Y =15
2r & g9
98. /u /ﬁ /3 sind dr dd dp = 67(2 — V3).
99. A stirtiségliiggvény o(z,y,2) = \/z? + y? ami gombi koordindtékban rsind,
igy

2% ;— 3 5 8171'2
///V olz,y,z)dv ]B .[0 /ﬂ rsind résind dr dd dy g

2 % 3 . 162
f/] zp(z,y, z) dv :[ ff/ reosdrisin ddr dd dyp = ————E,
V. o Jo Jo 5

16r
Is=ys=0, Zg = 5
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16. Tobbvaltozés valds {iiggvények inleéréiésa

100. A térbeli polarkoordindtés alakot gy médositsuk, hogy cseréljiik fel z, y és
z szerepét:
z=rcos?

y = rsintdcosy J =risind
z = rsmvsing,

A feliilet egyenlete e koordindtarendszerben r#* = r?*~1 cos™ 19, azaz r =
cos?1 9, Igy

2 p3 peos™ 19 " T
“sinddrdddy = ——r
]0 .[0 /0 r“sind dr dd dp 36n 1)

101.z = arcos¥, y = brsindcose, 2z = ersindsing, |J| = aber?sind. A feliilet

egyenlete e koordindtarendszerben = %1’ cos?, azaz r = ‘3/? cosd. fgy
- L
x5 8/ fcos? 2,
f / / d aber? sind dr d9 dp = lhadil )
¢ Jo Jo 3h

102, fffv dv = j:ﬁ /0% /01 aber®sind dr dd dyp = 2al?:c:fr’

ELANE A g . abe*m
f]v,,dv—fg j& ,[0 crcosdaber®sinddr dd dp = i
3c

$s=ya=0, g = .

103.Ha a feladatbeli sikok egyenleteinek bal oldalan all6 kifejezéseket valasztjuk
4j valtozéknak, akkor ezek konstans hatdrok kézott fognak valtozni:

u=—z+2y+ 2z —a<u<a
v=2r—y+ 22 -b<o<b
w=2z+2y—z —c<w<e

Ezekbdl az egyenletekbsl z, y, z kifejezése utdn a Jacobi-determindns és az
integral is konnyen szdmithaté:

_ —u+ 2v + 2w

- 9

__2u-—-v+2w J_l
v="g =7

Qu+2v—w
g=—

9
[l im [ . it =5

u=—z+2y+2
v=2r—y+2=
w=2r+2y—z

104. Legyen

16.10



16. Tsbbvaltozds valés fuggvények integraldsa

Ekkor a tartominy az uvw-koordindta 1'endszer!)en az ut + 0P 4 w? =1
egyenletil gomb. Az el8z8 feladat szerint J = 2}—7 Igy a térfogat

j/ dv—f/j;———dwdvdu—]h/;/{: %7'2Sillﬂd?‘dﬂd@=%}r‘.

105.Legyen
v=23r ~y+z
v=3r+ 2y —5z.
w=2z+ 3y — 22

Ekkor a tartomany az uvvw-koordindta rendszerben;

-1<u<i, —\JI“EZSUS\f].—uz, —a < w < qa.

A fenti egyenletrendszerhsl x, y, z kifejezése utdn a Jacobi-determindns és
hengerkoordindtakra valé 4ttérés utdn az integral is kdnnyen szamithats:

_ 1iu + v+ Jw _u—5v+13w Tu—Tv + Tw 1

PO
2 =

28 V= 28 : 28 ST og

// dv—/ /W .58 dwdvdu-/ ’[%/ —dr d{pdw—%.

1 e i
. I )
106.]0 jey yddy = (e - 2).

!
10'1’.[I ,/1 cos(z —Inx)dyde = —sinl + sin(-l— +1).
1 e

i4
108. —.
6

109.1. megoldas (integral transzformacioval). A két paraboloid metszetgsrbéjének
y- és z-koordindtdi kozotti dsszefiiggds a két egyenleths]l megkaphaté:

T :G—yg—'Tmz = 5y° + 52° azaz y? + 227 = 1.
Alkalmazzuk a kivetkezd transzformaciét:

Y =Trcosy

Jl =
Vir=r sin ¢ 1]

T:// (/Sz:f—:z )djd / (6 — 6y° — 122 =2Ydy d=

g 3 37{
—] (‘6(1—1)\/_(11([5/—:5,

16.11
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16. Tobbvaltozds valés fuggvények integraldsa

2. megoldés
! 6—y?—7z% 7— V1222 6—pt-72"
=[] de) dyds= [ j
.// ( 5424522 1) Y VT=257 J5y? 4522 do dy dz

VI=2:2
/T (6 — 6y® — 122%) dy d=

1-2

— 75 218 N T
= 8/_ ) (1-—22%)2dz (helyettesités: z = ﬁsm t)

L

“ 3
cost tdt = =

-5 L vz

110.1. megoldas (integrdl transzformaciéval}:

z
— =T Cos 2 1 b
; I::f / \/l—rzabrdrdtp:2a iy
4. 0 Jo 3

b

2. megoldas:
1:4/[}“[)‘/]_—%55\/1—2;— %—Z—dyda:.
% = \/1 — Z—Zsinu
helyettesitést, ekkor
I= /{:21) (1—~ g—;) gd::: = 2(131)#.

111.1. megoldas: Ha a > /2b, akkor az « + y + 2z = a sik a z = 0 sik felett vig
bele a hengerbe (lasd az dbrakat). gy

/ /\j!?;; a—z—y dzdydr —-/ f;;-f(ﬂ—lf—y)dydmzabzm

2. megoldas: Legyen x = rcosg, y = rsing, £ = m. Az ij hatdrok, és ax
integral ckkor:

Végezziik el az

0<+<h 0<p <2, 0<m La—r{cosy +sing).

2x b pa-—-r{cosp+sin g}
] ] / rdmdrdp =
0 0 Jn
2x b N
[ f(a —r(cosyp +sing))rdrdp = ab™m,
g Jo

16.12



16. Tobbvaltozés valés figgvények integréldsa

)
a

a
b 2

112.1. megoldds:

a —g—z c\/i—'r2 e iz 22
f / f ﬁ(i:dyd;r:f / q/l——'L—,}dde::a—bc.
o Jo Jo o Jo a* 3

2. megoldas: Legyen « = arcos¢, z = ersing, y = m. A Jacobhi determinéns
J = acr, az 4j hatdrok

m
OSTSI\ OS‘}QS}E)

5 1 gbreose T ot o abe
acrcoswpdmdrdg = ] / aber® cospdrde = —.
Iy pdmdrdp = [[* [Vaber® cos pdrdp = 5

113.Polar koordinatakra térve

5ol 1—9¢2 T
vdrdy = (7 — 2).
fe /U 1‘}1%?‘27(1({(,9 8(# )

114.Legyen & = arcos¢, ¥y = brsing, : = m. A Jacobi determinans J = abr.

A 8abew
,/0 _/nf_cwabr dmdrdp = .

2 S Y]
115./0 ./D / ¥ sin ¥ dr d9 dip = 7(b* — o).
- 4

2 pa pVat—ri4a Tam
116.[ / j mrdmdrdy = .
0 0 Jr 6

117.1. megoldds: gimbkoordindtik bevezetésével:

% 2':7 1 3 . N T
: Peosddrdidy = —.
j[; fo AI si ¥ cos v dz p T

2. megoldds: hengerkoordindtak bevezetésével:

E T dmdrdg = X
V/;‘/()A medn oy (tz——ﬁ

0<m < breose.
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16. Tobbvaltozés valés fiiggvények integrilasa

118.1. megoldds: gémbkoordinatik bevezetésével:

I ofimoge a’x
= : = —{2 - v2).
/g j‘; /‘;  sind dr dp dyf 3 (2 ~v2)

2. megoldas: hengerkoordindtdk bevezetésével:

2r % a2 2 3 -
/ fﬁf rdmdrdp = i—TE(2 —V2).
0 0 r 3
119.1. megoldds: mdédositott gbmbkoordiniték bevezetésével:

* p2w pl
f / f aber? sin 9 dr dp d = daber .
0o Jo Jo 3

2. megoldas: modosﬂ;ott hengerkoordnlatak bevezetésével:

//_m \{1— bzdyd:e—Bf /ab(:\/l—'rzrdrdcp 4abc¢r

120. A Viviani-test els§ telnyoicadba es§
részének térfogata az egész térfogat ne-
gyede. Ezt gy szdmitjuk ki, hogy a

= /4R? — a? — ¢? figgvényt integ-
réljuk az (x — R)? + ¢4 < R%, y >
0 félkortartoméany folstt. Polérkoordi-
nitékra dttérve a T térfogatra kapjuk,
hogy

*4/ fZRCGw 2 —r2rdrdyp

G-
121. Gombkoordlnat akkal szdmolva:

Y2 rp2 T2 g . r% - ,.%
Av = / ] f rsind drdpdd = (cos Py — cos U2){e1 — w2).
¥ Sy Iy - 3

Ezt megszorozva az

Ar A

ro—ry ¥ — 1

kifejezéssel kapjuk, hogy
1r2 -3 ((208192 cosdy)
3r9 — 1y - 9t

A Langrange-féle kézépértéktéﬁel szerint az f(r) = % ill. az f(9) = cos?
fiiggvényekhez van olyan 1y < R <7y ill. 97 < © < 995 szdm, hogy -

Ay =

Ar Ay A9

3
T8 — 7 ., costhy — cosdy )
2l ogRPan P g o,
re —1rg '192 - 191
amihél

Av = R¥sin OApAdY.
16.14



16. Tobbvaltozds valds {iggvények integriiisa

122.Legyen a transzformacié az alidbbi egyenletekkel megadva:
r=a+tacosy
y = b+ bsing.

Ekkor a Jacobi-determindns J = abr, és igy az integral

27 c(2+r{cos p+sin p)) abr 3
j / ] dm dr dip = aber (~ In3 - 1) .
$(2+2r(cos pdsinp+72)) 1 + 2 - 2

123.Legyen
x =rsindcosp
y=2rsindsiny J = 6r%sind.
z = 3rcos)
Ekkor

2r 7w pls
/; fn/ﬂerﬁrzsiuﬁdrdﬁdtp=241r(e—2).

124.A ry = u és az zln z = v egyenletekbd] kapjuk, hogy

v Inz Inx

—=— illetve v=u——o0u!

u Y Y
Az zy = 1, zy = 2 egyenletekbdl ka,pjuk hogy 1<u<2,azy=Inzésaz
y=3nx egyenletekbol pedig, hogy < Inz <1 Tehat az 4 hatdrok:

1Su§2
1
EUS’USH.

Az z(u,v), y(u,v) figgvények parcidlis derivaltjait az implicit fiiggvény deri-
valési szabdlydval szdmoljuk:
Yy =u, zlnzr=wv,

amib6l u szerint derivialva

uy + s =1 amibsl T, =0 —l
zelnz +24 =0 w =5 Y=o

és v szerint derivalva
Tyl + Yy =0
zynz +zy =1

ff xy)lJ]dvdu—// dv du =

125. A megoldas menete hasonlé az el§z8 feladatehoz:

ff dudu_ 5

16.15
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16. Tébbvaltozds valés {uggvények integralasa

126.Legyen .

Ekkor

v
r=—-y=u+v
U

amibgl
vtv _ (1+2)
171 = u? g
¥
Ha0<z <1, akkor0<:i<1l,azaz0<v < u
Haﬂﬁyga(l—i—:ﬂ),akkor0_<_u-i-vﬁa(1+%)=a
Tehat

U+ v
,azaz 0 <u < a.

a ru a3
/0/ﬂ(shu—i—v)dvdu—acha—sha+E.

127.1. megoldas: Legyen
ztytz=u, cty=v, y=w.
Ekkor a hatdrok:

a<u<a
o U 2u
w—-v<v<2u—2u, auuboiggvS?
v U v
v—w <w < v - 3w, anubol;ﬁwS—Z.

A Jacobi-determindns:

fey o )
2(1 t Y
T=/ ]T/T dwd-vdu:é-g-,(i—.
a % % Su4
2. megoldds: Ha az
T y
vt=zc+ytz, v=—— w==
z T

helyettesitést végezzitk el, akkor a hatdrok ngyan konstansok lesznek, neve-
zetesen

a<u<2 1<0vp<2, 1<w<L3,

de a Jacobi-determindns és az integrélas honyclwil

2a 2 03 oy :2q3
T:/ /j dw du du - .
A A Py

16.16




16. Tobbviltozds valés fggvények integrildsa

128. A test térfogatanak kiszdmitasa tgy torténik, hogy az R = +/2 sugard félgsmb
térfogatabol levonjuk két p = 1 sugard, h = /2 — 1 magasséga gombszelet
térfogatat, pontosabban négy félgdombszelet térfogatot. Egy ilyen gombszelet
térfogata hengerkoordinatikhan felirva:

/02“]01 fimrdmdrdcp - gg«(z\/i- g).

Innen a test térfogata, és a sGlypont koordindtai:
2
V= ?"(5 —2v/2).

z -E/l]:j 2_—ch—yﬂzdzal’ dm—;
N T R N v T (5 —2v2)

A szimmetria miatt z, = y, = 0.

abc? a®be abic
129- Loy = g5 Jue = g Lo = =g
drabc’® dmwadbe drabiec
130.13;9. = T,Iyz = ——l'g-‘-',.[zz = ‘——1'5“—

131.Gombi koordindtdkban szémolva az zy-sikra szimmetrikus felillet egyenlete:
7% = a®r cos ¥, azaz r = a¥/cosd,
tovabba
22 + 9% =r?sin? 9,
igy

2r +%  pacosd 4 .3 asr
Iz—fﬁ ]0 L risin® ddr dddp = TR

16.17



10.

11.

. Differencidlgeometria (megolddsok)

bmy_.3r(f) = %i + 6j — 3k. A fitiggvény a ¢ = 3 helyen nem folytonos.
A t =1 helyen nincs hatdrérték.

limg_o r(t) = j. A fiiggvény nem folytonos a { = 0 helyen.

Folytonos a ¢ = 2 helyen.

limy—p r(t) = {1,5,1]. A fiiggvény nem folytonos a t = 0 helyen.
lim¢ g r(t) = [3, 3 ] A fiiggvény nem folytonos a ¢ = 0 helyen.

Az els8 két koordinata-fiiggvény hatarértéke példdul a L’Hospital-szabély al-
kalmazasaval 1, illetve 2, tovibba

1
Hmtctgt—lz,mi—tgt m I—m
=0 12 i—0 t2igt 50 ___2_ + 9 tgt
—sin?t -1 1
i ¥7 +ztsm Toost M Ty
st cos (5:??) + 2COStamt

ezért Bmyor(t) =i+ 2j— %k. Nem folytonos a 0 helyen.
A vektor-skalarfiiggvény értelmezési tartomdnya a pozitiv valés szamok hal-
maza, ezért csak jobb oldali hatdrérték létezhet. Nem folytonos a 0 helyen.

Int id
hm t**int = hm— m — =0,

1
. sindy % .

Hm (—) = hm
t—-+40 i t—+40

mert bLm 3
t—t0sint —1 t—+0 A

sint—t

4 5
1 sini—¢ ¢ 1
1+ T =e 8,
sin 1—1

int—1 i
am =5 tovabba

1)

. Inectgt s t 1
lim (ctg t)R7 = e+ "RE = fin elfimesol-amizo) = ¢~
t—40 1—--B

1 1
zért Ii t) = —j + k.
ezért tkl}:ﬁ r(t) %J + .
Ly r(t) = éi +i+ lk Nem folytonos az 1 helyen
Ly, g r{f) = hgl +2j—k és limy_4or{t) = !“31 + 2j + k. Nem folytonos és
nincs hatéarértéke a 0 helyen.

Aty =kn =4kl (k € Z) helyeken a figgvény nincs értelmezve és hatdrériék
sem létezik. r((4k +1)3) =i+kés limy 41z = i+i+k, azaz afg =

{4k + 1)F helyeken a fiiggvény nem folytonos. r((4k +2)5)=-i+j+kés
lmy . qp42)z = i+ j+k, azaz a tp = (4k + 2}F helyeken a fiiggvény nem

17.1



17. Differencidlgeometria

12.

folytonos.

r{(4k + 3)7) = Iimt__,{4k+3)% =1i+j+k, azaz a tp = (4k + 3)§ helyeken a
fiiggvény folytonos.

A tg = 1 helyen a fiiggvény nincs értelmezve, igy nem is folytonos ezen a
helyen. lim;—.;—or(f) = 4i + j + k és hmy 149 r(t) = 4i + j — Kk, azaz nincs
hatarértéke az 1 helyen. (A mdsodik koordinita-fiiggvény hatirériéke pél-
daul L'Hospital-szaballyal szémithat6 ki.) Ha ¢ = 2k (k € NT), akkor
H!nt._,gk_g !‘(t) = (2k + 1)2i 4 %E;;j —k és ﬁlllt_,gk_;.g I‘(t) = (2k + 1)2i +
Holi+ k = r(2k). Ha tg = 2k + 1 (k € N¥), akkor limy (o5 41)-o x(t) =
4(k + 1)%i + Wﬁémj +k és limy_, opp1)40 () = 4(k + 1)% + m%‘?ﬁj k=
r{2k+1). A fiiggvény csak jobbrol folytonos az 1-nél nagyobb egész helyeken.
{(Megjegyezziik, hogy minden més helyen a fliggvény folytonos.)

13. i3¢® —jsint — ke . 14, (i—j)sin2t.
15 i‘.),111tcosh}2t _j 4t K 1 -

¢ (t2+1P2 2+ 1)1
16. kin3. 17. —i\/—i%———;:ﬂ'l"jz“htz + ksh2t,
18, i 2t +j LI k L . 19. 3cost(cos®t — 3sin? t)i.

V1+tt tch?lnt sh?¢

20, 4V (4 + 1) i+ 3% (7% + 3) j + 1082 Vik.
21. Tegyiik fel, hogy az r(t) fiiggvénnyel megadott gorbe lleszkedik az Ax + By +

22.
23.
24.

25.
26,

27,
28.
29.

30.

C'z + D = 0 egyenletii sikra (A% + B? + C? £ 0). Ez azt jelenti, hogy ezt az
egyenletet a gérbe minden pontjinak koordindtéi kielégitik, azaz
A22 + B3 41 +1)+ C(2t—5)+ D =0.
Ezzel ekvivalens a
24+3B=0, B+2C=0, B-5C+D=0

egyenletrendszer. Az egyenletrendszer megoldhatd, példaul: 4 = 3C, B =
—2C,D = TC, ahol C # 0. Vélasszuk az egyszeriiség kedvéért C-t 1-nek. A
gorhét tartalmazé sik egyenlete: 3z — 2y + 2+ 7 = 0.

2vtz—4=0

FAE)Ycost i + fA(t)sin®t = f2(¢).

A gorbe az f; + %; = 1 egyenletd elliptikus hengeren van.

A gorbe az 2¥ 4 y* + 2% = 1 egyenletii gdmbon van.

Az f(t) figgvénytsl fiiggetlentl 22 + y* = 24?
girbe ezen a hengeren van.

, ezért minden ilyen egyenletid

A gorbe az x? + y* = 1 egyenletii hengeren van.
A gorbe az 42 + 4y° = :* egyenletd kipon van.
A gorbe az 2 4+ y® 4 2% = 4 egyeuletii gombon van.

a2 .
A gorbe az Iy + %2’ + &z = 1 egyenletii ellipszoidon van.
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17. Differencislgeometria

31.
32.

33.

34.

35.

36.

37,

38.

39.
41.

42.

43.

44.

A gorbe az 2% 4 y? + 2* = a® egyenletli gémbon van.
Legyen y =  (paraméter). Akkor z = —2t és z = +v/a? — 5t2. A metszésvonal
(kor) egy paraméteres vektoregyenlete: r = —2ti + tj + va? — 5t%k.
Ha z =t akkor y + 2 =1 —t és 22 — y? = 2. Ebbsl

t?=(z—y)z+y) = (z -yl 1),

2
azaz z —y = 7 (t = 1 nem lehetséges, mert ha ¢ = 1, akkor 1 = % =
{(z — y}{1 — 1) = 0.) A metszésvonal egy paraméteres vekioregyenlete:
1-2t, 22 -2t+1
j k. Y

2(1 —t) 2(1 -¢)
Phl=ad, Pt =b

2
r = iacost & jy/b2 — a?sin’t + kasint. “ z
Az @ = b esetben két ellipszist kapunk. (1.
abra).
r(2)=—-i+jins + ke ? és ‘ z
1 2t

r=1t+

(1) = . f ek
r() (1""t)21+ 1+t2.! € %
. 4, . < x
igy #(2) =i+ i - —k, ezért az érintd egy vektoregyenlete:
e

p=r(2) Fub(2) = (u—1)i+ (% + b+ é(l —wk (u€R).

. . 1
p:(1+2u)1+(2—u)‘]+z(2+u)k.

p= g(u — )i+ (1 +u)j +2(1 — wk).

—(1 )'+(1+ )'+ = )k
p=(5-wjit(5+u)i RN
p=1i+uj+k 40, p = i(1 + ua) + ju + k(1 + ua).
p:4(1—2u)i+4(u——%)j-i—Q(l—u)k.

1
p=v3(1 +ul]13)i+1113(—2~+u)_§+ﬁ(§+§) k.

p:2(1+\/ﬁu)i+(\/§+4u)j+a(%+u)k.

#(1) = 0, igy a D 17.6 alapjin nem adhaté meg a {p = 1 paraméterd pontban
az érint egy iranyvektora. Az érint§ egy irdnyvektorit (ha létezik) ebben
az esethen a kovetkezd médszerrel hatarozzuk meg. A v(f) = r(t) — v(1) =
(t—1)%+ (- 13+ (¢ — 1)k (¢ # 1) vektor a gorbe ¢ és 1 paramétert pont-
jan Atmend szel§ egy iranyvektora. Nyilvanvals, hogy a szelének van olyan
iranyvektora, amelynek valamelyik koordinatdja 1. Az érint§ egy irdnyvek-
torat a szel8k ilyen irdnyvektorainak hatirértékeként adjuk meg. Osszuk el
a v(t) vektort példaul az elsd koordindtsjival, azaz (¢ — 1)%-tel. Igy azt az
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17. Differencidlgeometria

45.

46.

47.

48.

49,

vit
iranyvekiort kapjuk, amelynek az els§ koordindtdja 1; ekkor %n'r}l zt—(—l)—)? =1

Az érint8 egy vektoregyenlete: p = (v — 1)i + j + 2k. (Ebbdl lathats, hogy
nincs olyan irdnyvektor, amelynek mésodik vagy harmadik koordinitdja 1.)

Az eldz8 feladat megolddsi médszerét alkalmazzuk, mivel #{0) = 0. A sze-
16k olyan irdnyvektorainak, amelyek elsé koordinatija 1, nincs hatarértéke a
to = 0 helyen, {gy az érintének nincsen olyan irdnyvektora, amely elsd koordi-
nétija 1. Véalasszuk a szel6k irdnyvekiorainak masodik koordin4tdjat i-nek.

t
(Megoldhaté gy is, hogy a harmadik koordindtat valasztjuk igy.) ]tm% -*—;(iz) =

1
i+ 51(, amib&l az érinté egy vektoregyenlete: p = 3i + (u — 1)j + (;—u - 3) k.

(1) = 0, igy a 44. feladat megolddsi médszerét alkalmazzuk. Valasszuk
a szel8k iranyvektorainak harmadik koordindtijat 1-nek. {Megoldhaté Ggy
is, hogy az els§ vagy mésodik koordinatat vélasztjuk igy.) A hatarértékeket
szamithatjuk példdul L’Hospital-szaballyal. Az érint§ egy vekforegyenlete:
p=(3u-1)i+(1-Ju)j+(e-1k

A Pp pont mindkét feltiletre illeszkedik. Valasszuk az = véltozdt paraméter-
ként. Differencidljuk mindkét feliilet egyenletét x szerint (az » szerinti diffe-
rencialdst a viltozok feletti ponttal jelsljiik):

z+yy=10, yy+zz=0
A Py pont koordindtdit behelyettiesitve:
142y=0, yg+2z=0.
Ebb&l az egyenletrendszerbdl kapjuk, hogy a Py pontban § = —% és z =

£ = 1 miatt a két felillet metszésvonalinak Py pontbeli érintévektora:
=1, —%, %] Az érint8 egy vekioregyenlete:

b

. i, t
P=(1+8i+(2~5)i+ 2+ )k
Az érintd egy paraméteres egyenletrendszere:
z=14+¢ y=2--, z=2+4-.

Ha az egyszeriibb frasmdd kedvéért 2f-of vilasztjuk a Po-bell érintd irduy-
vektorakéut, akkor az érint8 egy vektoregyenlete:

p=(1+2t)i+(2-8j+(2+t)k

. t,. 2t .
p={(1+i+ (- 5)] +{1- —S—)k. (Megjegyezziik, hogy z-et vélasztottuk
paraméterként. Ha y-t vdlasztjuk paraméterként, akkor az p = (1 — 3u)i +

(1 + u)j + (1 + 2u)k vektoregyenletet kapjuk. A = —3u helyettesitéssel az
el6z8 vektoregyenlethez jutunk.)

z=2+¢ y=4(1+1t), z=16(1+2¢).
17.4
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50.

5%.
53.
54.

55.

56.
57.

58.
59.

60,

61.

Paraméterként most csak z vilaszthaté. Differencidljuk az egyenleteket z sze-
rint:

22+ iz4+2—-29=0, b6z—gz—z—-2=0.
A Py poutheli érintévektor: #(Fp) = {0,(5, 1]. igy az érint8 egy vektoregyenlete:
p =tk
p=(14+t)i+{1-t)i+2k 52. p=(2+8)i+(2-t)i+8k
r=2Tt—2, y=28t+1, z=4f-+6.
A sik egy normalvektora: n = {1,3,1]. A térgbrbe ¢ paraméterd pontjdhoz
akkor és csak akkor tartozik a sikkal parhuzamos érint8, ha #(t)n = 0.

1
) = _%i T3 -3k, Bt =—3 +3+8 -3t

Ebb&1 #(t)n = 0 akkor és csak akkor ha ¢ = 1, tehdt P(0,1, -h.
A sik egy normalvektora: n = [1,3,2}, &t} = 44+ 83 + k. Az
Mtn =22 +3t +2)=0

egyenlet megolddsai: t) = =2, {2 = —1, i3 =0, ezért P1(—§52~,4,-%) és
Py(-1, i,—%—). De £(0) = O, igy a P3(0,0,0) pontban az érints egy irany-
vektorat a 44. feladat megolddsi médszerével hatdrozzuk meg. Nem nehéz
szamolassal lathats, hogy ez példaul a [0,0,1] vektor, amely nem parhuza-
mos az § sikkal.

P, L 8), (41—,

»{r @ 3 13
A t paraméteri{ pontban akkor és csak akkor parhuzamos az érint& az zy ko-
ordinatasikkal, ha ki(2) = 0. Az egyenlet megoldasai azonban nem tartoznak
r(t) értelmezési tartomanyaba, ezért nincs ilyen érintd. (Megjegyezziik, hogy
elegendd t(t) harmadik koordinatajat kiszdmitani.)
c1 (2k+1
P {0, (-1)%b, BHler), kez.

Az egyenes egy irdnyvektora: v = [1,1,1]. {t)v = |i(t)|[v]cos 30°, azaz

4% 4 4t +2 = 3y/4tt 4442 +1 = 3(2¢% + 1).

A megolddsok: Pr(1E1Y2 3 4 2/3,2 4+ V3), Py(10502 3 - 21/2,2 - V3).
(Megjegyezziik, hogy az B(t)v = |#(t)]|v]| cos 150° feltételt kielégits pont nincs
a gorbén.)

r=a (g -1+ u) , y=all+u), z= V2a{2+u). Az érinté a z tengellyel
T szoget zdr be,
) =1+18t} + 61k, az x +y = 0 egyenleti sik egy normalvektora: [1,1,0}.
Ht)n = [F(t)]|n] cos 45°, azaz 1 + 18t = /(1 4 18t)2. Mivel ¢t > 0, ezért ez
az egyenlet a térgérbe minden pontjéra teljesil. A P(, 912,413} ponton
athaladd és B(t) irdnyvektord érint8 egyenlete:

p = it + u) + {9 + 18tu) + k(4V1 + 6v2u).

175
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62.
63.

64.
65.

66.

67.

68.

69.

Az érint6 és az ry koordindtasik metszéspontjira a 4v/83 +6+/tu = ( egyenlet
teljesiil, amelybd! u = —%t adédik, s igy a metszéspont: (%, —3t2,0). A kér-

déses gorbe egy paraméteres egyenletrendszere: & = %, y= 32, z=0,
amelybsl a y = —27z%, 2z = 0 paramétermentes egyenletrendszerd parabo-
14t kapjuk.

’ erin e 1 —cost .ot vrin s 1. ] t
cos(k(t),1) = — = sin® 5 cos(f{t),)) = §smt, cos(r{t}, k) = cos 3

Az érint8 egy paraméteres vektoregyenlete a ¢ paraméterd pontban:
p = a{cost — usint)i + a(sint + ucost)j + b{t + u)k;

az zy koordinitasikkal kézos pontokban b(t 4 u) = 0, azaz u = —1. Ezért a
metszéspontok a kivetkez8 egyenletii gorbét irjak le:

r = afcost + tsini)i + asint — £ cost)j.

r = ie'sint — je' cost.

Az érintd egy paraméteres vektoregyenlete a £ paraméterd pontban:
p = (t + uw)i+ (8 + 2tw)j + (£ + 3t20)k;

az ry koordinétasikkal ktz8s pontokban ¢ = { vagy u = ——%t. A t =0 para-
méterii ponthan az érint§ irdnyvektora [1,0,0], ezért az érintd nem metszi az
zy koordindtasikot. Ha u = —%t, akkor a keresett gbrbe vektoregyenlete:
r= g—ti + %tzj,

A metszésvonal egy paraméteres vektoregyenlete: r = zi + j + (z? + 16)k;
#(z) = i+2zk, #{—3) =i—6k. Az érint6 egy paraméteres egyenletrendszere:
r=-3+% y=1, =z=25-6t '

Az 2% + y? = 1 egyenletdi korhenger alkotéi parhuzamosak a k egységvek-
torral. Ezért az t(f)-nek parhuzamosnak kell lennie k-val. Nincs ilyen pont a
térgdrbén.

Az 2% +y? = z? egyenletii korkip alkotéi parhuzamosak a [cosu,sinu,1] (0 <
u < 2x) alaki vektorok valamelyikével. ¥(t) = [—sint,2cost,1], ezért a tér-
gorbe egy érintéje pontosan akkor parhuzamos a kip valamelyik alkotdjaval,
ha van olyan u és ¢ érték, amelyre cosu = —sint és sinu = 2cost. Mi-
vel cos?u + sinu = 1, ezért (—sint)? + (2cost)? = 1, amibsl cost = 0
kovetkezik, azaz t = § + kn (k € Z). A keresett pontok ((}, 2,5+ ?var) és

(0,-2,5+(2k+ 1)r) (k€ 2).
A korhenger egyenletébe helyettesitve az #(t) vektor koordindtait, mneggyd-

- z&dhetiink arrol, hogy a térgérbe valéban a hengerfelilletre irhaté. Jeloljik

p(t)-vel a térgorbe t paraméterd pontjaban a térgorbe és a henger alkotdi
altal bezart szoget (0 < ¢(t) < §). Ekkor

R
ose®) = Ty T Varg e
17.6
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azaz minden t-re o{t) = arccos %. o{t) = % akkor, ha ¢ = +v/3a.

70. Adott t paraméter( ponton dtmené alkoté egy irdnyvektora: r(t). Legyen (%)
a térgorbe ¢ paraméter pontjiban a térgorbe és a kiip alkotéja dltal bezart
sz0g (0 < p(t) < §).

' HOLO N P
t)= = .
0 = i) ~ Ve
w(t) = 3 akkor, haa = :1:3@

71. A térgorbe t paraméterf pontjin stmend érint§ vektoregyenlete: p =
ia(sin t+cost+u(cost —sint))+ ja{sin f —cost +u(cost+sint))+kbe {1 —u).
A p = p(u) egyenletif egyenes az zy koordindtasikot az u = 1 paraméterii
pontjdban metszi, azaz az ¢ = 2acost, y = 2asint, z = 0 koordinatiji
pontokban. Ezek a pontok az 22 + y® = 44?, 2 = 0 egyenletrendszer kor
pontjai.

72. i(t) = ie'(cost — sint) + je'(sint + cost) + ke',

2 2
s = / e‘\/(cost —sint)? + (sinf 4 cost)2 + 1dt = \/5./; efdt = V3(e?2 — 1)
0

73. s= Y VIt +2dt =[Ot +1]dt =2f°(t+1)dt =1

T4, s =2 [EVHE +a* F 2dt = 2 [E(26° + ) dt = 20.

75. s = [3 /3t + 2dt = BLEINVE 6 83094,

76. s = [ [t +9t|dt =

1 4
T7. A 0 helyen a fiiggvény nem differencidlhatd, ezért s = lim / e df,
yen a fiiggvény idlhatd, esért s = Yo, |, JiG—o)
ha ez a jobb oldali hatrérték létezik. A £ = u® {(u > 0) helyettesitést végre-
o4

hajtva: s = 2(}1_1}20/ mdu = 2In 3.

78. s =2{a+ 2b).
V3 . /12

79. (1) = smthat +jcosth1t ki s— 3./t +

At=+u?—-1 (u>1)helyettesitést aikalmazva.

=2- in -1} =
/fug_l w=2—v2 -l V3(v3 1) ~ 0,917854.
80. A f = shu helyettesitést alkalmazva:
1 In(1+v/2) 351

s:/ﬂ \/t2+1dt:[) by du = Y2 “;1+‘/§)z1,147?94.
81, s =42 82. s=1. 83. s =10.
84, F(t)=1isin2f —jsin2¢; s —f V2sin® 2t dt = \/_] | sin 2t| dt =

\/:fﬂ sin2tdt + V2 |f

% sin 2t dtl = 32£(3 + cos 2¢).
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85.

86.

87.

88.

89.
90.

91.

92,

94.

96.

97.

98.

99,

1 4 4 1 2 2+
.5'-]0 \/1+4_~t2+(4_t2)2dt—f0 (1+4_t2)dt_ [t+h12__t]0

1+In3.
r(t) = costsint{—i3 cost + j3sint — 4k};

5 p2r 7
5= 5[9 | sin 2¢| dt = 10[{l sin 2¢dt = 10.
Hatirozzuk meg a P 17.9 alapjin az ¢ — s fiiggvényt:

s=j;[1"(u)ldu=\/§j0te“du=\/g(et—l), teR.

Aztr—)sfiiggvényinverze:sr——»t:ln(%%-l), —V3 < s < co.

A térgirbe egy ivhosszparaméteres egyenlete:
r=r(s)= (%4}— 1) (icosin (-\;_3—{»1) + jsinln (% + 1) —i—k) .
1 2 .
s=A?ﬁ[u]du={ﬁt’ ha t 2 0;

—V2t%, hat <0,
 ds| |s|

t? = s r=r(s) =i—= + jcos —= + ksin 1

V2 V2 V2 Vo
i 2

s:[)(l—[—u)du:%-}-t; t=1+2s+1—1. (Mivel t > 0, ezért s > 0.)
s

= e,
114
twu t
522/ sm—du:ti(l—cos—), t = 2 arccos
0 2 2

r=r{s)=1i (Zarccos (1 - E) - (1 - i-) 3(84_ S)) +j8(8; S).

. s
t]il‘_l;ﬂ r{t)=0, t= ——\/_—é

t = arshs. 05. t=+s+4-2, s=>0.
5

8

1*—1), 0<S<8,

N
|
!

1
I(s)| = \/-]é 0052%+ §sin2§ 5

mészetes paraméterezési. A D 17.12 alapjén: t(0) = 1(i + v8k), n{0)=}],

b(0) = —H(VBi— k).

1 1
Hs) =1, t(0)=—=(+3k), 0) = ~i, b(0)=-3j+ —=k.
=1, 80)= —=G +3K), n(©)=—i, bO)= -3+
(L. az el8z6 feladat megoldasit!)

) =1, HVE) = li+i+k), n(0)= Z5(-i+Dh
b(0) = —\}—5(4 —j + 2k). (L. a 97. feladat megoldasat!)

17.8
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100.A T 17.13 szerint: t{1) = B i)l = %(Zi + 3+ 2k),
1
b(1) = L XED 1 g g,

[B(1) x ()] \1/2—6
n(1) = b(1) x t{1) = W(7i +8j — 11k).
101.t(0) =k, b{0) = %(2i +3j), n{0)= \Lﬁ(i - 2§).

102.4(2) = H(~2v3i+2j+3K), b(}) = 5(3v3i—3j+8k), n(}) = —3(i+V3j).
T 1 .. ., 1 .. b i .
103.4(;) = :/—7(1—2“\/51(), b(z) = —-fg(zzﬂ), n(;) = —\/-;(;6(21-43-5\/51().
104. t(%—) = 3(3i + v3j + 2k), b(z—") = —lf(-i +5v/3j — 6k),
( )—— \/.(\/51 —j — V3Kk). (L. a 60. feladatot!)
105. t(—5”) =4i+j- V%), b(-*F)= ”z’ﬁ(i —3j — V2Kk),
n("_) \/—(‘/il+ k)
106.4(0) = =(2j + k), b(0) = Fr(~6i+i—2k), n(0)= 551+ 6§ — 12k).
1 . -
107."3(1) = m( 6 - I}l‘i‘ (8 + 1)] +2€k), b(].) = —m(l +_] — ek),
n(l) = 1 (e(e? + 3)i — e(e? +1)j + 2Kk).

e ( 24 1)
108.7(t) = i+3t2j42tk, ezért (1) = i+3j+2k. Az érint6 egy irdnyvektoraa i =1
paraméterii Py(2,1, —2) pontban: [1,3,2]. Az érint6 egy egyenletrendszere:

_y—1 =242
T-2="g— = 5

¥(2) = 6tj+2k, ezért F(1) = 6j+2k és (1) x¥(1) = —6i—2j+6k. A binormélis
egy iranyvektora a Py pontban: [3,1,—3]. A binormalis egy egyenletrendszere:

-2 1= 242

5 VT T T
(#(1) x #(1)) x #(1) = —22i + 18] — 16k, igy a f6normalis egy irdnyvektora a
Py pontban: {11, -9,8]. A {6normélis egy egyenletrendszere:-

z—2 y—1 242

11 9 8
A simulésik mersleges a binormalisra, ezért egyik normélvektora a 3,1, —3]
vektor. A simulésik egyenlete: 3z + y — 3z — 13 = 0. A normalsik merSleges
az érintdre, ezért az egyenlete: z + 3y + 22 —1 = 0. A rektifikals sik merSleges
a f6normalisra, igy az egyenlete: 11z — 9y 4+ 82z + 3 = 0.
109. Erinté: 2 =24+ u, y=2-2u, z=—u
Binormalis: t =2+ 6v, y=249v, z=4dy,

i7.9



17. Differencidlgeometria

Fénormalis: z =2+ Tw, y=2410w, z=-13w;

Simulésik: 6z +y + 42z = 14; Normalstk: 2 — 2y — 2 = —-2; Rekiifikdls sik:

Tr + 10y — 13z = 34.
110.Erinté: r = ui+ j + uk; Binormalis: r = —vi + j + vk;

Fénormalis: r = (1 + 2w)j;

Shinulésik: z = z; Normalsik: # = —z;  Rekiifikdls sik: y = 1.
111.Erint6: 2z =2y =2 +2; Binormslis z +y=2, z=0;

Fonormilis: c =y =1 — 2;

Simulésik: + = y; Normalsik: 2 +y+2z =2; Rektifikdlé sik: z4+y—2 = 2.
112.Erints: z = In 5 + 8u, y=—14+5bu, 2= V5 + 45

Binormélis: 2 =In5+10v, y=-1-4v, z= \/5 — 3\/51);

Fénormalis: z = In5+ vBw, y=—1+64/5w, z= 15— 82w;

Simulésik: 10z — 4y — 36z = 10In5 —11; Normélsik: 8z + 5y + 45z =

2 [
8ln5+15; Rektifikals sik: z + 64y — 8 \/Sz =15 — 146.

5

. 1
113.E1‘int6:3::§+u, y=1, z:—\/‘z-{—\/‘iu;

1
Binormalis: z = 3 +4v, y=143v, z=-v2-2V%;
Fénormahs: x = % +6w, y=1-~12w, z=+2-3/2uw;

Simulésik: 4x + 3y — 2v/2z =9 Normalsik: 2z + 222 = —3;
Rektifikals sik: 2z — 4y — /22 = —1.

114. Tetsz8leges { paraméterd ponthoz tartozé normaélsik egyenlete:

sin 2¢(z — sin’ t) + cos 2t(y — sintcost) — sint{z — cost) = 0.

115.5(2) x £(t) = —2e't + 4e™j — 4e¥'k a simulésik egy normaélvekiora a ¢ para-
méterértékid ponthan, Az egyenes akkor és csak akkor parhuzaimnos a simu-
lésikkal, ha v = [2,2,1] irdnyvektora merSleges a sik normaélvektorira, azaz
{r{t) x ¥(t))v = 0, amibsl ¢t = 0 adédik.

116.Az #(t) = (3t% — 4¢ + 2)i + (2¢ + 1)j + (¢ + 1)k vektornak merSlegesnek kell

lenni az (1) X ¥(1} = —i+ 3} — 4k vekiorra, és ez csak # = 1 esetén kovetkezik
be, azaz az érinté benne van a simulésikban.

. 4, 12, =2
117. Mivel #{8) x ¥{t) = —-i— == Fk merdleges az (1, —1, 8] vektorra, ezért a

t
keresett #-kre:
0= -3t +d4= 202 - 44 =2t - - —4) = (t — 2%t + 1},
s igy csak a P(1,In2, —4) pont tesz eleget a feladat kovetelményeinek.
118. A keresett pont a {0,0,0).

119. A rektifikalé sik egyenlete: 2ax+2ay —2 = 2a%. A rektifikals sik a = ;11- esethen
merdleges az adott sikra.

120. A P, pont rajta van mindkét feliileten. Valasszuk az = viltozét paraméterként,
s tekintsiik az y és z valtozdkat o fiiggvényeként. Differencidljuk mindkét feli-
let egyenletét @ szerint. A kapott egyenleteket ismét differencialjuk z szerint.

17.10
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(Az z szerinti differencidldst a viltozok feletti ponttal jeloljiik.) Természetesen
t=1é1=0
cryy+zi=0 1+ +yp+i24+25=0,
v+yp—2=0, 1+ 9 +yj=0.
A P pont koordinatait helyettesitve az els§ egyenletrendszerbe:
34+V3)+2:=0,
3+V3§—2=0.

Ebbél az egyenletrendszerbél kapjuk, hogy a Py pontban ¢ = —3'3{—37 és 7 = —1.

A miésodik egyenletrendszerbe a Py pont megfeleld koordindtait, valamint az

¥ = _3.3§ és a 2 = —1 értékeket helyettesitve kapjuk, hogy ¥ = —% és

= —— . Ha a ket feliilet metszewonalanak vektoregyenlete r = r{z}, akkor

P3)=1— 3'—3/13 —-kés ¥(3)= 3;4/53 - —k Ezekbsl:

t(3) = %(\/ﬁi —-j—V3k), b(3)= 2\/2_9(—51+ 3v/3j — 8k),

n(3) = —5A=(17i + 13V3j + 4k).
121.¢(1) = ﬁ(i —-2j+k), b(l}= %(m +i) =n(l)= ﬁ(i — 2j — 5k).
122.t(0) =i, b(0)=k, n{0)=j.
123.Ha az x viltozét valasztjuk paraméterként, akkor a Py pontban az

z—y—ay+zz=
1+ 2+ 22y +4dyy —4z2=0
egyenletrendszer ellentmondé. Vaiasszuk ezért az y valtozét paraméterként:
t(1) = }(j —2k), b(1) = 7=(6 +2j + k),
n(l) = —( 5i+123+6k). Ha a z valtozdt valasztjuk paraméterként, akkor

pontosan az elgzdleg kiszamitoti vektorok ellentettjeit kapjuk, ami azt mutat-
ja, hogy az y és a z paraméterezés ellentétes irdnyii. Megjegyezziik, hogy az
z valtozé azért nem vilaszthaté paraméterként, mert az érint8 egységvektor
elsé koordindtdja 0, azaz az érinté merSleges az z tengelyre.

124.4(1) = Ji =i b(l)=Jli+i+k), n(1)=Z5(i+j-2k)
1254(-1) = (i +1). (1) = Fp(VE = VI +)

n{— 1)— —+ ~1+_]+"fk)
126.Ha a = 0, akkor csak a (0,0,0) pont kbzbs, ezért nincs kisér§ triéder. Ha

a # 0, akkor t{e) = —\1[—2_(1 —i), bla) \/;_GE!_T(QGJ + 2aj — bk},

I L
= (bi + bj + 4ak
n(a) = — e o + dak).
4ak — —2ai - 2aj + k
127.t(a) = M b(a) = i J) na) = _JL__G_JL.

Vv 16a® 4+

S|

8at+1
17.11
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128.A P, pont rajta van mind a két feliileten. Ha az y vagy a z valtozét vilasztjuk

129,

130.

131.
133.

paraméterként, akkor ellentmonddsra jutunk. (Ez azt jelenti, hogy ha a Py
pontban van érint8, akkor nines olyan irdnyvektora, amelynek masodik vagy
harmadik koordinstdja 1. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a mésodik és a
harmadik koordinéta 0.) Valasszuk az z viltozét paraméterként (& = 1}):

3t — 2y =0
2r —2=0.
Az egyenletrendszert z = y = z = 0 helyettesitéssel megoldva z = 0 adé-
dik; §-ot azonban nem tudjuk meghatarozni. Az egyenletrendszert méasodszor
differencidlva z szerint (3 = 0):
3z -4 —yy=0, =2
Az els& egyenlethbd] kapjuk, hogy a Py ponthan § = 0; § ebbdl az egyenletrend-
szerb&] nem hatirozhaté meg. Az eredeti egyenletekbol azonban kifejezhetSk
az y = y(z) és a z = 2(x) figgvények: y = £V23 (z > 0), z = z* A
térgrbét ezek szerint 1llega(lllat311k az r = zi + Vz3j 4+ 22k paraméteres vek-

toregyenletekkel Mivel ©{0) = &5(—02 = i, ezért
T - ,
) =i+ = \fj + 2zk (z > 0} h lima, E—(—?—)—:—;@ nem létezik, igy D 17.12
r—

szerint a 0 pammetem ponthan mncs kisér§ triéder.

Az el8z6 feladat megolddsa szerint t{0) = lim,_. 40 t(z) = i, tovabba T 17.13
_ Moy xi(z) . _ . .

alapjan b(0) = 311--1—0 ) < F @) k, s igy n(0) = b(0) x £{0) = j. (Megje-

gyezzitk, hogy csak jobb oldah hatdrériék képezhetd, mivel a feladat szerint

x>0)

4 3 -1
H-DE-1)T(-1) =|-4 —6 —2|=12%6s [F{~1)x ¥(-1)|* = 3-12%,
0 6 -6
6v3 1
zért G(—1) = ss T(—1) = —.
ezért G{(—1) 13/ és T{-1) 3
G(0) = ‘3, T(0) = —1. 132.G(%)=v5, T(})=0.
Valasszuk paraméterként az @ valtozét (¢ = 1): #(FPo) = [1, % 2], ¥P) =
2v101 12
_19 -
[01 41“]* r{P) = [ 18;0] és igy G(Pp) = 21\/,2'3-! T(Pﬂ) 101

.C(Pg) =1, T(PQ)ZO

s
. Térjiink at ivhosszparaméterre (I 88, feladatot): r(s) = i—= +_]cos +

136

A Gt =

ksin-\;—a (s €R). A T 17.16 tételt alkalmazva: G(s) = T(s ) = %
10 15

__it;i és T(t) =

/(4t3 +1)3 484 + 5

deniitt differencidlhaték, ezért a T 11.3 alapjdn a torzidnak a ¢ = 0 paramé-

egyvaltozds valds fiiggvények min-

17.12
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terfi ponthan maximuma van. A gorbiiletnek a t = —3'25 paraméterii pontban
maximuma, a f = 34—5: paraméterd pontban minimuma van,
V2

(c! + ey’
letnek maximuma, a forzidnak pedig minimuma van. .
138. A gorbe egy paraméteres vektoregyenlete: r=zi+lnzj (z > 0).

137.G(t) = T(t) = —~G(t). A t = 0 paraméterii pontban a gorbii-

G(z) = =(z% + 1)'%. A gorbiiletnek az ¢ = -"2@ helyen van maximuma.
139.Minden @ sugart kor egybevigdsagi transzformaciéval az x% + y? = o? egyen-

o

letii korbe vihetd 4t. Az z2 + 4 = a® egyenletii kér egy vektoregyenlete:
1
r=iacost+jasint (0 <t < 2w). Ezt az egyenletet felhaszndlva: G{t) = —.
a
b
140.G(t) = <
\/(a2 sin® ¢ 4 b2 cos?t)?

t = 7, s ezért ezekben a pontokban a gorbiilet -52—. A kistengely végpontjaiban

. A nagytengely végpontjaiban t = 0, illetve

b
t=1I, illetve t = 3Z, igy ezekben a pontokban a gorbiilet —.
2 2 g o2
ab
\/(0.2 sh? ¢ + b2 ch?¢)3

a gorhiilet 2

2

141.G(t) =

. Mivel a (+a,0) tengelypontokban ¢ = 0, ezért

L2
142. A gorbe egy paraméteres vekioregyenlete: r = g—i +uyi (p#0)
P

1 .
G(y) = —F=—==—=. A tengelypontban y = 0, ezért a gorbiilet —1—
2 41) Il
ply (32 +
143.Meg lehetne nmtatni, hogy a gorhe minden pontjaban a torzié G (1. T 17.15),
ez azonban most tilsigosan nehézkes. Megmmitatjuk, hogy van olyan Az +
By+ Cz+ D = 0 egyenleti sik, £ LI t
z = sik, hogy az ¢ = —— = = e
v & &Y - YT ST 1
koordinatdjt pont minden ¢ (# +1) esetén benne van a sikban, azaz
Al +2t+t9)+ B+ C(t—t3)+D(1 —t}) = 0.
Ebbél az A, B, C és D egyiitthatkra az
A-C-D=0, 24+C =0, A+B+D=90

egyenletrendszert kapjuk. Az egyenletrendszer megoldasa: B = —44, C =
—24, D = 34, ahol A # 0, kiilsnben tetszdleges valés szam. A gorbe rajta
van az £ — 4y — 2z + 3 = { egyenlet{ sikon.

144.42% — 4z + y° = 4sin*t — 4sin® ¢ + 4sin® tcos®t = 0, s igy a gorbe rajta van
az adott feliilleten. Kimutathatd, hogy a gdrbe minden pontjaban 0 a torzid,
azaz T 17.15 szerint sikgérbe. Egyszeriibben bizonyithatjuk az utébbi allitdst,
ha észrevessziik, hogy 1 = sin?# + cos?t = z + z, azaz a gorbe rajta van az
z + z = 1 egyenlet{ sikon.

17.13
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145.A ¢t = :ET paraméteril pontokban parhuzamos a binormalis az adott stkkal,

¢és ezekben a pontokban a gérbiilet %

146. A gorbiileti sugér a £ = 1 paraméterd pontban: p(1) = !

ET)z\/"

koordindta-rendszer kezdGpontja O, a simmlékor kézéppontja K, akkor:

. . . T,
OK =r(1)+p{I)n{l)=(i+j+3k) + 1(41 +j+k)=4i+ o + Ik,
715)

st K (4, £
ezer 4 4

W) T ST E 8. = EK(-=21).
252 252
149.p(FPp) = 2l(2 + 9a*6°}/2 4 9a2b '
V1 + 454252
(ga2 +324b2 +4) Qa2 '}'3241?2-{-4
150.p(F) = |

2 2 :
151.7 17.19 alapjan v{(2) = r{t)+p(t)n(t), amibsl v(i) = —ig)— cos t—jb— sin t+-kit.
. a a

1
152.Mivel p(t) = 2ch?t és n(t) = iT-t- — ktht, ezért T 17.19 szerint
ch

v(t} = i3cht + jsht + k(t — sh2t).

153.Az y = f(z) figgvény grafikonjanak egy vektoregyenlete: r = zi + f(2)j.
Ezért:

Hz)=1i+ f(2)j, ¥=)=f"(2)], i(z)x¥z)=f"(=)k,

1+ 2:1:
amih&]l mér T 17.16 szerint adodik az allitas. A p(z) = -(———)— fiiggvény-
nek az z = 1"2 helyen minimuma van, s a minimum értéke —"E
1
154.2% + (y — )2+z =7
ty —1y2
155.[F{1)] = &' + e, [¥(t) x ¥()| = V2(e' +€7), p= (t)(fi\/;:l- e
2 .
) = ~(—;_;/_e—_t)2. fgy a simulégsmb sugara:

(gt+¢‘t)2\/%+(e2‘~e"2’)2.

A simulégomb sugaranak a ¢ = 0 paraméterd ponthban minimuma van, a
minimum értéke 2/2. (Megegyezik ebben a pontban a simuléksr sugaraval. )
A simulégémb egy egyenlete: (z — 3)% + (y — 3)2 + 2% = 8.

A simulékér egy egyenletrendszere: (z —3)2 4+ (y —3)* =8, 2z =0.
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156.A 17.22 alapjan: v(t) = £(¢) = i + 202 + 2tk;  v(2) = i + 8 + 4k,
a(t) = ¥(t) = 44§ + 2k; a(2) = 8} + 2k, .
s(t) = _/; Ii‘(u)[du = /ﬁt(l + 2u)du = 2% +t s(2)= 232
o) =55 =2+ WD =9 p) = o

. v*(2)

at(t) = S(f) = 4t; a;(2) = 8; a,.(2) = —‘9'(—2‘5" = 2,7
v{2) = v(2)8(2) = 9t(2), a(2) = a(2)t(2) + ax(2)n(2) = 8t(2) + 2n(2).
(t(2) = 5(1 +8j+4k), n(2)= -§(4i —4j + 7k).)

2
157y =i+ V3 +k,  a(l) =3+ 22 +k, s(t)_~+t— s(1) =

(1) =3(1) =2, a(l)=3(1) =1 4, an(1) =73, v(l) ;21:(1),
a(1) = 4t(1) + v2n(1). (t(1) = g(i +v2j+k), n(1)= ﬁ(i - k).)

158.v(27) = Aj + ck, a(21r) —Ai, s(2m) = 2m\f A% + 2, v(2x) =\/A2 + 2,
a(27) =0, 1a,;(21r) =A, v{(27) =\ A%+ 2(2n), a(2r)= An(27},
t(2ﬂ') = '\727——:;5(/15 + Ck), l'l(Z?T) = —1

(Az anyagi pontnak az zy koordindtasikra esd meréleges vetillete O kdzép-
ponti A sugarii krpdlydn egyenletes kormozgast, a z tengelyre esd merSleges
vetiilete ¢ sebességii egyenletes mozgist végez.)

159.v(2) = i—k, a(?)= f%(j +X),

mw

t 4 vi4 2 4 vt
S(t):_/g (_4T)\/t_£du=./{] m%dr=2inm,

ahol t < 4, s(2)=4In{(v2+1), v(2)=+v2, «2)= —{2,
an(2) = ‘f V), a(2)= L) + Vin@).
(t(2) = J(i ~ ), n(2) = Je(~i -2 - k).)

160.v(2) =i +4), a?)=2%, o(2)=VIT+ (e + VD), o(2)= VT,

8 2
af2) = Zl—'fs an(2) = ‘\/_1'——7‘! V(2)1= \/ﬁt(z)‘j )
a(?) = FUH) + n(z)) (¢2) = “\/:(i +4k), n(2) = VT +i))

161.v(1)=i+3j, a(l)= —_], 3(1)_—(10\/“ 1), »(1)= V10,
) = 5=, ll) = 5 v(1)~\/— 104(1),
A1) = 57 (BHD + n(D). (K1) = 243K, n(1) = (=3 +3))
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162, Vegyiik fel a térbeli deréksztigfi koordi-
nita-rendszert az 4brdn lathaté médon,
azaz legyen az zy koordinitastk az S
sik, a rid S tdmegkszéppontja a z ten-
gelyen és a riid A végpontja az y ten-
gelyen. Mivel a ¢ = 0 idgpillanatban a
ritd nem volt mozgasban, és a nehézsé-
gi exdn kiviil r4 mdés er$ nem hat, ezért
a rid csak az yz sikban, az § témegko-
zéppont pedig csak a z tengelyen mo-
zoghat. Legyen P(0, y(t), z(¢)) a B vég-
pont palyijinak az a pontja, ahol ez a )i
végpont a t id&pillanatbhan van, és je- 4’ 4 o Y
I6lje §' a md témegkszéppontjsnak ¢
id8pillanatbel: helyét. Elemni geometri-

¥*(t) 2(15)
ai meggondoldsokbél adédik, hogy a B végpont az —— + =1 egyen-
a

leti ellipszisen mozog. A vektoregyenlet felirdsahoz vegyiik ﬁgyelembe, hogy
a nehézségl erd hatisa miatt az S t8megkdzéppont elmozduldsa ¢ idSegy-

gi?
ség alatt SS' = TR ahol ¢ a nehézségi pyorsulds. Figyelembe véve, hogy

!
y(t) koordinatafiiggvényeket, amelyekbs1 a vektoregyenlet azonnal felirhatd:

2
SO = asina, z(t) = 250 és y{t) = ﬁ!az - (ﬁ) , megkapjuk a z(¢) és

£2\?
r= Jaz - (asina - %) j+(2asina — gtH)k.

Révidebben frva:
4a? — z22(t)
r(t) = Y 2 k.

2
t)gt !
A sebességvektor: v{t) = ———M——j - 241k,
4a? — 22(t)

(2(t)gt + 2(t)g){4a® — 2%(8)) + zZ(t)z(t)gt ok,
(42— 2(2)p
z ( )

#2(t)
z2(t) 4a?2(t)2(t)gt
T \/(16& 322(4))(da? — 22(2))3
A B végpont S sikra érkezésének 1o idSpontja a z(fp) = 2asina — gti = 0
2asin o

a gyorsulasvektor: a(t) =

a palyamenti sebesség: v(t) = |F{t)| = ¢t + 4, a palyamenti gyor-

sulds: ai(t) =0(t) =g¢

egyenletbdl szamithatd: 49 = . A tp iddpontheli palyamenti sebesség,
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gyorsulds és gorbiileti sugdr: v(tp) = 24/ 2agsinga, ai{to) =29, p=4a.
A tp-beli gyorsuldsvektor eléallitasa: a{ty) = 2gt(fo) + 2¢ sin an{tp),
ahol t(tg) = —k és n(to) = —j.
163. A koordindta-rendszert ugyanigy vegyiik fel, mint az €l628 feladat megold4-
saban. Az A pont pélyajdnak vektoregyenlete:

. ) gt® 2 2asin a
r=-—hla®— asina — =~ ,(0<t<tp= ).
q

A to-beli palyamenti sebesség és gyorsulds: v(tg) = 0, ai(tp) = —¢gsina.

r(lyx¥(1) 1, .. ..
164, w(1) = ——— = —(11i + 3j + k).
—ei + e3(2 + ¢)j — e’k
165.w(1) = .
(1) Zel + 223 42 41
1
166, ——(—aj + k).
1 +ag( (T.j + )
167. A sikbeli derékszogii koordindta-rendszert ve- ¥
gyitk fel az dbra szerint. A mozgd P pont \w
tetszéleges t idépillanatbeli helyének koor-
dindtait x(f)-vel és y(t)-vel jeloltdk. A ¢ =0
idépillanathan a félegyenes az & tengely po- P(z(t).y ()

zitiv felével esett egybe. A P pont pélydja- bt
nak vektoregyenlete:
r = ivgt coswt + jugtsinwt  (t > 0). »

A palyamenti sebesség és gyorsulds:
vgw et z
o{8) = voy 1 4+ w2, ai(t) = .
(0= oy 0= Ao

168.[r(t) x r(t)| = 2v2t%(#* + 1) és |e(¥)]? = ¢4(#* + 1)* miatt
Ie(t) x #(2)] _ 2v2¢
fr(®)2 417
is megadja a sz6gsebesség értékét, annak ellenére, hogy r(0) = 0.) A szbggyor-
2v/2(1 - 3t4)
(t4 + 1)2

legnagyobb értéket az —% idépillanatban, a szoggyorsulds pedig a legkisebb

w(t) =

(Megjegyezziik, hogy ez a t = 0 idSpillanatban

sulds: a(t) = w(t) = . A szégsebesség a legkisebb értéket a 0, a

értéket a \‘y%—, a legnagyobb értéket a 0 iddpillanatban veszi fel.

169.A P;, Ps, P; pontok akkor és csak akkor esnek egy egyenesre, ha példaul a

} ? + P ) # :
Py P; és a Py P; vektorok kollinedrisak. Az adott hdrom pont nem esik egy
egyenesre. Nyilvinvalo, hogy egy P pont akkor és csak akkor van rajta a

— —_— — —
Py, Py, Py pontok altal meghatarozott sikon, ha OP = OPy +uP1 P2 + v P P,
ahol 1,2 € R. Ennek alapjan a stk egy paraméteres vektoregyenlete:

r=2-u-20)i+{1+4u+3)j+(9+u—-9v)k, u,veER
170.r = ui+vj., u,vE€R.
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17l.r=(3+u+20)i+du-1)j+(2-Tu)k, w,veER

172.r = (bu —20)i+ (2 - 3u—v)j + (du+5v -1}k, w,v€R.

173. Az abra alapjan belithatd, hogy a z =
f(y) figgvény z tengely korili megfor-
gatdsakor kapott feliilet z-nivévonalai
(1. 0 8.2) az

z=vecosu, y=uvsinu, z= f(v)

(v € [0,2x), v € Domf) egyenlet-
rendszerd korok (v = 0 esetben a nivo-
vonal a (0,0, f(0)) pont), amihél azon-
nal adédik a feliilet

r = iwcosu + jusinu + kf(v),

(u € [0,27),v € Dom f) paraméteres

vektoregyenlete. Mivel 1/z? + y? = |v], ezért ebbsl az egyenletb&] kozvetleniil
adédik a masodik egyenlet, amibd] pedig leolvashaté a

B f(\/22 + %), ha,/z?+y? € Domf,
(=22 + %), ba —y/a? +y? € Domf

vektormentes egyenlet.
Ha a grafikont az y tengely koriil forgatjuk meg, akkor a kapott felillet egy
paraméteres vektoregyenlete:

r=if(v)cosu+ jo + kf(v)sinu, (u€[0,27), v € Dom f),

amibsl z? + 2? = f2(v) és v = y miatt:

r = fo 4+ jy & ky/F2y) - o7
és z = ++/f2(y) — 22 (y € Domf).

A megfelel8 egyenletek, ha az y = f(z) fliggvényt forgatjuk meg az y tengely
koriil:

r =ivcosu + jf(v) + kvsinu (€ [0,27), v € Dom f),
f(vVz?+2°%), ha Vz? + 2% € Dom f,
f(—vVz?422), ha —ve¥ + 22 € Dom f

65 1 = f(VzE+2%), hav2?+2° € Domf,
v f(—V2 ¥ 2%), ha —Vz?+ 22 € Dom f.

Ha az y = f(z) fiiggvényt az z tengely kériil forgatjuk meg, alckor:
r=iv +jf(v)cosu + kf(v)sinu (v €[0,27), v € Domf},

r:im+kz+§{

amibél y? + 2% = f2(v) és v = z miatt:

=iz ) -4+ ks & y=£fH2)—22 (z€Domf),
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vagy

r=ir+kytky/fz)—y? & z=%/fz)—y? (z € Dom}).

174.A fiiggvény grafikonjét a z tengely koriil megforgatva, a keletkezett feliilet
két paraméteres vektoregyenlete:

r = fvcosu + jusinu + ko? (0 <u< 2, 0 v);
r=zi+yj+ (@ + )k

Egy vektormentes egyenlete: z = 22 +y? (forgdsi paraboloid, 1. 8,84 feladatot).
A fiiggvény grafikonjit az y tengely koriil megforgatva a kivetkez egyenletek
irhatdk fel:

r=iv’cosu+jv+kv?sinu (0<wu<2r)

r=zi+jykyy!t —2% oz =2yt -k

175.A z tengely koriili forgatéskor:
1
r=ivcosu + jusinu +klnv, r==zityj+ -2—111(:1:2 +yHk

és z = %ln(a:2 +1%) (2® +4* #0). Az z tengely koriili forgataskor:

r=1iv+jlnveosu +klnvsinu (0 <u < 27);

r=zi+yjtVinlz —y?k; z=+In 2y
176.A z tengely koriili forgataskor:
!'=i“ucosu-+—jvsin'«u'.-i—ke_”2 (0<u<2m 0w,
r=zi+yji+ e_{zz'”?)k; 2= e (FH7),
Az y tengely koriili forgatdskor:

2 2 .
r=ie"? cosu+ju+ke ¥ sinu (0 <u<27),

r=zit+yit \/;“332 —z2k; z=de W — 22

177.Az y tengely kériili forgatéskor:
r=ivcosu+jchv+kvsinu (0<u<2m 050,
r=ai+chyz? + 22+ 2k; y=chya?+22
Az z tengely koriili forgatdskor:
r=1iv+jchvcosu+ kchvsinu (0 <wu < 2m);

r=zxit+yjtehlz —y?k; z=+ychiz -2,
vagy ' ,

r=+ychle — 28+ yj+zk; y=+\yechlz - 22
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178. A parabola az a és a b helyen metszi az x tengelyt. A 173. feladat szerint egy

paraméteres vektoregyenlet a kévetkezd:

r=ivcosu +j(—v  +(a+ b —ab) +kvsinu (0<u<2r, a<v<h).

179.Legyen P a feliilet egy tetszGleges pontja. A

180.

181.

182

183

184.

P ponton atmend és a-val parhuzamos egye-
nes az y = z° egyenletil parabolit valamely
P’ pontban metszi. Birmely P feliileti pont-
hoz pontosan egy olyan valds szdm adhatd

—_ —_ —_

meg, hogy P'P = va, ezértr = OP = OP' +
va. Legyen tovabbd a P' pont abszcisszija
z = u. Paraméterekként az U és v valds szd-
mokat vilasztjuk. Mivel OP' = ui + %k,
ezért a (parabolikus henger)felillet egy para-
méteres vektoregyenlete: r = (u — v)i + (u2 + w}j + vk.

N
Hasonléan jarhatunk el, mint az el§bbi feladat megoldasanal. Legyen OP' =
icosu+jsinu (0 <u < 2r) (az 1 sugari, origd kodzéppontd kor egy para-
méteres vektoregyenlete, L a 139. feladat megoldasit!). A (kérhenger)feliilet
egy paraméteres vektoregyenlete: r = (cosu + 2v)i + (sinu — v}j + 3vk.

e
Hasonléan jarhatunk el, mint a 179. feladat megolddsandl. Legyen OP' =
+i2chu + j2shu {l. a 141. feladatot!). A (hiperbolikus henger)feliilet egy pa-
raméteres vektoregyenlete: r = (£2chu — 3v)i+ (2shu + 2v)j + vk.

—
.Hasonléan jarhatuuk el, mint a 179. feladat megoldasanal. Legyen OP' =
i2cosu + jsinu (0 < u < 2m) (I. a 140. feladatot!). Az (elliptikus hen-
ger)felillet egy paraméteres vektoregyenlete: r = i2cosu + j(sinu + v) + k2uv.
.A P, ponton és a felillet tetsz&leges P pont-

jan 4tmend egyenes az z° + y? = 25 egyen-

letii kort a P’ pontban metszi. Allitsuk el z

- —_—
az v = OP vektort az OPF és O_P[; vekto-
rok linearis kombindcidjaként: r = 0P =
—y .,
{1 — v)OP + vOF; (L. a 4.44 feladatot!).
Mivel
s s s
OP =i5cosu+jSsine {0 <u < 27)
{). a 139, feladatot megoldisit!), ezért a fe-
lillet egy paraméteres vektoregyenlete:
r={5cosu —Svcosu — 2v)i+ (5sinu — Svusinwu + Jv)j + k.

—_
Hasonléan jarhatunk el, mint az el6z8 feladat megolddsaban. Mivel OP' =
ui+ (1 —4)j, ezért a (parabolikus kipYeliilet egy paraméteres vektoregyenlete:
r=(u—uv+40)i+ {u? — v+ 2 — 4)j + Jvk.
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185.Ugy jarunk el, mint a 183. feladat megoldiséiban. A feliilet egy paraméteres

vektoregyenlete: r = (1 — v)ui + (1 — v)(u® + 2u? — u — 2)j + 3vk.
186.Hasonl6éan jirhatunk el, mint a 183. feladat megoldasdban. A (hiperbofikus

kap)feliilet egy paraméteres vektoregyenlete:

r=#+i(l —v)chu+ {1~ v)shu + kbv.

(L. még a 141. és a 181. feladatok megoldasst!)
187.22 4 ¢y = 2. :
188,22 + y? —a® = 0.
189.c%22% + ¢%y? — 22 = 0.
190.y = 22 (L. 4bra).

191.— = cosusmv, 5 =smusmuv,

a
2% 2 2
z e T Y F
L = cosv miatt: a2+b2+c2 1=0.
192,07 +y? — 22 ~1=0.
2 2
z Y z
193.— — = ==
22 om
194,z + T+ Vz—a=0.
2y 3
195_§_§m1=0(1.ébra). =t PEE
22yt 2 )
196~ + = — 5 —1=0. /
2 2 2 v

z z Y
197,55~ — = 5 —1=0.-

198. Tekintsiik z-et és y-t paramétereknek: r = zi + yj + ayk.

199.r = iwcosu + jusinu + kv; (0 < u < 2n).

200.1 = iav cosu + jhusinu + kv? (0 < u < 27).

201.r = iachvcosu + jbchvsinu + keshv; (0 < u < 2r).

202.r = iachv + jbshvcosu + keshvsinu; (0 <u < 2w).

203.r = iavcosu + jhusinu + kev: (0 < u < 27).

204.r = r(t) + ui(t) (1. D 17.6), azaz a feliilet egy paraméteres vektoregyenlete:
r=(t+uli+(t®+2u)j+k

205.r = i{cost —usint) + j(sint + ucost) + k(t +u). .

206.r = iet(cost + u(cost — sint)) + jel(sint + u(sint + cost)) + ke'(1 + u).

207. A felitleti gorbe egy paraméteres vektoregyenlete (D 17.27): ¥ = itcoslnt +

2% .
jtsinlnt +k2t, ezért T 17.7 szerint: s = f [t(2)] dt = V6.
x

208. Az el6z6 feladat megoldésa szerint: s = v/3(e — 1).

1
209.A 207. feladat megolddsa szerint: s = é /0 (2¢* + 9)dt = 29

27
210. Az ug-hoz tartozé u-paramétervonalat meghatdrozé fiiggvény { szerinti deri-
véaltja: #(ug,t) = a(icostcosug+ jeostsinug — ksint).
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Az vo-hoz tartozé v-paramétervonalat meghatirozs fiiggvény t szerinti deri-
véltja: ¥(t,vp) = a(—isinvgsint + jsinvg cost).

T
Az ug-hoz tartozé u-paramétervonal hossza: s{up) = / [t(ug, )| dt = am.
]

27
A v-paramétervonal hossza v = vy esetén: s(vg) = f [E(Z, vo)} dt = 2an sinvy.
]

211.Az ug = 2,vp = 1 paraméterii pont: FPy(3,1,2).-Az u-paramétervonal egy
paraméteres vektoregyenlete: r = (24 £)i+ (2 — t)j + 2tk; Pp-beli érint&jének
z—2

egy egyenletrendszere: z —3=1—y = . A v-paramétervonal egy para-
méteres vektoregyenlete: r = (£ + 1)i + (£ — 1)j + tk; Py-beli érintéjének egy
egyenletrendszere: s — 3=y —1 =z — 2.

212.A u-paramétervonal érint&jének egy paraméteres egyenletrendszere az adott
pontban: z = v2(1—a), y=+v2(1+a), 2=2 (e € R).
Az v-paramétervonal érintGjének egy paraméteres egyenletrendszere az adott

b
pontba.n::cz\/i(1+-2-), yz\/i(l-i-g), z=2+b {(beR).

213. Az u-paramétervonal érint&jének egy egyenletrendszere:
A v-paramétervonal érintSjének egy egyenletrendszere:
z4+7 y-—4 z+43
3 4 5
214.Az ry és ry akkor és csak akkor parhuzamosak, ha ry(u,v) X ro(u,v) = 0,
azaz, a vektori szorzat harmadik koordinatja miatt, ha v = +v.
215. Az el628 feladathoz hasonléan oldhaté meg; . = 0 vagy v = 0.
fra(1,2)r4(1,2)] V6
tru(lﬂ?)”r\'(l?z)i a 9 )

217.%. 218.cosa =

216.cosx =

1
V33’
219.ry(u,v) = 2ui + vj + 4u’k és ro(u,v) = —4vi + (u — 3v2)j — 2k, ezért
ru(~1,1) x ry(—1,1) = 6(—3i + 2j + 2k). A T 17.29 szerint az érint&sik
egyenlete a (—1,1) paraméterf Py(—1, -2, —1) pontban: —3z+2y+2z+3 = 0.
A felilleti normilis egy egyenletrendszere a Py pontban:
z+1 _y+ 2 _z+ 1
3 2 27
220.Az érintSsik egyenlete: z = 3z; a feliileti normilis egy egyenletrendszere:
r=-3z, y=2.
4z —7 4y -— \/'é dz — /2
221.2 6y+vV22—-Z-2=06¢és = = .
T + '\/_y \/_Z 3 5 \/{—3 \/i
z—1 33—z

. —_ = 3 = — 2—1.
22232 - 224+3=0¢6s 3 5 ¥
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223.
224,

225.

226.

227,
228,

229.
230.
231.
232.

233.—-

234,222

235.
236

237.

:n—i—y_-'\/z_ésa::y,z:[l. »

A (0,0) paraméteri pontban ry{0,0) = 0, ezért ru(0,0) x rv(0,0} = 0. Eb-
b6l azonban nem kovetkezik, hogy a felillet r(0,0) helyvektori Py(0,0,1)
pontjiban nincs érintdsik. Adjuk meg a feliiletet egy mésik vektoregyenlettei

2
* =ucosv, y =usinvés z =¢ ¥ miatt 2% +y* —ulész=e* V. Azx

és y koordinitdkat valasztva paraméternek, a feliilet

r=ir+jy+ ke ¥
paraméteres vektoregyenletét kapjuk. Ha v« = v = 0, akkor z = y = 0.
Ebben az esethen r«(0,0) xry(0,0) = k. A Pg pontban teha.t létezik érintdsik,
amelynek egyenlete: z = 1. Nyilvanvals, hogy a feliileti normdlis az = = 0,
y = 0 egyenletrendszerii z tengely.
A P; pont rajta van a felileten. Mivel 2,(2,1) = 4, 2,(2,1) = 8, ezért
T 17.31 szerint az érintdsik egyenlete: 4z + 8y — z = 10. A felitleti normilis

egy egyenletrendszere: z ; Sy Rk Sy Y

~dr+y+z+3=02¢6 2
r—1 y-—2

3 7 12
A P, pont rajta van a felilleten. f(z,y,2) = 2%y + 2% + yz, fi(Pe) =0,
Fy(Po) = 1¢és f(Po) =1, ezért T 17.32 miatt az érintSsik egyenlete: y+2z = 0.
A felilleti normsalis egy egyenletrendszere z=0, z=y+2.
3x+4y+ 122 =169 és 42 = 3y = =z.
r+y+3z2=8é63-1=3y—4==2
r+y=22z62x =2y=3 — 2.

e+ 12y —2 =18 és

a:+y~4z—{)e54m—-4y—9—~z
Yo
P o) = Sy w) =Sz~ ).
2z 2ya
_E_%E_z—;zg ész:zo+--t,y yo + 32 t z=z—t {t €R).
:1::1:9 YYo 220 . a? 2

.Legyen Po(xo,%0,20) 2 tg paraméterhez tartoz6 pont és helyvektora r{fg) =

zpi + yoi + 2ok, azaz zg = elo costy, Yo = el sintg, zp = 2fp. A Py pont

rajta van a felileten, mert 23 + y? = ™. Megmutatjuk, hogy a térgorbe

P, pontjshoz tartozé binormalisa (D 17.12) egybeesik a felillet Pp pontbeli

feliileti normalisaval. Ehhez T 17.13 szerint elegend§ megmutatni, hogy az

r{to) X F(to) vektor parhuzamos az érintdsik n(Pn) normélvektorival. A

T 17.32 szerint n{Pp) = [2zg,2yo, —ez"] Mwel = et(cost sint) = z—y, § =
l"(cost-i—smt) =z+4y 2=2 = —2elsint = —2y, § = 2¢' cost = 2z és

7 =0, ezért r{tg) x F(fo) = —4zel — dyoj + 2k = —2n(F).

A sik egy normélvektora: n = [1,4,6]. A felilet Py(zo, %0, z0) pontjaban

T 17.32 szerint az érint&sik egy normaélvektora: n{Pp) = [2z¢,4y0,620). A
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Py pontban az érint8sik akkor és csak akkor parhuzamos az adott sikkal,
ha van olyan k valés szam, hogy n(F) = kn, amibsl yo = 20 = 2x0. De
x4 292 + 322 = 21, s gy z¢ = £1. Az z + 4y + 62 = 121 egyenleti sikok
parhuzamosak az adott sikkal.

238.2z 4+ 3y -4z = %%

239.A T 17.31 szerint a feliilet Ps(zg,y0,20) pontbeli érintdsikjinak egy normal-
vektora n{FPy) = [2x9, —2y5,1]. Az  + y + z = 0 egyenletii sik egy normaél-
vektora n = [1,1,1]. A P, pontbeli érint8sik akkor és csak akkor mer8leges
az adott sikra, ha n(Py)n = 0. Végtelen sok sik elégiti ki a feladat feltételeit,
ezek egyenlete: 2zoz + (1 — 2z0)y — 2z + y& — 2% + 2z0y0 — yo = 0, ahol zg és
yo barmilyen valés szdm lehet.

240. Nincs ilyen pont.

241.A T 17.32 szerint a feliilet Py{zg,y0, 20} pontbeli érintésikjanak egy normdl-
vektora n(Fp) = [2x0,y0,420). Az 2z — 2y + z = 0 egyenletil sik egy normal-
vektora n = [2,—2,1]. A P; pontbeli érintdsik akkor és csak akkor mer&leges
az adott sikra, ha n(Pp)n = 0, azaz 2zp—yo + 220 = 0. A Pp pontbeli érint&sik
egyenlete: 2zo(x — 20} + yoly — o) +420(2 — z0) = 0. Mivel 222 + 3 + 42} = 6,
ezért az érint8sik egyenlete 2zpz + yoy + 420z = 6 alakra hozhaté. De a
Py(4,—1,1) pont rajta van az érintSsikon, ezért 8z — yo + 420 = 0. Ebbdl,
valamint az 2z9 — yo + 220 = 0 és az 223 + y3 + 425 = 6 egyenletekbs] allé
egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy két olyan pont van az ellipszoidon,

i . -1 4 . -
amely eleget tesz a feltételeknek: Py (5, —3 —1) é&s Py (—5—’ 3 1) . Az érin-
tésikok egyenlete: £ — 2y — 62 =9 és —z 4+ 2y + 62 =9.

242. Nincs ilyen pont.

243.Ha f(z,y,2) = (y + 2)2 +{z - 3)2 — 16, akkor f; = 2z — z), f; = f; =
2(y + 2). Az [f}, fy, ;] normélvektornak (1. T 17.32) merslegesnek kell lenni
az i vektorra, azaz x = z. Ezt helyettesitve az f(z,y,z) = 0 egyenletbe:
z = —y % 4. A keresett pont koordindtdi: r =z =~y + 4.

244.Ha az érintési pont Po{zg, yo, 20), akkor m%—y§+z§ =1 és zg+2yg+azg+1 = 0.
A felilet Py pontbeli érint&sikjanak egy normélvektora a T 17.32 szerint:
n(Py) = [zo, —yo0, 20}, a stk egy normdlvektora n = (1,2, a]. A két sik akkor és
csak akkor esik egybe, ha van olyan k valés szdm, hogy n(Py) = kn. Ebbsl

yo = —2zg, zg = axy. Ezeket az els§ két egyenletbe helyettesitve, és a kapott
egyenletrendszert megoldva @ = +2 és v = —1 adédik. Az érintési pontok:

Pl(_1121 _2)1 P2(—1’252)
479

245. = ——
O 21609
246.z +y+2=3 (L a 237, feladat megoldasit!).

1 1
247.A (-1, vt _Z) pontban minimumna van (1. T 15.8).

e

Ha az Jry X rv|? = ry’ry — (rurv)? egyenldséggel szamolunk (T 4.18), akkor
elemi tton is kénunyen megoldhaté a feladat:

ru’ry — (rary ) = (4u? + 4u + 2)(4v: +4v+2)~1=

¥
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(Qu+ 12 + )20 +1)° +1) - 1;
minimum van, ha u = v = —%.

248. Az r{u,v) helyvektord pontban az érint8sik egyenlete:
rsinucosv +ysinusinw + zcosu =1,

Az érintdsik tengelymetszetei:
1 1 1
. sinucosv’ sinusinv’ cosu
A tetraéder térfogata:

V{u,v) =

1
6 sin’ v cos 1 sin v cos v

(1. a 4,122. feladatot!). A Vgu, v) filggvény pontosan ott veszi fel a legkisebb
értéket, ahol az f(u,v) = sin® ucosusinv cosv fliggvény a legnagyobbat, azaz

1 1
P—,—,—= than.

a (\/5 7 \/5) ponthan
249.A 173. feladat megolddsa szerint a forgasfeliilet egyenlete: y? + 2% = 64z*.

A P, pont rajta van a feliilleten. Az érintésik egyenlete: 32z —y — 3z = 16;
-1 4/3—2

= 4 —_— y _ .

V3

T
a feliileti normalis egy egyenletrendszere:

250. A feliilet Py{xg,yo, z0) pontjdban az érintGsik egyenlete:
yozox + Te2oy + Toyoz = 3a3.

s

Az érint&sik a tengelyeket a

3 3 3 3 3
(i,o,o), (0,—“——,0), (0,0,—31
Yozo ZozZo Tolo
(3a?  94°
6(zoyow)? 2
251. A feliilet Py(zo,v0,20) (o, Yo, 20 # 0) pontjahoz tartozs érintdsik egyenlete:
z

z
e 4 = 4+ —— = /a. A tengelymetszetek rendre: \/Zoa, /¥a, /7%0q,
NN Va geiy 0 Yo 0
ezért /Zoa + /T0a + /Z0¢ = Va(\/To + /e + /Z0) = a.

252.Az «p e + v} “ly 422712 = " egyenletd érintésik a tengelyekbdl rendre az

poutokban metszi; V =

n n 1

a a a
OA=—m, OB=—, OC=—z
0 Yo 0
tengelymetszeteket vigja le. Ebbél
Xo Yo Z0 %0 Yo, %
Lo A 20Ty,
oAToBtoc T T T
253.1y X Iy = —iabv sinu + jabv cosu — kav. Ha v = 0, akkor ry x ry = 0. Ha

v # 0, akkor ry x ry parhuzamos a —ibsinu + jbcosu — ka vektorral. Az
ru X rv és k vekiorok ¢ hajlissztgére:
a

COS = —-'——-(;\/T——'—EE‘,
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ami fitggetlen a feliilet pontjinak megvalasztasitol.
254. A feliilet Py pontjin dthaladé feliileti normalis egy paraméteres egyenletrend
szere:
2axgt 2ayot

T=+ ———=, Y=yt =, z=2z— 221
Vb + v Vi +ud

A Qg déféspont esetében t = %, ezért a P} mer8leges vetiiletre:
N a ) . 2 '
PiQo = ———2~———;($gl + yoj), amelybsl [ PyQo| = a.
VZp t ¥
1 41 9
255.A D 17.33 szerint: A = f fﬂféiu\/u? +1idvdy = %(2\/’2; - 1)
b
V2 V2

256. 3 257. 5

258.2¢%7(v/2 +In(1 + v2)). (Az integralds-
nil alkalmazzuk az v = asht helyette-
sitést!) (1. 4bra)

259.271 (%ﬁ + 1) . 260./2r.

0]
261.%_-"-(@2 —1).

K2
:3'
Y

S
e
l.;}‘

Z
L,

RS
\',‘:‘;:;
§

X\
T

oo
%S
i)

%

262.2/21n 2. 263. ﬁ;h Ly

264. f(z,y,2) = 2% - 2yz, fi =2z, f, = =22, f, = —2y, ezért T 17.35 szerint:

12 z? 13
A—_/ﬂ !(1+—,,)dyd:c:—.

265.2, =y, 2, =z, T = {(z,y)2% +y* < 1}, ezért T 17.34 szerint, sikbeli
polarkoordindtas helyettesitést is alkalmazva:

A=//T\/1+:1:2+y2dT:/02I_/01r\/1+r2drdgo:25(2\/5—1).

266.z2f =y, 2y =z —1, T = {(2,y);(z — 1) + ¢ < 1,y > 0}, ezért T 17.34
szerint:

A=/]T\ﬁ%—(:t:»I)g-Fysz:/‘;}f;r\/l+r2d(pd1'=g(Zﬁ—l).

(Azy=rsing, z—1=rcosp, 0 < <, 0 <r <1 sikbeli polarkoordiné-
tds helyettesitést alkalmaztuk.)

267.%(5\/5 ~1).

2
z T :
268.z, = —, Z; = T T={(z, v}z +v* <4,z >0,y > V3}, ezért T 17.34

szerint, sikbeli polarkoordindtas helyettesitést is alkalmazva:

z? T 2 cos®
A_//T(1+2y2) dT:é _/_)&(I'f‘m)?drd(p:

sin
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1 % g2 1 T TV3
= 1+ —— | rdrde = =~ 22~ 0,18681.
2/3,; L%( +si1121p)r rde =53 ~0

Az integril kiszdmitasdhoz a t = tgg helyettesitést (T 12.13) alkalmazzuk.
269.2; = % és z; = %
1 r27
transzforméciét alkalmazva: 4 = ab / fo ri+ridedr =
[l
270.2nad (1. Szdsz G., Matematika I1., 156.0.).
271.f, = 2z, f, =2y, f, = 22.AT =
{(z,9)i(z — a)’ +4* < d?, 2,y > 0}
jeloléssel (2 > 0):

A=4ffr_WdT=

L r2acosp 9
4/§f —i——drdtpz
1] ¢ ’

Az z =arcosyp, y=brsing, 0 <r<1,0<p <2
2ab
“ (V2 -1).

3

iz =1
8a?(m — 2),
1 pE -
272.A=4[j IR Lt}
o Jo 4z 3

242 2z
273.A=]0 ﬁ Y1+ atdydr = 13.
fI

. 1 rz
274.Mivel z; = 1 és 2z, = 2y, ezért T 17.34 szerint: A = [) f V2 +4ytdydz. Az
0

L sht helyettesitést alkalmazva (T 12,13)

V=7
7 h /2
/ V2+4ytdy = /ars Jc(:h2 tdt = 1mrsh\/i:ﬂ — i\/2m2 +1,
0 0 2 V2
tehat

1 /! i 1
— . _ 2
A= 2]{) arsh v/2 4—\/510 4/ 2x% + 1dzx.

Az els§ tagra parcialis integrildst (D 12.10), a misodik tagra pedig 12.264.
1 2
feladat elsd képletét alkalmazva : 4 = ihl(\/i + \/5) + %

275. A felitlet = tengelyt forgaskap, amely az zy koordinatasikot az y = +z egyen-
leti egyenesekben metszi. Elegend® az integrildst a

1
T={(z,9);0<y < —\/_E,y <z <y/1 — ¥?} halmazon elvégezni.
e d
a=avz[7 [T e dedy =
0 ¥

f2? — 42
1 - \/1—_55 1
4\/5/975 ].in}wf ——\/TI————_—zd;rdyzti\/ijﬁw\/l—Qyzdy:m
a—y a 2 —y
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276.16a? (1. a 34. feladatot!). 277.v/27.
278. A felilletdarab egyenlete D 17.6 szerint:

r(u,s) =r(s) +ur'(s), 0 <u<d, 51 <s<sa.

ru(u, s) = 1'(s) és vs(u, s) = r'(s) + ur’(s), ezért ru(u,s) x rs(u,s) =
u(r'(s) x r'(s)), amibsl (T 17.16):

Iru(u, s) x rs(u, )l = ulr'(s) x v'(s)] = u|r'(s)||r"(s)| = ulr"(s)] = vG(s).
82 2 rsa
A= fh fﬂdu(}'(s)duds - %]31 G(s) ds.

cr 3
279. Térjiink at ivhosszparaméterre (P 17.9): r(s) = idcos % +j4 sm-g— + k—i_—;‘i

{0 < s < 5). Mivel G(s) = |r'(s)} = 4, ezért az elfzd feladat eredményét

felhasznalva: A = /{; 5 ds = 4.

280. A forgasfeliilet egyenlete: 4% + 22 — f2(z) = 0 (1. a 173. feladatot!). Legyen
gz, y,2) =y + 22— fi(z). Haa <2 < b, 0 <y < f(z) és z > 0, akkor
gr = =2f(z)f'(z), g, = 2y, ¢, = 2z miatt T 17.35 szerint:

/ ff(r) f(:ﬂ)\/m

V@) -
f(=)
4]; Fle)1+ f2z) [arcsin f(ya:)]o dz = 2w [lb flz)y1l+ Fz) de
281. M = ful o)D) dt = fnl %2\/{2 +1dt = [1/(:52 + 1)3}: =22~ 1.

282, A vékony fémhuzal egy paraméteres vektoregyenlete: r = icost + jsint
n
(0 <t < ), ezért M = jﬂ (2 —sint)y/sint + cos? t dt = 2(m — 1) és

Nes -
NIZng sint(2 —sint)dt = zx 8-

= 0,57.

Tr r s -
, amibél § =

2 M 4r—4

88—
A tomegkozéppont: (0, ———-,o).
Ollleg Ozeppou 47{‘ — 4

283.1, = 21rga2\/a2 + b2, Mivel M = 2mpva? + b, Ny, = N,, =0 és
Ny = 2n29bv/a? + B2, igy a tomegkozéppont koordindtdi: ¥ = 5 =0, 3 = b,
284.7=0, §=— ,z_91$_‘3?52. '
285.Legyen az F félgsmb egyenlete: z2 + 32 + 2% = «* (z > 0). Nyilvanvalé, hogy
a tomegkozéppont a z tengelyen van, azaz ¥ =y = 0.

M:jf}_gdf'=g/jfdf=°1rga?‘.

A félgémb egy paraméteres vektoregyenlete:

. . . . T
r =lacosusinv + jasinusinv+ kacosv {0 <u <27, OSUS—Q—).
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17. Differencidlgeometria

21 % 2r % 3 . » 3
Nzyr-/ ] gz(u,v)lruxrv[dvduzjo _/9 gacosva”sin” dvdu = ma’p,
o Jo
Ny _

ezért 7 =

M.i 2

286. A feliilet egy paraméteres vektoregyenlete: r = iu 4 Ja cosv + kasinv
a3
(Oguga,OSvS;rr);M:a?rg,Nzy=2a,g,Nyz— e

2
Ny: f\;/zjy _ 2 Nyilvanvals, hogy 7 = 0.

o
2’
y araméteres vektoregyenlete r =iucosv + jusinv + ku
T
<o

, amibél:

™t

T=9
287. A feliilet
(- <u 0 <u<2cosv), amib6l: M = V2 és I, = 3/2m.

x
2
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18.

Vektor-vektorfiiggvények (megoldasok)

A D 18.1 szerint divv(r) = 2{z + y + #) és v(r) forrdsmentes az z + y + z =
0 egyenletd sikon. A D 18.2 szerint rot v(r) = 2(zi + zj + yk) és a v(r)
vektormez8 csak az r = O helyen érvénymentes,

1
divv{r) = % + p +z, rotv{r) = — (%; +2j+ %k) A vektormez§ az

1
-+ S + z = 0 egyenlet{ felilleten forrdsmentes, és sehol sem Srvénymentes.

divv(r) = 22(T+yz), rotv(r) = izz®—jyz?+k3(4y—1—y?). A vekiormez§
az yz koordinitasikon és az yz = —7 egyenletil hiperbolikus hengerfeliileten
forrasmentes; a 7z =0, y =2 4 V3ésaz=0, y=2—+3 egyenletrendszerd
egyeneseken 6rvénymentes.

divv(r) = 3lal, rotv(r) = 0. A vektormezd srvénymentes, de sehol sem
forrdsmentes.

divv(r) = 2ra, rotv(r) = 2r x a. A vektormez§ az r = O helyen for-
rdsmentes és az r{t) = fa (t € R) paraméteres vektoregyenletii egyenesen
orvénymentes.

divv(r) = dar, rotv(r) = a xr. A vektormez8 ugyanott forrdsmentes
illetve érvénymentes, mint az el8z8 feladatban.

divv(r) = —rri, har # 0. Az r = 0 helyen a v(r) fiiggvénynek nincs divergenci-

4ja, ugyanis példaul a vy fiiggvény differenciahdnyadosanak nincs hataréricke
az r = 0 helyen:

91(3::0}0) _UI(O:{}:O) _ I""I
z =i T (m % ﬂ)
A vektormez6 az ra = a1z + a2y + a3z = 0 egyenletd sikon a (0,0,0) pont
X .
kivételével forrdsmentes. rot v(r) = %_—E, ha.r # 0. Az r = 0 helyen nincs

rotécié. A vektormezd a ta (¢t # 0) helyvektori pontokban drvénymentes.
divv(r) = 4|r|, har # 0.
001(0,0,0) _ 1. v1(2,0,0) = 1(0,0,0) _
Oz T x

Hm |z] =0.
z—0
Hasonléan
dv2(0,0,0)  8v3(0,0,0)
Jy - dz
ezért divv(0) = 0, igy divv(r) = 4ir| minden r-re igaz. A vektormez$ az
r = 0 helyen forrdsmentes. rot v(r) = 0; a vektormez8 trvénymentes.

=0,

ar . . . P
divv(r) = op ha r # 0. Az r = O helyen nincs divergencia. A vektormezd

az ar = a;z + azy + a3z = 0 egyenletd sikon a (0,0,0) pont kivételével

18.1



18. Vektor-vektorfiiggvények

10.

11.

12.

13.
14.
17.

18,
19.

20.
22.

23.
24,

25.

rxa
2

vektormezd a ta (¢ # 0) helyvektorti pontokban drvénymentes.

divv(r) = 3ln|r|+ 1, ha r # 0. Az r = 0 helyen nincs divergencia. A

vektormez8 az z? + y° + 2% = | egyenleti{ gombfeliileten forrdsmentes.

rot v(r) = 0, a vekiormez8 srvénymentes.

forrdsmentes. rot v(r) =

;har # 0. Az r = 0 helyen nincs rotdcié. A

2
J 18.4 jelolést hasznilva divgrad|r| = Ay/a?2 + 42 + 22 = e har # 0. Az

r = 0 helyen nincs divergencia. A vektormez& sehol sem forrdsmentes. A T
18.7 alapjan rotgrad|r| = 0, ba r # 0. Az r = 0 helyen nincs rotécié. A
vektormezd az r = 0 hely kivételével drvénymentes.

T 18.5 szerint

ra
Ir|
ha r # 0; az r = O helyen nincs divergencia (1. a 4 és 7 feladatokat!). A
vektormezd sehol sem forrdsmentes.

div v(r) = divajr| + div Jajr = — + 3/a|,

rxa

I

ha r # 0. Az r = 0 helyen nincs rotacié. A vektormezd a ta (t # 0) helyvek-
torii pontokban &rvénymentes.

divv(r) = 0, ezért a vektortér forrasmentes (D 18.1).

Forrasmentes. 15. Forrasmentes. 16. Forrismentes.
divv(r) = 2% (y - ez)z; a v(r) vektor-vektorfiiggvény az zy koordinitasikon
és az y = ¢” egyenleti feliileten forrdsmentes. {Az egész vektortér nem for-
résmentes.)

rot v(r) = 0 és div v(r) = 0, ezért D 18.3 szerint a vektormez8 harmonikus.

1
—=——= = 0, de 18.4 szerint:
Vot +y?

div v(r) = div grad ! FAY ! = 1

. \/mz +y2 \/3;2 +y? \/(582 + y2)3 7
ezért a vektortér nem harmonikus, de 6rvénymentes.
Nem harmonikus, de 6rvénymentes. 21. Harmonikus.
rot v(r) =0 és divv(r) = 6((A+C)e+(B+D)y). Ha A+ C =B+ D=0,
akkor a vektortér harmonikus. Ha A + C # 0 vagy B + D # 0, akkor v(r)
csak az (A + C)z + (B + D)y = 0 egyenletd sikon harmonikus.
A D 18.1 és a D 18.2 definiciékbél azonnal adédik.
Legyen b = b1i+ baj + bsk. A D 18.1, a D 18.2 és a D 14.9 definicickbol
egyszeriien adédik.
Legyen v(z,y,2) = vi(z,y,2)i + va(z, y, 2)j + va(z, v, 2)k. Az allités, a fiigg-
vények szorzatdnak differencidldssra vonatkozd szabalyt is alkalmazva, egy-
szeriien igazolhatd.

rot v(r) = rotalr] + rot |a|r =

T 18.6 szerint: rot v{r) = rot grad

1

16.2



18. Vektor-vektorfitggvények

26.
27.
28.

29.
30.

31.

33.
35.
36.

ar.

38.

39.

Az el6z8 feladathoz hasonléan egyszertien bizonyithatd.

A 23. feladathoz hasonléan egyszerfien bizonyithaté.

A T 18.6 alapjan a bizonyitds egyszerd, de a tétel szerint fel kell tenni, hogy
az r valamely teljes kérnyezetében a megfeleld parcidlis derivaltak folytonosak
legyenek. (L. még T 14.9!)

graddivv(r) = 6(zi +yj + zk) =

A T 18.5 szerint rotrotv(r) = graddivv(r) —Av=20

Av(r) =1’ 32. é
(2 — 222? —:r: 2y2)sin yz. 34. ye® + ze¥ 4 ze,

(22y® + y?2? + 22a)e™v*,

A D 18.7 szerint, ha a v(r) figgvénynek u egy potencidlfiggvénye, akkor

a
& 3:1:2y —ydés — = 2t — 3zy2, ezért példaul
Ox Jy

u= /(3E2y - y%)de = 2y —y*z + o(y),
ahol c(y) olyan egyvaltozés valés fiiggvény, amely csak y-tdl fiigghet. EbbS]
0
z? — Bytz = 53 =a* -3’z +(y),

ahol ¢/(y) a c(y)-nak y szerinti derivaltjit jelenti. Eszermt c'(y) 0, azaz
c{y) = ¢ (¢ € R), ezért a potencidlfuggvények az u(z,y) = 23y—y Szte (c € R)
fiiggvények.

Az €l5z8 feladat megoldasat kovetve az 32~ 2:v2+c'(y) = 3222y egyenlethez
jutunk, ami ellentmondés, mert '(y), es igy c(y) is fugg z-t8l. Tehdt nincs
potencidlfiiggvény. Mivel rot v(r) # 0, ezért T 18.8 alapjn is megkaphaté ez
az eredmény.

A 36. feladat megoldisit kovetve, példdul: v = [zady = zyz + c(z,2),
amib6l

o Bu +6c(a:,z) _Ou . +6c(3; z)
V=% VT e ) T E T T
dc(z, z) fc(z, z)

=0 és
z 2z

Tehit a potencidlfiiggvények: u(z,y,2) =ayz+c¢ (c€R).

A 36. feladat megoldasat kovetve, példdul: u = f(y+2) dz = yz+zz+aly, 2),

amibél

Ez azt jelenti, hogy = 0, azaz c(z,z) = ¢ (¢ € R).

Ou derly, z) du dery, z)
:c—l-z——é;-m-i- By :c+y—az—-:c+ EPa
o
Ez azt jelenti, hogy %’——z—) =zés qéi’ 2) =y, azaz ci{y, z) = yz +ca(z),
igy y = —ac—lgi"-ﬂ = y + c4(2), ahol ch(z) a cy(z)-nek z szerinti derivaltjit

18.3



18. Vektor-vektorfilggvények

jelenti. Ebbél cafz) = ¢ {¢ € R}). A v(r) potenciélfiiggvényei: u{z,y,z) =
ay+yz+zzt+ec {c€ER).
. 2 2,2
40. u(z,y,2) = 2yz — %y—+y—2i-+c {c € R).

41. u(z,y) = 2y/costasin’y +sin’zcosly+¢ (c€R).
42. Az AB szakasz egy paraméteres egyenletrendszere (1. Szdsz G., Matematika
1., 5.3.4. péld4jat):

z=14+¢ y=-243t 2z=34+% 0<t<1,

ennek megfeleld paraméteres vektoregyenlete:
r(t) =(1+8)i+ (3 -2)j+(3+8)k, 0<i<L
r{t) =i+ 3j+k, ezért T 18.11 szerint:

~/AB v{r}dr = /: v(r(t)i(t) dt =

/ﬂl(u T 4t)i+ (44 20)) + (4t — DK)(E + 35 + k) dt = /01(1415 +12)dt = 19.

43. 1. megoldds: Az integrilds dtja az r(t} = icost + jsint (0 <t < 2r) para-
méteres vektoregyenlettel megadoti kor {l. a 17.139 {feladat megolddsit).Az
integralds iranya megegyezik a paraméter ndvekedésének iranydval. A T 18.11
szerint:

2T ‘
Lv(r) dr = ‘/0 {icost + jsint){—isint + jcost)dt = 0.

2. megoldas: A vektortér potencidlos, igy T 18.12 szerint az integril értéke 0.
44, A T 18.11 téielben szerepl§ specidlis formula szerini:

/g v(r)dr = f: "z(mz + (8 —22)% + (2% — (3 — 22)%)(~2)) dz = —168.

(Természetesen az eredmény az altalanos formuldbdl is megkaphatd.)
45. %
46. 1. megoldds: T 18.11 szerint

3 1 1 kg
/ v(r(t))i(t)di = [sin 2t — - cost — ~ sin* t] =0
0 2 2 0 .

2. megoldds: rotv(r) = 0, r(t) folytonosan differencidlhaté. Mivel r(0) =

r(m) =k, ezért a G gorbe zart. A T 18.12 szerint a gérbementi integrél 0. (L.

még a 17.144 feladatot!)
47. 1. megoldas: Az integralds titja az r(t) = i3cost+jdsint+2k (0 <t < 27) pa-

raméteres vektoregyenlet(i ellipszis {1. 17.140 feladatot}, amelynek irdnyitasa

a paraméter novekedésének irdnya. A szdmitdst végezziik el T 18.11 szerint.

Az integral értéke 0.

2. megoldds: rot v(r) = 0 miatt — T 18.12 alapjdn — az integral értéke 0.

184



18. Vektor-vektorfiiggvények

48.

49,
50.

51.
52.
53.
55.

56.

Az QA szakasz egy paraméteres vektoregyenlete: r(t) = it +jt (0 <t < 1). Az
OA szakaszon v(r(t)) = 0, ezért ezen a szakaszon az integrél értéke 0. Az AB -
szakasz egy paraméteres vektoregyenlete: r(f) = (1 —£)i+j+tk (0 <i < 1).
T 18.11-et is felhaszndlva:

/gv(r)dr=LAv(r)dr+LBv(r)dr=fABv(r)dr:: %

e—2.
Az AB szakasz, a BC szakasz, az AB negyedkoriv és az ABC {élkoriv egy
paraméteres vektoregyenlete rendre a kisvetkezd:

r(t} =licost + jsint (Ogtgg)’

"

r(t) = (1 +cost)i + (1 + sint)j (gg >t> 2

).

. ) In5 .
Mind a hdrom esetben az integral értéke: R Ez a kovetkezd médon is meg-

kaphaté: A vektormezd potencidlos, mert v(r} = gradln/2? +y? (1. 2718.
és 32. feladatokat), ezért T 18.12 szerint barmely két pont kézotti gérbementi
integral a potencidlfiiggvénynek csak a végpontokban felvett értékeitsl fiigg.

Igy:
jACV(I‘)dr:In V12422 —Inyf12 4 02 = }_l;

j;jv(r) dr = /OA v(r)dr — /BA v(r)dr — /OB v(r}dr =
0 (1. a 38. feladatot!)

1
6 — %ﬁ — 9In2 ~ —9,66310. 54. In -;1 + = % 0,72377.
e

+ g ~ 3,90413.

IR

rotv(r) = 0, ezért T 18.12 alapjdn a § gorbementi integral megegyezik az
AC szakaszon vett integrallal: 21/3.

Megoldhaté a feladat a T 18.10 alapjan is, de a megoldés elég hosszadalmas.

In2
{Az OA szakaszon az integral 0, az AB koriven I; , végiil a BC szakaszon
3ln2

—gy %Az G gorbén 0. Megjegyezziik, hogy érdemesebb a CB szakaszon

integralni, s a kapott eredmény —l-szeresét venni. Ezen a szakaszon még
egy parcidlis integraldst is kell végezni.) Mivel rot v(r) = 0, ezért T 18.12
alapjan jéval egyszeriibb, ha az OC szakaszon integrilunk. (Az OC szakasz
egy paraméteres vektoregyenlete: r(t) = tk (0 < ¢t < 1), ezért v(r(t)) = 0,
igy az integral értéke is 0.) A v(r) egy potencidlfiggvénye u = 23y% In(z + 2),
ezért T 18.12 alapjin a kovetkezd médon is meg lehet oldani a feladatot:

fo V(r)dr = u(C) - u(0) = 0.
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18. Vektor-vektorfiggvények

57.

58.

59.

61.

62.

63,

64.

65.
67,

G8.

69.
70.

Az v = div(r’r) = 5(z% + 4 + 2%) a v(r) figgvény potencidlfiiggvény=. ~7ért
T 18.12 szermt:

L v{r)dr = u(1,1,v2) — u(2,0,0) = 0.
v{r(t)) = (#* — 120 + 265j — ¢%k és ©(t) =i + 2] + 3¢k, ezért T 18.11 szerint
i
/ v(r) x dr = j (v(r(8)) x ¥{t)) dt =

17 1
P j’ #6344 4 42 /3 L RLLI S
f(a Oyd 5 (31 ~5t% 4 o) do 2k [0 41 i 5k
I, 1 1
—=i—-—=j+ -k 60. n(—2r7i— 3+ k).
61 103+ n(—2ni — 3j + k)
—(i+J+k)

v(r) = (zi+yj+ zk}/z? + y% + 22, és a 17.190 feladatot is ﬁgyelembe véve,

a § gorbe egy paraméteres vektoregyenlete: r(t) = #i + % + 7k (0 <t < 1).
. 1, 1

Az integral értéke: ——1 + —_] + éﬁk

v{r(u,v)) = (u + ?.v)l —vj -i— (u ~v)k, ry=i+késry =2i+j—k, ezért

u+2v —v u-—vw

vir(u,v))rary =| 1 0 1 |=—6v,
2 1 -1
3l
igy T 18.15 szerint: ]fv(r)dF = /E; jﬁ; (—6v)dvdu=—

Ay 2

L_v(:;(u,v))dF—-fD jﬁ 2u’sinv dudv = 3
27w

_— 68. —6.
2

v(r) = (iz + jy + k2)(z* + ¢* + 22)% és az F {élgombfeliilet egy paraméteres
vektoregyenlete (1. a 17.210 feladatot!):
r(u,v) = i2cosusinv + j2smusinv + k2cosv (0<u<2r, 0<v < -;-r-)

Ezért a T 18.15 alapjdn az integral értéke: —128x.

(Idﬂ'

—— (1. az el6z6 feladat megoldasat!).

—67in 2.
Ha a gémbfeliletet az

r(u,v) = lacosusinv + jasinusinv + kacosv (0 <u < 27, § < v < )

paraméteres vektoregyenlettel adjuk meg (17.210), akkor az ry x ry felileti
normdlvekior mindig a gdmb kézéppontja felé mutat, ezért D 18,13 és T 18.15

szerint az
/ vir)d [ j v(r{u,v))ryry dudv



18. Vektor-vektorfiggvények

71.

72,

73.

75.
76.
7.

képletet kell alkalmazni. Az integral értéke: 4ral.

A tetragdert az 4bra mutatja, amelynek csics-

pontjai az origé, az A{a,0,0), a B(0,q,0) és >
a C(0,0,c) pontok. Az OBC haromsziglap

egy paraméteres vektoregyenlete: r(u,v) =

a(uj +vk) (u+v <1, 0 <u, 0 < v, ebbél

ru X ry = @’i. Az OBC héromszéglep min-

den pontjiban egy kifelé mutaté normélvek-

tor —a’i, ezért az OBC haromszdglapon az

1 fl-u 4 A B
integral: ~/ j dtuvdodu = —g—. Ha- r

6 JO &
sonléan kaphatd, hogy az OAB és az OAC
4

13 - » - . P a’ '
hiromszéglapokon az integral értéke szintén ——. Az ABC haromszoglap egy
paraméteres vektoregyenlete: r(u,v) = ae(ui +vj + (1 — u.— v)k)

(u>0, v>0, utv<1). Ebbl ry x vy = a®(i +j + k), és ez kifelé mutats
normélvektor az ABC hdromszoglap minden pontjiban, Igy a kiszdmitandé
mtegral:

4

1 pl—u
dg L2 B Vdvdu = &
/ﬂj[; a*(v—uv — v* +u—u*)dvdu 5

Felhaszndlva T 18.14-6t is, a tetraéder kiils§ feliiletén az integral értéke O.
(Az ABC haromszoglap fenti paraméteres vektoregyenlete példaul az aldbbi
médon kaphaté meg: A rajz alapjin lathatd, hogy a hiromszoglap minden
pontjihoz pontosan egy olyan (u,v) szdmpdr tartozik, hogy a pont r(u,v)
— —_— P

helyvektora egyenld példaul az OC + uC A + vCB vektorral, azaz r{u,v) =
a(ui + vj + (1 — u — v)k), shol v,v,1 — v — v > 0. Forditva, minden ilyen
helyvektor végpontja rajta van a hdromszéglapon. Ugyanigy kaphaté meg a
tsbbi hdromszoglap paraméteres vektoregyenlete, csak a C pont szerepét az
O veszi at.)

v{r{u,v)} X {rq X ry) = i{(2v — 3u) — j(2u + v} + k(3u + 5v), ezért T 18.15
szerint: /.'F v(r) x dF =

3 q . 2t . .,
fﬂ ]D (i(20 — 3u) - J(2u + v) + k(3u + 50)) dv du = (=i~ j + 2K).
1, 2, 1,
§(k - !}. T4. '3‘1 - §J
rot v{r) = 0, ezért Stokes tétele szerint a gérbementi integral értéke 0.
0.
Tekintsiik a G-nek az zy koordinitasikra es6 mer&leges vetiiletét. Mivel a G
tetszGleges P(x,y,z) pontjara (1. kovetkezs oldal bal oldali abréja)
z =asint, y=acost, z=afsint+cost)=2zx+y,

ezért a G gorbe az 27 + y? = a? egyenletdl hengerfelilet ésaz z +y— 2 =10
egyenletii sik metszésvonalaként elallé ellipszis, azaz zart gorbe; irdnyitdsa

18.7
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78.

79.

80.

negativ. Alkalmazhat6 Stokes tétele vigy, hogy az F feliiletdarabként az
z + 3y — 2z = 0 egyenletd sikban az el6bhi ellipszis altal hatdrolt sikrészt
valasztjuk. Az F egy paraméteres vektoregyenlete:

r(z,y) = zi + yj + (x + y)k, = +¢* < o’

Mivel rot v(r) = i—j+k és rx xry = ~i—j+k, ry xry irdnyabdl visszanézve
az ellipszis irdnya negativ forgdsirinynak felel meg, ezért

= — = — = — 2 .
fg v(r)dr = j}_ rot v{r)dF f ./; 2yy2ca? dz dy a‘w

Megjegyezziik hogy a feladat gérbementi integrallal egyszerfibben megoldha-
té.
Yy

¢ C

Az ABC héromszoglap egy paraméteres vektoregyeulete (1. a 71. feladat
megoldasat): r(u,v) = a(l —u—~v)itavj+auk, 0<u, 6<v, u+v <1,
ru Xty = —a*(i+j+k), rot v{r) = 2(zi + zj + yk), rotv(r(u,v)}=
—2aui + (1 —u ~v)j + vk), rotv(r(u,v))(ru x ry) = 2a%. Stokes tételét
alkalmazva (ry x ry irdnyabdl visszanézve a gorbe forgdsirdnya negativ, 1
jobb oldali dbra}:

, v(ydr = = [ rotv(r)dF = —fﬂ1 ]ul_uzas dv du = ~d.

Az integrilds vitja a csavarvonal A(g,0,0) kezdSpontd és B(a,0,b) végpontd
nem zart ive, ezért nem alkalmazhaté Stokes tétele. Mivel rot v{r) = 0, ezért
az integral értéke fiiggetlen az attél (T 18.12). Ez azt jelenti, hogy integralha-
tunk az A kezdSponti és B végponti szakaszon, amelynek egy paraméteres
vektoregyenlete, r(t) = ai + tk (0 < ¢ < b);

/ABv(r)drz fubizdt = %

Green tételét alkalmazhatjuk: ha vi(z,y) = 2(z* +¢%) és valz,y) = (x+4)?,
akkor

}{gv(r)drz/12/:_22(.1:—3;)5{?;(133:._%'
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18. Vektor-vektorfiggvények

81. Green tételét, majd a sikbeli polarkoordinatds helyettesitést (T 16...) alkal-
4

mazva, az integrél értéke: 121.
82. 8.
. Alkalmazzuk Green tételét rendre a vi{z,y) = 0 és vz(z,y) = z, vi{z,y) = —
és voz,y) =0, n(z,y) = —y és va(z,y) = z fiiggvényekre.
. Mivel i(t) = —iasint + jbcost?, ezért az el6zd feladat és T 18.11 szerint:

. 2r 2n
A(T) = fg:gj dr = jﬂ jacost{—iasint + jbcost)dt = abfu cos® t dt = abm.

Egyszeriib a megoldds, ha az A(T) = % fb {—yi+ zj) dr képletet alkalmazzuk.
Ebben az esetben:
1 gix . . 1 o
ATy = 5/9 (—ibsint + jacost)(—iasint + jbcost)dt = 5]0 abdt = abr.
85. A 83. feladat és T 18.11 szerint:
A(T) = % 2% 3ab(sin? t cos? t + cos' ¢ sim?t)dt = %—’1 jg' sin®tcos?t dt = %.

86. 6a’r.

87. Az OA, az AB és a BO iv egy paraméteres
vektoregyenlete rendre: Y1

1

r(z) = zi+ z%j ({)<:a: 3
1 1

=i —13 >x>
@)=zt g (5227

r(z) = zi + /=) (% >z > 0).
Ezert T 18.10 és a 83. feladat alapjan: A(T) =

2/523:__ z@-—-—j\/_da:— ——t —

] T 0
1+3In2

24
88. 1.

89. Mivel divv(r) = 0, ezért a Gauss-Osztrogradszkij-tétel szerint az integral
értéke is 0.

90. Mivel v(r) = zi + yj + 2k, ezért D 18. 1 szerint div v(r) = 3. Hengerkoordi-
nitikra attérve (T 16...):

ffv(r)szfjfvdivv(r)dV;L2]LZL2"3rdpdrdm:367:

" (V az F &ltal koriilzart térbeli tartomany).
91. D 18.1 szerint div v{r) = 3(z% 4 y? + 2?). Térbeli polarkoordinatikra dttérve
(P 16.19), és a befelé mutaté feliileti normalis miatti negativ elSjelet is kitéve:

a X 2% 12¢57
=— Asinddpdddr = — )
ffv(r)dF 3[0 [ﬂ fu v sind dyp dif dr 5

18.9
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18. Vektor-vektorfiiggvények

92.

93.

94.

95.

Az F feliilet az 2% + (y — 2)% + (2 — 1)? = 1 egyenletii gombfeliilet; divv(r) =
S5y — 4z. A szamitis sordn a kovetkezd integraliranszformacit hajtjuk vépre:
z=rcospsing, y=2+rsinpsind, z=1+rcosd,
0<r<l, 0<p<2r, 0Z59<m.

A Jacobi-determindns (D 16...) abszoltt értéke: rZsind. Az integral értéke:
40w

3

Az F felilletet a mellékelt bal oldali sbran vézoltuk; divv{r) = 2zy® + 1.

Hengerkoordindtdkra dttérve:

atr

a ra-r? pox
dF=/f f23'2 rdpdmdr = 22
f}_v(r) b s A (2r° sin® pcosp + 1)r dp dm dr 5

z Y

div v(r) = 2(z + ¥ + 2); hengerkoordinatakra sttérve: 0 < p < g,
2

4 T
. i il értéke: — + — = . job
Az integrél értéke i + 48 6,33212 (1. jobb

1—-7r

(<<, 0<m<

oldali dbra).

divv(r) = & + y -+ z; térbeli polérkoordinatikra ittérve, és a befelé mutaté

feliileti normélvektor miatti negativ elgjelet is figyelembe véve: f}__ v(r}dF =
1 % p2n¢ T

-]0 /‘; /9 (rcospsind + rsinpsind + 7 cos )’ sind dp dd dr = T

{A feladat megoldhaté a Gauss-Osztrogradszkij-tétel nélkiil is. A v(r) vektor-

vektorfiiggvényt integriljuk az

r{p,J) =isindcosp + jsindsinp + kcosd (O Cp<2r, 0<¥< 32[)

paraméteres vektoregyenlettel megadott felilleten megfelel§ iranyitassal. Az
T
integrél éricke: -7 Mésodik 1épésben integraljuk a v{r)-t az
r{u,v) =iucosv+jusiny (0<u<i, 0<v<2r)

egyenlettel megadott felileten. Az integral értéke: 0. Végiil alkalmazzuk
T 18.14-et.)
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18. Vektor-vektorfilggvények

1
86, divv(r) =2zylnz+ m; hengerkoordinatskra dttérve:
4 27
f}_\'(r)dF = ,/1 j:é;_/{, (2r25i11(pCOSLph}’rn + (hm_i—l_)?) rdpdrdm
™ 5 3
=2 (a5 - 55) ~0,4840
4 ( 2 10 0,48403

97. divv(r) = 2% + y? + 2% — 3; térbeli polirkoordinatikra attérve:

% é% 2 2 2 . 3\/—§W
j{fv(r)dF_/ﬂjﬁ fo (r® = 3)r? sind dipdr 9 = - =% A~ —1,63241.

2k
98. divv(r) = +2$y+——1—z; hengerkoordinatékra sttérve: ff v(r)dF =
z

1
2z 42 ol
nm

1 g2 27 1 .
./u /FZ_H/O (m+2r sin p cos + — )rd(pdmdr:
dspm (4111 2?2+ 23— 13;6-) = 1, 32859. Megjegyezziik, hogy a megoldds

kézben szerepel az f rIn?(r? + 1) dr integral is, amelyet az u = r? + 1 helyet-

tesitéssel, majd kétszeres parcidlis integraldssal szdmithatunk ki.

99. divv(r) = -—(552—2'3:;535; gombi koordindtdkra dttérve: frv(r) dF =
5 2 7% —2rsindsinegrcos?d
f‘j : ] 2”‘“4 R P sin W dp dr d9 = 8(v/3 — 2).
z L) rdsin® 4

100.1. megoldds: A 18.20 és T 18.11 alapjdn: _
2% 2% 2 2,2
W = fu v(x(£)i(t) dt = /0 B2t dt = 225,

2.megoldéds: Az erftér potencidlos (D 18.7}, a v(r) = r egy potencidlfiigg-
] 224yt r? '
vénye: u(z,y,z) = g = 3 iy T 18.12 szerint W = err =

u(B) — u{A), ahol A{a,0,0) a kezdSpont és B{a,0,2rb) a végpont.
3.megoldas: Mivel az erStér potencidlos, ezért az erd munkédja csak a kezdd-
és végponttdl fagg (A 18.21), integralhatunk tehdt az AB szakasz mentén:

2%b 9.9
W:f0 tdt = 278",
oL w=3et-3, 92
T4 e? " 4
2n 2x
102.W =j dt = 2r, illetve W =f (1 +2cost)dt = 2m.
0 0

103.rotv(r) = 0, ezért az erStér potencidlos (T 18.8). A v(r) egy potenci-
alfiggvénye: u(z,y,z) = zyz{z + y + z). Igy A 18.21 & T 18.12 szerint:

W= /OA v(r)dr = u(1,1,1) — 2(0,0,0) = 3.
104. A feliiletdarabot az abra mutatja, egy paraméteres vektoregyenlete:

r{z,y) = zi+yj + (1 - /a2 + 30k (a? +4° < 1).
18.11



18, Vektor-vektorfiiggvények

z i

i+ i+k,
M’$2 +y2 ‘f$2+y2
v{r(z,y))rxry =1,
ezért A 18.22 és T 18.15 szerint:

& = ffv(r)dF = szzﬂzg dzdy = .

I‘xXI‘y=

105.® = drm # 0, ezért A 18.22 szerint vannak a gémb belsejében forrdsok.
106.Mivel div v(r}) = —3, ezért T 18.18-at alkalmazva:

2 pd-y? [l
tﬁ:/}_v(r)d]?‘=/_2/0 L(—S)dmdzdy:—.‘&l
(1. bal oldali 4bra)

107.v(r{z,z)) = —2i + 2" + 2k és ry X ry = ie® — j, ezért A 18.22 és
In2 (1
T 18.15 alapjén: & = ]f v(r)dF = fﬁ fﬂ (—4¢%) dz de = —4.
(1. jobb oldali dbra)
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19. Maitrix és determinans (megoldasok)

1 2 2 2
T o 2. |0 3. |11 1}.
| -1 (3 3 3
. ' [ n{n+1)/2
1 n{n +3)/2
4. Nem végezhetd el. 5. ~11. 6. )
16 -
S | n{3n —1)/2
1 2 3
7. [-2. 8. |0 o o} 9 [2 4 8]
' -1 -2 -3
10. Nem végezhetd el. 11. a) —, b)5x2,c)4dx5,d)4x2
12. m xn.
0 0 1
4. C¥2 =11 0 0], C¥F=E;, CF1 =G5, ke
¢ 10
a* O o
15. A%+ = A 65 A = Ey. 16. Am= | 0 “ 0
0 0 ... a7

n

17. CM¥ (ki€ N, i < k) aza matrix lesz, melynek bal als6 sarkiban az E;, jOb])
felsd sarkaban az E,.; egységmatrix van, egyebiitt 0. Igy tehét C"" E,.

18. Teljes indukcidval mindkét ssszefiiggés bizonyithats. Példaul igazoljuk a mé-
sodik ssszefiiggést! n = 1 esetén az egyenldség fennall, amirél az Fyp = 0,
Fy = 1 és Fy = 1 értékek behelyettesitésével meggydzédhetiink. Tegyiik fel,
hogy az egyenléség fenndll valamely n értékre, bebizonyitjuk, hogy fennall
n + 1l-re is.

[0 1]"“ _ [F,,_1 F, ] [0 1] _ [ F, Foa+ F] _ [ Fy FRH]
11 Tl F Faplll 1) LR Bt Fan Forr Fagel’
21. A és B azonos tipusd négyzetes matrixok, tovibbé
(A+B)=(A+B)A+B)=A?+AB + BA + B®. Tehat az
(A+B)* = A>+2AB+B? egyenléség pontosan akkor all femn, ha AB = BA.

4

n e
c3 = Z(lib,’g. 23. 2z = Zakgyf. 24. aoy = ZbQiCi-l-
=1 =1 i=1
[} !k
25, a9y = Z arajdi3 = Z (Z Do; C,J) dj3 = Z Zbggc,‘jdjg,

=1 j=t =11=1
ahol x3j a ([b; sk €iilix I) matrix mdsodik sordnak j-edik eleme.
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19. Matrix és determindns

k i ko
26. a3 = Z bo; (Z C,'J'djg) = Z z byicizdys.
i=1 j=1 i=1 5=1
27. Az el6z8 két feladat eredményét is figyelembe véve:

ik I 2]
Qij = Z Z biictsdsj = Z Z b{thsdsj.

s=11=1 =1 s=1
aney +apzs ...+ GiaTa
m

2
anizi + arexs + ... + n

28, B=| HETT R B ,fgyczz(zaijﬂ) '
i=1 \j=1

Cm1®1 + dmaze + ... + Cman

10 0]ft 00 1 60
20. A2=[2 1 0]|2 1 o]l=|4 1 0f,amibsl
3 2 1]{3 2 1 10 4 1
100
[2 1 0]j2 1 ofl=[4 1 0],
3 21

azaz A? masodik sorat megkaphatjuk, ha A masodik sorat (mint matrixot)
megszorozzuk A-val.

1 00 0 0
30, |4 1 0} |-1}=1|-1],
10 4 1§§-2 -4

azaz A megszorozva B els§ oszlopdval az AB els8 oszlopét adja.

[0
31. [-2 1 0] 1}:[1].

| 2
1 0 @
32. [-2 1 0]|2 1 6|=([0 1 0],
3 2 1

azaz B harmadik sora megszorozva A-val a BA harmadik sordt adja.

33. Az allités helyességéril egyszerti behelyettesitéssel gySzddhetiink meg,

34. Az AB szorzat f6atléjaban az i-edik helyen T}, appbi 8ll, igy a f8atlébeli
elemek Bsszege Yooy Thoy airbir. Ugyanennyi a BA szorzat f84tl6jaban levd

g2 2

elemek Gsszege is, igy az AB — BA f84tléjdban levs elemek osszege 0. Mivel

az E matrix {63tlojaban csupa 1 all, melyek dsszege n, ezért az egyenldség
valéban nem teljesiilhet. :

-1 6 1 -1 2 1
36, =1-(1 0 2|+3-]1 0 2|=-12+4+9=-3.
0 4 0 0 10

(Az elsd és a negyedik tagot le sem irtuk, mivel ezekben 0-val kellett szorozni

a megfelel§ aldetermindnst.)

0 0.1

37. —-1-|0
1

1 2|=1
2 3
19.2



19. Métrix és determindns

38.

39.

40.

41.

42.
44.

[y

1 2
A masodik sora szerint kifejtve: 1-1—-1 2 1|= —6.
0 3 1

A determinanst a negyedik oszlopa, majd a kapott negyedrendd determinanst
a misodik oszlopa szerint kifejtve:

igg—ég 1.0 4

1. =(-1)-5-12 0 3|=—75.
200 3 203
103 1

a} 24. b) 0, mert mdsodik sora nullakbol all. ¢} 0, mert els6 és harmadik
oszlopa azonos. d) 0, mert els§ sora a harmadik sor {—1)-szerese.

Az 1. és 2., azutdn az 1. és 3., végiil az 1. és 5. sorokat felcserélve:

01000 0 0 200/ {00 0G0 3
062400 01000 {01000
0 0600 3/=-{00003/=|0020 0=
006040 00040/ (00040
500 0 0 5 0000 |50000
500 0 0

01000

—l0 0 2 0 of=-1%.

0 00 4 0

0000 3

-1, -1, 1. 43, 24, 24.

Az elsd sort cseréljiik fel az uwtolséval, a mdsodikat az utolsé elStiivel, ..., igy
Ent(%) sorcserét hajtottunk végre, tehdt a determindns ériéke (—~1)E“L("/ 2,
Ennek értéke 1, han = 4k vagy n = 4k + 1, és —1, ha n = 4k + 2 vagy
n = 4k + 3 valamilyen k természetes szdmra. Mas alakban kapjuk meg az
eredményt, ha csak szomszédos sorokat cserélilnk: el8szor az elsd sort vissziik
(szomszédos sorok cseréjével) az utolséba, majd az eredeti determindns maé-
sodik sordt az utolsd elsttibe, ..., azaz az aldhbi sorparok cseréjét hajtjuk
végre:

(1,2), (2,3), (3,4), ...,(n—1,n),

(1,2}, (2,3), ...,(n —2,n—1),

(1,2).

Ez 6sszesen (n—1)+{n—-2)}+.. . +2+1 = 1@ sorcsere. Minden sorcserével
{—1)-szeresére valtozik a determindns értéke, igy a végeredmény (—1)r=1r2,
Természetesen e hatvany értéke is akkor 1, ha n = 4k vagy 4k + 1, és akkor
—1, ha n = 4k + 2 vagy 4k + 3.

(Ugyanilyen gondolatmenettel kimutathatd, hogy ha egy determinans mellék-.
atldja felett csupa 0 all, akkor a determindns értéke a mellékdtlobeli elemek
szorzatanak (—1)E"*/ %) szerese [vagy (—1)*~ /2 szerese].)
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19

. Matrix és determinéns

45.
46.

47,

48.

49,

50.
52.

53.

54.

55.
56.

Az el6z8 feladathoz hasonlé szamitassal (—1)2(2=1/2p),

Az els§ és a harmadik, majd a mésodik és a negyedik oszlopok cseréje utan
kapjuk, hogy a determinéns értéke:

1000
520 0_,
01 2 0] %
001 2

Megfeleld sorcserék utdn kapjuk, hogy a determinans egyenld az aldbbi deter-
minanssal;

-1 -1 -1 -1

2 -2 -2 -2

0 3 -3 -3 =1-2-3-f§ _54|=240.

g ¢ 4 -

0 0 5 5

Az els8 sort kivonva a tobbi sorbél, majd a mésodik sor kétszeresét kivonva
a harmadikbdl, kapjuk, hogy

i1 1 1111

SO D e

1
0123 o1 2 3_,

0 2 46/ (0006

036 9 (03639

11 1 1} j1 11 1] 1111
01 2 3| 01 2 3/ 101 23_.,
03 8 15/ 00 2 6| joo 2 6/
0 7 26 63 [0 0 12 42] |0 0 O 6
24, : 51. 144.

Ha n = 1 ill. n = 2, a determinéns értéke 1 ill. —1, ha n > 3, akkor a
determinans értéke 0 (az ntébbi esetben vonjuk ki az elsé sort a masodikbél
és a harmadikbél).
Vonjuk ki az els6 sor @™ '-szeresét a méasodik sorbél, a®~2-szeresét a harmadik
sorbdl, ..., a-szorosit az utolsé sorbdl: igy a f64tlé alatt csak nullsk lesznek,
a determindns értéke: (1 — ¢®)*~ L.
A determindns a 2, ~1, —2, 1 szamokbél képezett Vandermonde-féle deter-
mindns, igy értéke: :
(=1 -2)(-2 - 2)(1 - 2)(=2 ~ (-1))(1 — (-1))(1 = (-2)) = 72.
Vandermonde-féle determinéns; értéke —2880.
A determindns két Vandermonde-deterniindns ésszegére bomlik:

1 a o o I ¢ o &

I S N E R

1 ¢ & &|Th ¢ & Al
1 d & & 1 e e &
= (b~ a)(e — a)(c ~ B)[(d — a)(d — BY(d — &) + (e — a)(e — b)(e — &)}
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19. Matrix és determinéns

57,

58.

59.

60.

61.

62.

Az utolsé oszlop by, by, ..., by-szeresét vonjuk ki rendre az els8, mésodik, .. .,
n-edik oszlopbdl. A determinius értéke: (e — bi)Ya — b2)...(a — bx).

Az els6 oszlop vagy az els§ sor szerinti kifejtéssel szdmoljunk. A determindns
értéke: a® 4 (—1)*~1b", ahol n a determindns sorainak {oszlopainak) széma.
Az osszes oszlopot adjuk az els6hoz, majd az elsd sort vonjuk ki az tsszes
tobbibél. {gy azt kapjuk, hogy a determindns {a + (n — 1}b)(a — 5)"~1, ahol
n a determindns sorainak (oszlopainak) szdma.

n =1 esetén 1 + r1y1, n = 2 esetén z1y1 + zoyo — T1y2 — L2yt 2 determinins
értéke. Ha n > 3, akkor a determindns értéke 0. Ezt tgy bizonyitjuk, hogy
elgszor a determinanst két determindns dsszegére bontjuk, majd mindkettsrsl
belatjuk, hogy értékiik 0. Az els§ determindns csupa 1-esb6l 4ll6 elsé sorét
kivonjuk az sszes tobbi sorbdl, az igy kapott determindns értéke pedig valé-
ban 0, hisz ha z3 = 0, akkor a masodik sor csupa 0-bél 4ll, ha pedig =3 #* 0,
akkor a masodik sordnak z3/zo-szerese egyenlé a harmadik sorral. A méasodik
determinans értéke is 0, hiszen ha z1 = 0, akkor az elsd sor csupa 0-bdl 4ll,
ha pedig z; # 0, akkor az els§ sor z;/z-szeresét kivonva az i-edik sorbs! egy
olyan determinanst kapunk, amelyben a mésodik sortél kezdve minden sor
1-esekbél 4ll, tehat a determindnsnak van két azonos sora.

1 1 1 1Y T1y2 £1Yn
T4zoyn 14+zoy2 ... 14 2oy + 142y l4zeye ... 14+Tatn
l4+a,;n T H+zay2 ... I+ zaya 1+zayr 14+zpyz .. 14 2oy

1 1 1 T iy ... Z1a

_ .1:2.9‘1 :Bz.yz »'02.?1:: + l 1 1 —o.
TpYl T2z ... Ialn 1 1 v 1

Ha pgrs # 0, akkor szorozzuk be-az els§ sort p-vel, a mésodikat g¢-val, a
harmadikat r-rel, a negyediket s-sel, majd a negyedik oszlopbdl emeljiink ki
pqrs-t; igy egy Vandermonde-determinanst kapunk:

LR ‘
pars 1
D=2l b L g|= R =l )= a)s = s =)
3 s s 1

Ha pgrs = 0, példaul s = 0, akkor az eredeti determindns negyedik oszlopa
szerinti kifejtéssel kapjuk, hogy:

¢ p 1
D=pq|¢¢ ¢ 1}

2

o or 1

Fzekbsl rovid talakitds utan lathaté, hogy az osszefliggés ebben az esethen
is fennall.

Linedrisan Gsszefiiggd sorvektorok kézil mindig kivdlaszthaté olyan, amely
elall a tobbi linearis kombinaciéjaként. Az dltalanossig megszoritasa nélkiil
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12. Métrix & determindns

63.

64.

65,

66.

67.

68.

69.

70.

feltehetd, hogy az elsd sor ilyen, azaz az i-edik sorvektort vi-vel jelolve vy
felirhaté az aldbbi alakban:

vy =cave +e3v3 - Ve

Ekkor az els6 sorhoz hozzidadva a masodik sor {—cg)-szeresét, a harmadik sor
(—c3)-szorosat, ..., az utolsd sor (—cp)-szeresét, az els6 sorban csupa zérust
kapunk, azaz a determinans értéke zérus. (A kvetkezd fejezetben latni fogiuk,
hogy egy determinéns értéke pontosan akkor zérus, ha sorvektorai linedrisan
osszefliggbek.)

sin{€ 4 6) = sin £ cos § + cos £ sin 8, igy a harmadik oszlop az els8 és a masodik
oszlop linedris kombinéciéja, vagyis az oszlopvektorok linedrisan dsszefiiggdek,
tehdt a determindns értéke 0.

g 4

Az els és masodik oszlop dsszege a harmadik oszlop (ill. az els§ és a masodik
sor kiilsnbsége a harmadik sor), tehdt az oszlopvektorok (ill. sorvektorok)
linerisan dsszeftiggbek.

A determinanst az els§ oszlopa szerint kifejtve, majd a {—1)-hez tartozs alde-
terminanst ismét az els6 oszlopa szerint kifejtve, stb. ..igazolhatjuk a feladat
allitasat.

ap = det[l] =1, az =

]1. _11‘ = 2, az {n X n)-es determindnst els§ sora
szerint kifejtve kapjuk, hogy @, = an—1 + an_2.

Fejtsiik ki P,-t az els§ sora szerint; azt kapjuk, hogy P, = anPa_1 + Fr_a.
Tgy P—f’i—l— =da, + ’p;}:, amib&l kévetkezik az allitds.

Pz

Felhasznéalva, hogy (z) - (";]) = (2:%) , és elvégezve az ajanlott oszlop-, majd
sormiiveleteket kapjuk, hogy Dy = Dy,_y. Tehdt, Dy, =Dy =...= D1 =1
Részletesebhen:

1 0 0 0 i 0 0 ¢

LG A b b e
PN R O B B 5

U ey

1 00 0

01 0 0
=.,..=(0 0 1 0 |=1

00 G ....... (g)

Az els6 sort kivonjuk az 8sszes tsbhibél, majd a determininst kifejtjitk az
els& oszlopa szerint.

Mivel F(1) = F(2) = ... = F(n) = 0 és F(n + 1) = nl, ezért a c=ter-
minans mellékatldja folsit csak 0 4ll, a mellékdtléban csupa n!, gy 2 41,

feladat megolddsaban alkalmazott gondolatmenettel a determindrs srtéke
(_1):1{n+1)/2(n!)n+i.
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19. Matrix és determinans

71.

T2,

73.

74.

75,

76.

7.

Mivel F(z) n-edfoké polinom, és a legmagasabb kitevsjd tagja z”, ezért
FlMz) = nl & FU)z) = 0, ha i > n. Igy a determinans mellgkatlsjaban
{n!)-ok dllnak, alatta nulldk. A determindns értéke az el§z8 feladathoz hason-
I6an itt is (—1)* D 2(plyr 1

Egyszerfi szamitissal ellendrizhetd. A feladatbeli dsszefiiggés sltalanosithaté:
Figgvényekbs! dll6, n-edrendii determindns derivaltja felbomiik n olyan de-
termindns Ssszegére, melyekben ngyanazok a fliggvények szerepelnek, mint az
eredeti determindnsbhan, kivéve az i-edik determindns i-edik soridt, melyben
az eredeti determinéns i-edik sordban 1év8 fliggvények derivalijai szerepelnek
{(i=12,...,n).

Adjuk a harmadik sorhoz az elsé 100-szorosat és a masodik 10-szeresét. Igy az
utolsé sorban a megadott, 7-tel oszthaté szdmok szerepelnek. Ha e sor szerint
{ejtjiik ki a determindust, akkor minden dsszeadandé oszthaté lesz 7-tel, tehat
a determindns is.

630 = 2-5-7-9. A harmadik oszlop minden eleme oszthaté 5-tel, a negyedik
sor minden eleme oszthatd 2-vel, a mepgadott 6tjegyii szamok oszthatéak 9-cel
is. Igy az el626 feladat megoldasanak médszerét is felhasznalva kapjuk, hogy
a determinans oszthaté 630-cal.

Legyen a haromszég két oldalvekiora a és b, mégpedig |a] = a, [b] = & ekkor
|b — a| = ¢. A hdromszog teriiletének négyzete:

2 2 2 12n\?
(a;b) :%(a2b2_(ab)2)___%(0262~(c C; b)),

ugyanis a koszinusz tétel szerint ¢? = a® + 5% —2ab, azaz ab = (¢?—a? - $%)/2.
Masrészt, a determindns mdsodik, harmadik, negyedik sorit az els6hoz adva,
onnan {a+b+c¢)-t kiemelve, majd az elsS oszlopot a tsbbibdl kivonva, végiil az
els sor szerint kifejtve olyan alakot kapunk, ahonnan kozvetlen szdmoldssal
adodik, hogy

0 ab e a c—a b-a
Tla 0 ¢ b 1 o - -
“16lt ¢ 0 a _——ia(a+b+c) E—I) -y a-—-0b}.
¢ b a 0 *T-C a—c¢ —

Vonjuk ki a uegyedik sort a t6bbibél, majd fejtsiik ki a determindnst a ne-
gyedik oszlopa szerint:

ai—as by—by ej—cqg O
1 4 1 4 1 4 ay — ay b] _ 54 €] — 4
Vr‘—l as — 44 52—54 Co — €4 0 —1 ap — ay bg—b4 €9 — C4
6 a3 — a4 63—54 €3 —C4 0 6 ’

a3z — a4 I}g—lh; €3 — C4
ay by c4 1

ez pedig éppen a AsA;, AgAg, AgAs vektorok vektori szorzatanak hatoda,
vagyis a tetraéder elGjeles {érfogata.
A determindns elsé oszlopanak kétszeresét hozzdadva a harmadik oszlophoz

kapjuk, hogy
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19.

Matrix és determindns

78.

79.

80.

B1.

82.

83.

84.

2 3 -4 1] |2 3 01
3 -1 -6 1] _|8 -1 0 1|_,
-1 5 2 1|7 |-1 5 0 17"
2 1 -4 1 2 1 01

igy az eldzd feladatbeli 4llitast felhaszndlva, a négy pont altal meghatarozott
tetraéder térfogata nulla, tehat a négy pont egy sikban van.

Mindhirom determinénst a kovetkez8képpen szdmitjuk ki. Legyen A a de-
termindnshoz tartozé métrix. Tekintstik az AAT matrix determindnsét. Ezt
konnyd kiszdmitani (hisz a f64tl6n kiviil esak nulldk 4llnak), s ennek négy-
zetgydke lesz a determindns értéke, ugyanis:

det{AAT) = det A - det AT = det A - det A = (det A).
Ezek alapjsn a harom determinans értéke: a® + 5%, (a® + 0% 4 ¢ + d?)z, (a® +
A determinansok szorzasi szabalyéat is felhasznélva:

£ In
—T3 I

iy
=Yz

(2} + 2wl +vd) =

Ty — T2y Ty + T2

—T2y1 — T1yz  —T2y2 oy
A négy illetve a nyolc négyzet tsszegére vonatkozd analdg dsszefiiggések ha-
sounldan bizonyithatéak. (Hurwitz bebizonyitotia, hogy ha n négyzetszdm
ssszegére igaz a feladatbelivel analég sszefiiggés, akkor n = 1,2,4 vagy 8.)

= (z191 — z212)? + (192 + @2mn)2.

Mivel az adott matrix determinansa —12 3 0, azaz a matrixbdl kivailaszthaté
nem zérus értékif determindnsok rendszamanak maximuna 3, ezért a matrix
rangja 3.

Mivel az adott matrix determinansa 0, de példaul

-3 o
2 # 0, azaz a matrix-

1
0
hél kivalaszthatd nem zérus értékdl determindnsok rendszédméanak maximuma
2, ezért a métrix rangja 2.

Mivel az els§ sornak a madsodik és a harmadik sor is konstansszorosa, ezért
minden masodrendii aldeterminans 0, de van elsérend nem-0 aldetermindns
{s6t, mind ilyen); tehdt a rang 1.

Ha ad — be # 0, akkor a rang 2; ha ad — be = 0, de q, b, ¢,d legalabb egyike
nem 0, akkor avang 1; ha a = b = ¢ = d = 0, akkor a rang 0.

fl) i g N ~251 - 5»
211 -1 +51 = S
11 2

002 1|~ —S18
002 1
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19. Madtrix és determindns

(1 1 2]
g 2 1}.
[0 6 0]
Innen mér leolvashatd, hogy a matrix rangja 2, de az 4talakitds folytathats
is a kivetkezSképpen:
11 2 —0, = Oy
0.2 14~ 201 — 0
[0 0 0 BRI
1 0 0]
0 2 1} ~ —203 — 09
|0 0 0]
(1 0 0]
0 01
0 0 0]
1 1 1 111 1 00
60 1 2 01 2 0 140
85, ~ 0 2 41/~ lo o ol~lo o o ; a rang 2.
10 3 6 0 0 0 0 00
88. Az atalakitdsok: —35) — S, —4i57 — S3, +15y — S3; a rang 2.
1 2% 1+ 2 1 22 142
~f0 -5 -7 |~ |0 =5 T |.
|0 5 7 6 0 0
't 1 1 1 1 0 0 0 1 000
87~01_2—3~0100~0100-a 4
e -2 -1 0 0 0 -5 -6 0 0 1 o *renE%
1o -3 -2 -1 0 0 -8 -10 6 0 0 1
1T 2 3 45
11111
~ . . 9
88. 0 0 0 0 o] &rang
0 0 0 00
89. Vonjuk ki az utolsé oszlopot a tohbibél. A kapott matrixhdl leolvashaté, hogy
a rang 4.
9
90. Mivel é I # 0, azaz a métrixnak van masodrendi nem zérus értékd alde-

91.

92.
93.

termindnsa, ezért a rang legaldbb 2. A matrix determindnsa d(1 + 2a) — 25;
ezért a rang 3, ha O(1 + 2a) — 25 # 0.

Vonjuk ki az elsd sor kétszeresét a masodik sorbél, hdromszorosit a harma-
dikbél. Kapjuk, hogy arang L, haa=6,b=9arang 2, haa=6,0#9; a
rang 3, ha a # 6.

Arangl,haa=0=0; arang 2, haa # 0, b =0; arang 3, ha b # 0.
Arang,haa=b=0;arang2, haa #0és b= —a;arang3, ha b # —a.
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19. Matrix és determindns

94,
95.

96.

97.

Arangl,haa=05b=1;arang 2, haa+b+1=0; egyébként 3.
Avangl,haa=42,b=0;arang 2 haa# 42, b=0,vagy a # £2,a # 4,
b = 3(a*— 4)/(4 — a); minden mds esetben a rang 3.
Az els8 és a masodik sort felcserélve, majd az 1j métrixban az els6 sor meg-
felels tsbbszorssét a tdbbilhez hozzdadva:

A1 11 1 A 1 A

A=|1 A 1 x| ~ [0 (1=23) (X=X (1A=
1 1 X A 0 1A= (A-1) (X=X

Az els8 oszlop (—1)-szeresét a harmadik oszlophoz, (—X)-szorosit a masodik
és a negyedik oszlophoz adva:

1 0 0 0
~{0 @P=-x @a-x» (1—,\2)}
0 {1-2) (=1) (A2-2X)

1 0 0 0
Jeloljiik a legutdbbi matrixot B-vel. Ha A = 1, akkor B = {0 ¢ 0 0} ,
0 0 00

tehat B rangja 1, és igy A rangjais 1.
Ha A # 1, akkor a 2. és 3. sort oszthatjuk (1 — A)-val, és igy azt kepjuk, hogy

1 0 0 0

0 (1+4) 1 (Q+X)
] 1 -1 —A
Az 1., 3. és 4. oszlopbdl képzett determindns értéke 1, nemnulla, tehdt A
rangja 3.

Hasonl6 feladatokra érvényes elv, hogy ha valamelyik elem sordba és oszlopé-
ba is nulldkat kivinunk behozni, igy olyan elemet vilasszunk, ha lehet, ami
1 vagy —1 és amelynek sordban és oszlopiban sincsen paraméter. Legyen az
els& ilyen elem az 1. sor 2. eleme (ezt félkovér szdm jelzi)

1 -1 2 0 -6

A~

2 1 -11 9
A=l3 1 2 3 3|~
A0 5 4 0
1 -1 2 0 -6 0 -1 00 O
3 0 1 1 3 . 3 0 11 3
-2 0 4 3 -3 -2 0 4 3 -3
A0 5 4 0 A0 5 4 0
A misodik ilyen elemnek valaszthatjuk a 2. sor 3. elemét:
0 -1 0 0 0 0 -1 06 o 0
N 3 0 1 1 3 ] 0 1 0 0

14 0 0 -1 =157} -14 0 0 -1 -15
(A-15) 0 0 -1 —15 (A-15) 0 0 -1 -15

A kovetkezd ilyen elemnek a 3. sor 4. elemét célszeri valasztani:
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19, Matrix és determindns

98.

] -1 0 0 0 0 -1 0 0 O
0 0 1 © 0 | 0 60 1 0 0
Yl -14 0 0 -1 -15 0 0 0 -10
(A—-1) 0 0 0 it (A-1) 0 0 0 O
-1 0 0
0 1 01 =1 4%# 0, tehdt a matrix rang definiciGja {D 19.12) szerint
0 0 -1

rang A > 3. A kérdés az, hogy kivilaszthat6-e nemnulla értékii negyedrendd
determinans. Bz az utolsé oszlopot biztosan nem tartalmazhatja.

0 -10 0
0 0 1 0
0 0 0 -1
(A-1) 0 0 0©

Tehdt, ha A £ 1, akkor rang A = 4, illetve X = 1 esetén rang A = 3.

=—(A-1)-1=-A+1.

i -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1
A= 1 1 4 3 6 10 2 3 4 5
“1-3 8 a b 2 0 2 (a4+3) (5-3) 5
0 2 3 5 b-3 0 2 3 5 (b—3)
10 0 0 0 1 0 ¢ 0
L 10 2 3 4 5 L]0 20 0
0 2 (a+3) (b-3) 5 0 0 a (b 7) 0
0 2 3 5 (b—3) 0 00 1 (b—8)
100
0 2 0|=24%#0, tchit rang A > 3 minden a-1a és b-re.
0 01
1 00 0
0 2 0 0
—_ f) 2o s v o —
00 a (b—1) 2a, igy ha a # 0, akkor rang A = 4.
000 1
1 0 0 0 0
_ o AL 10 20 0 0
Ha a =0, akkor A 00 0 (b=17) 0
g0 00 1 (b~ 8)
1 0 0 0
0 2 0 0 . .
00 (b-7) 0 =2.(b~T) (b—8) #£0,hab#7,ésb+#£8, és ekkor

g 0 1 {h—8)
rangA =4 Haa=046 b=1T, vagy a =0 és b = 8, akkor A-bdl csak nulla
értékii negyedrendil determindnsok vilaszthatok ki, tehat rang A < 3, vagyis
rang A > 3 miatt rang A = 3.
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19. Miétrix és determindns

Osszefoglalva: a rang 4, ha a # 0, vagy a =0 és b # 7 és b # 8; a rang 3, ha
a=0¢éb="T, vagya=06é b=8,

99. A rang o és 3 tetsz8leges értékére 5.

100. Az eléjeles aldetermindnsok matrixdnak transzponaltja:

2 70 _|-7 1 |-7 217
1 4 2 4] |2 1
1 0 -1
1 4 3 4 _|31 e 4 sl
1 4 2 4 2 1 1 -1 13
14]'_34‘31[ T
2 7 -7 7] -1 2

1 G -1
Mivel det A =1, ezért A~ =] 42 4 —49].
—-11 -1 13

101. Az el§jeles aldetermindnsck métrixanak transzponaltja:

0 2 _Jz 2| |2 0477
2 1 3 1 |3 2
_,23 ’13 INEE11 I D,
2 1] |31 32| TIY T OA
lzs_l13112 -
2 0

-4 4 4 -1 1 1
Mivel det A = 16, ezért A™' = | 4 -8 4 [=1|l1 -2 1|

4 4 -4 1 1 -1
1 {1 5 -13
102.A '=— 1|5 =39 30
Pl-s 20 -11
L e 0 01" (Lo
103.A7! = 0 a 0O = |0 )} 01, ha abe # 0. Az abe = 0 esetben
“Clo 0 ab 0 o 1
. . . e
inverz nem létezik.
- 1 d —b]
04.A7' = [ - .
104.A el B a_,haad be # 0
0 L 00 3 2 1 1
_ 1 0 0 0 - i{-2 2 1 1
1 =
105.A7" = 0 0 % e 106. A sl1 21 2 9
0 0 0 § -1 1 -2 3
1 _1 cosz sinzg {
107.A7 1 = 11—l 108.A71 = ——smx cosa: 0
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19. Matrix és determinins

(1 2 3| 100
100.{1 3 4 |01 0f~ 72
143001 “H75
1 23] 1 00 _o o1
001 1] 11 0]~"575 2%
02 0| -101 —53 5
10 -
001 | -3 1 —§j~" 7"
0 10| -1 0 } 23
- 1 1 1
100 I -3 3 I -3 1
0 10 —% 0 %} . Tehat A1 = -% 0 %; :
[—5 5. 5 12 -3
110,A7 ' =1 -3 3 11L.AT=[0 1 2 |
-1 I ¢ 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0
112.47 =1 0 o ns.a-t=|7t 100
0 1 0 0 -1 1 0
: 0 0 -1 1
i 3-2 -3-6i
114 A7V ={-1 2+21 4-3
0 o 1
4 -1 2 [ 100 4 -1 2 1 0 0
115.0 1 -1 |01 0/~Z2"%~10 1 -1 | 0 1 0.
4 3 -2 |00 1 00 0 | -1 -4 1

A bal oldali matrixban egy csupa nullibél )6 sor keletkezett, tehit nem
létezik az inverz. Valobhan, det A = 0.

0 + o0 -3

1 —a ac—1¥ 1 g 0 05'5
116.A'=j0 1 — |. 117.A71=| ¢ ]
0 0 1 _ 0 0 0 g

-5 o0 L o

118.Dh), €), g) nem, a tobbi igen.

119. Kénnyen ellenérizhetd, hogy az allitdas mindhdrom elemi soratalakitdssal igaz.
Az egyszeriiség kedvéért a bizonyitast csak n = 3 esetére irjuk fel, és arra az
elems stalakitdsra, amely feleseréli a masodik és harmadik sort, de a bizonyitds
tetszbleges n-re és a masik két elemi 4talakitdsra is hasonléan irhaté fel.
Legyen A egy teszbleges 3 x 3-as matrix, és jelolje FE' azt az elemi métrixot,
melyet B-b5] a masodik és harmadik sor feleserélésével, A’ azt a mdtnxot,
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19. Matrix és determindns

melyet A-bél ugyanezzel az 4talakitdssal kapunk, azaz
a b ¢ a b c] 100
d e fi, A'=lg h ji, E=]00 1}.
g h 3 d e f] 0180
A feladat szerint meg kell mutatnunk, hogy E'A = A'. Valéban
1 6 9j{e b ¢ (a b ¢
0 0 1{1d ¢ fi=1g9 h jji.
0 1 0l|g h 3 |d e f
120. Alakitsuk 4t elemi soratalakitdasokkal az invertdlandé A métrixot az egység-
métrixszd. Mivel minden elemi soratalakitasnak megfelel egy elemi métrixszal
balrél valé szorzas, ezért ha az alkalmazott dtalakitdsok matrixait rendre Ty,

Ta,..., T jeloli, akkor az dtalakitdsok az aldbbi matrixszorzdsokkal is elvé-
gezhetdek:

A=

TTe_1 ... TRTIA=E.

Ez viszont azt jelenti, hogy Ty ...T2T) = A™!, vagyis A~! megkaphat6 az
E-n elvégzett azonos elemi soritalakitisokkal, hisz At = T;...TeT; =
Ty ... TyTE.

121 (E-A}E+A+ A%+ +A¥ ) =E-Af=E.

__[cosa —sinalfcosf —sinf
122.ToTp = [sinaf cosa ] [siuﬁ cos 3 ]

_feos{ae+ 3) —si{a+B)] _
- [sin(a' +p)  cos(a+B) ] = Tavs

cos siua] - [cos(—a) — sin{—a)

Tl = [
@ —sine  cosq sin{—a)  cos(—a)

|-t
123.A determindnsok szorzdsi szabalya szerint det A det AT = det E, azaz
det A det AT =1, masrészt det A = det AT, tehat (det A = 1.
124.Legyen a tekintett métrix A = [§5]. Az ATA = E egyenl&séghdl, és abbdl,
hogy det A = 1, az alabbi egyenletek adédnak:

A+ =1c+d=1, ac+bd=0, ad —bc=1.

Az elss két egyenletbdl adodik, bogy a (—m, ] intervallumban egyértelmtien
léteznek olyan « és ¢ szamok, hogy @ = cosa, b =sine, c = sin ¢, d = cos ¢.
A harmadik és negyedik egyenletb&l azt kapjuk, hogy sin(a + ¢) = 0 és
cos{a + ¢} = 1. Mivel ¢ = ¢ = 7 nem lehetséges, ezért o + ¢ € {—n, 7},
és ebben az intevallumban csak az o = —¢ az egyetlen megoldas. Ez pedig
bizonyitja a feladat allitdsat.
125.Ha A és B unitérek, akkor
(AB)*(AB) = (AB)"Y(AB)=B!A-'AB =E,
tehit AB is unitér. Mdsrészt az det(A*) = det{A) és det{A*A) = det{(E) =1
egyenldségekbsl kovetkezik, hogy (det A)? = 1, ami bizonyitja allitasunkat.
126.Legyen a tdrsasag n 18s, és jelolje k; azt, hogy az i-edik résztvevs hiny masik
vésztvevgvel fogott kezet (i = 1,2,...,n). A by + ks + -« + ky, Osszeg éppen
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19. Maitrix és determindns

a kézfogasok szdmdnak kétszerese, tehit paros szdm, hisz minden egyes kéz-
fogast mindkét kezet fogd embernél szdmba vettiink. Egész szdmok dsszege
pedig csak dgy lehet paros, ha benne a paratlan sszeadanddk szdma péros,
vagyis a fenti dsszeghen csak péros sok k; szam lehet paratlan.

127.E feladat, matematikai tartalmat tekintve azonos az el6zével. Jelolje a graf
szogpontjait p1,p2,. . . Pu, s jelolje d(pi) a pi pont fokdt. A d(p1) + d(pz) +
- + d(pa) sszeg épp az élek szamanak kétszeresét adja, vagyis pdros szam,
igy a benne 1év§ pératlan 6sszeadandék szdma paros.

128. Adjuk 8ssze a szogpontok fokszémait, az Ssszeg nk. Ez kétszerese az élek
szamanak, tehdt az élek szama Ink.

129. Minden szégpontbél n — 1 masikhoz vezet él, ezeket dsszeszamolva n{n — 1)-
et kapunk, de ebben az 8sszegben minden élt kétszer szamoltunk, igy az élek
szdima %n(n —1). {Mondhatjuk azt is, hogy a teljes graf n — 1-regularis, mivel
minden szogpontra k = n—1 él illeszkedik, igy az el6z8 feladat szerint az éek
szima %n(n —-1).)

130. Teljes graf szomszédsigi matrixdban min-
den elem 1, kivéve a fgatlébelieket, amelyek
értéke 0, mivel barmely két kitlonboz6 szog-
pontot sszekot egy él. Az dbra szerinti szi-
mozés esetén:

1110600
100110
X=lo1 010 1]
001011
001 1 1
1011
A=111 0 1|
(1 110
1 0 0010
110001
133.X =10 1 1 0 0 0f.(. ébra)
001110
0 60 10 1
001 2 1 3 L9 0 1
11000 06 1 1
134.A={2 0 0 0 O 135.A =
0000
10000 010 0
3 0 0 0 0

136. Az szomszédsagi matrix a;j eleme akkor 1, ha az i-edik ponthdl vezet éla j-
edikbe, egyébként 0. Tehdt az a;1 +aig+- - -+ain Usszeg azt adja meg, hogy az i-
edik pontbdl hény pontba vezet él, ez pedig épp a pont foka. Mivel irdnyitatlan.
graf szomszédségi matrixa szimmetrikus, ezért ugyanez az asszefiiggés igaz az
oszlopokra is.
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19, Matrix és determinans

137.Az el6z6 feladat 4llitasdt felhaszndlva, a szomszédsdgi matrixot egy csupa
egyeshél 4ll6 n X 1-es matrixszal kell megszorozui:

ayy a1z ... Qg 1 d(?l)
a1 a2 ... G3n iy d(p2)}
nl Qp3 ... Onpn i d(pn)
10 0 1 2110 0110
1100 s 11201 , 1001
188X =1, ¢ 1 1|0 4% 102 14|10 0 1)
001 1 0 01 1 2 0110
‘10 0 110000
100 110000
Clo1 o s 001010
189.X =1, o 1| X4 00010 1)
01 0 6001010
0 0 1 00010 1
6 10000
100000
looo o1 o
A=lg 0000 1|
00100 0
00010 0

140.Jelolje az X métrix i-edik sordnak j-edik elemét (X);;. E jeloléssel:
(XXT),'J" = Z(X)tk XT)iJ Z(X i Xk
k=

ami az X matrix i-edik és j-edlk sordnak skala.ns szorzata. Az ¢ # j esetben
e skaldris szorzat I, ha fut él az i-edik és j-edik pont kbzétt, és 0, ha nem.
Az ¢ = j esetben pedig e skaldris szorzat épp az i-edik pont fokdt adja, ami
k. Ez bizonyitja allitdsunkat.

01 0 1 9 41 3
o1t s |42 34
HMLA= 4 1 g ol A ={1 3 0 1/
1100 341 2

Kénnyen ellendrizhets, hogy A% = [6i5] ixq- Példdul by = 4, mert a 2 jeld
pontbdl az 1 jelithe vezet&§ 3-hosszi sétak szdma 4, éspedig e sétak a kovet-
kezsk: 2121, 2421, 2321, 2141.

00 1 1 245 5
1010 i (et |3 45 4
2.A= 0 | o 4 A=) =15 5 ¢ 3
0110 25 5 4

Konnyen ellendrizhetd, hogy A* = [b;] axq- Déldaul b3z = 6, mert 6 kiillonbozd,
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19, Matrix és determindns

a 3 jelti ponthdl sumagiba vezetd irdnyitott séta van: 32323, 34343, 32343,
34323, 32143, 34213.

143. Tekintsitk az irdnyitatlan graf esetét, Hasznaljuk az A = [a;;] és az A™ =

{af;n)] jeloléseket, Vizsgdlink meg az A® mitrix egy elemét. A métrixszorzds
definicidja szerint:

2)
C"Sj = i1a1; + aipaz; + -0 - + dinany.
Az ai1a1j szorzat megadja az i-edik ponthdl az els6 ponton &t a j-edik pontba
vezet§ 2-hosszi sétak szdmat, az a;zay; szorzat a masodik ponton it vezets
sétak szamit, sth. Osszegiik tehdt az dsszes 2-hosszi sétak szdmadt adja. Mivel
A™ = A" 1A ezért hasonlé okoskodéssal, az

m {m—1 m—1} m—1
agj V= 1l )(Il.f + a’z('2 agj +-- + a’t('n )aﬂj

képletet hasznalva, teljes indukciéval adédik az dllitds, Az irdnyitott graf esete
hasonldan vizsgalhats.

144.Hasznaljuk az A? = [ag)] jelslést. Az A? métrix {64tl6jdnak egy eleme a
méatrixszorzds definicidja szerint:

(2)

;= apay + apar + oo+ GG

Mivel a graf irdnyitatlan, ezért a;; = aj;, és mivel egyszerii grafrél van sz6,

» P 4] - a2 aa
ezért aj; = 0 vagy aij = 1, ésigy aj; = aij. Ezt felhaszndlva, az el6z8 Osszeg
az alabbiak szerint alakithatd at:

2)

a)l’ = ajtai +apdie o+ G =

2 2 2
=aptagt--+ap =aintazt -+ a.

Ez utébbi dsszeg pedig valdhan az i-edik pont fokdt adja, hisz azt fejezi ki,

hogy az i-edik pont hdny masik ponttal van dsszekdtve. (Masik megoldds: az

elzd feladat szerint aE? } az i-edik ponthél snmagiba vezet8 2-hosszi sétak
szamat adja, ami egyszerf graf esetén épp a fokszam.)

145.Ha | > k és A* = 0, akkor A" = O ugyancsak fennall. Ha a grafban vol-
na irdnyitott kor, akkor volna tetsz8legesen hosszi irdnyitott séta is, vagyis
A tetsz8legesen nagy hatvdnydban is taldlndnk nemnulla elemet. Tehidt, ha
valamely k-ra A¥ = 0, akkor a grafban nines iranyitott kir. Forditva: ha a
grafban nines irdnyitott kér, akkor a leghosszabb irdnyitott séta hosszan —1,
ahol 7 a szogpontok szdma. Igy, a 143, feladat szerint, A* = 0 biztosan
fennall.

146.Ha a p; és pj pontokat nem koéti dssze & hosszit 1t, és igy séta sem, akkor

a.g-') = 0, ha 8sszekéti, akkor (Lg) # 0.

147. Tekintsiik a faban taldlhaté leghosszabl utat. Megimutatjuk, hogy ennek
mindkét végpontja elsdfokid. Indirekt médon tegyiik fel, hogy valamelyik vég-
pont nem els&foki, azaz vezet ki beléle még egy él a fa valamelyik pontjiba.
Az 1t tobbi pontjaba nem vezethet, hiszen akkor kort tartalmazna a fa. Ha
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19. Mitrix és determinans

pedig egy mésik pontba vezetne az él, akkor az eredeti utat ezzel megtoldva
egy hosszabb utat kapndnk, ami ellentmond feltevésiinknek.

148. Bizonyitsunk a pontszdmra vonatkozd teljes indukciéval. Az n = 2 esetben az
allitdas nyilvinvalS. Tegyiik fel, hogy az allitds igaz minden & szégponti fira,
azaz mindegyikitknek & — 1 éle van. Tekintsiink egy &+ 1 ponti fat. Az el6z6
feladat szerint emnek van egy els@iokid pontja. Hagyjunk el egy ilyen pontot
a hozzd illeszkedd egyetlen éllel egyiitt. A maradék k ponti grafnak k — 1 éle
van, igy a k£ + 1 pontinak k éle.

149.Ha G-ben van kér, akkor hagyjuk el a kor egy élét. Ha a maradék grafban még
mindig van kor, akkor ennek is hagyjuk el egy élét, és eat az eljarast addig
folytassuk, amig marad a grafban kér. Ha mar nincs tébb kor a grafban,
akkor fat kaptunk, ugyanis mindig csak egy korbél hagytunk el élt, tehdt a
graf osszefiiggdségét nem rontottuk el, és a grafnak nem hagytuk el egyetlen
pontjit sem.

150. Legyen v; az F fa egy elsGfokd pontja, e; a hozzd illeszkedd egyetlen él (1. 147.
feladat). Legyen vy az F-b6l vy elhagydsa utdn visszamarads fa egy elsdfokd
pontja, es a hozz4 illeszked§ egyetlen €, sth. Soroljuk fel az illeszkedési matrix
sorait a vy, v2, ..., Uy, Oszlopait az ey, €3, ..., ey—; sorrendnek megfelelfen
(1. 148. feladat). E métrix els§ n — 1 sordban egy olyan (n — 1) x (n — 1)
méretdi matrix 4ll, melynek f§atigjdban minden elem 1 (irdnyitott graf esetén
1 vagy —1), folotte pedig csupa 0 &ll. Az illeszkedési mdtrix rangja tehdt
legalabb n — 1, de t8bb nem is lehet. (Altaldnosabban megmutathaté az is,
hogy egy n pontd, osszefiiggl, hurokélmentes graf illeszkedési matrixdnak
n — 1 oszlopvektora pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha az oszlopoknak
megfelels élek a graf egy f4)at alkotjak.)

151.Az n pontd, dsszefiiggd, hurokélmentes irdnyitott G graf mdtrixanak n sora
van. Mivel G hurckélmentes, ezért minden oszlopdban egy +1 és egy —1 &ll,
vagyis a sorvektorok Gsszege a zérusvektor, Ez pedig azt jelenti, hogy az
illeszkedési matrix rangja legfsljebh n— 1. Mdsrészt legyen F egy n ponti (és
igy (n — 1)-éld) fa ebben a griafban (1. 149 feladat). Az F éleinek megfelels
oszlopok alkotta matrix éppen F illeszkedési maétrixa, aminek az €826 feladat
szerint n — 1 a rangja, tehat ennyi a rangja G illeszkedési maétrixdnak is.
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20. Linedris egyenlet- és egyeniStlenség-rendszerek (megoldésok)

1.

Irjuk 4t az egyenletrendszert A x = ¢ métrixszorzatos alakba:

20 -1 z 1 20 -1 1| - 1
1) 24 -1 |az|=|1]. A=] 24 -1|,x=|z3 ,c=|1].
—-18 3] |=3 2 -18 3 T3 2

Az egyenletrendszer determindnsa;

2 0 -1
detA=| 2 4 —-1}=20.
-1 8 3
T 19.17 szerint az A méirixnak 1étezik inverze:
1 20 -8 4]
Al'=—|-5 5 0
20|20 -16 8

Tehat T 20.2 szerint

1 [20 -8 4l Tt 1]
x=A"le=—1-5 5 0} 11| = |0],ésebbsl 2y = 1, 23 = 0,

2002 -16 8] |2 1]
z3 = 1.
6 4 -23
detA=1, A7 l=|-2 -1 71, z1=3, 20 = -2, 23 = 2.
-1 -1 5
1 -1 1
det A = -2, A_lzé[—S 4 —2], 9:]:-;-, z3 = —1, :1:3:%.
“1 9 =3 1
-1 -8 3 10
detA =9, A7! =% g 13 3 _23 , 3 =1, a9 = -1, 23 = -1,
0 30

-3 15
x4 = 1. ‘

detA = —Babc £0, A™' = ——

JauC

~2ac  a® —3ab
2¢  —ac —2bc

3be ab —3b? :l , Ti1=—0,z3 =D,
T3 =¢
Jelslje a keresett inverz métrixot [mll‘ x12
T2 T22
ekkor
20l -6
0 1jlaa w2l 10 1)

Elvégezve a kijelolt matrixszorzast

}. A D 19.16 definicié szerint
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20. Linedris egyenlet- és egyenl8tlenség-rendszerek

(z11 + 2zn) (=12 +2$22)]__ 1 0]
31 ) 0 1)

A matrixok egyenl8ségébsl kévetkezik, hogy
z11 + 2z =1,

r1g + 2292 =0,
z9; =0,
x99 = 1.
Az egyenletrendszer megolddsa: z11 = 1, 212 = —2, 291 = 0, 222 = 1. Az
mversz:
1 -2
b 7l

7. A Cramer-szabaly alkalmazhatdésiginak az a feltétele, hogy az egyenletek és
ismeretlenek szdma megegyezzék, teljesiil.
Az egyenletrendszer determindnsa:

2 -1 -1
detA =3 4 -2}=60#0.
3 -2 4
A Cramer-szabély szerint z; = ﬁ, ahol 1)y az els§ modositott determi-
nans:
4 -1 -1 180
Dy =111 4 —2|=180; ebb8l z; :—6——=3. Hasonléan
11 -2 4 0
2 4 -1
D
Dy={3 11 -2/=60 ¢ a3=7 2 =@=1,
3 11 4 et A 60
2 -1 4
Dy={3 4 11|=60 és :1:3=dD3 %y
3 —_2 11 et A 60

8 w1=2a3=-223=3. (detA =12, Dy=24, Dy=—24, Dy = 36.)
9. z1=3,23=4,23=5. (detA=-27, D) = —81, Dy =~108, D3 = —135.)
10. Az egyenletrendszer determindnsa:

1 1 2 3
3 -1 -1 -2
det A = 2 3 -1 -1 = —153 £ 0.
1 2 3 -1
D
A Cramer-szabily szerint ) = detlA’ ahol Dy az elsé mddositott determi-
1 1 2 3
. -4 -1 -1 =2 153
nans: Dy = 6 3 -1 -11= 153; ebbdl z; = =y —1. Hasonléan
—4 2 3 -1
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20. Linedris egyenlet- és egyenlétlenség-rendszerek

11.
12.

13.
14.
15.

16.

1 1 2 3
13 -4 -1 -2 . Dy 183
D2—2 6 —1 -1 =153 és mg—th——_—lgg——l,
1 4 3 -1
1 1 1 3
13 -1 -4 -2} , _ Dy
Dy = 2 3 g —_1 =0 és z;:,-detA-—G,
1 2 —4 -1
1 1 2 1
13 -1 -1 -4} , Dy 153
D4—-—2 3 -1 —6 = —153 és Id_—detA—_—-ﬁ_—l'
1 2 3 -4

det A =-20, z; =1, z9=0, z3=1, z4=-L
Az egyenletrendszer és az ismeretlenek szdma egyenld, és az egyenletrendszer
determindnsa 16 # 0; a Cramer-szabdly tehat alkalmazhaté. Mindegyik mé-
dositott determinéns értéke 0 (mert benniik az egyik oszlop minden eleme 0);
ezért Ty —mxg =z3 = x4 = 25 = 0.
g = —2 {det A = 324, Dy = —648).
zy =1 (det A =98, D; =98).
Elsé megoldds. D = det A = —20 # 0, tehdt a Cramer-szabaly alkalmaz-
haté; Dy =40, Do = —40, z1 = —-2,23 =2; 1 — 22 = —4.
Masodik megoldés. Vezessiik be z) helyett az 2] = 21 — 23 1] ismeretlent.
Ekkor z; = z} + x2; igy az egyenletrendszer az alabbi alakot lti:

3 +3r2+ 323 +4z4 =5

227+ 322+ 223+ 324 =1
3z] +5zp 23+ 224 =1
4$T + Txe + 223+ 4 = —5.

1 3 3 4 5 3 3 4

2 3 2 3 1 3 2 3 i
D=detA= 3 5 1 2——20, Dy = 185 1 2 = 80,

4 7 2 1 -5 7 2 1
ezekbél z] = %Q_ = —4. Az elsé megolddssal dsszehasounlitva: hdrom deter-

mindns helyett elég volt keti6t kiszdmitani.
1. megoldis: Koévessilk a Gauss-mdédszert az egyenletrendszer kiegészitett
matrixan:

1 1 1 21| 2
-2 -2 -6 —8 0 | 10
2 2 -3 -1 3 | 17
-1 -1 1 041 9

3 3 6 9 8| 15

Adjuk hozzd az els§ sor 2-szeresét a masodikhoz, —2-szeresét a harmadik-
hoz, 1-szeresét a negyedikliez, —3-szorosat az 6todikhez. Ekkor az eredetivel
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20. Linearis egyenlet- és egyenlfilenség-rendszerek

ekvivalens egyenletrendszer kiegészitett matrixdhoz jutunk:

11 1 21 2
00 —4 —4 2 | 14
~10 0 -5 —5 1 | 13
00 2 25 |1
00 3 351/ 9

Azért, hogy a 2. sor 2. egyiitthatéja nemnulla lehessen, cseréljiik fel az egyen-
letrendszerben a 2. és 3. ismeretlen szerepét, tehat cseréljiik fel a matrixban
a 2. és 3. oszlopot. Ha a kapott métrix 2. sordnak 2. egyiitthatéja 1 vagy —1
lenne, tgy biztosan elkeriilhetnénk a tortekkel vals szamolast. Adjuk ezért a
3. sor (—1)-szeresét a 2. sorhoz:

i 11 21| 2 1 11 211 2
0 -4 0 —4 2 | 14 0 10 11 ] 1
~lo0 -5 0 -5 1 | 13j~|0 -5 0 -5 1 | 13
0 20 25| 11 0 20 25 | 11
0 30 351 9 0 30 35| 9

A 2. sor (—1)-szeresét adjuk az 1. sorhoz, §-sz616sét a 3., (—2)-szeresét a 4.,
(—3)-szorosit pedig az 5. sorhoz:

10110 1
0101 1] 1
~10 00 0 6 | 18
00003 ]| 9
ooo0oo0oz21 6

Hogy a 3. sor 3. egyittthatdja 0-t6l kiilonbozzon, cseréljiik fel a 3. és 5. oszlopot
{felcserélve a 3. és'5. ismeretlen szerepét):

10011 | 1
01110 1
~lo 06 00 | 18
003001/ 9
002001] 6

Szorozzuk meg a 3. sort 1/6-dal, majd az igy kapott sor (—1)-szeresét adjuk
a 2. sorhoz, {—3)-szorosét a 4. sorhoz, (—2)-szeresét. az 5. sorhoz:

10011 ] 1 10011} 1
0011101 010610 ] -2
~{0 0100 ]| 3|/~(00100] 3
6 630019 00000 1] O
0020016 600007 0

Az atalakitds sordn az oszlopok cseréjével egyiitt a valtozdk is cserélidtek, és-
pedig a kovetkezdképp: a 2. és 3. oszlop cseréje utdn a sorrend z1, T3, T2, 74, Ts,
a 3. és 5. oszlop cseréje utdn a sorrend z1, T3, z5, T4, T2. gy az eldbbi matrix
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20. Linearis egyenlet- és egyenl&tlenség rendszerek

a kovetkez& linedris egyenletrendszer kegészitett matrixa:

1-2; +1-z4+1-29= 1
1-z3 +1-24 =-2
1-z5 = 3.

Az egyenletekbédl az z;, z3, z5 ismeretleneket kifejezve:

1—z4—x2
-2 — x4
3,

i

|
z3
5

ahol z4 és z2 tetsz8legesen vilaszthatd.

2. megoldés: Az el6z6 megoldds médosithaté tigy is, hogy az oszlopeseréket
elhagyjuk, de ugyanazokat a sormfiveleteket hajtjuk végre. Igy ugyanarra az
egyenletrendszerre jutunk, mint az 1. megoldasban. Tehat a lépések a kbvet-

kezék:
1 1 1 21} 2 11 1 21| 2 11 1 21| 2
-2 -2-6-80]10 00 -4-42]14 006 1 11| 1
2 2-3-13|17{~{00-5-51]13|~}00-5-51]13
-1-1 1t 04} 9 60 2 25|11 00 2 25111
3 3 6 98|15 00 3 35 9 00 3 35| 9
11010 1 110101 11010] 1
00111} 1 00111141 00110 -2
~|00006[18|~|00001|3{~ 00001 3
60003} 9 0000319 00000 ©
606002} 86 0000216 0o0000]| O

Minden sorban az els6 nemnulla egyiitthaténak megfelels valtozét kifejezve:

r1= 11— x9—xz4,
I3 :'""2_3:47
Iy = 3.

3. megoldds: A médositott Gauss-médszerben csak sormiiveleteket végziink,
és a kivalasztott elem oszlopiban csak az elem alatt nulldzunk. Ennek meg-
felelSen a lépések a kivetkezdk:

11 1 21| 2 11 1 21 2 11 1 21 2
—2 -2 -6-80]10 00-4-42]14 00 1 111 1
2 2-3-13]17|~{00-5-51]13|~[00-5-51]13
~1-1 1 04] 9 00 2 25|11 00 2 2511
3 3 6 98|15 00 3 35| 9 00 3 35| 9

11121} 2 111212

00111 1 001111

~100006[18{~|00001]3].

00003 9 000000

00002] 6 000000}



20. Linearis egyenlet- és egyenlétienség-rendszerek

17,

Az igy kapott egyenletrendszer a kivetkezé:

zy+oytzy+224Fa5=2
z34+ zatas=1
5 =3

A harmadik egyenletbdl z5 = 3, ezt a mésodik egyenletbe helyettesitve és
z4-et paraméternek valasztva kapjuk, hogy z3 = —2 — z4, végiil ezeket az elss
egyenletbe helyettesitve és z2-t paraméternek vilasztva kapjuk, hogy z; =
1- Ty — T4.
1. Megjegyzés. A megoldasainkban 3, 4 tetsz8leges értéket vehetnek fel,
vagyis paraméter szerepet jitszanak. Az z3 és x4 helyett azonban mas is
lehet paraméter; példdul a megoldést x4 = -3+ =z + 29, 24 =1 — 25 — z32,
z5 = 3 alakba rendezve 4t, 21 és x5 lesz a paraméter. Altalsban is igaz, hogy
ha végtelen sok megoldas van, a paraméterek kivilasztdsa nem egyértelmd.
2. Megjegyzés. Az egyenletrendszer fin. megoldasvektora
x = 21,20, 23,24, 25) = [1 — 23 — 24,29, ~2 — 24,24, 3] =

=[1,0,-2,0,3] + 22[-1,1,0,0,0] + z4[-1,0,-1,1,0)].
Az el6z8 példa megolddsa szerint jirunk el, de most a médositott Gauss-
mddszert alkalmazzuk. A kiegészitett métrix:

5 -1 2 1| 7

2 1 4 -2 | 14.

1 -3 -6 5 | 0]
Cseréljitk fel az els8 és harmadik sort:

(1 -3 -6 &5 | 0]

2 1 4 -2 |1

5 -1 2 1 17

Adjuk az els§ sor (—2)-szeresét a masodikhoz, (—5)-sz6rését a harmadikhoz:

1T -3 -6 5 1 0
0 7 16 -12 | 1
10 14 32 24 | 7]
Adjuk a masodik sor {—2)-szeresét a harmadik sorhoz:
[1 -3 -6 5 | 0]
6 7 16 -12 | 1
0 0 o0 0 | 5]

Ez a métrix annak a linedris egyenletrendszernek a kiegészitett matrixa,
amelyben a harmadik egyenlet: 0 - 21 +0- 22 + 0 23 + 0- 24 = 5. Mivel
ez egyetlen x1, x2, z3, x4 szdmnégyessel sem teljesithets, ennek az egyenlet-
rendszernek nincsen megolddsa (és ezért a vele ekvivalens eredetinek sincs).

Megjegyzés. EbDG] a példabdl a kivetkez& gyakorlati tanulsigot vonhatjuk le:
Ha a Gauss-médszer, vagy a médositott Gauss-médszer alkalmazasanal olyan
kiegészitett matrixhoz jutunk, amelyben valamelyik sor utolsé eleme nem 0,
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20. Linearis egyenlet- és egyenl8tlenség-rendszerek

18.

19.

20.
22.

24.

25.
26.

27.
28.
29.
31.

de az 8sszes t6bbi elem 0, akkor a vizsgilt egyenletrendszernek nincsen meg-
oldéasa.

Most a Gauss-médszer szerint jarunk el. A kiegészitett mdatrix:

1 2 -1} 2 1 2 -1 | 2
3 -1 2] 71 0 -7 5 | 1
1 0 -1 ] -2{7j0o 2 o | -4)
2 1 1| 7 0 -3 3| 3

az utébbi matrixot gy kaptuk, hogy a kiegészitett métrix az elsé sordnak
(~3)-szorosat a masodikhoz, (—1)-szeresét a harmadikhoz, (—2)-szeresét a
negyedikhez adtuk hozzd.

Azért, hogy a mésodik sor masodik elemével jol lehessen szdmolni, adjuk a
harmadik sor {—3)-szorosit a masodik sorhoz:

1 2 -1 ] 2 1 0 9 | 28
0 -1 5 | 13 0 -1 5| 13
0 -2 0| -4/~ ]0o 0 -10 | -30
0 -3 3| 3 0 0 -12 | -36

Ezt tgy kaptuk, hogy a baloldali matrixban hozzdadtuk a masodik sor kétsze-
resét az els6hoz, (—2)-szeresét a harmadikhoz, (—3)-szorost a negyedikhez.
Osszuk el a harmadik sort 10-zel, majd adjuk a harmadik sor 9-szeresét az
els6hoz, 5-szorssét a masodikhoz, (—12)-szeresét a negyedikhez:

1 0 g | 28 1 0 0 | 1
0 -1 5 | B3 10 -1 0 ] -2
0 g -1 ] -3 0 0 -1 | -3
0 0 -12 | -36 0 g 0 | 0
EbbGL 21 =1, 29 = 2, 23 = 3 adodik.
zy = —1 4+ 1q, 32 = 15, 33 = 24 = 1 — ;J;—s, x5 tetszdleges. Tortmentesen
irhatjuk fel a megoldast, ha x5 helyett x4-ef vélasztjuk paraméternek:
21 = —14 x4, ¥2 = 2 — 224, 23 = 34, ¥5 = 2 — 2z4, ahiol w4 tetszGleges.
Nincs megoldas. 21. z; = 1-2xq, 23 = 0, 27 tetszdleges.
Nincs megoldas. 23. Nines megoldis.
19 0 2
Ty = —, T = — & = —.
1 3 s T2 y &3 3
r; =2 — 13 — 24, T3 = 1 + a3 — Jug, 3 és 24 tetszbleges.

ot

) =8~ 1x4+ 5, T2 =5 + g5, Ty = 2 + x4 + 225, T4 65 Ty tetszGleges. A

megolddsvektor x = (5, %—,2,0, 0) +24(-1,0,1,1,0) + x5 (1, %, 2,0, 1).

W

zy = —16 + 23 + x4 + D5, 2o = 23 — 223 — 24 — Ouws, T3, T4, T tetszGleges.
1 . 3. .. ._1_3 —

zy=—5— 2+ jus5, 23 = 5 — 5Ts, T4 =1L, _

=1 re=223=3 24=-1. 30. 21 =3, x2=—-4,z3=-1L 24 =1

Nincs megoldds.
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32. Az egyenletrendszer matrixdban az elsd és a harmadik sort felcserélve:

11 —4
4 7 5
3 5 2
2 9 6
Az elsd sor megfelels tobhszoraseit a tobbi sorhoz hozzdadva:
1 1 -4 11 -4
03 21y |01 7
0 2 14 61 7
0 7 14 g1 2
A legutébbi matrix méasodik sordnak {—1)-szeresét a tébbi sorhoz hozzdadva:
1 0 -11 1 0 -11 i ¢ -1
01 oL |01 o1 7
0 0 0 ¢ 0 -3 g 0 1
0 0 -5 0 0 0 0 0 0

Az dtalakitasok utdni kiegészitett matrix:
186 11 ] 0
01 7] 0
00 1| ¢
{0 0 0] 0

A tovébbiakban kétféleképpen jarhatunk el
I Felirjuk a legutébbi matrixnak megfeleld egyenletrendszert:

1 ~11z3 =0
9+ T23 =0
z3 = 0.

Ebb8lzy =29 =23 = 0.
H. Befejezziik a Gauss-mddszer szerinti dtalakitdst, a 3. sor 11-szeresét hoz-
zdadjuk az elsGhoz, (—7)-szeresét a méasodikhoz:

10010
01010
00 1] oy
000 ] 0
Ebbdl (kozvetleniil) 23 = 0, 23 = 0, z3 = 0 adddik.
33, 7, =223, 23 = ~$;z:3, x3 tetszéleges.

34. Csak a trividlis megoldas létezik, 21 =z =23 = 0.
3 13 i9 20

35. ¥ = ——=T3— —=I4, T = ——T3 — —T4, I3, r4 tetszlleges.
1 171; 17 ;1 2T TS T T8 T4 3
Az v = '—7,_ v="= 1) ismeretlenek bevezetésével:

7 = 3u — 13v, o2 = 19u — 20v, 23 = 17u, x4 = 1Tv, u és v tetszbleges.
A mepolddsvektor x = (1,29, 23, z4) = u(3,19,17,0) + »(—-13,-20,0.17).
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

1. megoldas. Az egyenletrendszer matrixdnak rangja 3; ez megegyezik az isme-
retlenek szamdval, igy T 20.7 szerint csak trividlis megoldds van: z; = 22 =
X3 = 0.
II. megoldds. Az egyenletrendszer determindnsa 84 (3 0}, igy T 20.7 miatt
2y = zg = x3 = 0 adédik.
Az egyenletrendszer métrixdnak {csak 4 sora van, és ezért) rangja legleljebb
4; ez kisebb az ismeretlenek szamanal, tehat T 20.7 miatt létezik nemtrividlis
megoldds,
I. megoldés. rang A = rang A’ = 2 kisebb az ismeretlenek szdmanal, végtelen
sok megoldds van, nemcsak trividlis megoldas létezik.
1. megoldas. Minthogy det A = 0, igy T 20.7 szerint van nemtriviilis megol-
dés, és ezért végielen sok megoldds létezik.
Olyan cj, 3, c3 konstansokat keresiink, melyekre
c1(a:2+1)-{—cg(m2+a:+1)+c;;(a:——2) =z° -3z +65.
Az egyenlet mindkét oldalan ssszehasonlitva 22, z, 1 egyiitthatéit, a ¢y +c2 =
1, ca+c3 = —3, e1 + 2 — 2¢c3 = 5 egyenletekhdl 4116 egyenletrendszert kapjuk,
melynek megolddsai ¢; = 2, ez = ~1, 3 = -2,
Keresiink olyan ci, ¢s, ..., ¢, szamokat, hogy
e1fi(z) +eafal@) + - +enfalz) =0
legyen. Irjuk fel az fi(z) polinomot fi(z) = aip+anz+aiz®+-- --i-a,-(n_g):c"“z
alakban. Ezutdn tekintsiik a ¢ fi{z) + eafalz} + - - + enfulz) = O egyenlet
mindkét oldalan az z¥ egyiitthatéjat (k = 0,1,...,n—2). A kovetkezs egyen-
letet kapjuk:
ajpcr + aggea + -+ + aypen = 0.
gy egy n — 1 homogén egyenlethd] 4lié n-ismeretlenes egyenletrendszert ka-
punk, melynek van nem-trividlis megoldasa, tehdt a polinomok linedrisan
osszefiiggdek.
n darab legfeljebb (1 — 2}-edfokd polinom linedrisan 8sszefiiggd (lasd az el6zd
feladatot), vagyis van olyan nem-trivialis inedris kombin4ci6juk, mely 0, azaz
vannak olyan ¢y, ¢z, ..., ¢, szamok, hogy legaldbb egyikiik 0-tdl killonbozik,
és
afilz) +eafilz) ...+ eafafz) =0
Legyen példaul ¢y # 0. Szorozzuk meg a determindns els& sordt cj-gyel (etts]
a determinans zérus volta nem viltozik, hisz ¢; # 0}, majd adjuk hozzad a
madsodik sor cs-szeresét, ..., az utolsd sor c,-szeresét. igy az els§ sorban
csupa nullat kapunk, tehdt a determinéns értéke 0.
Az egyenletrendszer kiegészitett matrixdban {a szamitasok egyszeriisitése vé-
gett) az elsé és masodik sort feleserélve, majd az 1j sor megfeleld tohbszorosét
a tobbi sorhoz adva:

2 1-5 1| 8 1-3 0-6] 9
Ao |13 0-6] 9 0 7-513]-10
“l2-1 0 2]-5 0 5 0 14| -23
1 4-7-6]| 18 0 7-7 0| 9
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43.

44.
45.

46.

47,

48,

A negyedik sorbél a méisodikat levonva, majd a kapott mdtrix mésodik sorat
5-el, harmadik sordt T-tel megszorozva:

1-3 06 6] 9

0 35 -25 65| —50

03 0 98]-161

0 0 -2-13] 19

A harmadik sorbdl a masodikat levonva, majd az ij harmadik sort 2-vel meg-
S5Z010ZVa

Al

1-3 ¢ 6] 9 1-3 0 6] 9
A~ 0 35 -25 65| 50| |0 35-25 65 | —50
0 0 25 33| -111 0 0 50 66| —222
0 0 -2-13| 19 0 0 -2-13| 19

Végiil, a harmadik és negyedik sort felcserélve és az dj harmadik sor 25-
szirosét az 4 negyedik sorhoz adva:

1-3 0 6] 9 1-3 O 6] 9
A~ 0 35 -25 65| -50 . |0 3 25 65 | —50
6 0 -2-13} 19 0 0 -2 -13} 19
0 0 50 66| —222 0 60 0 -259| 253

Ebbé! leolvahatd, hogy

1-3 0 6
0 35 -25 65
0 0 -2 -13
0 0 0 -239

=1-35-(—2)-(—259) £0,

tehar rang A = 4 és rang A’ = 4, tehat T 20.6 szerint az egyenletrendszer
megoldhats. Minthogy a kozos rang az ismeretlenck szdmival is egyenls, a
megoldis egyérielnd.

10-8 1] o 10 -8 1} 0O
A"~ j01 16 -2 31 ~ 01 16 -2] 3].
07 32 -4| —4 00 -8 10| —25

Ebbsl rang A = rangA’ = 3, és ez kisebb az ismeretlenek szamdndl; az
egyenletrendszernek tehit végtelen sok megolddsa van.

rang A = 2, rang A’ = 3; nincs megoldas. '

rang A = rang A’ = 2; az egyenletrendszer megoldhato, és végtelen sok meg-
oldas iétezik.

rang A = rang A’ = 2; az egyenletrendszer megoldhats, és végtelen sok meg-
oldds létezik.

rang A = rang A’ = 2; az egyenletrendszer megoldhaté, és végtelen sok meg-
oldas létezik.

rang A = rang A' = 4; az egyenletrendszer megoldhaté, és végtelen sok meg-
oldds létezik.
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49,

50.
51.
52.

53.
4.
55.

C2p+1

56.

rang A = rang A’ = 4, és az ismeretlenek szdma is 4, tehit az egyenletrend-

2

szer egyértelmiien megoldhaté.

rang A = 2, rang A' = 3, tehdt nincs megoldas.

rang A = 3, rang A’ = 4; nincs megoldis.

A T 20.7 tétel alkalmazhaté, igy akkor és csak akkor van esak trividlis meg-
oldds, ha az egyenletrendszer determindnsa nem nulla.

2 1 -1
detA =11 2 0|=2(a-2)=0&a=2.
e 1 -1

Tehat a keresett feltétel: a £ 2.
a tetsz8leges valds szam.
¢=1vagy ¢ =—-3.

12 X | 0 1 2 A | o
Al=1x 1 p | 0l ~ 0 (=28 (=X | 0],
1 2 -1 | 0 0 (=x=1) | 0
1 2 A

0 (1-2)) (u—A%)
0 g (=A-1)
& A# % és A £ —1.
1. eset. Ha A # -’2— és A # —1, ekkor csak a trividlis megoldis létezik;
zy=zg=23=0(L T 20.7).
2. eset. Ha A = %, akkor barmely p-re

12 ¢ |o
A~ 10 0 (u—g) | Of;

60 (-3 | o

det A = =@ -1)-(A+1)£0 &

ebbsl —%3:3 = 0, azaz z3 = 0, és ezért z; = —2u9; g tetszdleges (végtelen
sok megoldds van).
3. eset. Ha A = —1, akkor barmely p-re

12 -1 |0
A~ 0 3 (g-1) | 0];
0 0 00 | o
- 1 2 —2
3zg = (—p + 1)x3, 22 = “3+ 3, T = —2z9+ 23 = £ r3+x3 =

x3, z3 tetszGleges.

Az eldzd feladatnal alkalmazott gondolatmenettel kapjuk:
1. Had# -3é A#1l,akkora=y=2z=0.

2. Ha A = 3, akkor 2 =0, y = z, z tetsz6leges.

3. Ha X =1, akkor z = —2z, y = —z, z tetszdleges.
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57. Adjuk a mésodik sor (—1)-szeresét a harmadik sorhoz, majd az els§ sort a
maisodik sorhoz:

(2a+1) —a (a+1} | e-1
Al=1(a-2) (a—1) (a—-2) | «a ~
(2¢—1) (e—1) (2¢—-1) | @
(2a+1) —-a {(a+1) | awl]
~ |(8a—=1) -1 (2a-1) | (2a—1)].
{a+1) 0 (a+1) | 0

Adjuk a masodik sor (—a)-szorosit az elsd sorhoz:

(=3a? +3a+1) 0 (-2a2+2a+1) | (—2a®+2a—1)
A" ~ B' = (3a—1) ~1 {2a - 1) | (2a — 1)

{a+1) 0 {e+1) | it
Az elemi sormiiveletek nem valioztatnak a megfelel§ determinanson, igy:
det A = —[(—3a®+3a+1){a+1)~{~2a* +2a+1)}a+1)] = a-(a+1)-(a—1).
1. Ha a # 0,—1,1, akkor rang A = rang A’ = 3, ami egyenlS az ismeretlenck
szaméval, és T 20.6 szerint egyértelmi megoldds létezik.
2. Legyen a = 0. Ekkor

1 0. 1] -1 1 01 | -1
AleB'=|-1 -1 -1 ] -1{~{0 -1 0 | -2{.
1 0 1] o0 0 00 | 1
Ha a métrixrang definiciéjat alkalmazzuk:
1 0 1 01
‘O _1‘:—1#0, 0 -1 0|=0, igyrangA =2
0 090
1 0 1
0 -1 -2[=-1#0 miatt rangA’ = 3, tehdt rang A # rangA',
0 0 1

T 28.6 szerint nincs megolddés.
3. Legyen ¢ = 1. Az a = 0 esethez hasonléan ugyancsak az adddik, hogy nines

megoldas.
4. g = —1-re a masodik sor (—1)-szeresét az els§ sorhoz, majd az igy kapott
els§ sor (—4)-szeresét a mésodik sorhoz adva:
-5 0 -3 | -5] -1 1 0] -2
B={-4 -1 -3 | -3{~|-4 -1 -3 | -3|~
| 0 0 0 | 0] 6 0 0] 0
-1 1 0 | -2]
0 -5 -3 ] 5
c o0 0| 0]
Innen » = rang A = rangA’ = 2. Minthogy az ismeretlenek szama n = 3

nagyobb, mint a kéz6s rang, T 20.6 szerint végtelen sok megoldéas létezik és
1 ismeretlen lesz tetszélegesen vilaszthaté (n —r = 1).
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58.

59.

80.

61.

62.

63.

Az egyenletrendszer métrixdt (most is) A-val, kiegészitett matrixat A'-vel
jeloljiik. det A =1 — A,

1. Ha X #1, akkor rang A = rang A’ = 4; egyértelmii megoldas létezik.

2. Ha A = 1, akkor rang A = rang A’ = 3, amni kisebb az ismeretlenek szdma-
nil; végtelen sok megoldas létezik.

Utmutatds. Megfelels elemi métrixdtalakitasok utén (példaul +15; — Sy,
+151 — 853, —25; — 51, —452 — 53, —5S5; — Sy, —25;3 — 51, 15; — Sy,
—153 — S3) A’ a kovetkezd alakira hozhaté:

23 10 0| 18
A| 11 01 0| -2
14 00 -1 ] -15
(A-1) 00 0] o0
1. Ha A # 1, akkor det A = —(A — 1) # 0, igy rang A = rang A’ = 4, és

egyérielmil megoldds Iétezik.

-1 0 0
2Had=1,6gy| 0 1 0|=1#0, rangA =rangA' =3 <n=4,és
0 0 1

végtelen sok megoldés létezik.
det A = (a +1)-(a — 1)%. Ha a = —1, akkor nincs megoldés. ¢ = 1 esetén
végtelen sok, a # t1 esetén pedig egy megoldis van.

Al =

1 2|1 1 2 1
1 —u | 2] ~]0 —(u+2) | 1]; emiatt det A' = —(u +v).
1 v | 2 0 »-2 |1

Ezt felhasznélva:

i. Egy megoldds van, ha a) u #£ -2 és v = —u.

2. Nincs megoldds, ha b} u = —2, vagy clus# —2ésv # —u.

1. Ha v # 7, akkor nincs megoldas.

2. Hav =1, é u # —2, akkor egy megoldis van.

3. Ha v =7, u = —2, akkor végtelen sok megoldas van.

1. Ha u # —2, akkor egyértelmii megoldas létezik.

2. Ha u = —2 és v # —3, akkor nincs megoldis.

3. Ha u = ~2, v = -3, akkor végtelen sok megoldas létezik.

igazolhatd, hogy példaul:
1 -1 1 -1 | 1 1 -11 -1 { 1
1 14 31| 6 6 23 4 | 5

-3 5 a b | 21710 0ab-71] O

0 23 5| b-3 0 00 1 | b-8

Eszerint:

1. Ha a # 0, akkor rang A = rang A’ = 4; egyértelmii a megoldas.

2. Haa=0¢é b=7, vagy ha a = 0 és b = 8, akkor rang A = rang A’ = 3;
mivel az ismeretlenck szama 4, végtelen sok megoldds van.

3. Haa=0,b#T76ésb#8, akkorrang A = 3 # rang A’ = 4; nincs megoldas.
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64. Elemi mdtrixdtalakitdsokkal beldthats, hogy

1 1 0 4 | 3 11 o 4 | 3
Al = 0 1 -1 3 ] 1 - 60 1 -1 3 | 1
11 -2 3 -5 | B 00 0 oo | B-5
3 -1 4 o | B 0 0 o 0 | Jo]
Eszerint:

1. Ha g # 0, nines megoldis.
2. Ha 8 = 0 és o = 0, akkor nincs megoldds.
3. Ha # =0, de a # 0, akkor végtelen sok megoldas van.

65. Ha f # 8, akkor nincs megoldas; ha 8 = 8, akkor végtelen sok megoldéds van.
(Ha 8 =8 és o # 5, akkor rang A = rang A’ = 3; ha # = 8 és @ = 5, akkor
rang A = rang A’ = 2.)

66, detA =0& a=-1/2.Haa # —% és b # 0, akkor nincs megoldds; minden
més esetben végtelen sok megoldds van.

67. Haa # 06sb # a, akkor egyértelmi a megoldds. Ha a = b = 1, akkor végtelen
sok megoldds van. Mds esetben nincs megoldds.

1 1106} 2 1 1 1 0 | 2
0 123 1] 11~10 1 2 3 | 1 ~
-2 1 b b
1

68.

a | ¢ 0 (~a—-2) (-a+1) | (-2a+¢)

11 0 | 2
01 2 3 | 1
0 0 (a+5) (6+3a+b) | (—at+c+2)

Az egyenletrendszer A métrixanak 3 sora van, igy rang A < 3 ésrang A’ < 3.
1. Ha a # —5 vagy b # 9, akkor rangA = rangA' = 3, ami kisebb, mint az
ismeretlenek szdma, tehit végtelen sok megoldis van.

2. Haa=-54é b=9, akkor

11 107] 2
012 3] 1
0000 | 7T+c

A~

tehdt rangA = 2 (a c értékéts] fiiggetleniil), ugyanakkor rangA’ = 2, ha
e =—TésrangA’ = 3, ha c # —7. Eszerint az ¢« = —5, b = &, ¢ = —T esetben
végielen sok megoldds van, az ¢ = —5, b = 9, ¢ # —7 esetben nincs megoldds.
69. detA =a*—3a+2=(«—1*(a+2). Haa # 1 és a # —2, akkor egy megoldés

vall.
0 0 0 | b+c+d]
1 )

Haa=—-2,akkor A'~ |1 -2

| c
1 1 -2 | d
. 111 b
ha a = 1, akkor A’ ~ |0 0 0 | c¢—0b|. Ezek szerint, ha a = —2 és
6 00 | d-b
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70.

T1.

72.

73.

4.

75.

b+ct+d=0,illetve a = 1 é b = ¢ = d, akkor végtelen sok megoldds van.
M4ds esetben az egyenletrendszer nem oldhaté meg.

Vonjuk le példdul a 2. sorbdl a 3. sort, majd a kapott —1-el nulldzzuk ki az
1. oszlopot, fejtsiik ki det A-t és végezziik el a lehetséges egyszertisitéseket.
A # —1-re egyértelnd megoldds, A = l-re végtelen sok megoldis van.

Jarjunk el az 57. feladat megoldasa szerint.
Ha X # 1, akkor

A 111 i 0 o 0
Al=|1 A1 | A|l~0 @43 1 | 0+X)
11 A | A2 0 (241 0 | 1

1 0 0
0 (14+X) 1]=—(2+A).
0 (24X 0

1.Ha A # 1 és A # —2, akkor —(2+ A) # 0, igy rang A = rang A’ = 3; emiatt

a rendszer egyértelmifen megoldhatd és

IR E RS U €1
TE Yy Ty BT i
2. Ha A = -2,
1 o0} o0
A~ 0 -1 1 | -—1] , T 20.6 szerint rang A{= 2) # rang A’ = 3, nincs
¢ o0 o0 | 1
megoldis.

3. Ha A =1, akkor z; = 1 — z9 — 3, 22 és x3 tetszdleges.

Ha A # 16, akkor nincs megoldas,

Ha A =16, gy 21 =4 — 23 — 2xy4, 29 = 2 — x3 — 14 €5 z3, 14 tetszbleges.
1. Ha u # 1, (v tetsz8leges), akkor egyértelmi a megoldds:

U—v _ v—1
eI -L'2=u_1-
2. Ha v = 1, v # 1, akkor nincsen megoldas.
3. Ha u = 1, v = 1, akkor végtelen sok megoldds létezik: 2y = 1 — 23 és 29
tetsz8leges.
1. Ha b 5 —2¢, akkor

-0 _ {a+ b b
ren VS 2(2a + b)’ ‘Tt
2. Ha b = —2a és a # 0, akkor nincs megoldas.

3. Haa=05b=0, akkor & = y =0, z tetszSleges.
Az egyenletrendszer determinénsa: —ab(—a + 1)(a® + 7).

3
1. Ha a # 0, b # 0, akkor egyértelmii megoldds létezik: z; = ——ﬁ,
a
a® — a®b + ab® + b? a® +ab? + 63 a(a® — ab + %)
Ty = 3 3 + T3 = 3 5y T4 = 2 2
a? + b a® + ab? b(a? + %)
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76.

77.

8.

5

2. Ha a = b =0, akkor zp = 0; 21, ©3, 24 tetszleges.

3Ha ¢=0,b5#0, vagy e+ 0és b =0, figy nincs megoldis.

det A = (a — 1)6b.

1. Ha a # 1és b # 0, c tetsadleges, akkor egyértelmif a megoldds: z; = 0,

c—18 c c

" 6la—1) =716 M T 16

2. Ha o # 1 és b = 0, ¢ tetszbleges, agy végtelen sok megoldds van; z3-al

3+ (3/2)c + 8zs pe=t
a—2 » T g

i

kifejezve: 21 =0, x3 = + 2z3, 3 tetszbleges.

6 — 6
3. Haa =1 és b = 0, ¢ tetsz8leges, akkor z; = 0, 23 = 166, 4 = C: ,
z9 tetszéleges.
3
4. Ha a =1, b tetsz8leges és ¢ = 18, akkor o1 =0, 3 = ~=, 74 = 3, =

tetszéleges. 5. Ha a = 1, b # 0 és ¢ # 18, akkor nincs megoldas.

Az egyenletrendszer kiegészitett matrixabhdl kivdlaszthaté 6sszes harmadren-
dii determinins Vandermonde-féle determindns, igy T 19.10 szerint akkor és
csak akkor nem nulla, ha a benne el6fordulé megfelel§ paraméterek paronként
kitlonbdznek. Ezt figyelembe véve:
1. Ha q, b, ¢ kitlsnbdznek, akkor egyértelmf a megoldas.
(b—d)(c—d) (a—d)-(c—d) (a - b)(b — d)
Tl = vy 2= S Ty T3 T T
(b—a)(c—a) (a=b)-(c—b) (a—c)b~c)
2. Ha a, b, ¢ koziil legalabb ketts egyenls, d pedig az a, b, ¢ valamelyikével
egyenld, akkor végtelen sok megoldds van, az @ = b = d 3 ¢ esetben ; =
1 — z2, 73 tetsz8leges, 23 = 0,az a = b # d = c esethen x| = 1 — 29, 3
tetszdleges, 3 = 1.
3. Ha a, b, ¢ kozill legaldbb keit8 egyenls, de d az a, b, ¢ mindegyikétsl
kiilsubozik, akkor nincs megoldds.

T 20.9 alapjan irjuk fel a matrix karakterisztikus egyenletét:
{(4—2X) 3

1 (2-A)
A determinans kifejtése utan a kévetkezét kapjuk: A2 —6A +5 =0.
Ennek gyokei a sajatértékek: Ay =1, Az = 5.

A Xj-hez tartozd vy = [;] # O sajdtvektorra

=0.

{(4—)\1)m+3y=0 {3:E+3y=0
azaz

z+(2— M)y =0, z+y=0.
Ennek az egyenletrendszernek a megoldésa: y = —z, igy tetszéleges x # 0-
ra vi = {«;] A M = 5 sajatértékhez tartozé vo = [z] sajatvektiorra

hasonléan adadik, hogy ve = [3;] , ahol z 3 0 tetszéleges.
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79,

80,

81.

82.

83.

84.
85,

A karakterisztikus egyenlet {2 — A)%2 = 0; A} = A2 = 2. A A = 2-hoz tartozé
v = [;] sajatvektorra

(2-XNz+0y=0 0x+0y=0

Oz +{(2-Ay=0, ' 0z +0y=0

egyenletrendszer adédik, amelynek bérmely z, y szdmpar megolddsa. Tehat
a koordindtasik bdrmely nem nullvektora sajitvektor.

A Larakterisztikus egyenlet: A — 4) +6 = 0.

A sajatértékek: Ap = 2+ /2i, hp = 2 — /21,

A Xq-hez tartozd v = {;] sajatvektorra

(0 (2+ V2i))e —3y=0
{23:+ (4—(2+ \/§i))y=0,
ebbsl & = (" —\}) Y igy
[( -1 'i-yﬁi) y] , ¥ # 0 tetsz6leges.
A ) =2 — /2; esetében hasonlé médon adédik:
vy = [(wl Wy_\}—ii) y] , Yy # 0 tetsz8leges.

A1 = —3 és A2 = 14, a A;j-hez tartozd sajatvektorok vy = [_421}, t; # 0.
1
Minthogy a méatrix szimmetrikus, a Ag-hisz tartozd sajdtvektorokat a megfeleld
egyenletrendszer megolddsa helyett azon az alapon is megkaphatjuk, hogy a
T 20.13 {6tengely tétel szerint a matrixnak van vi-re mer8leges sajatvektora.
Igy
ta
vy = [4t2}’ ta # 0.

AM=—1, Ao=8; vi=14# [__ﬂ, vo = {9 {]2}, t1, ta # 0 tetsz8leges.

2

[

|

!
-
D
[+

f

o

+

. 1 .
—72—1. vi = [_ (% + 3,?:')]’ t; # 0 tetsz8leges

2
M=2 k=12, vi=1t [_3}, t1#£0 és v =1y [:13], ty # 0.
A karakterisztikus egyenlet:
{(1-x) 0 2
4 2-X 0 ]=0
6 3 -2
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86.

Kifejtve (1—A)-[—(2—A)-A]+2-[12-6(2-A)}.= —A343A2 4100 =0. X =0,
z

A2 = B, A3 = —2. A Ay = 0 sajitérickhez tarfozé vy = |y | sajitvekiora
z

T 209 szerint

(1-0)z+0-y+22=0
4z +(2-0)y+0-2=0
6z+3y—0-2=40.

Gauss-médszerrel megoldva:

1 6 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
4 2 0i~|0 2 -8|~{0 1 —4|~|0 1 —4i, amibs]

6 3 0 0 3 -12 0 1 —4 006 O

2
=z-[4], z#0.
1

3
A Xy = 5-re és a A3 = —2-re hasonldéan kapjuk, hogy vy = #2- {4] ,t27#0 és

6
V3=t3-[

A karakterisztikus egyenlet: —A? + 27X + 54 = 0. Rolle-tétele (T 10.x) szerint
racionalis gyok lehet +1, 42, 43, 4-6, +-9, +18, +27. Sorban kiprébalva a sza-
mokat kapjuk, hogy —3 gysk. A (A + 3) tényezdvel valé osztist elvégezhetjiik
példaul a Horner-mdadszerrel:

—2z
=2z, y =4z tehat vi = | 4z

¥4

[T OV ]

}, t3 £ 0.

| ~1 0 27 54
-3|-1318 0
vagyis — A% + 274 +54 = (A 4 3)(—A% +3X 4 18), ahonnan a gyskok: A; = —3,
Ay = -3, A3 =6.
A A3 = 6 sajatértékhez tartozod vy sajitvektorra a szokott médon adédik

2
V3 =t3-|: I], i3 £ 0.

-2
x
A X = —3 kétszeres sajatértékhez tartozé v = | y | sajatvektorra
z

(14+3)z+2y—42=0
(1) 2r +(—2+3)y—2:=0
~4z -2y +{1+3)z=0.

20.18
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87.

A
4 2 -4 B 1 -2 2 1 -2
2 1 -2|~| 4 2 —4{~J0 0 O
—~4 -2 4 -4 -2 4 06 0

clemi matrixatalakitdsok alapjan 2z +y— 2z = 0; ebbdl y = —22 4 22, ésigy

x T 0 1 i
v=|—-2e+22t=]|-2z|+ |22 =212 +2]2
z 0 z 4 1

Tehat az i — 2§ és 2j + k vektorok sikjanak tetsz&leges nem nullvektora sajat-
vektor.

Megjegyzés. Minthogy a métrix szimmetrikus, igy a A = —3-hoz tartozé
sajatvektorok a kivetkez&k szerint is meghatdrozhatéak. Mivel A = —3 két-

szeres gydk, (1)-nek konnyen megkaphatjuk egy megoldasét, ha két véltozdt

konkrétan rogzitiink. Ha példaul z = 8, z = 1, akkor y = 2 adédik; tehat
0]

vy = | 2| a A = —3 sajatértékhez tartozo egyik sajitvektor.

H

Minthbgjr vi meréleges v3-ra, és a métrix szimmetrikussiga miatt fennsll,

hogy van 3 egymdsra paronként merGleges sajatvektor, igy

0 2 -5
ve= 121X 11 = 2| is a A = —3-hoz tartozé sajatvektor lesz;
1] ~32 —4
a A = —3-hoz tartozd Osszes sajatvektor pedig: £;v; + tavy; £ és iy egy-

szerre nem mulla, de egyébként tetszSleges. (A fentebbi i — 2j sajatvektor a
t) = —4/5, ty = —1/5 paraméterértékekhez tartozik.)

A karakterisztikus egyenlet: —A3 +3)2 —4A +2 =0, Ay =1, Az = 1 +4,
A=1-1

. 0
A X =1 sajatértékhez tartozé sajatvektorvok: vy =1 - 1},t #0.
-3
z

A Xy = 1+ 1 sajatértékhez tartozd vp = | y | sajatvektorra
{0-1-i)z+ 3y + 1.2=0
z+{1-1-2)y+ 0-2=0
—5z + y+(2-1-1)2=90.

Az egyenletrendszer kiegészitett matrixdban az elsé és masodik sort felese-
rélve, majd az (11j) elsd sor megfeleld tébhszordsét a mésodik és a harmadik
sorhoz hozzdadva, végiil utolss lépésként a mésodik sor {1 — t}-szeresét a
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88.

89,

90.

91.

harmadik sorbél kivonva kapjuk, hogy

(-1-9 3 1 ] [ 1 -0
A~ 1 -5 0 |~j(-1-3 3 1 |~
[ -5 3 (1—1)) -5 3 (1-14)

1 —i 0 1 - 0
0 (4-1) 1 ~10 (4-4) 1].
[0 (3-5:) (1—4) 10 0 0]

Eszerint
(4—-y+2=0,
amibél z = iy, z = {—4 + i)y, tehdt a ¢y = y paramétervilasztissal
Z
vy =g 1 s ta # 0.
(—4+1)
—1i
Hasonl6an kaphaté meg vi: vy =13 1 ,t3 5 0.
(—4—13)
A karakterisztikus egyenlet: —X3 4+ 3X2 —3A 41 =0.Innen A\; = X = A3 = 1,
A sajatvektorok:
1
1} 140

1

v=i-

A karakterisztikus egyenlet: (1 —A)- (A2 =20 =0; A =0, =1, A3 =2.
_ —4 —4 -2
A sajatvektorok: vy =41 | 1{, ve=ty:-| B}, va=13- il,

g 1 0
t]?’—'o’ tZ#Ga t3?é0

A karakterisztikus egyenlet: A* + 14X = 0; Ay =0, Ay = —1V/14, A3 = /14
A sajatvektorok:

3 3+2v14-1
vi=t-| -1, #0 va=ty- 13 s tzyj:ﬂ.

2 2-3/14-4
fa—2/14-¢
vy =13 13 , t3#£0.
24314 -4

(Figyeljiik- meg, hogy a maétrix ferdén szimmetrikus, 1. D 20.10, és minden
sajatértéke T 20.12-el bsszhanghan képzetes szam.)
A karakterisztikus egyenlet: A3 —7AT 4+ 11X -5 =0; 4y =5, o = A3 = 1.
1
A Ay = 5-hoz tartozd sajatvektorok: vy = ¢y - [1} , 1 # 0.
1
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92.

93.

94,

95.

96.

97.

a8.

2 1
A Az = 1-hez tartozd vo sajitvekiorok: vy = ¢y - [—-1] + 13 - 0] , to és i3
0 -1
egyszerre nem nulla, de egyébként tetszbleges.
A karakierisztikus egyenlet: —X3 —3A%2 —3XA —1=0; A\ = Ay = A3 = —1.
-1
A sajatvektorok: v=1¢- {—J ] , t#0.
1

A1 = 2 és Ay = 12, a hozzajuk tartozé sajatvektorok vy =#; - {__ﬂ, t; # 0,

:15], ty # 0. (L. a 81. feladatot.) Tetszéleges #; és fy-re
vivy = 0, tehdt barmely v} és vy merdleges egymésra.
A sajdtértékek és sajatvekiorok: \) =0, d2 =3, X3 = -3,

illetve v = ¥ - {

2 -1 2
A sajatvektorok skaldris szorzatai: vive = 0, vivy = 0, vavy = 0, igy a
sajitvektorok paronként merdlegesek egymasra.
A sajitértékek és sajatvektorok: A=0,v=14,-(2i+2j+k), t; #0é A =9,
v = #5{i—2k) + #3(j — 2k), abol #2 +£2 # 0. Valasszunk ki egyet-egyet a A = 0
és a A = 9 sajitértékhez tartozd sajatvektorok koziil; legyen v; = 2i 4 2j + k,
illetve vy = i—2k. Tekinisiik a vi-re és va-re egyarant merleges vy = vy x vy
vektort:

-1 2 2
vy =1#; - 21, V2=i2-[ Q:I, V3=t3-[—1], t#£0, ta£0, 3 £0.

1) k
vi=|2 2 1|=-4i+5—2k.
1 0 -2
5 —4 -2 —4 -36 '
Mivel Avg=|—-4 5 —-21-1 58]=| 45] = 9v3, ezért v3 is sajatvek-
-2 -2 8 -2 —18

tor; igy pl. vi, v, v3 valéban paronként egymadsra merdéleges sajatvektorok.

M=-3, da=-8 & v;=1 [i], vy =g [__;}, t #£0, 1 #0. vivy = 0;
ez a vy és vy merdlegességét jelenti.

AM=—-1 v = t1(i—k), t £0 és A = 1, vo =t2(i+k)+t3j, t% +t§ £ 0.
Lathatd, hogy 14k és j egyardnt a A2 = 1 sajatértékhez tartozé sajatvekiorok,
Mivel —k}i+k)={i—k)j=(i+k) =0,azi-k,i+k ésjsajitvektorok
paronként egymdsra merSlegesek.

A karakterisztikus egyenlet: —X3 + 49X% = 0; A; = 49, Xy = A3 = 0.

6 -1 —10
A sajatvektorok: vi = 1 - 3|, H # 0 és vy = {3 - [ 2 1 +t3-1 3
2 0 1

tetszGleges 12, £3-1a, ha 13 + 12 # 0. A tovabbiakban kivessiik a 95. feladat

20.21



20. Linedris egyenlet- és egyenl§tlenség-rendszerek

megoldasét. Péronként merGleges sajatvektorok példaul: 61+ 3j+ 2k, —i42§,
—4i — 2j + 15k.

-4 23 (-4 1 8
99, HaA=| 1 -1 2|,akker AT=| 2 -1 —6]|.T 20.11 szerint
8 —6 5 3 2 5
-4 1,5 55 [0 05 -25
A=|15 -1 -2i+}{-05 0 4 1,
55 -2 & | 256 -4 0
ahol az els§ matrix valéban szimmetrikus; a masodik ferdén szimmetrikus.
2 0 06 0 2 15 ~1 25 0 -1,5 1 ~2.5
3 -1 0 0} 1,5 -1 05 15 1,5 0 —-0,5 -1,
1001 5 110|105 1 2|T|-1 85 0 -2
5 3 4 1 25 15 2 1 25 15 2 0

101.(X +:Y)* = X + 1Y, mivel A Hermite-féle, Masrészt (X +iY)* = X* +
Y)Y =XT —i¥T igy X+:iY =XT—i¥T, azaz X = XT és Y = - YT,
102. Kifejtés utan a karakterisztikus egyenlet: (1 — M)((1 — 2)2 +1) = 0.
M=1, M=1+1 Az=1-1.

z
A X3 =1 — ¢-hez tartozd v = z sajatvektorra az alabbi egyenletrendszert
u
kell megoldani:
tw—y =0
z+iy=0
2r+1z=0
r+2y+z+iu=0
t
Ennek megolddsa v = Qt:t , t# 0 alakra hozhatd.
(i —4)
103. A karakterisztikus egyenlet:
4 (15) o o -4 -1 -1
0= ={1-2X} 1 -A 1=
1 1 -A 1 1 Y
1 2 1 -4

S (1= (1= N2 = 1) = (A1) +(-1-4) =
= (A= DA+ 1A - 12 +2);
ebbsl Ay =1, do =1, Aa=1+v2i, Ay =1-V2.
A legnagyobb valos értéki sajatértékhez, Ay = 1-hez tartozé sajdtvektorra
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-6
v = ;i , ekkor [v| = |t|v62, t = £2/V62; igy a keresett sajitvektorok:
3
2
iﬁ (——66; + des + leg + 364).
104.
1 1 -2
Al=10 1/2 0
0 o 2
A és A7 sajatértékei: 1, 1, 2; a legkisebb az .
Anak a A = % sajatértékliez tartozd egységnyl hosszisigi sajatvektorai:
)
1
+—= 0].
Vil 1
2
A1 megfelel§ sajatvektorai: L
V5 0

105.Jelslje A egy sajatértékét és a hozzd tartozd sajstvektordt A, illetve v. A
D 20.8 definicié szerint v #£ 0 és Av = Av. Innen
AT (AV) = A7),
és ebbél
v=2Xx (Alv)
A X # 0 (mert A = 0-ra v = 0 kévetkezne}, ezért oszthatunk vele:

1
Aly = Zv,
A
. .. -1 R
Eszerint v sajatvektora A~ '-nek is, — sajatértékkel.
Azt a mellékeredményt is kaptuk, hogy regularis matrix nunden sajitértéke
0-t6l kiilonboeik.

106. A x. feladat allitasat felhasznalva A ™' Ssszetartozé sajatértékei és sajatvek-
torai: 1/3, t1[1,-1,1]T; 1/6, 2[1,2,1]7; =172, t3[-1,0,1)7, ahol ¢4, 2o,
ta 0-tdl kitlonhsz8 tetszdleges valds szdamok.

107. ) pontosan akkor sajatérték, ha det(A — AE) = 0. A = 0 esetén ez azt jelenti,
hogy det A = 0.

3 2 -1 1 1 1
108.Au = 7 8 —1|l=}|-1}j=|~1j=1-}-1 =1 -u,techdt naz A
-4 —4 3 0 0 0

sajdtvekiora 1 sajatértékkel. Hasonléan igazolhats, hogy v és w is sajatvektora
A-nak 2, illetve 11 sajatértékkel. .
A 105. feladat alapjan A~ '-nek is sajatvektorai u, v, w, mégpedig az 1, 1/2,
itletve 1/11 sajatértékhez tartozd sajatvektorok.
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109. A szitmmetrikus, igy a T 20.13 {Stengelytétel alkalmazhats. A A\; = 3 sajatér-
tékhez tartozé (egyik) vi = [z,v,2]" sajitvektort T 20.9 szerint kaphatjuk:
vi = [L,2, 2]7“ A vy = [2,1,-2]T sajatvektorra Avy = 6va, tehdt Az = 6
adédik. A fStengely tétel szerint a vz = vi x va = [—6,86, -3]T is sajatvekior,
Az a Ag-éhez hasonldan kaphaté: A3 = 9.

0 -2 3
110.A karakterisztikus egyenletbe A = —1l-et helyettesitve 0 = |1 (e +1) 1|,
1 1 4

amibdl g = 2 adédik.
A sajatériékek Ay = -1, Ay =4, M3 = 1.
1
A Az = 4-hez tartozd sajatvektorok: vo =t | 2|, +#0.
3
111.Minthogy Aswxs szimmetrikus, igy T 20.12 szerint A sajitértékei valdsak,
tehit a sajatértékeket szolgdltaté det(A — zE) = 0 mésodfokd egyenletnek
csupa valés megolddsa van. Ezért az egyenlet diszkrimindnsa vagy nagyobb
nullandl, vagy egyenld nullaval. Az dllitas igaz.
112.

0 6 —6
AB)Y =] 6 2 0];
-6 0 -2
karakterisztikus egyenlete —A3 + 76X =0. X\, =0, d = V76, A3 = —/T6.

1
A Ap = 0 sajatértékhez tartozé sajitvektorok: v =t- | -3, £ #£0.
-3
113.0 = —4, A2 =1, A3 = 5. A Ay = —4-hez tartozé sajatvektorok: v; =
0 0
Tty |, a Az = 5-hoz tartozd sajdtvektorok: vy = [ 26, |, 1,12 # 0.
—t tg
1341#9 i ta 13

NN R
i3

+——— ahonnan « = 34,7° vagy a = 145,3°,
V250 &

114.B syjatértékei: A =0, Aa =1, A3 =2.

A vy és vy altal bezdrt o szégre cosa =

-4
+1
A B-nek a Ay-hoz tartozd egységuyi hosszi sajatvektorai: vo = —= | 0
vid i
1 1 2 —4 -2 —4
+1 1 A
Avy = 0 2 2§ —- =+— 2 %AV'_},:-—-——-' 0.
-1 1 3 vIT 1} Vit 7} vIT [ J
-2 —4 _
Mivel 21 és 0| nem egyallast vektorok, ve nem sajatvektora A-nak.
7 1
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115. "
-1 1 0
AB=| 6 -1 -—1}.
-6 1 1
AB karakterisatikus egyenlete: —)3 — A2 £ 6A=0; A\ =0, Ay =2, X3 =

1
—3. Az AB matrix A3 = —3-hoz tartozé sajdtvektorai: t | -2, t # 0.

2
1/3 ~1/3
e} = | —2/31, ea=| 2/3 |.
2/3 -2/3
116.Hatirozzuk meg egyenletenként a legnagyobb abszolit értéki egyittthatét. a
harmadik egyenletben az z egyiitthatéja, a masodik egyenletben y egytittha-

téja, az els§ egyenletben z egyiitthatsja a legnagyobb abszolit értékid. Ennek
megfelelGen cseréljitk fel az elsé és harmadik egyenletet:

3z + 0,03y + 0,06z = 12,
—0,01lz + 5y — 0,022 =10,
0,02z + 0,02y—4z = 8.
Fejezziik ki a megfelel§ egyenletekb8l xz-et, y-t, illetve z-t:
z = -{0,01y — 0,02z 4 4,
y = 0,002z + 0,004z + 2,
= = 0,005x + 0,005y — 2,
igy a kozelitd mepolddsok (2) sorozata:
Zo=yo =20 =0,
et = —0,01y, — 0,02z, 4 4,
Yas1 = 0,002z, + 0,004z, +2, n=0,1,....
Zut1 = 0,005z, + 0,005y, — 2.

Ellendérizziik most a T 20.14 iteraciés modszer alkalmazhatdsaginak a T 20.15

feltételeit annak figyelembevételével, hogy most ay = 3, b2 =5, ¢z = —4
[l +ler] _ 003+0.06 00
far 3
o 2
lazl 4 leaf _ 0,01+0,02_ oo
] 5
b 2 2
las| +1bs] _ 0024002 _ o0
es| 4

Minthogy mindegyik tort 1-nél kisebb, a mddszer alkalmazhato.
n =0-ra
21 =-0,01yp — 0.0225 + 4 = 4, bry — 2o = 4
y1 =0,00226 + 000420 +2=2, jyi—wml=2
zp = 0,005z + 0,008y — 2 = -2, |21 — 20| =2.
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n =1-re
22 =—0,01y; — 0,0221 +4 =402, |22 — 21| = 0,02
yy = 0,002z +0,0042 +2 = 2, lyz — 3| =0

z9 =0,005x; + 0,005y; — 2 = —1,97, |22 — 1| = 0,03;

a maximalis hiba: 0,03.

n =2-re

z3=—0,01y; — 0,0222 + 4 = 4,0194,  |rz —z2| < 6-107*
y3 =0,002z2 + 0,004z + 2 = 2,0001, Jyz — 2| <1-107%
z3 =0,005x3 + 0,005y2 — 2 = —1,9699, lz3 — 22} < 1-107%;

a maximdlis hiba: 6 - 107%, Tehit 3 tizedes jegyre kevekitve: z ~ z3 = 4,019;
yRy3 =2 z~z3=-—197

Az egyenletbe helyettesitve, az i-edik (¢ = 1,2,3) egyenlet két oldala kozotti
eltérés abszolit értékeire az aldbbi h; értékek adddnak:

hy = [3z3 + 0,03y3 + 0,0623 — 12| = |12,057 + 0,06 — 0,1182 — 12| =

= 0,0012;
hg = | — 0,01a3 + 5yz — 0,0223 — 10| = | — 0,04019 + 10 + 0,0394 — 10| =
= 0,00079;
h3 = [0,02z3 4 0,02y3 — 423 — 8] = |0,08038 + 0,04 + 7,88 — 8| =
= 0,00038.

Ezek szerint az kozelit§ megoldés hibdja: A = max {hy, ke, h3) = 1,2- 1073,

117. Cseréljiik fel a 2. és 3. egyenletet, hogy a legnagyobb abszolit értéki y egyiitt-
haté a 2., és alegnagyobb abszolat értékil z egyiitthats a 3. egyenletben lépjen
fel. A kapott egyenletrendszerre T 20.15 szerint a T 20.14 iterdcids moédszer
alkalmazhatd. Az n, (24, yn, 2, ) értékek és az n-edik kozelités hibsjanak tab-

lazata:
Ty Yn zn | kbzelitér Libdja
G 0 0
1,906511,3892 (11,4926 1,9065
1,4411 11,1099 1,377 0,4654

1,5151]1,1648|1,4032 0,074
1,500211,1556 | 1,3987 0,015
1,5027 11,1574 | 1,2995 0,0025
1,502311,157111,39%4 0,0004

O} Caf s | b ] 2] S

A kozelitd megoldds: = ~ 1,502, y= 1,157, 2z ~1,399. A kézelité megoldés
hibdja: 1 = max{hy, hg, h3) = max (0,0015;0,0011;0,0023) = 0,0023.
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118.
n| x, Yn zn | kozelités hibdja
0j0 0 0
1|2 3 5 0,57
2[1,92 13,1899{5,04 0,19
311,90941 3,1944 15,0445 0,166
411,9092 13,1949 | 5,0447 0,6005
51,9002 13,1949 | 5,0448 0,0001
=~ 1908, y= 3,195, z=~5,045. A kozelit§ megoldés hibdja: h = 0,00081.
119.
Zn Yn zn | kbzelités hibaja
0 0 0

6,7133|2,8639 | 0,5928 6,72
6,6254 | 2,3889 | 1,4689 0,88
6,6126 12,3735 [ 1,4679 0,016
6,6130|2,3744 11,4664 0,0015
6,6131 | 2,3744 |1,4665 0,6002

| ] Gof o) =} ef B

z = 6,613, y= 2,374, z~1467. A kozelit§ mepoldds hibdja: h = 0,004.
120.Legnagyobb abszoldt értéki az r egyiitthatdja a 3. egyenletben, az y egyiitt-

hatéja a 2., 2 z egyiitthat6ja az 1. egyenletben. Cseréljilk meg tehdt az 1. és
a 3. egyenletet:

4,23z — 1,21y 41,09z = 3,22

(1) 2,12z — 3,52y + 1,62z = -1,26

1,22z — 1,32y + 3,962 = 2,12.
Els& megoldas. A T 20.15 iterdciés feltételek teljesiilnek az 1. és 3. egyen-
letre:

il +lerl _ 1.2041,09 ,  as|4fbs| _ 1,22+41,32
faq| 4,23 ’ [es] 3,96
de nem teljesiil a 2. egyenletre: ,
lag +lea| _ 2124162 374
|b2] 3,52 3527

<1,

Prébaljunk az y valtozé helyett y* = % -y 6j valtozét bevezetni, ahol f-t
késgbb valasztjuk meg. (1) a kovetkezd alakil rendszerbe megy at:
4,23z —1,218y* + 1,09z = 3,22
(2) 2,12z — 3,5208y" + 1,62z = —1,26
' 1,22z — 1,328y + 3,96z = 2,12.
Valasszuk meg #-t — ha lehet - gy, hogy a (2) rendszerre az iterdcids felté-
telek mar teljesiiljenek. A széhanforgé feltételek:

| —1,218] + |1,09| [212(+ (1,62 _, 11,22 + 11,326
14123| i - 3152ﬂ! ' I3,96l
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Innen [B] < 2,595, |8} > 1,0625, illetve |B| < 2,076. Vilasszuk példiul a
B = 1,5-et, és ezzel a F-val irjuk fel a (2)-t:

4,23z —1,815y" + 1,09z = 3,22

2,12z — 5,28y" + 1,62z = —1,26

1,22z —1,98y™ + 3,962 = 2,12,
Alkalmazva az itericiés moédszert, a 21. Iépés utdn z ~ 0,944, y* ~ 0,663,
z ~ 0,654 adddik, és igy y = § * y* = 1,227-hoz jutunk.
Madsodik megoldés. Megjegyezziik, hogy ha az itericiés médszer (T 20.15)
feltételei nem teljesiilnek, atidl még a kozelitd megoldasok sorozata lehet kon-
vergens, és ekkor az egyenletrendszer megoldasihoz fog tartani. Tekintsiik az
eredeti (1) rendszerhez tartozé T 20.14 szerinti kizelité megolddsok sorozatét:
nl z, yk zy | kozelités hibsja
00 0 0
1]0,76120,35790,5353 0,7612

2310,9439 | 1,2269(0,6537 0,00041
24 10,9437 11,2272 0,6535 0,00031

Py

z = 0,944, y ~ 1,227, z = 0,654, Eredményiink azonos az el6z8 szamitis
eredményével, az iterdcids lépések szdma azonban — most jelentékteleniil —
megndott.

121.Vezessiink be 4] véltozét x = ax* alakban, és a-t hatdrozzuk meg gy, hogy
az z*, y, z-re kapott egyenletrendszerre a T 20.15 tétel feltételei mér tel-
jesitljenek; o lehet példaul 5. Erre 2* = zf = 4,0441, y = ys = 5,618,
z v 25 = 1,982, & = 52* = 20,221 és a kozelit§ megoldas hibdja: 0,0005.

122.Nullara rendezve az egyenleteket, majd z, y, z egyiitthatéjanak (—1)-szeresé-
vel osziva a megfelelt egyenleteket:
—z+0,2y4+022406=0
0 lx—y+022407=0
6lz+01ly—24+08=0.
1. kozelités. 2y = yp = zp = O-ra
Rpo=—20+02y0+ 0,22+ 0,6 = 0,6
Ry = 0,1xg — yo + 0,229 + 0,7 = 0,7
R3g = 0,1z + 0,1yg —2+0,8=108.
max (| Riol, | Ro0|, |R30]) = 0,8 a harmadik egyenlethez tartozik. (Az alabbi
tablazat szerinti jeloléssel s =3),igy mp =Ry ész1=25=0, i =y =0,
z1 = zp +mqg = 0,8.
Az iteraciét addig kell folytatni, amig két szomszédos kozelitd megoldas elté-
rése kisebb nem lesz mint 1072, tehat amig |mo| < 102 nem teljesiil.
2. kozelités. 1 =0,y1 =0, 21 =0,8-ra
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Rig=—x1+ 0,2y1 + 0,221 + 0,6 = 0,16 + 0,6 = 0,76
Rog = 0,lz) —y1 +0,22; +0,7=0,16 + 0,7= 0,86
Ry =01z, +0,1yy — 21 +0,8=-0,8+0,8 = 0.

max(|Ryol, |Rao|, |R30}) = 0,86 a mésodik egyenletnél é&p fel (s

2), igy

mg = Ry = 0,86, tovibbd 23 = z; = 0, y3 = y1 + mo = 0+ 0,86 = 0,86,

g = X5 = 0,8.

Az eddigi és a tovibbi szamitdsokat tdblazatba foglalva:

nj z, Un Zn Ryp Ry Rap my s
010 0 0 0,6 0,7 0,8 0,8 3
110 0 0,8 |[0,76 0,86 0 0,86 2
2o 0,8 (0,8 0,932 —6-10"% 10,086 0,932 1
310,032 10,86 [0,8 |0 0,0032 0,1792 0,1792 3
40,932 [0,86 |0,9792[0,036 0,129 0 0,120 2
510,932 {0,989 [0,9792]{0,0616 0 0,0129 0,616 T
60,99360,989 [0,9792]0 0,0062 0,0191 0,091 3
710,99360,989 [0,9983(3,81-10-%(9,97-10"3|5,96- 107 [9,98 - 103 |2
8[0,993610,999 [0,9983[5,81-10° [0 9,98.107% [5,81- 10731
9[0,9995{0,999 10,9983(0 5,81-10"%(1,58-1077 [1,58-10°%|3
10]0,9995{0,999 {0,9998{3,2-10~* [8,9-10~% [-5,9.-107%8,9-10~7 |2
11[0,9995{0,9999|0,9998

s azt mutatja meg, hogy hanyadik egyenletre lesz a relaxacids maradék ab-
szolitt értéke a legnagyobb, vagyis melyik ismeretlen értéke ng meg my-lal. A
keresett kozelit§ megoldds: x 1, y =1, zx~ 1. Valgjdhan z =1, y =1,
z = 1 az egyenletrendszernek pontos megolddsa.

123. Minthogy minden itericids lépésben csak egy ismeretlen értéke valtozik meg,
igy csupdn a megvaltozott ismeretlen értékét tiintetjik fel.
To =y = 20 = 0; = 1,5, zz = 0,875 z3 = 0875 w4
rs = 0,9844; =z5 = 0,9844; yr = 1,9922; x5 = 0,9980; =z
yio = 1,9990; zy1 = 0,9998; 2, = 0,9988.
zrrp=zu=1% y=pr=y0=19990; z=xzp=1

124,z ~ 26 = 4,019; y=ys = 2; z = zg = —1,97. (Lithatjuk, hogy kétszer tshb
1épés kellett a megolddshoz, mint az iterdciés médszernél.)

125.2 = o1y = 1,502; y~yn = 1,157; 2~ z; = 1,399.

126.2 = 215 = 1,908; y = y15 = 3,195; 2z = z;5 = 5,045.

127.x m~ 25 = 6,613; y =~ ys = 2,374; z = 25 = 1,466.

128. A relaxdciés médszer nem konvergens, akarhogy valtoztatjuk is meg az egyen-
letek sorrendjét.

129.z =~ x¢ = 4,044; y =~ yy = 5,618; z = z9 = 1,982

130. A harmadik feltétel egyenletét cseréljitk ki epy > és egy < tipusit egyenlst-
lenségre:
dz1 — a2+ a3 =8 <= {da) —r9+a3 <8 é 4z — a9 + z3 > 8.
A > tipusi egyenléségeket szorozzuk meg (—1)-gyel, tovibha vegyiik figyelem-
be, hogy ha valamely x helyen a célfiiggvény minimalis, akkor a {—1}-szerese

= 1,9375;
0,9980;
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maximalis. }
1 2 3 21 ] 40
z1 + 2x2 + 323 < 40, s B PSS I
x 29 —23<—6 4 -1 1 23| 8
= -4 1 —1]t7d -8
dr) —z9 + 23 <8, ) - 1 r
lletve Zi 0
—4z 22 — 23 <8, =] >0
L, $21$2201 _333_ _D

(3z7 +4ag + 223) — max, Mo

1
(3, 4, 2] |z2| — max
-x3—
131. -1 1-1-27[= 71 [ 0 .
1-1 1 2§ [z 7 20 0 9
i - 2.1, —1, —
-2 01 1| |=s s 61| x3 2 0 v [2,1,~1,-3] 3 — Imax.
4 1 0 2§ |z4 20 24 0 24

132. Az egyenlStlenségek specialisan egyenldségekkel teljestilnek a bal oldali dbran
abrdzolt, zy — 1 =0, 22 ~1 =0, 21+ 22 -3 =0,ill. 6y + Tes —42 =10
egyenletif négy egyenes pontjaira. Hozzuk az adott egyenlGtlenségeket &1 > 1,
z2 21, za 2 —x1+3, 22 < (—6/T)x; + 6 alakira. A bevonalozis jelsli ki az
egyenlétlenségek megolddsat abrdzolé félsikokat. Az egyenlétlenség-rendszer
megoldasait dbrdzolsé pontok konvex négysziget téltenek ki

Tz

Zeg
o =
2\:
N
1
I,
40 2 Ty
0

133. Az egyenlétlenség-rendszer megolddsait dbrazolé pontok a jobb oldali abran
lathatd nem korlatos konvex négysziget toktik ki.

134. Hatarozzuk meg az egyes egyenlStlenségeknek megfeleld félsikokat. A kovet-
kezd bal oldali abrabdl lathatjuk, hogy egyetlen olyan pont sincsen a si-
kon, amely mindhdrom félsik k&z6s pontja lenne. Ez azt jelenti, hogy az
egyenldtlenség-rendszernek nincs megoldasa.
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Ty T2
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135. A megolddsok halinaza iives, ldsd a jobb oldali 4brdt!

ITUEEREETNAREM

y

._.

7
2

N

136. A megolddsok halmazit a bal oldali dbra OAB hiromszégtartomédnya abra-
zolja. Lathats, hogy a (4) és (5) egyenl8tlenség elhagyhats: az ezeknek meg-
felels félsikok ugyanis részhalmazként tartalmazzdk az OAB haromszoget.

Ty A ’
i D(1.0,9)
BY /
Vi
0 % . 4(1,0,0)
(5)/(:2)(” 2(:4) é}a}xl Ty

137. A megolddshalinaznak megfelel§ térbeli ponthalmazt a jobb oldali 4bran fel-
tiintetett 2y =0, 22 =0, 23 =0, r1+29—-1 =0, 3u1+x2—323 = O egyenletd
sikok hataroljak. Az egvenlStlenség-rendszer megolddsait az O csiicsponti és
ABCD alaplapi gila (konvex test) pontjai dhrdzoljak.

138. A megoldashalmazt az ABCD tetraéder tetraéder dbrdzolja, 1. kévetkezd bal
oldali dbra.
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5
N
2

&

139 A megoldishalmazt hdromoldald egyenes hasab dbrdzolja. L. bal oldali 4bra.

140. A (4) egyenlétienség elhagyhaté. (Ez azt jelenti, hogy a ~2z) — x3 < 4 egyen-
16tlenség kovetkezik a rendszer tobbi egyenl6tlenségébdl.) L. bal oldali dbra.

2 %2 Tp
4\
4
3
3
(2) @) 3
{1}
o~ Ty
2 4 Ty iz
7 574 D5
-3
1 7
<

141.A jobb oldali 4bra szerint ethagyhaté egyenlStlenségek: 3x; — 5z < 15,
—b5zy + 4y < 20,
~3x; + a2 < 15.

142.A x1 > 0, a2 > 0 egyenldtlenségek elhagyhatok. L. kivetkezd bal oldali dbra.
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N1

143.Az 1-V. feltételrendszer L megoldashalmaza a megfelel§ zart félsikok kozos

144.

része (L o Lial oldali abrén bevonalozva). Vilasszunk tetsz8leges ¢ értéket, és
az dbrau egészitsiik ki a g : 221 4 23 = c egyenessel; a ¢ értéket valasszuk gy,
hogy a g egyenesnek legyen k626s pontja az L megoldishalmazzal. Ez most
példdul ¢ = 4-re teljesiil. A kapott 2z; + 2 = 4 egyenletil egyenest Snma-
gaval parhuzamosan ,jobbfelé” eltolva olyan g¢: 2z; + 23 = ¢ egyeneseket
kapunk, amelyek egyenletében ¢ > 4; a ¢ novekedésének ezt az iranyst jelsl-
Jitk meg nyillal. Ezutan a nyil irdnydban toljuk el nmagaval parhuzamosan a
2x1 + 23 = 4 egyenletii egyenest a lehetd legmesszebbre tigy, hogy még legyen
kozos pontja L-lel; ez az egyenes esetiinkben a III. &s IV. egyenesek M-mel
jelolt csdcspontjan halad at.
Az 5x1 + 8xz = 40 és z¢ — 2x2 = 4 egyenletd IIL, {1 IV. egyenesek metszés-
_ 56 10 . . s 122
pontja M (——-, — |; ez adja a feladat optimalis megoldisit ¢ = 2z +22 = o5

9
maximalis célfiiggvényértékkel.

Megjegyzés. A kétvéltozos linedris programozési feladat most illusztralt gra-
fikus megoldasi médszerébsl kévetkezik, hogy a megengedett megoldasokat
dbrdzols konvex sokszognek (legaldbb) egyik csiicsa optimalis megoldast ad.

Abrézoljuk az L halmazt és az z; + T2

xy = c egyenletdl egyenesek koziil pél- c= 6

déul azt, amelyre ¢ = 6. Minthogy ma- b g

ximumot keresituk, irdnyitsunk egy nyi- AR

lat a ¢ novekedésének megfeleld irdny %

felé. Lathatjuk, hogy az L halmaz nem 4 / '
korlatos, és az z; + z3 = 6 egyenes

a nuyil irdnydban akkarmekkora tavol- 2

sdggal eltolhats gy, hogy legyen kozos " VT
pontja az L halmazzal. A feladatnak / 4 -1 / 3 4\?{1 & .

tehat nincs optimélis megoldasa, a cél- 1 1 ’

fiiggvény az L halmazon feliilr6] nem
korlatos.
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145. A feltételrendszer és a célfiiggvény megegyezik az el6z8 feladatéval. A mini-
mumkeresés feltételnek megfelelSen azonban a nyil most az ellenkez8 irdnyba
mutasson; ha az z; + 13 = 6 egyenletd egyenest ebben az irdnyban toljuk el a
legmesszebbre tigy, hogy az L halmazzal még legyen kozos pontja, akkor az L-
nek [0, 2] koordindtdji pontjit kapjuk optimalis megoldasként ¢ = z1+z2 = 2
optinummal. Lathatjuk, hogy ha az L halnaz nemn korlitos, akkor még a cél-
fiiggvény az L halmazon lehet korlitos.

146. A feladatnak végtelen sok optimdlis megolddsa van, mivel a —z1 + 23 = ¢
egyenletnek meglelel§ egyenesek parhuzamosak a —zj + z2 = 4 egyenessel,
amely az L halmaz egyik hatdrol6 egyenese (1. bal oldali dbra). (Ennek a II.
egyenesnek az elsd siknegyedbe esd bsszes pontjiban a —ry + zp célfiiggvény
a maximalis 4 értéket veszi fel.)

Ta

L2 1\ 3/,
n o c=8

15
147. Az optimdlis megoldas az M pontnak megfelel§ xy = 3, 29 = —; a maximum

értéke 21. L. jobb oldali dbra. 2

148. A masodik és harmadik feltételbsl all6 egyenletrendszer egyetlen megolddsa
z1 = 1, zg = 4, ami kielégiti a tobbi korlatozé feltételt is. Egyetlen megen-
gedett megoldds lévén, ez optimilis megoldds is; az optimnum értéke 23.

149. Végtelen sok optimalis megoldas van, ezek a P4{0,3) és Po(2,2) pontokat
8sszekdtd szakasz pontjainak felelnek meg. Az optimum értéke 12,

150.A z; célfiiggvény esetéhen nincs optimdlis megoldds, mert 27 alulrdl nem
korlatos a lehetséges megolddsok halmazin.
A 7z célfiiggvényre [0,5; 3] az optimalis megoldas, és az optimum = —2.,5.

151. A zj-re optimalis megoldas a (2;6); az optimmun értéke 62.
A zg-re optimaélis megoldas a (4;4); az optimum értéke 60.
A z3 célfiiggvény esetén az optimalis megolddst a P;(2;6) és P2(4;4) pon-
tok altal meghatdrozott szakasz pontjai adjik, tehat végtelen sok optimalis
megoldas van. A célfiiggvény értéke ezekben a pontokban: 64.

152. z1-re az optimilis megoldast a P;(1,5;0} pont adja; a minimum értéke 10,5.
A zy célftiggvény nem korlitos az L mepgoldashalmazon, telit a feladainak
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nines optimalis megoldisa.
A z3 célfliggvény esetén is a Py pont adja az optimalis megoldast, és az opti-
mum értéke —10,5.

153. Az egyenltlenség-rendszer L megolddshalmaza most az egyenléilenségeknek
megfeleld sikok aital kizrezdrt félterek kozos része; az dbran lathats, M, N,
P, @, R, S csticst siklapd test,
az SNPR sik egyenlete: z9 + 23 = 3,
az OQRP sik egyenlete: z; = za. _

Vegyiink fel egy x1 + 329 + 323 = ¢ egyenletd stkot; ¢ lehet példiul 100. Ez a
sik az L-en kiviil halad. Toljuk el a sikot Snmagaval parhuzamosan gy, hogy
¢ értéke cstkkenjen. Ekkor a siknak az zjzs sikkal alkotott metszésvonala —
egyenlete z1 + 3zg = ¢ - elfszér az N(4; 3;0) pontban éri el az L halmazt.
Mivel ¥ az SNPR siknak, az MNS sitknak és az x3 = 0 egyenletii siknak a
kozés pontja (metszéspontja), ezért N(4;3;0). A feladat optimalis megoldésa
tehat: z; = 4, z2 = 3, 3 = 0, é5 az optimum (a célfliggvény maximalis
értéke L-en) 13.

Megjegyzés. A 143. feladat utdini megjegyzés lithatéan itt is érvényes: harom-
valtozds linedris programozési feladathoz tartozé megengedett megoldasokat
abrazold konvex sokszognek (legaldbb) egyik esiicsa optimélis megoldést szol-

galtat.
xs!
]
3 \
™,
\-‘

Il+332+3$3 = Cl
{c,=15)

154. A célfiiggvény az L-beli legnagyobb értékét az M(2;0;0) és R(16/11;0;9/11)

pontokat Gsszektts szakasz pontjaiban veszi fel. A feladatnak tehat végtelen
~ sok megoldisa van.

155.A célfiiggvény az L-beli legnagyobl értékét a P(0;3;9) pontban veszi fel. A
maximum értéke 33.
Megjegyzés. Bemutatunk egy mdasik médszert az optimum meghatarozdsa-.
ra. Nyilvdnvald, hogy az L megoldashalmaz {mindig) zdrt, és konnyen be-
lithaté, hogy a jelen esetben korldtos is: xy,73 > 0 miatt z; + x3 < 3-bdl
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156.

0 <z €360 < 23 <3 kovetkezik, tovibbi a harmadik egyenl8tlenség
miatt 0 < z3 < 3{z1 + x2) £9. A célfiiggvény nyilvinvaldan folytonos, igy a
Weierstrass-tétel szerint felveszi L-en a maximumnit. Masrészt a 153. feladat
megoldasihoz fiizttt megjegyzés szerint minden megoldhaté linedris progra-
mozasi maximumfeladatnal van olyan csiicspontja L-nek, ahol a célfiiggvény
maximalis,

gy a megoldss terve a kovetkezs. Hatdrozzuk meg az L csticsait, ott a cél-
Tiggvény értékeit, végiil ezek maximumat.

A hatérsikok metszéspontjai: P(0,3,9), B(0,3,3), A(3,0,3), E£(3,0,9), C(0,1,3),
D(1,0,3). A meglelels célfiiggvényériékek: z(P) =0+ 6 + 27 = 33,

2(By = 0+6+9 =15, z{A) = 3+9 = 12, z2(E) = 3+ 27 = 30,
2C)=0+4+2+9 =11, 2(D)=1+4+0+46 = 7. A maximalis fiiggvényér-
ték a P(0,3,9) ponthoz tartozik &s értéke 33.

A célfiiggvény az L-beli legkisebb értékét a P({2;0;0) pontban veszi fel. A

minimum ériéke 4.

157.1rjuk fel a hatarolé egyenesek egyenletét, majd célszertien abrazoljuk ezeket

158.

és végil csindljunk az egyenletekbs] olyan egyenlStlenségeket, amelyeknek
megfeleld sikok tartalmazzdk az I megolddshalinazt. Az igy addds feltételi
egyenlGtlenségek:
z1+az <4
Ty — 23 <2
—-2r1+23 <1
x1+ 29 > 2.
A célfiggvény az L-en maximalis értékét a {2;0) és (3;1) pontok altal meg-
hatarozott szakasz pontjaiban veszi fel. Ezekben a pontokban a célfiggvény
értéke 2.
A célfiiggvény az L-beli minimalis értékét, (—2)-t az (1;3) pontban veszi fel.

Az egyenlGtlenség-rendszer:

T +4z22>9
1 — 22 <4
3z + 224 <27
—2z1 4+ 322 <8
2z —-29220
z1, 2 2 0.

A 143. feladat megolddsa utdni megjegyzésbdl tudjuk, hogy a megengedett
megolddsokat dbrizolé konvex sokszognek (legalabb) egyik cstcsa optimalis
megoldast ad. Ezért a b paraméter értékét abbdl a feltételbdl kapjuk, hogy =
3zy + bag célfiiggvény kiseb, vagy legfeljebb annyi, mint a tsbbi csicspont-
ban:

az (1;2) pontra 3-5+5-6<3-1+5-2, ebbsl b< -3
az (5;1) pontra 15+ 66 <154 b, ebbsl 5 <0

a (7;3) pontra 15 + 66 < 21 + 3b, ebbdl b <2
a (2:4) pontra 15 + 656 < 6 + 45, ebbsl b < —4,5.
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A b-re vonatkozé egyenltlenség-rendszer megolddsa tehdt: b < —4,5.

159.a) x;— 2z <2
ry — Iy S 3
z1+722 59
—z3 + 3z2 <15
S5zy + 220 2 10
r1, 22 >0
(de az utobbi két egyenlstlenség tulajdonképp felesleges).
b) Az el6z8 feladat megolddsinak masodik felében alkalmazott meggondo-
lissal adédik, hogy a célfiiggvény akkor veszi fel a (6;3) pontban az L-beli
maximumat, ha 6a 4+ 30 > 2¢, 6a+3b > 4a+ b, 6a+3b > 3a+ 6b és
6a + 3b > bb. ‘
A misodik egyeniétlenséghél 6a + 3b > 4a -+ b, ahonnan 2a > —2b és igy
—a < b kisvetkezik. A negyedikbél: 6a > 2b, majd 3a > b.

Ezeket is figyelembe véve —a < b < a és a > 0 adédik.

160. z; jelolje azt, hogy a T; termékbdl hdny egységet allitsanak els! A megoldands
matematikai feladat: '

z1 + 229 + 4x3 + x4 = 360
2z 4+ z9 + 4x4 < 400
3x; + 229 + 223 + x4 = 300
Ty, T2, T3, 14 2 0
{18z; + 162 + 1923 + 20x4) — max

161. Jelolie
x1 azt, bogy hiny kg l6hereszénit,
z2 azt, hogy hany kg rétiszénat,
z3 azt, hogy hiny kg takarméanyrépit,
x4 azt, hogy hany kg burgonyat,
x5 azt, hogy hdny kg napraforgot,
x¢ azt, hogy hany kg koncentritumot
hasznilnak fel a takarménykeverék elGallitasahoz. Az adotl feltételeknek meg-
{elelGen a feladat matematikai modellje:

0,54x; +0,52x2 40,1223 + 0,30z5 + 0,31 z5 + 1,32z¢ > 18,26,
56z1 4+ 3Bxz4+ 3zz3+  9z4 4+ 12z5+ 198xzg > 1832,
9,31z; +6,0229 + 0,4223 4+ 0,1624 + 3,5525 + 2,72z > 118,
1,96z; +2,18x9 + 0,333 4+ 0,72z4 + 0,68z5 + 8,11z > 72,
Zi, T3, T3, T4, T5, T 2 01
{1,62z; + 1,45z + 0,52x3 + 1,54%4 + 2,8225 + 8,02x5) — min.

162. A feladat matematikai modellje az egynapi termelésre vonatkozik: 2; (i = 1,2)
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163.

az egy nap alatt gysrtands A; alkatrészek szamat jelenti.

0,521 + 0,822 < 480
0,6x; + 1,222 < 480
z1 = 200
z9 > 200
zy, 2220
Sz + By <4000
(3z1 + 423) — max

Az L halmaz és az optimilis megolddst adé Py pont a bal oldali 4brdn lathats.
A helyi véllalat brutté nyeresége akkor lesz maximalis, éspedig 2000 Ft, ha az
A alkatrészbsl 400 darabot, az Ay alkatrészbgl 200 darabot gydrt naponta.
Ilyen termelési terv esetén a masodik gépet napi 8 6raban kell Hizemeltetni,
tehat kapacitasat 100 %-ig ki kell hasznalni; mig az elsé gépnek (Gi-nek} napi
360 percet kell dolgoznia, és igy kapacitdsit csak 75 %-ig kell kihasznalni.
Mivel a gépekkel naponta mindegyik alkatrészbsl tudnak 200 darabot ter-
meluni, azért a vallalat megktheti a szerzddést a fGvarosi tizemmel.

Ha nem kotnék ki, hogy mindegyik alkatrészbél naponta 200 darabot kell
termelni, akkor a vallalat brutté nyeresége névekedhetne igy, hogy Aq-bél
800 darabot aliitana el8, Aj-bé8l pedig nem termelne semmit sem. Ekkor a
brutté nyereség napi 2400 Ft.

Tg Tz
BDO\\\\\\ %?\
600‘\\\\\

L W)
400‘\«\\\
~ N })2

200 =
‘ “/ \ B z,
)
8

200 400 80D 960

Csak olyan élfiiggvények johetnek sz6ba, amelyek egyenesei” parhuzamosak
az L halmaz valamelyik oldalegyenesével. Ha t # 1, akkor a célfiiggvény

egyenesének van irinytangense, megpedlg e L halinazt hatarolé oldal-

egyenesek irdnytangensei pedig: —3/5; —o/ 3: 1; 0;ill. nem létezik. Ezekbsl
adédik, hogy ¢ # 1 esetén csak { = 3/8 és t = 5/8 jbhet szoba; ezek esetén
valéhan lesz a feladatnak végtelen sok opthmdlds megolddsa. A £ = 1 esetén
a célfiiggvény az L halmazuak csak egyetlen pontjaban vesz fel maximalis
értéket. (L. a jobb oldali dbrat.)
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164.a) z14+ 19 >4
z1+3z9 26

1 —2z9 <7

2z 4z <1

—zr; +22 <3

2y, T2 ZG

b} Azoknak a célftiggvényeknek nincs sem maximuma, sem pedig minimuma
az adott L halmazon, amelyek grafikonja meredekebb az z; — 229 = 7 egye-
nesnél és laposabb a —z1 + 22 = 3 egyenesnél. Ez pedig akkor a1l fenn, ha

a
=< =<1
c¢) Az azy + bz alaka célfiiggvénynek az L halmazon csak maximuma van
{minimuma nincs), ha
a
-321 és a < 0; vagy

a 1
—_ << - A .
0< ;S5 O a>0; vagy

—%(0 és a<(; vagy

b=0 és a<0; vagy
a=0 é b<0.
Ismert, hogy ahol az az + bzs fiiggvény felveszi a maxinnunat, ott a (—1)-
szerese (vagyis a —az| — bx fiiggvény) a minimumat veszi fel. Ebb6] és az
el6z6 erediéuybdl kovetkezik, hogy az az; + bay alakd célfiggvénynek az L
halmazon csak minimuma van (de maximuma nines), ha

—%21 és ¢ > 0; vagy

és a < 0; vagy
a ,

_E<0 é€s a>0; vagy

b=0 és a>0; vagy
a=0 é b>0.
d) A ¢)-bSl mar adédik a valasz: ilyen linedris fliggvény nincsen.

165. Az egyenlfitlenség-rendszer L-lel jelslt megoldashalmazit a szokott médon
kaphatjuk meg {l. példaul a 143. feladat megolddsat.) A feladat most az,
hogy az (21 — 4)? + (z2 — 3)? = ¢ egyenletd korok koziil keressiik meg azt a
legnagyobb (ill. legkisebb) sugarit, amelynek van kéz6s pontja az L halmaz-
zal.

A maximumfeladat optimalis megolddsat a Py(8,7) pont adja (1. a kovetkezd
bal oldali 4brat); a maximdalis fiiggvényérték 32,

A minimunfeladat optimélis megolddsat a Pi(4,3} pont adja; a minimdlis
fiiggvényérték 0.
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zzw e
. S Py (8:7)
/ -~

[ER4RA)

A PG 2
_21 - f’

166. Azt a maximalis (ill. minimalis) c-t keressiik, amelyre az x% + 222 = c egyen-
letti (lefelé nyilé) parabolanak van kozés pontja az L megoldashalmazzal (1.
az eldz8 jobb oldali 4brat).

A célfiiggvény az L-beli maximumat, 34-et a Po{4;9) pontban veszi fel.
Az z? 4 225 célfiiggvény L-en ott veszi fel a minimumit, ahol az 24223 =c¢
egyenletif parabola érinti az z; + x3 = 4 egyenlet{i egyenest. Ez a minimum
7, és a minimum helye Py(1;3).
167.Az 71 + 19 = 5 egyenletnek megfele-
I& egyenest az ibrdn szaggatott vonal-
lal jeloltitk. Ennek megfeleld eltoldsé-
val hatarozhaté meg az L halmaznak
az a pontja (vagy azok a pontjai}, ahol
a célfiiggvény az L-beli maximals, il-
letve minimalis értékét veszi fel.
A maximalis ériékét a célfiiggvény az
L halmaz Py pontjaban veszi fel, mely-
ben a célfiiggvény értéke 13.
A minimalis értékét, 2-t, a Py(0;2) és
P,(2;0) pontban is felveszi.

168. A céliiggvény az L-beli maxinmumat, 8/3-ot a Po(8/9,8/3) pontban veszi fel.
(A 8xy — 23 = 0 egyenletdf parabola Py pontjiban hiizott érintd lesz parhu-
zamos a —3) + 2xe = 0 egyenessel.) A minimum értéke —9; ez a P;(6;4,5)
ponthoz tartozik.
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1.

oo

© &2

Tenzor (megolddsok)

1. megoldas: Az f fiiggvény R(2)-bsl R(%)-be képez, igy elég megmutaini, hogy
a D 21.3 definici6 1. és 2. feltételei teljesiilnek. Ehlez legyen [z,y], [z1,31] és
{z2,y2] hdrom teszdleges vektor, ¢ tetszbleges valés szam.
fzr, ] + 22, 12]) = f(=1 + 22,51 +12)
= [2(z1 + 22) — (11 + 42), —2(z1 + 22))]
= [2z1 — y1, —2&1] + [222 — ya, —222]
= f(z1,1) + f(z2,12);
flelz,y] = fcz,cy) = [2cz — ey, —2cz] = c[2z — y, —2y] = ef(z,y).
Tehat az f figgvény egy kétdimenzids tenzor.
2. megoldds: Az 1. és 2. feltételek helyett ellendrizzitk a 3. feltételt. Ehhez
legyen [&1,y1] és [ze,y2) két teszsleges vektor, ¢; és cg két tetsz8leges valds
SzAM.
fleilzi, 1] + cafm2, y2]) = flerz1 + caza, cryn + caya)
= [2c1z1 + c2z2) — (11 + cay2), —2( 1z + c2zy)]
= 122y — y1, —221] + ea[2w2 — y2, —223)
= c1f(zr, 1) + caf(z2, 12)-

f nem tenzor. Ezt megmutathatjuk akdr azzal, hogy az 1. feltétel nem teljesiil,
akar azzal, hogy az 2. feltétel nem teljesiil, akdr azzal, hogy az 3. feltéiel nem
teljesiil. Példaul a 2. feltétel nem teljesiil, mert

flelw,y]) = flew, cy) = [*2® + %, 0] # cfz? +42,0] = cf(2,9).

f tenzor, mert f: R — RO, tovabbd fennall a 3. feltétel:

fleilz,.sza] + elyn, . pal) = flaz + e, . caza + caya) = iz +
cayl, .- {1z Fe2yn)] = cifry, .. onan]t ey, ol = aflen, .,z )+
sz(yh R syn)'

f a haromdimenziés zérustenzor.

f a kétdimenzids egységienzor.

f nem tenzor, mert f : R(®) — R, de linedris leképezés, mert teljesiti a 3.
feltételt:

flerlzy, g1, 21) + ealen, 42, 22)) = flearzr + cawa, ciyr + cayp, c121 + caz2) =
[c1z1 + c2z2 + iy + coyz, eyt + caya + 1z + caze) = egfer +yi,yn + 2] +
ca[zy + yoyz + 2] = erflxn,y1,21) + eaf(za, 12, 22).

A egy kétdimenziés tenzor.

A nem linedris leképezés (igy nem is tenzor), mert nem teljesiti az 1. feltételt.
A nem linearis leképezés (igy nem is tenzor), mert nem teljesiti az 1. feltételt.

. Mint ismeretes, r-nek a irdnyi Ssszetevdje kifejezhetd e két vektor segitségé-

vel, igy

o= ()i
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11.

12,
13.

14.

17.

18.

19.

21.

22,

24.

25,

26.

Az 1. és 2. feltétel kénnyen ellendrizhets. Haszndljuk az ag = a/la| jelolést.
G(r1 +rz) = ((r1 + rz)ac)ag = (riap)ap + (rzac)aec = G(r1) + G(ra),

G(er) = ((er)ag)as = e(raglag = cG(r).

Mivel G : R — RO), ezért G tenzor. Nyilvanvals, hogy G értékkészlete az
a-val parhuzamos vektorokbdl 4ll, tehdt G hinedris tenzor. (E transzformicié
megegyezik a P 21.4 példabeli P tenzorral, ha a egységvektor.)

Legyen ng = n/|n| az n irdnyd egységvektor. Ekkor G(r) = r — (rnp)ng. G
teljesiti az 1., 2, ill. 3. feltételt, igy G tenzor, masrészt plandris, hisz érték-
készlete az n-re mersleges vektorokbél all.

Az ng = n/|n| jelsléssel: G(r) = r — 2(rng)ng. G teljes tenzor.

A G(r) = a + r transzformacié nem tenzor, mert az 1. feltételt nem teljesiti:
Giri+r)=a+ri+r2

G(I‘;)~{- G(rz) =a+r;+a+tre.

Ebben és a kovetkezs két feladatban az el§z8 négy feladat megoldisai valtoz-
tatds nélkiil megismételhetsek.

Konnyen lathaté, hogy a (0,0, 0) pont transzformdltja a {0, 0, 0)-1¢! kiilonbszs
pont lesz, vagyis vektoralakban G{0) # 0, tehdt G nem tenzor.

Két differencialhaté fiiggvény dsszege &s differencidlhats fiiggvény konstansszo-
rosa is differencidlhats, két R-en érielinezett fliggvény Ssszege és R-en ériel-
mezett fiiggvény konstansszorosa is R-en értelmezett fiiggvény, tehat Hy és
Hj is eleget tesz a feltételnek.

D(cif + eafe) = (cifi + eafo) = et fi + eofs = exD{f1) + e2D(f2),

tehdt D linearis leképezés.

I(fi + fo) = [{(fu + fo) = [ o+ f7 o = T(f) + I(f2),

I(ef) = [l cf = e[} f = cI(f).

Alerxy +ezxa) = A(c;xl +c2X2) = c1 AXy + epAxy = ) A(Xy) + 2 A(X2). Ha
n = m, akkor 4 tenzor.

8(fi + fo) = (fi + f2)(0) = f1(0) + f2(0) = 6( /1) + &(f2),

6(ef) = (cfX0) = cf(0) = cb(f).

Ha b = 0, akkor a D 21.1-beli 1. és 2. (ill. 3.) egyenlség teljesiil, tehdt a
leképezés linedris. Ha b # 0, akkor példaul m{zy + 22) + b # (mz1 + b) +
{mas + b), vagy m(ex) + b # c(mz + b). (Még egyszertibben: egy linesris
leképezés a 0-t a 0-ba kell hogy képezze, az = + ma + b pedig b # 0 esetén
nem ezt teszi.) Vigyazzunk: ne keverjiik 6ssze a linedris fliggvény (melynek
grafikonja egy egyenes), és a linedris leképezés fogahnat!

Legyen f(1) = m, ekkor f(z) = f(z-1) = zf(1) = mz. Az f(z) = mz
fiiggvény pedig linedris leképezés, ugyanis f(z +y) =m(z +y) =mzr+my =
f(z) + fly)-

A megoldés sordn n és m végig legyen pozitiv egész szam.

¢ =ni f(nz) = f((n —1)2) + (&) = ... = (&) + f(z) + - + f(z) = nf(z)
¢ =0: f{0) = f(0+0) = f(0}+ F(0), amibsl f(0) = 0, azaz valéban f(0) =
0f(z).
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27.

28.

29.

30.
31.
32.

33.
34.

—1: 0= f(0) = f(z — =} = f(z) + f(—=), azaz f(—z) = - f(a).

~n: fler} = f(—nz) = —f(nz) = —nf(z) = cf(2).

1: f(z) = f(nZ) = nf(Z), amibél f(zz) = L f(2).

c=2: f(2z) = f(m%) =mf(7z) = Zf(z).

c= i mg) = Df(may =" m (),

Az el6z6 feladat szerint e fiiggvény raciondlis ¢ szdmokkal teljesiti az fez) =
cf{x) bsszefiiggést. fgy raciondlis ¢ szamokra fenndll, hogy f(c) = ¢f(1) = me,
ahol m = f(1). Ha z € R és ¢, olyan racionilis sorozat, hogy ¢, — =z, akkor
f folytonossiga miatt f(c,) — f(z), azaz f(cn) = me, — ma, tehdt f(z) =
mz. Az mz fiiggvény pedig teljesiti az f(cx) = cf{z) feltételt tetszdleges
valds ¢ konstanssal is.

E tenzor teljes, mivel a tér minden [a,b,c] vektora elgall valamely {z,y, 2]
vektor képeként, ugyanis az

I
|

r+y=4a
y+z=10
Tt+z=¢
egyenletrendszer megoldhaté.
E tenzor plandris, mivel az
r—y=aea
2c+2z=b
y+z=c

egyenletrendszer

1 -1 0 a 1 -1 90 a
2 0 1 b;~j0 2 1 b—2a
0 2 1 ¢ 0 0 0 2a—-b+4c].

miatt csak olyan [a,b,¢] vektorokra oldhaté meg amelyekre 2a — b+ ¢ =0,
azaz amelyek a 2¢ — b + ¢ = 0 egyenletil sikon vannak.

J teljes tenzor.

Ff planaris tenzor.

f linedris tenzor, ugyanis az

r—2y=a
-z +2y=1">
2 — 4y =c
egyenletrendszer csak a = —b = %c esetén oldhatd meg, ami egy egyenes

egyeuletrendszere.
f linedris tenzor.
Az A vektorkoordinatsi éppen az adott vektorok, igy T 21.7 szerint

25 0
A=|1 5 0}.
3 5 -1
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35.

36.

37

40,

41.
42.

Az r vektor képe

25 0j]1 7
Ar=Ar=1|1 8§ OB {|1|{=1]6].
3 5 -1]|1 7
i00
A=]0 1 0], Aaz egységtenzor, igy barmely r vektorra Ar =r.
¢ 01
Legyen T métrixa T = [} }]. A feltételeket mdtrixegyenletbe irva:

[ all al=lo 1)

Ez a matrixegyenlet egyértelmiien megoldhaté, mivel [? g] invertalhaté:

R O | HH I e R S e

5 —1171 177" _[5 —6
N [ A
38.
39,

i (ci] , ahol ¢ és d tetsz8leges valds szdmok.

Legyen T métrixa T = [} ;]. A megoldandé métrixegyenlet:
{a c] [2 4] [1 2
b dllt 2] {0 o)
mely nem oldhaté meg egyértelmiien. Egyenletrendszerré dtirva kapjuk, hogy
2a+c=1,264+d =0, amib&l c =1 — 2q, d = —2b, azaz
a 1—2a
‘ T= [b —9p |

ahol a és b tetszSleges valés szdmok. (Annak oka, hogy T nincs e két feltéiel
iltal egyértelmifen meghatdrozva az, hogy a mdsodik egyenl8ség kovetkezik

az els6b8l, ugyanis 2-vel szorozva az els§ egyenlSséget, a misodikat kapjuk:
27(2,1} = 2[1, 0}, amibsl T(2{2,1]) = [2,0], azaz T{4,2] = [2,0].)

Az
a c]{2 4} _[1 3

5 ali 2l=lo ol
matrixegyenlet, illetve a bel6le szarmazé egyenletrendszer ellentmonds, igy
ilyen tenzor nincs. Ez lathaté onnan is, hogy ha T12,1] = {1,0], akkor kell,
hogy T[4,2] = [2,0] legyen (lisd az €l6z6 feladatot), ami ellentmond annak,
hogy T[4,2] = [3,0].
Ilyen tenzor nincs.

T vektorkoordinitai a megadott vekiorok, melyek a T matrix oszlopvektorai
(D 21.6 és T 21.7), azaz
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rang T = 3, igy T teljes tenzor (ldsd T 21.5 és T 21.10).
43, T hatasat felithatjuk egyetlen métrixegyenletbe, ahol T a T matrixa:

110 0 21
10 1|=}1 0 2}.
g 11 210

Ezt megoldhatjuk 9-ismeretlenes egyenletrendszerként, ahol a 9 ismeretlen a
T matrix 9 eleme, de ha a T-4 szorzé matrix invertdlhaié {marpedig mos
invertalhatd), akkor egyszeriien

021110“11~13
10201101} =21-1 3 1},
2 1 0/l011 3 1 -1

rang T = 3, igy T teljes tenzor {lisd D 21.6).

T

T=

1 01
44. T= |0 1 0}, rangT = 2, igy T planéris tenzor.
1 01
1 2 0
45. T=| 0 © Ojl , rang T =1, igy T linedris tenzor.
-1 -2 9

46. A T = [z;;];, ; métrixra vonatkozé métrixegyenlet

1 01 101
2 -1 1|1=i0 0 0f.
3 0 3 0 0 0

Ez métrixinvertslassal nem oldhaté meg, mivel a T métrixot szorzé matrix-
nak 0 a determininsa. A métrixegyenletet dtirva, egy T elemeire vonatkozé
9-ismeretlenes, pontosabban hirom darab 3-ismeretlenes egyenletrendszert
kapunk. Ennek megoldaséval, az 213 = @, zo3 = b, z33 = ¢ jeloléseket hasz-
nalva, azt kapjuk, hogy

1-3a 0 a
T=1 -3 0 bl,

T

~3c 0 ¢
alol a, b és ¢ tetsz8leges valds szamok. E tenzor plandris, ha b # 0, vagy
c # 0, és linedris, hab=c=10.
47. E transzformécié tenzor, hisz R(2) — R{?) leképezés, és barmely vektor c-
szeresének tiikorképe megegyezik a vektor tiikorképének c-szeresével (D 21.3
1. feltétel), tovabbd barmely két vektor ésszegének tilkbrképe megegyezik a
vektorok tiikorképének dsszegével (D 21.3 2. feltétel). T hatdsa az alapvekto-

ol 3= T(2]=[4)

'r:[(l) _91].

21.5
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48,

51.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

. _Tenzor
-1 0 _fo 1 _[1 &
T=[7 1]. 49.T_[1 0}‘ 50.'1‘_[0 1]
_f1r0 [k 0 -1 0
T--k il 52.T_[0 L] 53.']?——[0 _1]
T = [ cos a —sina]
T |sinee  cose
_[1r 07. _fo o
T = 0 G],ﬂietveT— 0 1}.
T = é (I}],illetve T= [é 2]
(1 0 0] [0 0 0] 0 0 0]
0 0 0}, 01 01, 0 ¢ 0].
0 0 0 [0 0 0] 0 0 1]
1 0 0] [0 0 0] (1 0 0]
01 0}, ¢ 1 0}, g 0 0.
[0 0 0] 0 0 1] |0 0 1]
1 0 0 cosa (0 smma cosa —stma 0O
0 cosa —sina 0 1 G . sinee cosa 0},
J sina coso —sine 0 cosa 0 0 1

Példaul az y-tengely koriili elforgatdshoz:

. ~ -1
1 COoS ¢ G 0 '
A0 = 0 AL =11,
0 —sino g 1] 1
- - (sin o ,0,c0s a}
] sin a
A0 = 0 |, amibé&l
1 | cos o
[ cosee 0 sina z
A= 0 1 0 {cos & ,0,-3in a) Y
| —sine 0 cosa -1
1 0 0 -1 6 0 i 6 0
g1 41, 6 1 0}, 0 -1 0}.
0 0 -1 0 ¢ 1 0 0 1
Legyen x = x1e| +xgez+ ...+ Ty, igy Ax = A(zie1+ 2202 +... 4+ Tpey) =
I
z1Aey + z3des + ..+ 2de, = {Ael ... Aey [ : ] Ha az Ae; c R(™M)
Tn
@y ay M2 ... Qi
vektor koordinatas alakja u?‘ ,akkor A = | ¥ e G
Qi Qml Q2 .. Qogn

21.6
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62.

63.

64.

65.

66.

87T.

68.
69.

(Ha A:R® - RO e = [}], es=[0), 65

an a12
Aey = |an |, Aey=|ani,
as a3z

tovibba x = z1€; + z3€2, akkor Ax = A(zje; + zye2) = z1de; + z0der =
ay arz ayy Q12 1
2y |an | +x2|az) = o ax [ EJ -

431 32 a3 a3
Az el828 feladat szerint 1étezik egy olyan (1 x n)-es A métrix, amelyre f(r) =
Ar. Legyen a az a vektor, melynek k-adik koordinitdja az A matrix k-adik
oszlopaban 4ll6 egyetlen elem (k = 1,2,...,n). Nyilvinvals, hogy Ar = ar,
ami bizonyitja allitdsunkat.

A 61, szerint 16tezik egy olyan (nx1)-es A mdtrix, amelyre v(t) = At. Legyen
a az a vektor, melynek k-adik koordindtdja az A métrix k-adik sordban dllé
egyetlen elem (k = 1,2,...,n). Nyilvanvals, hogy At = aif, ami bizonyitja
allitasunkat.

1 0 10
L[l]: 0 ,L{O]z[l ey L=10 1]

0 1 1 1 11

)
(1] a 07

c% =t =, 2| =0ly =01 0 ... o]
(17 0] 0]

%=z = | =y L= 1 L 1)
0. 0] 1)

Ez a leképezés nem linedris.

A kiilonhoz8 leképezések szemléltetésére nyilakat hasznalunk. Legyen
Tu = v. Szemlélietve:

T
u—v.

Ha e leképezést koordindtds alakban, matrixmiiveletekkel adjuk wneg, akkor
a Telle = V., illetve a Tpug = vy 8sszefiigpéseknek az

T . T
Ue—SVe, ill. a2 Ue—Sv,
diagram felel meg. Végiil az dttérést szemléltetjiik:
-1

C C .
Up—Ve, Vi—Ve ill. Ve~ vy

21.7
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Mindezeket egy kézds diagramban dbrazolva:

Ue E‘E’ Ve
le lo-
Ty
iy — V¢

Leolvashatd, hogy ug-bédl ve-et kéiféleképpen kaphatjuk meg: egyrészt

vy = Teuy, masrészt

ve = Clve = CH{Teue) = CHTe(Cuy)), azaz

ve = O 1T, Cuy. Ezeket dsszevetve: Trug = C7 1T Cus minden ug vekiorra,
vagyis Ty = C~1T,C.

70. Az e; = [1,0}, ez = [0,1] alapvektor-rendszerben T' métrixa T, = [?(1,] (iasd
49. feladat). Legyen u egy tetszGleges vektor, koordindtas alakja az {fi, f;}
alapvektor-rendszerben legyen ug = uify + ugh. Ekkor koordinitds alakja az
{e1, ez} alapvektor-rendszerben ue = ui[g] + ua[2] = [{ 2]us. Ez azt jelenti,
hogy az {f, f2} alapvektor-rendszerrél az {e;, e2} alapvektor-rendszerre valé
attérés matrixa C = [} 2]. Az el628 feladat szerint Ty = C™1'T.C, azaz a
jelen esethen:

- _{1 2]“ 0 1”1 2}_[0 2]

£ 1o 2§ 11 oflo 2]~ [~} 1)

_[4 —27 2 1] 1. {2 -1 _[1 0]
T Te=lg _3]> C=1|3 2f> € =3 2]’ Tf“[o 0.
vagyis T az f) irdnyd {origdn &thaladd)} egyenesre vald, f-vel pirhuzamos
iranyd vetités.

T 0] o1 1] aer 1 -1 o2
o= 4] o=[5 3] er=[p 7] m=[p A
_[4 -2] T2 17 11 =1 _[3 0]
B Te=|y 1] =1 1) © =1 2] Tf‘[o 2]
vagyis T egy f) irdnyd 3-szoros, és egy f irdny1l 2-szeres nagyitashél tevsdik
bssze.
2 -1 0 (11 1 1 -1 0
74, Te=1{0 1 0 {, =|01 1}, Cl'=10 1 -1},
0 1 -1 0 0 1 0 0 1
(2 0 0
Te=1{0 0 1.
0010
75. Ha fi = [5], és a vd merGleges vektor fy = [ 2], akkor az y = 2z egyenesre
valé mer6leges vetités matrixa Ty = | ég}, az attérés matrixa C = ;‘f]] A

Ty = C™ITC Ssszefiiggéshil balrdl C-vel, jobbrél C'-gyel valé szorzassal
Te = CT;C!. Behelyettesités utan kapjuk, hogy

11 2
Te=gls 4

21.8
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76.

T7.

8.

79.

80.

81.

a) igaz; ¢} a D 21.11 definiciénak megfelelden igaz; b) nem igaz: két vekio-
rértékd fliggvény szorzata skaldrértéki, azaz (Ar)}{Br) szdm, (AB)r vektor.
Az {Ar) x (Br) pedig azért nem johet széba, mert példiul az egységtenzorral
szémolva (II)r = r, mig (Ir) x (Ir) = 0.

A matrixszorzas asszociativitdsa miatt a(bTr) = (abT)r, azaz

(aob)r = (ab’)r,

igy az ab? maétrixszal valé szorzds épp az ao b leképezés eredményét adja. A
matrixszal valé szorzas pedig linedris leképezést ad (21. feladat). Ha n = m,

11z

akkor a tenzorokra vonatkozd megfeleld allitast kapjuk.
Ha egy vektort 45°-kal és —45°-kal elforgatunk, két olyan vektort kapunk,
melyek egy négyzet két szomszédos oldalat alkotjdk. E két vektor tsszege a
négyzet egy itldja lesz, mely parhuzamos az elforgatott vektorral, tehii e
leképezés az r — /2r képlettel irhaté le. Masrészt: az A és B métrixa

_ [cos45° ~—sin45°] _ [ﬁ ,T;]

- - 3

sin45°  cos45° ! 1

Vi V2

_ [cos(-—45°) *sin(—45°)] _ ﬁ "\}“5
T Isin{—45°)  cos(—45°) | _T}' \}5 ’

ésigy A+B = [‘ﬁi \{}5], ami valéhan minden [}] vektorhoz annak V/2-szeresét
rendeli. :

Geometriailag vilagos, hogy az « szdggel, majd —« sz0ggel valé elforgatds
minden vektort helyben hagy, vagyis AB = BA = I. Ugyanezt kapjuk a
megfeleld mdtrixokkal szdmolva is:

AB — [cosa —sina'] [cos(—a} ——sin(—-cv)] 1 0] .

sinee  cosa | |sin{—a) cos(—a) |~ |0 1

Geometriailag: az « széggel vals elforgatds inverze a —a sziggel vals forgatés,
mig a siknak kétszer egymads utdni o széggel vald elforgatdsa a 2a szoggel vals
elforgatds tenzorit adja. Matrixokkal szdmolva:

. —1 .
A-l = [tosa —sina _Jeosa sina
sino  coso —sina cosa]’

ami valdban megegyezik a —« szdggel valé elforgatdssal matrixdval, hisz

_ [cos(—a') ——sin(—a)}.

[ cosa S
sin{—a}  cos(—a)

—sina Coso

Masrészt

9 {cosa' —sincv}2

_ _[cos2a —sin2e«
siney coso

- [ sin2a  cos 2«

Geometriailag kénnyen lithatd, hogy A~1 = A, hisz barmely vektor tiiksrké-
pébal visszakapijuk az eredetit, ha ismét tiikrozziik. Hasonléan lithaté, hogy

21.9
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A? = I, mivel egy vektor tiikérképének titkorképe az eredetivel egybeesik.
Mindezeket a megfelel matrixokkal is azonnal igazolhatjuk:

P Y R A

82. Két transzformdcié egymés utdn vals elvégzésének a tenzoraik szorzata felel
nieg, ennek matrixat pedig a tenzorok maétrixainak Ssszeszorzdsival szdmit-
hatjuk ki. (Az a métrix keriil jobbra, amelyikhez tartozé tenzor elébb hat a
térre, hisz a (CD)x = C(Dx) szorzat épp azt fejezi ki, hogy a D tenzor hat
az x vektorra, majd C a Dx vektorra.) Vagyis

_ [2 0] [cosaf —siua] _ {2cosa —QSiﬂa]
A= \ = |“€ ,
0 1) |sina cosa sin o cos &
A [1} _ [2cosa— 2si11a]
1 sing fcosa |

1 03[-1 0 -1 0

s.a=[y 5[0 1]=10 4l
azaz e transzformicié épp az origdra valé tiikrozés. A{}} = [:}]

84. Jeloljiik ezt az egyenest e-vel. Az e egyenesre vald tiikrdzést megkaphatjuk egy
—a szbgii elforgatds (ez az e egyenest az z-tengelybe viszi}, egy z-tengelyre
valé tikrozés, majd egy o szogd forgatds (ez az z-tengelyt ,visszaviszi” az e
egyeneshe) egymads uidni elvégzésével. Tehit e transzformacick matrixait kell
dsszeszoroznunk.

_{coscz —sina] [1 O]'cos(—a) —-sin(-—a)]*[cos2a sinZa]
T lsinee  cosa | [0 —1]|sin{—a)} cos(—a) | [sin2a¢ —cos2aq’

A[l] _ {sin2a+c032¢:r]
1} Isin2a¢ — cos2a]’

85. A — [ cos & —sina] [1 0] [cos(—a) —sin(—a)]
* T T lsina cosea j|O 0)|sin{—a) cos(—a)
cos® a sinacosa 1 . cos o
=[. _ " ] A[ ]:(sma-ﬁ—cosa)[. }
sin @ cos a sin® e 1 sino
1 0 0 cosae —sina 0 i cos o
8. A=10 1 0 sing cosa 0], Aj0| =|sinw
¢ 6 -1 0 0 -1 0 -1
[ cosa 0 sine} |1 0 0
87. A= 0 1 0 0 cosa —sine
| —sinee 0 cosa] |0 sine cosa
cos & sin e $11 v COS &
= 0 €08 v —sine |,
—sing  Sinlacosa cos® «v
cos § sin® ¥ singeosg | [1 1 22+ 1
0 cos ¢ —sin § 1f==1 2v3
—sing sinfeosg cos® 3 0 ¢ V3 -2
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88.

89,

90.

91.

92.
93.
94,

95.

96.

97.

oS 0 sin o 1 1 2./3
A= sin? o cosa —sinacosal, A|l| = 1 2v3+11.
—sinacosa sino cos®a 0 2 -3

Forgassuk el a teret a z-tengely koriil —w/4 szoggel (ez az y = = egyenest
az x-tengelybe viszi), majd itt forgassuk el a teret 7/2 széggel az z-tengely
koriil , végiil forgassuk vissza n /4 sz8ggel a z-tengely koriill (ez az z-tengelyt
visszaviszi az y = z egyenletfi egyeneshe). E hdrom transzformécié egymasu-
tdnja éppen a tér kivint elforgatisit eredményezi.

cosf —sin ;} 0111 0 4] cos T  sin T o
nk x E _cnX —sinn & x
siny  cosj 0 0 cos 7 sin 3 siny <os g 0

] 0 1{{0 sinf cos% 0 0 1

1] 1 1 V2 1 2
All1 =10}
| KRf

11 —v2].
-V2 V2 0
Tehat az [1,1,v/2] pont a [2,0,0] pontba fordul.
Mint ismeretes, egy r vektor e-re es meréleges vetiilete {er)e, ezt dtalakitva
Tr = (er}e = efer) = (ece)r,azaz T = eoce.

A=

2

Az r vektor e-re es§ mergleges vetiilete (er)e, igy a sftkra esd§ meréleges vetiilet
r — (er)e. Atalakitva Tr = r — (er)e = Ir — (ece)r = (I — e o e)r, azaz
T=I-eoce.

Tr=r—2(er)e =Ir —2(ece)r=(]—2ece)r, tehdt T =~ 2eoce.
Tr=r—2(r—(erle) = —Ir+2(ecejr = (2ece—I)r, tehdt T = 2e0e —I.
Az egyenes egységnyl irdnyvektora e = 3‘3[3,4, —12}, igy

L [e 12 36
T=coe=z-|12 16 —48
169 | 36 _48 144

A normilis egységvekior n = ;—[1,1, V2], igy

3 -1 -2
-1 3 -V2
-2 -2
A normélis egységvektor n = £(3,4, -12], igy

151 —24 72
T=I—-20e=—1|-24 137 96
1691 29 g5  —119

[y
[

T=l—-e0e=-

19

Az egyenes egységnyi irdnyvektora e = J-[6,—7,6], igy
' ; [-49 -84 T2
T:Qeoe-1=i;1— —84 -23 -84
- 72 -84 —49
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98. 1. megoldds: Mivel P =eoe és M = I —eoce (ldsd a 90. és 91. feladatokat),
ezért az e = [a, b, c| jeloléssel P, M, A és A? matrixa (lasd még P 21.8):

a2 ab ac 1—-a2 —-ab —ac
P=lab ¥ bej, M=| —ab 1-0 —be |,
ac be ¢ —QC —be 1-¢%
6 —¢ b b 4 c? —ab —ac
A=|c¢ 0 —a}, -A’=]| —ab &+ ~be
-5 a 0 —ac —be a4+

Ha azt is figyelembe vessziik, hogy a? + b? + ¢® = 1, akkor azonnal latszik,
hogy P =T+ A? & M = —A2, ami a tenzorokra vonatkozé &llitasokat is
igazolja.

2. megoldds: Az osszefiiggések a megfelel§ matrixok felirdsa nélkiil is igazol-
hatéak a 4.107. feladatban szerepl6 r — (er)e = (e x r) x e &sszefiiggés segit-

ségével. Egyrészt Mr = r—(er)e, mésrészt —A%r = —ex(exr) = (exr)xe,
azaz M = —A% Mivel P = I — M, ezért a masik Ssszefiiggés ebbél azonnal
adédik.

99. E két tenzor éppen az el6z8 feladathban szerepls M és P tenzorral egyezik
meg, azaz M = —A? és P =1 + A%,

00{axI)r =axr =Aré (ax A)r = ax (axr) = (ar)a— (aa)r =
a(ar) — (a¥)r = [aoa — a*I](r).

101. Az el6z6 feladat szerint a x I = A, ebbdl pedig a T 21.18 alapjin adédik az

allitas.

(3 A 0] [fo 0] [o =58 0
VL] 1 = 1 3 i
102 525 1 0 0 3 o+ _\2£ 0 0l a vektorinvarians 3{)&
0 0 1 0 01 0 0 0] L

(-1 0 1 -1 -3 0 o I 1 -1
103. -1 0 1] = —% 0 17 + —% 0 % , a vektorinvaridns | 1
-1 01 1o -1 -1 0] -1
-5 -6 3 0
104.| -6 10 -2 |, a vektorinvanians |0},
3 -2 —13 ]

ugyanis a T szimmetrikus, igy a felbontds ferdén szimmetrikus tagja a zérus-
tenzor, tehdt a vektorinvaridns a zérusvektor.

1 - 1 Y 12 —a3r  a13 — a3 ' _
105, ;(T -T'} = 5 e —an 0 a3 — a32 |, €zért a vektorinvaridns:
- “las —@3  agr —a; 0
(32 — aszg
3 — agy
az] — Q12
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0 e b —c
106.a) Legyen F métrixa F = [—a 0 c] , ekkor w = { b ] (lasd a P 21.22
-6 —¢ 0 —a

példat, és Fw = 0.

a?4- b 4 2 0 0
L) {ww)l matrixa 0 a® + b + ¢ 0 s
0 0 a® + b2 + ¢

& —bc ac
wow matrixa | ~be b —abl,

ac —ab a?
0 a b1l0 —a -b a® + b2 be —~ac
FTF=|-a 0 c¢ila 0 —c|= be a’ +c? ab |,
b —¢c 01}{b ¢ O —Ge ab b4 2
igy valéban FTF = (ww)l —wow.
[C5 61
167.a= lag |, b= 1|51,
as by
0 arbs —ashy  ayby — azh
aob — boa métrixa | ash; — a1by 0 azby — asbhs |,
a3b1 — 1)3 (Igbg - azbg ]
vektorinvaridnsa [azby — agbs, arbs — azhy, ashy — ay bl]=bxa=-—(axb).

108.Az a o b tenzor ferdén szimmetrikus osszetevdje 3(a o b — b o a), melynek

az el§z6 feladat alapjan (b x a) = —;]_,-(a X b) a vekiorinvaridnsa. Az acb

tenzor mdtrixdnak f§itléjaban All6 elemek 8sszege épp ab, ez tehat skaldris

invariins.
[ 1 03 1| 1 0 1 [V3
109.A=; 0o 2 0 ,igyalzg 0 {,ax=]1 » a3 = o 0|,
“1-Vv3 0 1 “1-v3 0 211

és A = aj o ey + ag o eg + a3 0 ez, Matrixalakban:

/2 0 0 0 0 0 0 0 V32
A= 0 0 0|+1{0 1 O}j+|0C O 0 |
|-v3/2 0 0] {0 0 0 00 1/2
0 —¢ b 0 0 0 g —c 0 0 0 &
110,A =1} ¢ 0 —al={c 0 O0}+1{0 0 0} 4+1{0 0 —ai.
b a 0 -5 0 0 0 a O 0 0 0

111. A vektorkoordindtdi a; = 2f, ag = —f1, az = f3, igy A = 2fh0f) —fiofp+-f50f5.
Az {fi, £y, f3} alapvektor-rendszerre vonatkozé mdtrix-alak (felhasznalva a 69.

2113



21. Tenzor

feladat eredményét):

0 -1 0 0 00 6 -1 90 000
2 0 0] =}200{+0 ¢ O +|/0 0 0},
¢ 0 1}, Oﬂﬂf 0 o 0], Oﬂif

az {e1, ey, e3} alapvektor-rendszerre vonatkozé matrix-alak:

A=

J[6 3 12
==|-6 6 6
9l-6 —12 -3
1[4 & 81 [-2 -12] ;[4 -4 2
==|2 4 4[+:]-4 -2 4|+=]|-4 2 2.
-4 -8 -8 9|-4 —24] 92 -2 1

112.Mivel fy, fz, f; pdronként mer8leges egységvektorok, ezért Afy = fi, Afy = £,
Afy = —f;. fgy A= f1 ofy +f20f2—f30f3.

[100 113—4}
Ap=[01 o, A=z|8 1 4=
00 -1], 4 4 7
212 2] g4 2 4] ;[-4 4 -2
12 4 4l+2)2 1 —2|+il4 -4 2.
992 4 4] 9|-4 —2 4| 94 4 1

cosz —siny _j1r o

yes? zesy | D(O,D) = [0 0];

tehat v(r) — v(ro) az rp kérnyezetében megegyezik az = tengelyre valé veti-
téssel.

10 a1 0 1.1
v(0.1,0.2) ~ v(0,0) + [0 0] ([0.2] - {OD - [ A ]
(A négy tizedesre pontos érték: v(0.1,0.2) = [1.0799,1.0202).)

%2 0 2 0
114.D = | 0 2|, Dy =[0 6},
11 11
2 0 1.2

v(1.1,2.9) 5 v(L,3) + [0 6 [-0611]= 8.4/,
1 1|t 4
(A pontos érték: v(1.1,2.9) = [1.21,8.41,4].)
110 110
115D, = [} 1 I],[){1,2“,'}={0 1)
0.1

v(1.1,2.01,208) ~ v(1,2,3) + [2 1 91| g1 | = [311].
0 1 1] 200 | = a9

(A pontos ért€k (most) ugyanennyi: v(1.1,2.01,2.98) = [3.11, 4.99].)
116. Jelolje a T tenzor ro-beli derivilttenzordt D. A differencidlhatésag definicidja
olyan r-t4] fiiggd E; tenzor létezését irja el§, melyre

T(r) — T(ro) = D(r — rg) + Er(r ~ rg)
21.14 .

113. D(z:,y) = {

esmmmsssmimissd




21. Tenzor

az ry egy teljes kirnyezetében. Mivel T(r)— T{xg) = T{r—r¢),ezérta D =T
és Ey = O valasziassal teljestilnek a definicié feltételei, igy a derivdlitenzor
valéban T,
117.L4sd az el8z6 feladatot.
118.Mivel e fiiggvény linedris, ezért (az elBz8 két feladat szerint) derivdltja Snma-
ga. Mivel pedig [1,0,0] — [2,0,1], [0,1,0] — [-1,1,0], [0,0,1] — [0,-1,0],
ezért a derivilt matrixa
2 -1 0
0 1 —1} .

D=
i 0 0

(Ugyanezt az eredményt kapjuk a T 21.25 alkalinazdsdval is!)
119.1. megoldas: v{r) — v(rg) = (r+a) —(ro +a) = r — rg, igy a D 21.24
definiciheli (1} 8sszeftiggés fenndll, ha D =1 és E, = O.
2. megoldéds: Legyen r = [z1,72,...,%4), a = laj,a2,...,a.}, igy v(r) =
[z1+4 a1, 22+ az,. .., 8, +ay), ezért a derivalitenzor matrixa az egységmatrix.
120. Akér kozvetleniil szdmolva, akdr az €l6z6 feladatra hivatkozva azt kapjuk,
hogy a derivilt az egységtenzor.

0 7. 0 00
121.Mindkettd deriviltja a zérusleképezés, matrixaik: [0 0} és [0 0 0].
6 0 6 00
122.v{r)—virg)=a—-a=0=0(r —rp) + O(r — rg).
(Mdsik megoldds kaphatd a derivilttenzor matrixdnak felirdsahadl.)
123.A v =lvn ~ i r=[z,vy,2| jelolésekkel

duy  du By

oz By dz

— | 3wz dvn Fu
Gradv = dx dy dz |

dug  duy  Buz

oz y az

és ez pontosan akkor szimmetrikus, ha
dvy Gva Ovy vy Jvy  Ous
By 0z’ 0z Oz 9z oy’
ami pontosan akkor &l fenn, ha
rot v(r) = (Qﬂ—@ i _ 9 a_vg_g_v_g_) = 0.
vy Oz 0z O’ 0z Oy

f:t:z f::y fzz'
124.grad f = [fs, fy, fz), igy Gradgrad f = | fy:  fyy  fyz |»
fz:c fzy fzz
2yz 2xz 2zy
csetiinkben | 2zz 0 mz}
2vy  x° 0

125.A p és v fiiggvények differencidlhatésiga definicié szerint azt jelenti, hogy
p(r) = plro) = P(r—ro) 4 Be(r —xa),  (r€ k).
L8115
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vip) —v(po)=V(p—po)+ Ep(P—po), (P E K;),

ahol limy..yq Br = limp_p, Ep = O. Az utébbiban elvégezve a p = p(r)
helyettesitést kapjuk, hogy

v{p(r)) — v(p(re)) = V(p(r) — p(ro)) + Ep(p(r) — p(ro))

1286.
127,

= V(P(r — rg) + Ex{r — ro)) + Eg(P(r — ro) + Ex(r — 1ro))
= V(P(r — ro)) + [V(Er(r — ro)) + Ep(P + Er)(r — ro)]
= (VP)}r —ro) + [VE: + Ep P + EpE;](r — ro).

A szigletes zardjelbe tett kifejezésrSl lathato, hogy linedris kifejezés, és hogy
r — rg esetén tart a zérusleképezéshez, igy a definicid feliételel teljesiilnek a
v(p(r)) fiiggvényre, tehat a derivalt valéban VP. (Még azt is igazolni kell,
Logy az &sszefiiggés fennall ry egy teljes kirnyezetében. Ez p folytonossagdbdl
kévetkezik, a részletezést az clvaséra hagyjuk.)

Azonnal adédik az el8zd feladathél.

1. megoldés. A p, v és v o p vektor-vektorfiiggvények Jacobi matrixdnak
(a derivalttenzor matrixanak) felirisaloz a parcidlis derivaltak helyettesitési
értékeire haszndljunk egyszeribb jelsléseket csak a fliggvénynek és annak a
valtozénak a jelzésével, amely szerint derivilunk, példaul

__ Ou(zo,p0)  Os(ug, wp) _ Os{u(xe, yo),v(x0, 40))
fp (52—t Gy 1 ————— 1= .
Ox dw dz

E jelolésekkel a p, v és v o p fiiggvények derivdlttenzorainak mdtrixai rendre

Cfuz uy _ I8 suw sz sy
P“[wz wy]’ V“[tu tw]' A‘[t; ty]'

Az eldz8 k3t feladat szerint A = VP, tehat a métrixszorzast elvégezve

A= [suuz + sywe  Syuy+ swwy]
tatty + iy fyup - tpwy ]
2. megoldds, Hasznaljuk fel a kétvaltozds fliggvényekre vonatkozd ldncszabdlyt
példanl az s{u,w), u(z,y), w{z,y) figgvényekre:

Os(u(xo, yo), v(wo,y0)) Os(ug, wo) Su(zo, yo) + Os(ug, wo) Ow(re, yo)

A Ox - Ou dr Sw Oz !
azaz, az el6z8leg bevezetett jeloléseket felhaszndlva, s; = syuz + syws. Az A
mitrix t6hbi eleme is hasonléan kaphats meg:

Sy = Sully + Swity, Ip = tutly + tpws, ty = Lyuy + Ly,

128.1. megoldis. v illetve w Jacobi-matrixat jelolje V illetve W,

V_[cosqb —psin(é] -i[l —1]
T lsing pcose (1’%}_\/‘} 1 1]

. z ¥
W = [\/ﬂw? Veiey? }
{ 1

_i[l 1]
RV R TS BN
7 '
21.16
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21. Tenzor

A wov Jacobi-mdtrixa rg-ban WV = I, mig a v ow Jacobi-mdtrixa pg-ban
VW =1.

2. megoldds. Vegyiik észre, hogy a v filggvény a polarkoordindtdkrél a Descartes-
féle koordindtékra vals dttérés fiiggvénye, mig w forditva, igy e két fliggvény
egymis inverze, és kolcssndsen egyértelmi megfeleltetést létesitenek példaul
az {r|r € (0,00)x(~%,%)} ésa {p|p € (0,00) x{—0c0, 00)} halmazok kézott,
tovibba e megfeleltetésekben ry és pp egymdsnak meglelel§ pontok. Eszerint
w(v(r)) = r, illetve v(w{p)) = p, azaz e két leképezés az identikus leképezés,
ha p illetve r a fenti halmazokbdl valé, és az identikus leképezés derivélija
(minden pontban 6nmaga, azaz) az identikus tenzor.

129.Grad(v+w =[3""+“’-'] ___[31!.:] +[6 w.-] — Grad v+ Grad w.
( ) _(le 3x3 %E)- 3x3 _é?fl 3x3 +Gra
130.Graduv = [—g—“ s ] = [ua Y ] [ .3u] =
¢ %i laxs -5%1 3x3+ ytaz_j 3x3
V3
3y 3 i) i
3x3 Vs

131l.vxw= [‘Uz’w3 - Y3Wsa, V3w — Vw3, viwe — ’027-01],

Bfvaws—vaws) O uvawz—v3wy}  G{vawa—vawe)

Ty T2 3
8fvawy—viwz)  Hugwi—vywz)  H{vgw —viws)

Grad(v x w) = 7r; = = ,
Avywy—vyw)  Hyvwe—vowy} H(vywy—vow;)
Jz) dxa dz3
masrészt v X Grad w illetve w X Grad v mitrixa
- dwy  dwy duw
0 —v3 U2 dzy  dzo '55;-
v3 0 -n %fll %‘—;’i a':a , lletve
—v9 " 0 Jw, Sw. dw
) Pn B oo
1] —wg wy g:cl a:r:g gzs
v U Y
wsy 0 - r T2 ﬁ?"

Q
3
=3
Qo
=

[ —w2 Wy 0 3;;!5, 33-;;‘ 3}%
Kifejtés és némi szamolds utdn megkapjuk a bizonyitandé dsszefiiggest.
132.T hatisira nyilvanvaldan csak a z-tengellyel parhuzamos vektorok nem vai-
toztatjik meg iranyukat, és ezeknek hosszuk sem valtozik meg. fgy A =1 az
egyetlen sajétériék, és [0,0,¢] (c # 0) a hozzd tartozs sajitvektor. Ellen&riz-
zlik az eredményt métrixokkal szdmolva:

o1
i v Vitiva
2D

T= v 0], sajatértékei: Ay =1, Ayz3=
¢ ¢ 1
A sajdtértékek kozil csak A; = 1 valSs és a hozzd tartozé sajatvektor [0,0, ]
(c # 0).

133.A z-tengelyirdnyt vektorok képe a zérusvektor, igy ezek (a zérusvektort ki-
véve) sajatvektorok, a hozzdjuk tartozé sajdtérték 0. Az xy-sik minden vek-

21.17
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toranak képe dnmaga, igy ezek sajitvekiorok, a hozzdjuk tartozd sajatérték
1. A tér t5bbi vektora nem sajatvektor. Matrixokkal szdmolva:

{1 0 0] [O} [m
=10 1 0|, sajatértékek: Ay = 0, Ag3 = 1, sajdtvektorok: |0}, ill. |y
0 0 1 c 0
(c#0, 2 +y* £0).
134.[0,0,¢], Ay = ~1; az zy-sik nemn-zérus vektorai, azaz (,y, 0]
(c#£0, 22+ 12 #0), A3 =1.
135.[a,2a,34d] {a # 0), \1 = 1; az [a, 2a, 3a] vektorra merSleges vektorok, Az3 = 0.
136. Az &sszes vektor sajdtvekior, Aj23 =1.
137. Az bsszes vektor sajdtvektor, Aj23 =0.
138. A feladat szerint Ta=a, Tb = b, T'c = c, ezért

110 110 100
Til 2 01=1i1 2 € 01 0}.
1 31 1 31 0 01

139, Mivel a hdrom megadott vektor nem linedrisan fiiggetlen, a = 2b +c, ezért a
Ta =a, Th = b, Tc = ¢ egyenletek nem hatdrozzék meg T-t egyértelmiien:

11 -1 11 -1 14p =2 p
T2 1 0{=(21 0], ambslT=] ¢ 1-2¢ ¢l

, amib8l T =

31 1 3 1 1 —14r 2-2r r

140.Xeressiink harom linearisan fiiggetlen sajatvektort {ezek koziil az egyiknek a
z-tengellyel parhuzamosnak kell lennie, a mésik kettének a stk normalisira
mer6legesnek), és ezekre irjuk fel T hatdsat. Példdul a hdrom sajitvektor
lehet: [0,0,1], [1,1,2], 1,-1,0}. Ekkor '

300
0 3 0j.

01 1 03 3
T{0 1 -1{=1{0 3 -3|, amib8I T = _
12 0 2 6 0 112

141.Az A tenzor s; sajdtvektordhoz tartozd sajatértékét jelolje A; (¢ = 1,2,...,n).
Tehit Ax = A(a:;sl + @28y + - + TpSp) = T1AS; + 22482 + o+ TadSp =
Ty A181 + r2hesy + -+ TpAuSa.

142.x- Ax = x- A(m;s1+wzsz+ 4 Ty8y) = X+ (z1M181 + 22 A282+ 4+ ZnAnSn) >
x-(z1Ais1 + z2Mi82 + o+ TpA18a) = A1X- (m:s1 +zos2+ - +wnsn) = A;xZ.
Tehat (x - Ax)/x% > A1, mésrészt (51 - Asy)/s} = (s1° - his1)/8? = M1, azaz az
(x- Ax)/x? fiiggvény minimumét a legkisebb sajatértékd sajtvektorban veszi
fel, és a fiiggvény értéke ott épp a legkisebb sajatérték. A maximumra vonat-
kozé Osszefilggés hasonléan bizonyithaté, csak az egyenlGtlenségnél minden
sajatérték helyébe a A,-et kel frni.

143.|4x| = IA(azlsl + za8g + -+ + a:ns,.)l = |z 181 + 22X282 + -+ + TpAuSa| =
VAt + Mad 4+ + /\%ﬁ > /A3l + A2z + - + Afad

= [Maly/af +af + - 4+ ok = llx| = w
A maximumra vona,tkozo osszefiiggés hasonléan bizonyithatd.

21.18
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144.Ha a = 0 vagy b = 0, akkor a tenzor a zérustenzor, aminek minden nemnulla
vektor sajatvektora, tegyiik fel tehdt a tovabbiakban, hogy a £ 0 és b # 0.

. b ayb
1. megoldés. a o b matrixa: [a1 1o l,
agb] agbg

‘1‘2‘261 A a;‘:”j L] = 4= (@b, et d =0, A = ab. Az 1 = [z1,11]
sajatvektorhoz vezets egyenlet byzy+boyn = 0, amibél sy L b. Az sy = [zg, 9]
sajatvekiorhoz vezets egyenlet —apzy + ayy2 = 0, amibél sg || a.

2. megoldas. Legyen e egy egységnyi hosszisdgit sajitvektor. Ekkor az {a o
b)r = Ar egyenlethdl kapjuk, hogy a(bTe) = Ae, amibél vagy e L b, és akkor
A =0, vagy a = ce, és akkor A = c(bTe), azaz A = ab.

21.19






