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1. feladatsor, Analizis 1

Adjuk meg az aldbbi komplex szamok valds és képzetes részét:

exp(V2 — iv2), sin(v2 — iv2), cos(% + i).

Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a komplex sz dmok korében:
e +5=0
sin(2z) +3i =0
sinz =1tcosz

Igazoljuk, hogy (sinz)’ = cos z, (cosz)’ = —sinz, (e*) = e*.
. _ +1 .. ’ s s . . P ’ P . .
Mennyi az f(z) = 2 -7 figgvény nyujtasi egylitthatoja és elforgatési szoge

a zp = 1 pontban?

Hol differencidlhaté az f(x + iy) = (23 + 2xy) + (322 + 6y) fiiggvény? Es
hol regularis?

Legyen f(x,y) = u(x,y) + iv(zx,y) egy regularis fliggvény egy D tartoma-
nyon. Mutassuk meg, hogy ekkor D minden pontjaban Au = % + g% =0,
és hasonloan D minden pontjaban Av = 0.

Hatarozzuk meg a ¢ paramater értékét ugy, hogy az u(x,y) = cx?® + 2wy —
4y? + 3 fiiggvény egy regularis f fiiggvény valés része legyen. Hatarozzuk
meg f'(1+ 2i) értékét.

Mely ¢ érték mellett létezik az u(x,y) = —2° + cay? — y fiiggvénynek har-
monikus parja? Keressitk meg azt a harmonikus part, amelyre v(0,0) = 0.

Mutassuk meg, hogy ha egy D tartomanyon egy regularis f fiiggvény deri-
valtja minden pontban 0, akkor f konstans.

Tegyiik fel, hogy a 0 egy kis B(0, €) kornyezetében >~ janz" =Y " by 2"
teljesiil (mindkét sor knvergens, és egyenl6ek). Mutassuk meg, hogy ekkor
a, = b, minden n-re.

Mutassuk meg, hogy a sin z és cos z fiiggvenyek nem korlatosak C-n!
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2. feladatsor, Analizis 1

(12) Mutassuk meg, hogy az f(z) = e'* fiiggvény korlatos a felss félsikon.

(13) (HF) Mutassuk meg, hogy minden z € C-re sin® z + cos? z = 1.

(14) Szamoljuk ki az alabbi fv f(2)dz vonalmenti komplex integralokat:
a; f(z) =2", n €N, v az origo kortili 1 sugaru kor.

b; f(z) = %, ~ az orig6 koriili 1 sugaru kor.

c; f(2) = 2, n > 2, v az origo koriili 1 sugara kor.

zZn )
d; f(2) = €?*, v az 1-b6l a —1 + i-be mend egyenes szakasz.

e; f(2) = B2 5 az origo koriili 2 sugara kor.

Tz
f; f(2) = €?%, v az 1-bdl a —1 + i-be mend egyenes szakasz

g; f(z) = cosz, v pedig a z(t) = e, t € [0, /7] gorbe.

(15) (HF) Legyen ~ a 3i kozéppontu 2 sugart kérnek az i-bdl 5i-be mend félkor-
ive a jobb félsikon. Legyen f(z) = sin(2z + 1). Szamoljuk ki az f,y f(z)dz
vonalmenti integralt.

(16) Legyen R > 1 és legyen v az R-b6l —R-be mend origo kdzept félkoriv a
felsg félsikon. Legyen f(z) = ZS—; Mutassuk meg, hogy R — oo esetén
va f(z)dz — 0.
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3. feladatsor, Analizis 1

Jelolje y(zo,7) a zo koriili r sugara kort pozitiv koriiljarassal. A Cauchy
integralformulak segitségével szamoljuk ki az alabbi f,y f(2)dz vonalmenti
komplex integralokat:

iz2

. e
a3 y(—1i,1) 2249 dz

b; fv(o,z) 14 zcos2%dz

% Jyeia) GohEn 02
(HF) Jelolje y(zo,7) a 2 koriili r sugara kort pozitiv koriiljarassal. A Ca-
uchy integralformulak segitségével szamoljuk ki az alabbi ﬁ, f(2)dz vonal-
menti komplex integralt:

e —1
Syas G=d

A Cauchy integralformulak segitségével szamoljuk ki az alabbi fv f(z)dz
vonalmenti komplex integralt:

f7 1 5—5;dz ahol vy az origd kozépponti 2 oldalhosszti négyzet.

Jelolje v(zo,7) a zo koriili r sugarda kort pozitiv koriiljarassal. A Cauchy
integralformulak segitségével szamoljuk ki az alabbi f,y f(2)dz vonalmenti
komplex integréalokat:

2z

+(0.3) TermyT 2

a;

b; fv(—1,3) z(szirif)Z dz

(HF) Jelolje v(zo,7) a 2 koriili r sugara kort pozitiv koriiljarassal. A Ca-
uchy integralformulék segitségével szamoljuk ki az alabbi f,y f(2)dz vonal-
menti komplex integralt:

cos 2z
Syes T 4

Legyen p(z) = >, _, axz" polinom, (aj € C), és M := sup{|p(z)| : |z| = 1}.
Mutassuk meg, hogy minden k-ra |ai| < M.

Az eloz6 feladatban legyen M, = sup{|p(z)| : |z| = r}. Milyen becslést
kapunk |ag|-ra az M, fuggvényében?
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4. feladatsor, Analizis 1

—a

Mutassuk meg, hogy fooo rdr = 5. (Segitseg: vegyiik egy origd
kozépponta, nagy R sugart korvonal felsé félsikba es részét kiegészitve

a [-R, +R] intervallummal, és ezen végezziink komplex vonalintegralt az

f(2) = 7> fiiggvilyre, majd vegyiik az R — oo hatarérteket.)

Mutassuk meg, hogy [, G de

2+1)2

(HF) Mutassuk meg, hogy [, dx

2
T
@2 +1)2

Mutassuk meg, hogy foo Md Z(b — a). (Hint: legyen r ~
0, R~ o0, és az i fliggvényt integraljuk a kovetkezd gérbén: —r-bdl
egy felsd félkoriven menJunk el r-ig, aztan r-bdl R-be, aztén R-bdl egy felss

félkoriven —R-ig, aztan —R-b6l —r-be.)

Jelolje n(v, s) a v gorbe s pontra vonatkozo indexét. Legyen v a kovetkezd
zért gorbe: z(t) = e, ¢ € [0,27]. Mennyi n(v,0), n(y, ), n(v, 3i)?

1
27 'yz s

s pontra vonatkozo indexét minden s ¢ v esetén. Mutassuk meg ezen képlet
alapjan, hogy n(v,s) az s vatozonak folytonos fliggvénye. Mutassuk meg
azt is a képlet alapjan, hogy ha |s| elég nagy, akkor n(v,s) = 0.

Legyen vy egy rogzitett zart gorbe, és jelolje n(y, s) = dz a~y gérbe

(HF) Legyen f(z) olyan egész fliggvény, amelyre létezik olyan o > 0,
hogy |f(2)] < |2|® minden z-re. Mutassuk meg, hogy f(z) egy polinom,
és deg f < a.

Legyen f(z) regularis a D = {z : |z] < 1} egységkorlapon, és tegyiik fel,
hogy f(0) = 0 és |f(2)] < 1 minden z € D esetén. Mutassuk meg, hogy
|f(2)] <|z| minden z € D-re. (Ez a Schwarz lemma. Hint: a g(z) = f(z)/z
fiiggvényre alkalmazzuk a maximum elvet.)



5. feladatsor, Analizis 1

(32) Hatarozzuk meg a kovetkezd f(z) figgvények zo pont koriili Laurent-sorfejtését
minden széba jovs korgytirtin:
a; f(Z):T}H_,Zo:Z
b; f(z) = (z+1)1(zfi)7 20 =1
¢ f(z) =€+ 1, 2=2
d; f(2) = fymr 20 = —1

e f(2) = 5= 20 = im

(33) (HF) Hatarozzuk meg a kovetkezd f(z) fiiggvény zo pont koriili Laurent-
sorfejtését minden széba jové korgytirtin:

f(z) =cosz+ ﬁ, 20=3

(34) Legyen f(z) = 222 Ekkor f-nek izolalt szingularitésa van a 0-ban. Dént-

l—cosz
siik el, hogy f-nek a 0-ban polusa van-e, és ha igen, akkor hanyadrend.

(35) Szamoljuk ki az alabbi fliggvények reziduuméat a megadott pontokban:
a; f(z)zez—&—%,zl:O, 29 =1
b; f(z):m,zlzi, 20 =—1,23=0
c; f(Z):(ziizl)s,le—l

d; f(z) = Ii%, z1 =im

& <Z) = Tocosz’ A1 = 0
f, f(2) = o222 21 =0

z(l—cos z)’

g f(z) = zcosé, z1 =0.

(36) (HF) Szamoljuk ki az alabbi fiiggvény reziduuméat a megadott pontban:

f(Z) = sinz(licosz)’ z21=0

(37) Legyen 0 < p < 1. Mutassuk meg, hogy ffooo 16_:; dr = ﬁ. (Segitség:
vegyiik a [—R, R] alapt és 2mi magas téglalapot a fels§ fésikon, és ezen

végezziink komplex vonalintegralt.)



6. feladatsor, Analizis 1

(38) A reziduum tétel segitségével szamitsuk ki a kivetkezs integralokat:
a; fooo w41+1dx

oo 1/8
b; [, Syde

(39) (HF) A reziduum tétel segitségével szamitsuk ki a kovetkez6 integralt:

ffc cosxT__ Jo.

oo x2—2x+2

(40) Hany 1-nél nem nagyobb abszolutértékii gydke van a p(z) = 26 —524423 -2z
polinomnak (multiplicitassal szamolva)? Es a q(z) = 224 —223 4222492 -2
polinomnak?

(41) (HF) Hany 2-nél nem nagyobb abszolutértékt gydke van a p(z) = 2 +323+
6 polinomnak (multiplicitassal szamolva)? Es a q(z) = 24 —2234+922 +2—1
polinomnak?

(42) Héany gycke van a p(z) = 2° + 322 + 1 polinomnak az 1 < |z| < 2 korgyt-
riben?

(43) Mutassuk meg, hogy az f(z) = z + 3 + 2¢* fiiggvénynek 1 gydke van a
Rez < 0 félsikban.

(44) Mutassuk meg, hogy a (z1, 22, 23, 24) kettdsviszony pontosan akkor valos,
ha a pontok egy korre vagy egy egyensre esnek.

(45) Mutassuk meg, hogy egy linearis tortfiiggvény megtartja a kettGsviszonyt.

(46) Adjunk meg olyan lineéris tortfiiggvényt, amely:
a; Az (1,4,0) pontharmast a (2, —i,4) pontharmasba viszi
b; A fels6 félsikot az egységkorlapra képzi, és az 1 + ¢ pontot a 0-ba

¢; A |z —1—2i] <2 korlapot a |w — 4 — 5i| > 3 kérlap komplementerbe
viszi

d; A Rez > 0 félsikot a w — 47 < 3 korlapra képzi

e; Az €% ¢ € [0, 7] félkdrivet a [—1, 1] szakaszba viszi.
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7. feladatsor (sszefoglald), Analizis 1
Oldjuk meg: cos(3z) = 2i.

Hatérozzuk meg a ¢ paraméter értékét tgy, hogy az u(wz,y) = cx®+12zy? +
4zy fiiggvény egy reguléris f fliggvény valos része legyen. Hatarozzuk meg
#/(1 — 34) érteket.
Szamoljuk ki az alabbi f,y f(2)dz vonalmenti komplex integralokat:

a; f(z) = cos(2z), v a -1-bél az 1 + i-be mend egyenes szakasz.

b; f(2) = Z + 22, v az egységkor felss félsikba ess félkorive.

Jelolje v(zo,7) a 2z koriili r sugara kort pozitiv koriiljarassal. Szamoljuk ki
az alabbi [ f(z)dz komplex vonalmenti integrélt:

f'y(3,2) 2(2«0522)2 dz

Szamoljuk ki az [ Z Ziifdx integralt.

Szamoljuk ki az alabbi fiiggvény reziduumét a megadott pontokban:
F2) = ety 21 = 22 =0, 20 = T4 3
Hatarozzuk meg a kovetkezs f(z) fliggvény zo pontbeli reziduumat, és zg

koriili Laurent-sorfejtését minden szoba jové korgytrtn:

1(2) = ==y 20 =1

4 . s oo i
Szamitsuk ki: [~ o e

Héany gydke van a p(z) = 27 +22° — 24 4 722 4 2 polinomnak az 1 < |z| < 2
korgytirtiben?

oo g1/2 dr

Szamitsuk ki: 0 25T

Adjunk meg olyan w = f(z) linearis tortfiiggvényt, amely a Re 2 > 0
félsikot a |w + 1| < 1 korlapra képzi, és a z = 2 pontot a w = —1 pontba
képezi.
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8. feladatsor, Analizis 1

Metrikat definidlnak-e R-en a kovetkezd tavolsagfiiggvények:
a; d(xay) = (‘T — y)2

b; d(z,y) = /| — y|

Mutassuk meg, hogy metrikus térben minden véges sok pontbol all6 halmaz
zart.

(HF) Mutassuk meg, hogy tetszéleges A C (X, d) esetén int(A) nyilt halmaz
(int(A) jeloli az A halmaz belsejét).

Mutassuk meg, hogy minden normalt térben a B(0,1) nyilt egységgémb
konvex. Mutassuk meg, hogy normalt térben minden gémb (nyilt is, zart
is) konvex.

Mutassunk példat olyan (X, d) metrikus térre, ahol létezik x1,22 € X és
0 <7 < ro gy, hogy B(xa,72) C B(x1,7m1) (azaz egy kis gomb tartalmaz
egy nagyobb gémbot).

Mutassuk meg, hogy egy normélt térben a fenti szituacié nem fordulhat
el6, azaz egy kis gdmb nem tartalmazhat egy nagyobb sugart gombét.

Mutassuk meg, hogy ha (X, d)-ben a,, — a és b, — b, akkor d(a,,b,) —
d(a,b).

Mutassuk meg, hogy metrikus térben minden Cauchy sorozat korléatos.

(HF) Legyen f € C[0,1], esetén || f||1 = fol | f(t)|dt. Mutassuk meg, hogy a
(C10,1], ||  ||1) normalt tér nem teljes.

Jelolje Cla, b] az [a, b] intervallumon folytonos valos értéki fiiggvényeket, és
legyen || flloo = sup,¢jq, [f(t)]- Léssuk be, hogy a (Cla,b], || - [[o) normalt
tér teljes.

Legyen 7 := {(ay) : Y ory |an|P? < co}. Adjunk példat olyan a,, sorozatra,
hogy (a,,) € £ minden p > 1-re, de (a,) ¢ ¢*.

Legyen £ := {(an) : sup,cy|an| < oo}. Jeldlje Hy a véges sok nem nulla
tagot tartalmazo sorozatok halmazat. Mutassuk meg, hogy Hy altere az (>
térnek, de Hy nem zart £°°-ben.



9. feladatsor, Analizis 1

(70) Legyen A C (X,d). Mutassuk meg, hogy B C (A, d) pontosan akkor nyilt
(az (A, d) metrikus térben), ha létezik olyan U C (X, d) nyilt halmaz,
amelyre B=ANU.

(71) Legyen (X,d) = (R,|-]), és A=[0,1) U{2} U (3,4]. Legyen B = (1/2,1) U
{2} U (7/2,4]. Déntsiik el, hogy B nyilt-e vagy zart-e (X,d)-ben, illetve
(A, d)-ben.

(72) Adjunk példat olyan (X,d) metrikus térre, és olyan A, halmazsorozatra,
hogy minden A, zart, nem iires, A,11 C A, de NpenA, = 0.

(73) (HF) Mutassuk meg, hogy metrikus térben véges sok kompakt halmaz uni-
6ja kompakt.

(74) Mutassuk meg, hogy metrikus térben akiarhany kompakt halmaz metszete
kompakt.

(75) Legyen Y C (X,d), és A C Y. Mutassuk meg, hogy ha A kompakt (X, d)-
ben, akkor A kompakt (Y, d)-ben is.

(76) Legyen Y C (X, d). Mutassuk meg, hogy ha Y kompakt (X, d)-ben, akkor
az (Y, d) metrikus tér teljes. (Segitség: hasznaljuk a Bolzano-Weierstrass
tételt.)

(77) Legyen A, B C (X, d) két diszjunkt kompakt halmaz. Mutassuk meg, hogy
inf{d(xz,y) : © € A,y € B} > 0. Mutassunk példat arra, hogy két zart
halmaz esetén ez az infimum akér 0 is lehet.

(78) Mutassuk meg, hogy az f(xz) = arctanz fliggvény egyenletesen folytonos
R-en. Altalanosabban, legyen f : R — R folytonosan differencialhato fiigg-
vény, és tegyiik fel, hogy f’ korlatos. Mutassuk meg, hogy f egyenletesen
folytonos R-en.

(79) (HF) Mutassuk meg, hogy az f(x) = /|z| fliggvény egyenletesen folytonos
R-en.

(80) Legyen X = R, és di(z,y) = |z —yl, da(z,y) = ]x—yl, ds(z,y) =
|arctan @ — arctany|, dy(z,y) = |e® — e¥|. Mutassuk meg, hogy (X, d;) és
(X, ds) teljes, de (X, ds), (X,d4) nem teljesek. Hatarozzuk meg (azaz irjuk
le valamilyen atlathaté modon) az (X, ds) tér teljes burkat.
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10. feladatsor, Analizis 1

Mutassuk meg, hogy minden x € K" esetén ||x|2 < [|x|1 < /n|x]s2.

(Mér lattuk elsadason, hogy K"-en barmely két norma ekvivalens, de most
mutassuk meg ezt a két konkrét egyenlGtlenséget).

Mutassuk meg, hogy ¢! C ¢? (azaz ha egy sorzatra Zjoil la;| konvergens,
akkor Z;’;l laj|? is konvergens). Mutassuk meg tovdbba, hogy nem létzik
olyan a > 0 szdm, amelyre minden x € ¢1-re ||x||; < a||x|2, tehat || - ||1 és
| - |2 nem ekvivalensek az ¢! téren.

Mutassuk meg, hogy ha Y véges dimenzios altér egy (X, || - ||) normalt
térben, akkor Y zart.

Mutassuk meg, hogy az (X,d) = ([0,1],| - |) metrikus tér osszefggd, azaz,
nem léteznek olyan X-beli U, V nem-iires, diszjunkt nyilt halmazok, ame-
lyekre UUV = X. (Vigyazzunk arra, hogy U,V az X térben nyiltak, R-ben
nem feltétlentil.).

Az el6z6 feladat segitségével mutassuk meg, hogy ha egy (X, d) tér ivszertien
Osszefiiggs, akkor Osszefiiggd.

(HF) Legyen f : (X,d) — (Y, d’) folytonos fiiggvény, és H C X Osszefliggs
halmaz. Mutassuk meg, hogy f(H) is Osszefiiggs.

Legyen f : R — R olyan differencialhato fiiggvény, amelyre |f/(z)| < 1/2
minden z-re. Mutassuk meg, hogy létezik egyetlen olyan x € R, amelyre
f(z) = z. (Segitség: f kontrakcio.) Mi van, ha csak annyit tesziink fel, hogy
minden z-re |f/(z)| < 17

(HF) Mutassuk meg, hogy barmely (V.| - ||) normalt téren |||z| — |ly]|] <
||z — y||. Ez alapjan mutassuk meg, hogy a norma || - || : V' — K folytonos
leképezés. A norma egy linaris leképezés?

Legyen a < b € R, valamint Cl[a,b] = {f : [a,b] — R|f’ € C[a,b]} (ahol az
a, b végpontokban jobb- és baloldali derivaltak értendsk).
Norma-e a C''[a, b] vektortéren az
[F1l = supsefap [F ()] + supyera ) [ (2)
illetve

I£llo = |f (@)l + f21f(6)ldt

leképezések valamelyike?

Legyen M : (C[0,1],] - [|oo) — (C[0,1],] - [so) & (#* — 3)-mal val6 szorzas
operatora, azaz Vg € C[0,1]-re, (Mg)(t) := (t* — 3)g(t). Mutassuk meg,
hogy M korlatos linearis operator, és hatarozzuk meg a normajat.
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11. feladatsor, Analizis 1

Legyen X = (C[0,1],| - loo)s és legyen T : X — X, és f : X - R a
kévetkezc’i operator illetve funkcional
/2
fo T)dr, f(x) = [, t)dt — f1/2 t)dt.
Mutassuk meg, hogy Tés f linearls és korlatos, valamlnt hatarozzuk meg
a normajukat.

(HF) Legyen X = (C0,3], ]| - |lco), €s legyen f : X — R a kévetkez6 funk-
cional

f(x) =2x(3 fo

Mutassuk meg, hogy f hneéris és korlatos, valamint hatarozzuk meg a nor-
majat.

Legyen P C (C[0,1],] - |leo) & valos egyiitthatos polinomok halmaza. Mu-
tassuk meg, hogy P altér, és D : P — P, D(p) = p’ derivalas operator
linearis, de nem folytonos.

Mutassuk meg, hogy ha XY véges dimenziés normalt terek, akkor minden
T : X — Y linearis leképezés folytonos.

Mutassuk meg, hogy ha egy T : (X,| - ||) — (Y, - ||) linearis leképezés
folytonos egyetlen g € X pontban, akkor mindeniitt folytonos X-en.

Mutassuk meg, hogy ha T : (X, || -||) = (Y, || - ||) korlatos linearis operator,
akkor minden z € X-re ||Tx| < ||T|||z||. Ez alapjan mutassuk meg, hogy
ha S: (Y] -]|) = (Z,] - ||) korlatos linearis, akkor | ST|| < ||S|/||T-

Legyenek a, — a, b, — b konvergens sorozatok (X, || - ||)-ben. Mutassuk
meg, hogy a,, + b, = a +b, Aa,, = Aa (minden A € K-ra), és |la,| — ||al.

Legyen V normaélt tér, és A C V konvex halmaz. Igazoljuk, hogy a lezart
A szintén konvex halmaz.

Legyen X vektortér, és || - || és || - || két ekvivalens norma X felett. Legyen
G C X nyilt || - || szerint. Mutassuk meg, hogy G nyilt || - ||’ szerint is.

(HF) Legyen X vektortér, és || - || és || - || két ekvivalens norma X felett.
Tegytik fel, hogy (X, || - ||) teljes. Mutassuk meg, hogy (X, || - ||') is teljes.
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12. feladatsor, Analizis 1

Legyen X Banach tér, ¢s T € B(X,X). Mutassuk meg, hogy > .2, Tk—l,c
korlatos lineéris operatort definial, és adjunk fels§ becslést a norméjara.
(Speciéllisan, ha T egy n x n-es matrix, akkor igy definialjuk az e matri-
xot.)

9 -2 0
(HF) Legyen A= |—-2 6 0 | . Szamitsuk ki az e?* matrixot.
0 0 10

Legyen (V, ||-||) komplex Banach tér és legyen T' € B(V, V) korlatos lineéris
operétor. Legyen R(T) = {\ € C : (T — X)~! € B(V,V)} a T operétor
ugynevezett rezolvens halmaza. Mutassuk meg, hogy || > ||T'|| esetén A €
R(T). Mutassuk meg tovabba, hogy R(T) nyilt halmaz C-ben.

Legyenen z, y ortogonélis vektorok egy Hilbert térben. Lassuk be a Pitago-
rasz tételt: ||z + y||* = ||z|* + ||ly[|*.

Bizonyitsuk be a polarizaciés azonossagokat Hilbert-téren:
K =R esetén: (z,y) = g(llz + yl* - = — y[*)

K = C esetén Re(z,y) = 3([lz +yl* = |z — y[?), &
Im(z, y) = 3 (|lz —iyl* — [l= + iy|*).

(HF) Bizonyitsuk be a skalaris szorzas folytonossagi tulajdonsagat:
ha x, — z és y, — y akkor (z,,yn) — (x,y).

Legyen A egy n X n-es valos matrix, és legyen (-,-) a szokasos skalaris
szorzas R™-en. Milyen tulajdonsagokkal kell A-nak rendelkeznie ahhoz, hogy
(z,y)a = (Az,y) skalaris szoras legyen? Es a komplex esetben?

Legyen M C H tetszéleges halmaz egy Hilbert-térben, V' = span M, és
Mt ={z€ H : z L z minden € M}. Mutassuk meg, hogy M~ zért

altér H-ban, és M+ = V1L =V".

Legyen x és y két tetszGleges vektor egy Hilbert-téren. Mutassuk meg, hogy
x és y pontosan akkor ortogonalisak, ha ||z + ay| > ||z| teljesiil minden
a € K esetén. (Ezt felhasznaltuk az ortogonalis felbontasi tételnél.)

Legyen (ex)reny C H egy ortonormalt rendszer, és legyen x € H tetszdleges
vektor. Mutassuk meg, hogy az y = ZkN:()(ek, x)ey, vektorra igaz, hogy © —y
ortogonélis a span{eq, e1,...,en} altérre.

Legyen (eg)ren ortonormélt bazis egy H Hilbert-térben, és legyen © € H
tetszdleges vektor. Mutassuk meg, hogy = = >~ (ex, z)ey,
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A HF* feladatokat azok adhatjak be potlasként, akik valamelyik héten
nem adtak be HF-et.

(112) Legyen X = (=3, %), és minden z,y € X esetén legyen d(z,y) = [tanx —
tany|. Mutassuk meg, hogy (X, d) metrikus tér. Teljes-e (X, d)?

(113) Legyenek (Xy,dy), (X2, ds) metrikus terek. Mutassuk meg, hogy X7 x Xo-n
metrikat definidlnak a kovetkezd tavolsagfiiggvények:
a; d((y1,92), (21, 22)) = di(y1, 21) + d2(y2, 22)
b d((y1,y2), (21, 22)) = max{di(y1, 21), d2(y2, 22) }

(114) Mutassuk meg, hogy metrikus térben két korlatos halmaz unioja korlatos.

(115) Mutassuk meg, hogy ha a,,b, Cauchy sorozatok (X,d)-ben, akkor létezik
limd(ay, by,).

(116) Tekintsiik a [0, 1]-en értelmezett valos értékid folytonos fliggvények
(C10,1],] - lloo) terében az

Ay ={f € C[0,1] : info<<1 f(t) > 0}, valamint
Ay ={f €C[0,1]: f(3)+ f(3) = 7} halmazokat. Déntsiik el, hogy A,
és As nyilt-e, zart-e, vagy egyik sem.

(117) Mutassuk meg, hogy (¢, - ||1) normalt tér.

(118) Tekintsiik az a,, = ﬁ sorozatot. Milyen 1 < p < 400 értékek esetén

igaz, hogy (an)nen € £P7

(119) Legyen X = [0,1] N Q, és tekintsiik X-en a szokasos d(z,y) = |z — y|
metrikat. Mutassuk meg, hogy (X, d) nem kompakt.

(120) (HF*) Legyen Y C (X,d), és d’ a d metrika megszoritdsa Y-ra. Legyen
A C Y. Mutassuk meg, hogy ha A kompakt (X, d)-ben, akkor A kompakt
(Y, d')-ben is.

(121) Mutassuk meg, hogy minden kontrakcio egyenletsen folytonos.

(122) Mutassuk meg, hogy ha egy U C R™ nyilt is és zart is egyszerre, akkor
U=0vagy U=R"

(123) Legyen X = (C[-1,1], |- |lso) a [—1, 1] intervallumon valés értéki folytonos

fliggvények tere a sup-normaval, és legyen ¢ : X — R a kovetkezs funk-
cional: o(f) = f(0) — :11/2 f)de + f11/2 f(t)dt. Mutassuk meg, hogy ¢

korlatos linearis funkcional, és szamitsuk ki a normajat.
(15 pont)

(124) Legyen X Banach tér, és T € B(X, X), amelyre ||T|| < 1. Mutassuk meg,
hogy > 7= (k + 1)T* korlatos linedris operatort definidl, és adjunk felss
becslést a normajara.



(125)

(126)

(127)

(128)

(129)

Legyen X véges diemnzios vektortér, és || - || és || - || két kiilonb6z6 norma
X-en. Tegyuk fel, hogy egy x,, sorozat konvergens || - || szerint. Mutassuk
meg, hogy ekkor z,, konvergens || - ||' szerint is.

Legyen X = Cla,b], és f,g € X esetén legyen (f,g) = f; f(z)g(x)dx.
Mutassuk meg, hogy ez skalaris szorzas X-en. (Specialisan, ha csak valos
értékd fuggvényeket tekintiink, akkor a konjugalas elhagyhato.)

(HF*) Legyen z € H adott vektor, és tekintsiik az f(z) = (z, z) figgvényt
H-r6l K-ba. Igaz-e, hogy f egyenletesen folytonos?

Legyen H = L%(0,1) és legyen fi(t) = 1, fo(t) = t, f3(t) = t> + at + b.
Valasszuk meg az a,b paraméterket ugy, hogy f3 ortogonélis legyen fi-re
és fo-re. Legyen fy4(t) = 5t2 +t + 1. Adjuk meg f4 ortogonélis projekciojat
a span{ f1, fo} altérre.

Legyen (ex)ren ortonormaélt bazis egy H Hilbert-térben, és legyenek x,y
tetszGleges vektorok. Mutassuk meg, hogy
o0

<$7y> = Z<£E, 6k><y, ek>

k=1




