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Linearis algebra

A témahoz ajanlott kdnyv
Wettl Ferenc: Linearis Algebra
(a diasornak megfelels részek)


https://math.bme.hu/~wettl/okt/Jegyzet/00la.pdf

Linearis egyenletrendszerek és megoldasaik




Linearis egyenletrendszerek

Legyen m és n pozitiv egészek és xi, xo, ..., x, valés valtozok.
» Egy n ismeretlenes linearis egyenlet egy
aixy + axxa + -+ - 4 anX, = b,
alaka egyenlet, ahol a1, ap, . .., a,, b valés szamok.
> Egy n ismeretlenes linearis egyenletrendszer egy
axi +anxe+ -+ anxs = bi

anxy +amxo+ - +amx, = b

amix1 +amex2 + -+ amnXn = bm,
alakd egyenletrendszer, ahol aji, by valés szamok.
» Az aj-k egyiitthaték és a b;-k a konstansok.

Valésok helyett ez tetszéleges test lehet (példaul Q, C).



Példa (Néhany linearis egyenletrendszer)

x+y =3 Xty =3 ox+z = 4
3x—y = 5
Definicié

> A elébbi egyenletrendszer egy megoldasa egy
(x1,X2,...,xn) € R" val6s szam n-es (azaz x, € R, ha
1 < k < n) Ggy hogy a valtozékba ezeket behelyettesitve
mindegyik egyenletet teljesiil.

» Az egyenletrendszer homogeén, ha a konstansok 0-k (b; =0
minden j-re); kiilonben inhomogén.

A kovetkez8k ekvivalensek

1. x1 =xp = --- = x, = 0 egy megoldas és
2. az egyenletrendszer homogén.




Definicié

Két egyenletrendszer ekvivalens, ha a megoldasaik halmaza
megegyezik.

\.

Példa

Az el6z6 dian az elsé két egyenletrendszer ekvivalens, de a
harmadik nem.

.

Tétel (Elemi sormiiveletek)

A kovetkezé operaciok ekvivalens egyenletrendszert eredményeznek
1. Két sor felcserélése,
2. Egy sor megszorzasa egy nem nulla szammal és

3. Egy sor tobbszorosének hozzaadasa egy masikhoz.

3x+4y =5 N x=—11 N x=—11 N x=—11
x+2y =38




Erdemes az elemi sormiiveleteket hasznalni, és ezt valamilyen
kovethets formaban dokumentalni. Egyszerre akar lehet tobb [épést
is csinalni.

. (2)2—(21)
{ x+4y =5 (1)—2(2){x:—11 @)/ {x=—11

x+2y =38 x+2y =38 y =285

Vigyazz! (Hol a hiba?)

(1) =(2)

2x+ y+ z=4 (2-3) x—y =0
x+2y+ z=4 (3);51) y—z=0
X+ y+2z=4 —X +z=0

Ez utébbi megoldasa az x = y = z = 0, pedig az eredetinek nem.




A definiciéban szerepl6 linearis egyenletrendszer matrixa

s

(illetve kibSvitett matrixa)

ail  awp atn air  awp ain | b
a1 ax an | a1 ax ax | b
il.
dml adm2 dmn aml a@m2 --- amn | bm
V.

A matrixok késébb fogjuk pontosan definialni — egyel6re
tekintsiik szamok tablazatanak.

Ezzel tomorebb formaban lehet szamolni

Példa (Az el6z6 linearis egyenletrendszerek matrixokkal)

3 4(5\@-—22 /1 0|-11\ @-(@1)
(32e) ™ (12 ) ™

10—11%&210—11
0 2| 19 0 1|85




Sorlépcsés alak

» Egy matrix sorlépcsés alaka, ha

1. a csupa 0 sorok (ha egyaltalan vannak) az utolsok,
2. barmely két egymast kovetd nem csupa O sor esetén a késébbi
legalabb eggyel tobb 0-val kezdédik.

» Egy sor elsé nemnulla eleme a vezérelem.

Példa (Melyek sorlépcsés alaktak?)

2 31 1 2 -3
(53 (69 (o#2) (o0 s
010 00 O

Barmely matrix elemi sormiiveletekkel sorlépcsés alakra hozhaté.

Néha érdemes lehet eltérni az algoritmikus megoldastél, ha
észrevessziik, hogy szebb szamokkal szamolhatunk.




Gauss-eliminacié = egyenletek megoldasa ezzel a médszerrel

x+ y+2z=0 (2) —2(1)

1120\ 3@ (11 2
2x +2y +3z=2 2 2 312 (4);51) 0 0 —1
x+3y+3z=4 1 3 3|4 0 2 1
ATy =5 1 2 1|5 01 -1
11 2|0 11 0
@<3) [0 2 1|4 % 0 2 1/4]®-30
= 00 —1/2 00 —1]2| —
01 -1|5 00 -3|3
0 2 114 2y + Z=4-_> _3
00 —1/2 _ s—p VT ,
7 ==
00 0]0 0=0

Igy az egyetlen megoldas az (x,y, z) = (1,3, —2).

(S0 O R )




Definicié

Egy matrix redukalt sorlépcsés alaki,
1. ha sorlépcsés alaki,
2. minden vezérelem 1 (ekkor vezéregyesnek szoktak hivni)

3. a vezéregyesek oszlopaban minden mas elem 0.

1. Barmely matrix elemi sormiiveletekkel redukalt sorlépcsés
alakra hozhaté.

2. A végeredmény a megtett atalakitasok modjatél fliggetleniil
mindig ugyanaz.

Definicié

Egy A matrix redukalt sorlépcsés alakja a fonti atalakitasok
végeredménye ennek a jele rref(A).

[redukalt sorlépcsés alak = reduced row echelon form]




X+ y+2z=0

2x+2y+3z=2
x+3y+3z=4
X+2y+ z=5
11

0 1 1/2 2 (142)

00—12
0 0

m-33 (L0
@-30 |0 1
— 00

00

= O O

== N

0

O O O

|

1
3
2

N—

N W N~

= W wN

o O = O

1 BN O

o O O =

2

O O N =
|
—

o O O

Igy az egyetlen megoldas az (x,y,z) = (1,3, —2).

O O = O

O N B~ O

O = NIFNIW —

Gauss-eliminacié 2.0 = egyenletek megoldasa ezen a médon

NI
—~
N
~

—2

—2




Algoritmus a sorlépcsés alak eléréséhez — 1. oszlop

Példa

Oszloprél oszlopra haladva keresiink vezérelemet, és ennek
segitségével kinullazuk az oszlop vezérelem alatti részét:

1A Ha az elsé oszlopban van nem 0 elem, azt sorcserével az elsé
sorba vissziik.

0 -1 3 4 1 1 23
1 1 2 3|1« |0 -1 3 4
1 2 -1 4 = 1 2 -1 4
2 0 10 5 2 0 10 5

1B Az els6 sor tobbszoroseit levonjuk a tobbibdl tgy, hogy az elsé
oszlop a vezérelem alatt mar csupa nulla legyen.

1 1 23\ g.q (1 1 2 3
0 -1 34| @-20 [0 -1 3 4
1 2 -1 4 0 1 -3 1
2 0 10 5 0 —2 6 —1




Algoritmus a sorlépcsés alak eléréséhez — 2. oszlop

Példa

2A Ezutan a masodik oszlopban keresiink vezérelemet (egy olyan
nem nulla elemet, aminek a soraban még nincs vezérelem), ezt
sorcserével a legfels6 olyan sorba vissziik, ahova még kell.

1 1 2 3
0 -1 3 4
0 1 -3 1
0 -2 6 -1

2B Az 1B lépéshez hasonléan a masodik oszlopban lévé
vezérelemmel kinullazuk az alatta levé elemeket.

1 1 2 3\ @@ (1 12 3
0 -1 3 4| ®-20 [0 -1 3 4
0 1 -3 1 0 00 5
0 —2 6 -1 0 00 -9




Algoritmus a sorlépcsés alakhoz — altalanos lépés

Példa
3 Ha nincs vezérelem, akkor tovabblépiink a kovetkez6 oszlopra.
1 1 2 3
0 -1 3 4
0 00 5
0 0 0 -9

k Altalaban, ha a k — 1. oszlopig | — 1 vezérelemet talaltunk,
A a k. oszlopban keresiink vezérelemet: egy olyan nemnulla
elemet, ami nem az elsé / — 1 sorban van. Ezt az /. sorba
vissziik és
B ezzel kinullazzuk a k. oszlop vezérelem utani részét
(az I + 1. sortdl kezdve).

A példaban k =4 és | = 3:

1 12 3 1 123
0 =1 3 4| @95 [0 =1 3 4
0 00 5 0 005
0 00 -9 0 000




Algoritmus a (redukalt) sorlépcsés alakhoz

Példa

> Ha végigmegyiink az Gsszes oszlopon, sorlépcsés alakot
kapunk.

> A B lépésekben az 6sszes elem nullazast lehet egyszerre
végezni, ez mindig ekvivalens atalakitas.

A redukalt sorlépcsés alakot tgy érhetjiik el, hogy sorok szorzasaval
a vezérelemeket 1-re alakitjuk, és a segitségiikkel kinullazzuk a
vezérelemek folotti részt is. A példaban:

1 1 2 3 11 2 3 10 5 7
0 -1 3 4|-@»|0 1 -3 —4 142 01 -3 —4
0 0 0 5 00 0 b5 00 0 b5
0 0 00 00 0 O 00 0 O
10 5 7 1) -7(3) 1 0 50
(3)_/)5 0 1 -3 —4 (2)+_4>(3) 01 -3 0
00 0 1 00 01
00 0 O 00 0O




Néha érdemes nem az algoritmus szerint csinalni

A moédszer szerint:
3 1\ @-2/311) (3 1\ w3 (1 1/3
(1 1) - (o —1/3) 7 (o —1/3)

-32) (1 1/3\ 1)-1/3(2 (1 0
()6 )

Ennél gyorsabb és szebb:

3 1\ - (1 0\ 2-21) (1 0
G )™ D)™ 6 )

.




Példa (Nincs megoldas)

x+y = 3 113 11
3x+4y = 10 — | 3 4|10 | 220 0 1
0 2 0 2

2y = 4
1)-(2) =
(3)— 2(2) 1 0|2 X 2

— 0 1|1 |—y =1
0 0|2 0 2

Példa (Végtelen sok megoldas)

.

2x+z = 4 — 2 WLs %ﬁ? L0 % 2
yiz = i 01 11 01 1]1
1
l _ X = 2—52
X+ 5z = 2 — y = 1— z , minden z € R—re.
y+Z =1 z = Z

X 2 —L
2

A megoldasok vektoros alakja (y) = (1) +t (—1)
z 0 1




Definici6

Az xj valtozo egy linearis egyenletrendszerben szabad, ha a
(redukalt) sorlépcsés alakban a megfelels oszlopban nincs
vezérelem, kiilonben kotott.

Tekintsiink egy linearis egyenletrendszert és a kib&vitett matrixanak
(redukalt) sorlépcsés alakjat.

1. Ha van olyan sor, ami a matrixban csupa nulla, de a kib&vitett
matrixban a konstans nem 0, akkor nincs megoldas.

2. Kiildnben a szabad valtozéknak tetszéleges értéket valasztva
pontosan egy megoldas van.

Tehat a megoldasok szdma vagy 0, vagy 1, vagy co.

Valés szamok helyett TF test felett ugyanez a helyzet, ha

[F| = oo,

Ha viszont |F| = g < oo, akkor a megoldasok szama vagy 0,
vagy g°, ahol s a szabad valtozék szadma.

A




P

é

6.73x— 8.97y = 5.61 N x=15
4.79x— 6.39y = 3.99 y =205

a
{ 6.72x— 8.97y = 5.61 x = —2.26

479x— 639y = 399  y=-232

6.72x— 8.96y = 5.60
4.80x— 6.40y = 3.99

6.72x— 8.96y = 5.60
4.80x— 6.40y = 4.00

— nincs megoldas.

— végtelen sok megoldas van.

v

Azaz a Gauss-eliminacié numerikusan nem mindig tal j6: ha
kicsit valtoztatunk az egyiitthatékon / konstansokon, az
lényegesen valtoztathat az eredményeken.

Ezen lehet tobb féle képen segiteni, de err8l most nem
tanulunk.




Definicié

Legyen V egy halmaz amiben az egyik elem a 0 € V,
+:VxV = Veés :Rx V — V adott miveletek. V vektortér
(az el6bbi miiveletekkel), ha minden u, v, w € V-re és o, 5 € R-re

Lutv=v+uy, 5. (a+p8)-v=a-v+8-v
2. (u+v)+w=u+(v+w), 6. a-(utv)=a-uta-vy,
3.0+v=y, 7. (a-B)-v=a-(B-v)és
4. van v, hogy v+ v~ =0, 8. 1.v=v )

Példa

> Sikbeli és térbeli vektorok a szokasos + és - miivelettel
» (R,+,-). De pl (Z,+,-) nem vektortér!
» {f :[0,1] — R fliggvények} a szokasos miiveletekkel

> ({lehetséges bevasarlasok a piacon}, +,-) ,majdnem” vektortér
y




Tétel

1. A definiciéban szerepl6 v~ egyértelmi, 3. 0-u =0 és
2. Ha u+ v = u, akkor v = 0, 4. v =(-lv=:—-v

4

Definicié

U C V egy altér (jele U < V), ha U nem iires, zart az &sszeadasra
és a szorzasra (azaz minden u,v € U és o € R-re u+ v, au € U).
v,

Példa

{0} és V C V a trivialis alterek.
Az {f : [0,1] — R fliggvények} vektortérben

> altér {f : [0,1] — R folytonos fiiggvények}
> altér {f : [0,1] — R paros fliggvények},
> de nem altér {f : [0, 1] — R pozitiv fiiggvények}.

.

Ha Uy, U> <V, akkor Uy N U, < V.




A vektortér definicidjaban R helyett barmilyen testet vehetiink (pl
Q és C-t, vagy az 5-6s maradékosztalyokat — de Z, vagy a 6-os
maradékosztalyok nem jok).

Definicié

| 5\

» R™ a valés szam-m-esek halmaza vektortér a természetes
(elemenkénti) Gsszeadassal és a (valés szammal) szorzassal.

» R™*" a valés m x n-es (m sor és n oszlop) szamtablazatok
halmaza vektortér a természetes (elemenkénti) dsszeadassal és
a (val6s szammal) szorzassal.

R™ elemeit altalaban oszlopvektor formajaban irjuk, vagy
helytakarékossag miatt a kdvetkez6 médon:

1
(1,2,3)T = | 2| e R3.

3



Generéator- és linearisan fiiggetlen rendszerek

Definicié

weVavy,vy,...,v, €V vektorok linearis kombinacidja, ha
W= 1Vvy + vy + -+ apv, valamely ag, as, ..., a, valés
szamokra.

.

Példa

|

Legyen F az ABC haromszég BC
oldalat x : y aranyban feloszté
pont. Ekkor

AF — A_é n —A‘&
Tehat /ﬁ elsall /ﬁ és R linearis

kombinaciéjaként.




Definicid

» A vy, Vy,...,v, € V vektorok altal feszitett altér
(Spanned subspace) a linearis kombinaciék halmaza:
Span(vy, Vo, ..., ¥,) = {a1vy + -+ any,lag,...,an € R}

» vq,Vs,...,V, € V generatorrendszer, ha
Span(vy, Vo, ...,v,) = V.

A feszitett altér tényleg altér.

Példa
R2 é&s R3 alterei.

Legyenek a;, as,...,a,, b € R™ vektorok, ekkor az
X]-a;+Xx2-a3,+ -+ X, - a, = b linearis egyenletrendszernek
pontosan akkor van megoldasa, ha b € Span(a;, ay, - -, a,)
Tovabba az a;, a,, ..., a, pontosan akkor generatorrendszer,
ha a (redukalt) sorlépcsés alak minden soraban van vezérelem.

V.




Definicié

Vi, Vo,...,v, € V vektorok linearisan fiiggetlenek, ha

oa1Vy +oavo+ - Fopy, =0 —= ag=ax=---=a,=0.
Kiilonben a vq,v,,..., v, vektorok linearisan Gsszefiiggdk.

Az, hogy vy, vy, v3 lin. fiiggetlen, nem azt jelenti, hogy v, lin.
fliggetlen, és ugyanigy v, és v is, hanem hogy a harom vektorbdl
allé rendszer linearisan fiiggetlen.

\,

A 0-t tartalmazé vektorrendszerek linearisan dsszefiiggdk.

ai, ay,...,a, € R™ vektorok pontosan akkor linearisan
fliggetlenek, ha az x; - a; + x2-a, + -+ + X - 2, = 0 homogén
linearis egyenletrendszernek csak a csupa 0 a megoldasa, azaz
ha nincs szabad valtozé (minden oszlopban van vezérelem).

R? és R3 linearisan fiiggetlen vektorrendszerei.




A kovetkez6k ekvivalensek:
1. vq,Vp,...,v, € V linearisan fliggetlen

2. vagy n=1és v; #0, vagy n > 1 és semelyik sem all el6 a
tobbi linearis kombinacidjaként.

\.

Igy ha egy vektorrendszer linearisan osszefiiggs, akkor vagy legalabb

2 elemi, vagy csak a 0 vektorbdl all. )

Tétel

Ha v, vy, ...,v, € V linearisan fliggetlenek, és w eléall a v;-k
linearis kombinacidjaként, akkor ez az el6allitas egyértelmii.

v,

Ezt maskor nem igaz, Ggyhogy ne hasznald!




Definicié
A vy, Vs, ..., v, € V vektorrendszer rangja a maximalis linearisan
fliggetlen részrendszer elemszama.

Ha a;, ay,...,a, € R™, akkor ennek a vektorrendszernek a rangja
az egyenletrendszer (redukalt) sorlépcsés alakjaban a vezérelemek
szama.

v

Legyen vy, vy, ...,v, € V egy vektorrendszer.

1.

Ha elhagyunk, egy olyan vektort, ami el6all a tobbi linearis
kombinaciéjaként, akkor a rang nem valtozik.

Ha elhagyunk, egy olyan vektort, ami nem all el6 a tobbi
linearis kombinaciéjaként, akkor a rang eggyel csokken.

Ha hozzavesziink egy olyan vektort, ami eléall a tobbi linearis
kombinaciéjaként, akkor a rang nem valtozik.

Ha hozzavesziink egy olyan vektort, ami nem all el a tobbi
linearis kombinaciéjaként, akkor a rang eggyel né.

A\

S



Bazis és dimenzié

Definicié

Vi,Vp,...,v, € V bazis, ha linearisan fliiggetlen generatorrendszer.

> 1 ¢ R bazis,
> i),k € R3 egy bazis,

> 1,x,x2,x3 bazis a legfeljebb harmadfoki polinomok terében.

Ha V vektortér, akkor minden bazis ugyanannyi vektort tartalmaz.

Ha a bazisok elemszama véges, akkor egy bazist kapunk

» barmely linearisan fliggetlen rendszerhez 4j fliggetlen vektorok
hozzaadasaval és

» barmely generatorrendszerbél fliggs vektorok elhagyasaval.




Definicié

V dimenzidja egy bazisanak elemszama. Jele dim(V/).
Egy U altér dimenzidja az altér bazisanak elemszama.

.

Vannak végtelen dimenziés vektorterek, példaul a (végtelen)
sorozatok vektrotere — ezekkel most nem fogunk foglalkozni.

dim({0}) = 0.

.

Ha U altér V-ben, akkor
» dim(U) < dim(V) és
» dim(U) =dim(V) < U=V.

v,

R*-ben elfér két sik tgy, hogy csak egy pontban metszik egymast:
{x=y=0}és {z=w=0}.

.




1. Egy n ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszer
megoldashalmaza altér R"-ben.
2. Egy n ismeretlenes inhomogén linearis egyenletrendszer
a. vagy nem megoldhaté,
b. vagy a megoldasai x, + x;, alakaak, ahol x,, egy partikularis
megoldas és x;, a homogén egyenletrendszer megoldasa.

Adott v e Vés U < V-reav+ U= {v+ ulu e U} alaka
halmazokat affin altereknek nevezik. Egy affin altér tobbféle médon
leirhaté v + U alakban, v valtozhat, de U mindig ugyanaz.

V

> {z=2x,w=x+y+z} <R* egy bazisa.
> {z=1+2x,w = x+y+z— 3} <R* mint affin altér.




Ha v;,v,,...,v, € V bazis, akkor minden v € V vektor
egyértelmien allithaté el6 avy + aovy + - - - + v, linearis
kombinacioként (a1, az,...,a, € R).

\

Definicié

A v vektor koordinatai a B = (vy,v,,...,Vv,) bazisban

[v]lg = (o1, 2,...,a,)T a fenti a-kra. )

» Ha B =(i,j,k) € R3 a koordinatatengelyek iranyaba mutaté
egységvektorok, O az origé és P a hagyomanyos
koordinatarendszerben (x, y, z) koordinataji pont, akkor B

egy bazis, és itt [O?} - (x,y,2)T.

> Legyen C = ((1,1,1)7,(1,2,3)7,(1,4,9)7) € R3 (ez tényleg
bazis) és v = (0,2,3)". Mi [v]c?

[v+ w]g = [v]g + [w]s és [\v]g = Alv]s.




Definicié

» Egy m sort és n oszlopot (n, m € N) tartalmazé valés
szamtablazatot m x n-es (valés) matrix-nak neveziink.

» Az m X n valés matrixok halmazat R™*"-el jeldljiik.

.

Példa
Egy n ismeretlenes m egyenletbdl all6 linearis egyenletrendszer
matrixa egy matrix R™*"-ben.

Egy matrixra nézhetiink mint oszlop- (vagy sor-) vektoraira is.

Egy matrixot altalaban nagy betiivel jel6liink, az elemeit a
megfeleld kis betiivel és indexekkel: ha A egy matrix, akkor ai1
a bal felsé eleme. A legtobb esetben az alahiuzott kis betii az
oszlopvektort jeldli: a; az A matrix els6 oszlopvektora.




Legyen R egy halmaz és +, - miveletek (azaz +,-: Rx R — R
fliggvények). (R, +, ) egy gylird, ha minden a, b, c € R-re

Osszeadas szorzas
asszociativ. (a+b)+c=a+(b+c¢) (ab)c = a(bc)
kommutativ at+b=b+a
egység H0e€R:0+a=a Jd1leR:1-a=a=a-1
inverz A(—a):a+(—-a)=0

disztributiv: a(b+c) =ab+ ac és (a+ b)c = ac + bc.

Angolul ring — ezért szokas R-rel jeldlni.

Minden test gytirii. Ott a szorzas is kommutativ és minden
nemnulla elemnek van multiplikativ inverze.

7. és a hatos maradékosztalyok halmaza is gyiiri.

Matrixoka tetszéleges gyiirii felett lehet értelmezni, az
m X n-es matrixok halmaza R™*".



Definicié
Legyen A € R és A, B € R™<".
» A+ B € R™*" az a matrix, amelyre (A+ B);j = ajj + bjj és

> MA € R™*" az a matrix, amelyre (AA); = A - ajj minden
1<i<mésl<j<nre

lgy (R™" +, ) egy mn dimenziés vektortér. Egy bazisa az Ej;
matrixok — amiknek az /. soranak j. eleme 1, a t&bbi 0.

Definicié

|

> Egy A € R™*" matrix transzponaltja az az AT € R"™<™
matrix, amelyre (AT); = aj; minden i, j-re.

» Egy A e C™*" matrix adjungaltja az az A* € C"™*™ matrix,
amelyre (A*);; = aji minden i, j-re.

A vT oszlopvektor a matrix transzponaltja is az v sorvektornak.

\




Definicié

Legyen A € R™*" és x € R" = R™*1 egy oszlopvektor.
A szorzatuk a kdvetkezé R™ = R™*1-beli oszlopvektor:
Ax = x1a; + X3, + -+ - + Xpa,.

\.

Példa

» Ha (A|b) egy linearis egyenletrendszer kib&vitett matrixa,
akkor irhaté matrix alakban is: Ax = b. Itt x € R™ az
ismeretlenekbdl all6 oszlopvektor. Ekkor az egyenletek a
R™-beli vektorok sorainak felelnek meg.

» Legyen B = (by, by, ..., b,) egy bazis R"-ben és jeldljik B-vel
az oszlopvektorokbdl alkotott matrixot R"*"-ben. Ekkor
[vlg =x <= v=Bx.

.

Minden A € R™*"-re, x,y € R"-re é&s \ € R-re
1. Alx+y) = Ax + Ay
2. MAx) = A(Xx).

.




Matrixok szorzasa

Definicié

Ha A € RP*™&s B € R™*" akkor AB € R*" az a matrix, amelyre

(AB)U = Z a;tbtj.
t=1

.

Ez 6sszhangban van az eddigiekkel: Ab megegyezik az
A€ R™<" matrix és a b € R™! matrix-szorzataval.
Fontos, hogy a matrixok Gsszeill6 méretiiek legyenek:

boj

A B
: feltéve hogy
by
(a,-l a2 son a,-t> ( C,'j ) AB




A szorzas nem kommutativ:

o G- ©)*G -G 356 2)
Sét az is el6fordulhat hogy AB értelmes, de BA nem.
A szorzat akkor is lehet 0, ha tagok nem 0-k:

EHET-E

Legyenek A, B és C matrixok és A skalar (€ R).
Ha a kovetkezé kifejezések értelmesek, akkor megegyeznek:

1. M(AB) = (A)B = A(AB),

A(B + C) = AB + AC és (A+ B)C = AC + BC,
(AB)C = A(BC).

(A-A)T =x- AT illetve (X - A)* = X - A%,

(A+B)T = AT + BT illetve (A+ B)* = A* + B* és
(AB)T = BTAT és (AB)* = B*A*.

S GBI




| 2
>

| 2

A € R™*" négyzetes matrix, ha n = m,

az m X n-es nulla matrix az a 0 = 0,5, € R™*", amelynek
minden eleme 0 € R és

az n X n-es egységmatrix az az I, € R"*", amelyre
1, haj=k

)ik =1 .

()i 0, ha nem

Ha A€ R™*" akkor A=A+0és (—1)A+A=0,

ha A€ R™" akkor A = [,,A = Al,,

igy az elébbi dian levs tétel elsé harom allitasa miatt
(R™",+,-) egy gyiird,

de (R™*" +,-) nem, ha m # n (a szorzas nem is miivelet).

Négyzetes matrixokat lehet hatvanyozni: A" =A-A--... A
(n € N darab tényezével). Ekkor A" = AMA" &g
(AmM)m = Am" de (AB)" # A"B".



Matrixok rangja

Legyen A € R™*",
» Az A matrix oszloptere O(A) = Span(ay, ay, ...,a,) < R”,
azaz az oszlopvektorai altal feszitett altér.

» Hasonléan A sortere S(A) < R” a sorvektorok altal feszitett
altér.

.

1. O(A) egy bazisa A azon oszlopvektorai, amik A sorlépcsés
alakjaban a vezérelemekhez tartoznak.

2. S(A) egy bazisa A (redukalt) sorlépcsés alakjaban azon
sorvektorok, amikben van vezérelem.

Az elemi sormiiveletek nem valtoztatnak a sortéren, de az
oszloptéren igen!




Definicié
A € R™" rangja r(A) = dim(O(A)).

Példa

» Hatarozzuk meg r(A)-t, O(A) és S(A) egy bazisat. Mik az
oszlopvektorok koordinatai az elébbi bazisban?

1 0 1 0 2

2 -1 0 1 3
A=lo 1 2 13
1 -1 -1 11
» Mi a kovetkez6 matixok rangja?
0O ... 01 1 2 ... n
L2 =1\ 1o ... 10| [n+1 n+2 ... 2n
2 4 =21,]. . ; . .
-1 -2 1

.




r(A) = dim(O(A)) = dim(S(A)) = #(vezérelemek rref(A) — ban)
= #(nemnulla sorok rref(A) — ban).

.

Ha A € R™*" akkor r(A) < min(m, n).

\

Let A, B € R*™ and C € R™*". Then
L r(AT) = r(A),
2. r(A+B) <r(A)+r(B) és
3. r(AC) < min(r(A), r(C)).

Legyen A € R™*" b € R™ és tekintsiik az (A|b) kibSvitett matrixa
linearis egyenletrendszert.

1. Az egyenletrendszer megoldhaté <= r(A) = r(Alb) és
2. pontosan egy megoldas van <= r(A) = r(Alb) = n.

.




Matrixok inverze

Definicié

Legyen R egy gyiirii és a € r. Ekkor
» b c R az a elem bal inverze, ha ba = 1.
» c € R az a elem jobb inverze, ha ac = 1.

» a € R invertalhatd, ha van bal és jobb inverze is. )

» 2 c Rinverze 1/2, de 2 € Z nem invertalhato.

00

> Van olyan gyiirii és olyan elem, aminek csak egyik oldali
inverze van. Sé6t az is eléfordulhat, hogy tobb kiilonb6zé is.

v
Ha a € R invertalhato, akkor a(z egyetlen) bal inverze megegyezik
a(z egyetlen) jobb inverzével (és akkor ezt hivjuk a inverzének).

> (1 O) € R?*2_nak nincs semelyik oldali inverze.




Definicié

A € R™" inverzét A~1-el jeldljiik (ha egyaltalan létezik).

1. A € R™" pontosan akkor invertalhaté, ha r(A) = n és

2. ekkor az inverzét megkaphatjuk Gauss-eliminaciéval:
az (A|l,) kibévitett matrixra az eredmény (/,|A™1).

.

Ha A nem négyzetes, akkor nincs inverze.

Ha A négyzetes és van féloldali inverze, akkor invertalhat¢ is.

Példa
Szamoljuk ki az alabbi matrixok inverzét (ha létezik)!

1 2 111 2 1 2
A:( ) B=|o 21|, c=[103
31 2 4 1 7

3 4

¢




Példa (Ez matrixegyenlet-megoldasra is hasznalhaté:)

2 1 2 1 2
Miaz {1 0 3| X=| 0 1| matrixegyenlet megoldasa?

4 1 7 -1 0

Legyen A, B € R"" C € C™" invertalhatok és A € R — {0}.
Ekkor
1L (A =4
2. (M)t =A1AT = (/M)A
3. AB is invertalhaté és (AB)~! = B~1A71
specialisan (A)™! = (A71)k, ha k € N és
4. (AT)—l — (A—l)T, (C*)_l — (C_l)* )




Definicié
Legyen B = (by, bs,...,b,) és C = (c1,C,...,C,) az R" két
bazisa, és jeldlje B és C a bazisvektorokbél allé6 matrixot is. Ekkor

a Tcg = C~1B matrixot transzformaciématrixnak nevezziik.
(Ez létezik, hiszen B bazis, tehat r(B) = dim(C(B)) = n).

1. Tetszéleges v € R" vektorra [v]c = Tcg[v]s.
2. Ha E a hagyomanyos bazis, akkor Tg. g = B.
3. Ipec = TEiB, specialisan Tg.g = B71.

4. Ha D is egy bazis, akkor Tp.g = TpcTceB.

\

Példa
Mi P(0,2,3) képe az x =y =z tengely koriili 180%o0s forgatas utan?

A megoldas lépései:

1. Keresni egy kényelmes B bazist és kiszamolni a Tg,. g és Tg, g matrixokat.
2. Kiszamolni [p]g = Tg«ep-t (p=(0,2,3)7).

3. Meghatarozni a képet ebben a bazisban: [q]s.
4

. Kiszamolni g = Tg. g[q]p-t.




LAB=(t=(1,1,1)",u=(0,1,-1)",v=(1,0,-1)7) bazis
.kényelmes”, hiszen t parhuzamos a tengellyel, u és v pedig
merélegesek ra.

1 0 1 1 1 1

1
—1
Tece=(1 1 0|, Taee=Tglpg=7|-1 2 -1
1 -1 -1 2 -1 -1
1 0 1100 P-H 1 0 1]1 00 B+
1 1 o001 0 = 0 1 -1|-11 0 =
1 -1 -1]0 0 1 0 -1 —2|-1 0 1 —(3)/3
(1) - @) 101 1
1o 11 0o o G 1003 I 3§
01 -1|-1 1 0 = 0103 I -3
2 1 1
o0 1|3 -3 - 00 1] § 3 -

a4 q= TE(—B[Q]B = (%a %7 %)T, igy a kép Q(%a %7 %)




Determinansok

Emlékeztets (Parallelogrammak el6jeles teriilete)

Legyen t(u,v) az u, v oldala parallelogramma teriilete. Ekkor

1. t(ey,v) = ct(y,v) = t(y, cv)

2. t(u,v) = —t(v,u) “ v
v aF @
+ cv,
u u
3. t(u,v) =t(u+cv,v) = t(u,v+ cu)
4. t(e;,e)=1. )

Példa

Mi a (2,5),(—3,1) oldalt paralellogramma teriilete?




Minden n € N-re egyetlen olyan det : R"™" — R fliggvény létezik,
amelyre ha B az a matrix, amit A-bdl

1. az egyik sor c-szerezésével kapunk, akkor det(B) = c det(A),
2. két sor felcserélésével kapunk, akkor det(B) = — det(A),

3. az egyik sordhoz egy masik sor tobbszordsének hozzaadasaval
kapunk, akkor det(B) = det(A),

4. det(l,) = 1.

A sorok helyett lehetet(ne) oszlopmiiveleteket is csinalni.

\,

Definicié

A fenti fliggvény a determinans, egy A matrix determinansat
det(A)-val vagy |Al|-val jeldljiik.

Csak négyzetes matrixnak van determinansa.




Definicié
Legyen A € R™",

7 7

> A f6atléja az a;; elemek,

» A diagonalis, ha a;; = 0 minden i # j-re,
> A fels6 haromszégmatrix, ha a;; = 0 minden / > j esetén és

» A alsé haromszégmatrix, ha a;; = 0 minden / < j esetén.

.

Ha A diagonalis, vagy harmszégmatrix (alsé vagy fels6), akkor
det(A) = a11a22 . . . an, — azaz a féatlobeli elemek szorzata.

.

213 o T
Mennyi | 1 —1 5 | and 7
5 3 1 2 -1 3 5

1 1 1 1

.




A determinans kiszamolhaté Gauss-eliminaciéval (sorok
szorzasa nélkiil). Ha a kapott sorlépcss matrix B és k
sorcserére volt sziikség, akkor det(A) = (—1)* det(B).

Sorokat is lehet szorozni, de akkor ezt érdemes konyvelni.

Ez bizonyitja, hogy ha létezik a determinans, akkor egyértelm[]./

Legyen A € R™". A kovetkezék ekvivalensek:
1. det(A) #0,

A invertalhaté,

r(A) = n,

rref(A) = Ip,

az Ax = 0 egyenletnek csak az x = 0 a megoldasa és

S CIER CORND

az Ax = b egyenletnek minden b € R"-re van megoldasa.




Ha A € R és A, B € R™", akkor

. det(AA) = A" det(A),

det(AB) = det(A) det(B),
det(A~1) = 1/ det(A), ha A invertalhaté
det(AT) = det(A).

=

.

> det(A+ B) # det(A) + det(B)!
Sé6t det(A + B) nem is fejezhetd ki det(A) és det(B)
segitségével:

(1 0\ o _(0 0\ , (1 1\, o (00
Legye"A_<o o)’B_(o 1)'A_(o o) eSB_<1 1>'

Ekkor det(A)=det(B)=det(A") =det(B’) =det(A’ + B') =0,
de det(A+ B) = 1.
» det(C*) = det(C), ha C € C"™".

\.




Permutacidok és inverzidk

Definicié

Legyen m az S = {1,2,..., n} halmaz egy permutacidja (azaz egy
m: S — S bijektiv fiiggvény). w(1)7(2)...m(n)-vel jeldljik.
» Az (i,j) € S? par inverziéban van 7-ben, ha i < j és
(i) > w(j).
» 7 inverziészama az inverziéban lévé parok szama. A jele i(7).

» 7 paros (ill. paratlan) ha i(7) paros (ill. paratlan).

\

Példa
> Mennyi i(3241)7
» Mi az inverziéban lévé parok maximalis szama {1,2,...,6}

permutacisinal?

> Keress olyan m permutacidjat {1,2,...,6}-nak, hogy i(7) = 7!
v




Definicié

> P c R"™" permutaciématix, ha minden soraban és minden
oszlopaban egyetlen 1-es van, a tobbi elem 0.

» Ezek bijekcidban vannak az {1,2,...,n} permutéacidival:

1, han(i)=y

m-nek az a matrix felel meg, amelyre p; =
0, ha nem

\.

Példa
> Mi a (345126)-nek megfelel6 permutaciomatrix?
00 10
N » ‘i
> Mia ] § o o|nak megfelels permutacio?
0100

I A\

1. Permutaciématrixok szorzata permutaciomatrix.
2. Legyen P a m-nek megfelels matrix. Ekkor det(P) = (—1)/(™).
4




Ha A € R™*", akkor det(A) = Z(—l)"(”)alm(l)a;w(g) el

™
ahol a szumma S = {1,2,..., n} permutacidin Gsszegez.

.

Ha A € Z™", akkor det(A) € Z — ez eddig nem latszott.

Ezt R"*"-re is meg lehet csinalni, ha R kommutativ gydiri
(azaz a szorzas kommutativ), nem csak valésakra.

.

a b o0 0
0 a b 0
0 0 a

Mennyi

.




a1l a12
az a2

Sarrus-szabaly (= 3 x 3-as determinansok):
+ + +

a. a. a /
11 12 13 1" 12
L /'
ail a2 a3 a\a><a> ey
ax ax a3 | = 21/ 22>< 3/ “
a3y asp as N\ \
a31 a32 a33

2 x 2-es determinansok: = aj1az — ainani.

(a11a222a33 + a12a23a31 + ar3az1as2) — (a11323a32 + arzaz1ass + aizaz2asi). )

8

N
S

w

Mennyi ‘




Definicié
H H [ -]

Legyen A € R"™" és 1 < i,j < n Az
(7,/)-hez tartozé elGjeles aldeterminans
az Aj = (—1)"" det(A’), ahol A’ az az
(n—1) x (n — 1)-es matrix, amit agy ka-
punk A-bél, hogy elhagyjuk az i. sort és
a j. oszlopot.

A

1. Ha az A matrix /. soraban az egyetlen nemnulla elem aj;,
akkor det(A) = aj;Aj;.

2. Ugyanigy, ha a j. oszlopban az egyetlen nemnulla elem aj;,
akkor det(A) = ajAj.

Mennyi

A

O1 0 O H =

A OONDN

[=N e NoNe)

W N N 0w

NO O~ D
~

.




Tétel (Determinansok kifejtése)
Ha AcR™"és 1< <n, akkor

det Z aJkAJk = Z akJAkJ

.

Példa

> Az elsé sor szerint kifejtve:

1 0 2

2 4 1 4 1 2
12 4 =17 Y=ol leel; 7=
371 7 1 31 3 7

(2-28)—0+2(7—-6)=—

a b 0 ... 0
0 a b ... 0
0 a

» Szamoljuk ki ajra

O
- O

-t kifejtéssel!

N




Erdemes a tanult technikakat kombinalni:

1 1 -1 0 1 1 1 -1 -3 1
0 1 0 3 0 01 0 0 0 é _01 :t’l’ ;
2 1 0 2 3|=|2 1 0 -1 3|=|73 "~ ¢
31 1 3 0 3 1.1 0 0 8 4w
-1 1 2 -1 1 -1 1 2 -4 1
S 4 -3 1 o o0 1
= =—| 2 -1 3|=—| -10 8 3 |=-08.
o 1 00 -7 -4 1 -1 -1 1
-7 2 -4 1

.

Tétel (Rang szamolasa determinansokkal)

Legyen A € R™*". Ekkor r(A) a legnagyobb olyan r szam, amire
A-nak van r x r-es, nemnulla determinansi részmatrixa.

(A részmatrix egy olyan matrix, amit az eredetib&l néhany sor és
oszlop elhagyasaval kapunk)

Példa

S

1 2 -1 0
Mennyi az ( 1 2 -1 1 ) matrix rangja?
2 3 1 1

N




Tétel (Inverz szamolasa determinansokkal)

Aji
Ha A invertalhats, akkor (A™1); = det(A)’ ahol Aj;i a nemrég
definialt elgjeles aldeterminans. )
a b\ 1 d —b
Specialisan (c d> = 7 be (—c 5 ) ha ad — bc # 0.

Definicié

|
\

Legyen A € R"*" matrix, amelynek az oszlopvektorai a;, a, ... a,
és legyen b € R". Legyen A; p=(a1,3,---,3j_1,b,3/41,..-3,) — 2
matrix, amit gy kapunk A-bél, hogy a j. oszlopot kicseréljiik b-re.

Tétel (Cramer-szabaly)

Legyen A € R™" invertalhaté b € R". Az Ax = b matrixegyenlet

det(Ajp)

tl Idasanak koordinatai x; =
egyetlen megoldasana rdinatai x; = ~det(A)




Linearis leképzések

Definicié

Legyen V és W (valds) vektorterek. Egy A: V — W fiiggvény
(vagy mas szavakkal leképezés, operator) linearis, ha

1. A(lu+v)=A(u)+ A(v) minden u,v € V-re és
2. A(Av) = MA(v) minden A € R-re és v € V-re.
Ha V = W, akkor A-t linearis transzformacionak nevezziik.

\.

A(9) = A(0-0) = 0- A(©) = 0. J

> R3 origét fixen hagy6 tiikrozései és forgatasai linearisok.

> Az R3 — R2, (x,y,z) + (x,y) vetitése linearis.
» A derivalas, mint {f : R — R differencialhat¢ fliggvények} —
{f : R — R fliggvények} operator linearis.




Tetsz6leges a;, ay, .. .,a, € R™ vektorokhoz egyetlen olyan

A:R" — R™ linedris leképezés létezik, amelyre A(e;) = a; minden

J=1,2,... n-re (itt ¢, € R" a sztenderd bazisvektorok).

Definicié
Az A:R" — R™ linearis leképezés (sztenderd) matrixa az az
A € R™*™ matrix, aminek j. oszlopa A(e;). Ekkor A(x) = A - x.

Igy az m x n matrixok természetes médon megfelelnek az
R™ — R™ linearis leképzéseknek, tehat irhatunk A = A-t.

\,

Példa
Mi a kdvetkezd linearis leképezések matrixa?
> a z-tengely koriili +a szogii forgatas a térben,

> a tér vetitése a sikra: (x,y,z) — (x,y) és

Mi a (é i)—nak megfeleld linearis transzformacié a sikon?

.




Legyen A: V — W linearis leképzés.
> A képtere ([Image]) az Im(A) = {A(v)|v € V} C W halmaz.
> A magtere ([Kernel]) a Ker(A) = {v € V|A(v) =0} C V.
» A rangja a matrixanak rangja.

Ker(x — Ax) = {x|Ax = 0} — a homogén egyenletrendszer
megoldashalmaza,

Im(x — Ax) = O(A) — A oszloptere.

\

1. Im(A) < W és Ker(A) < V (alterek).
2. A sziirjektiv <= Im(A) = W.
3. Ainjektiv <= Ker(A) = {0}.




Tétel (Dimenzié-tétel)

Ha A: V — W linearis leképezés, akkor
dim(V) = dim(Ker(A)) + dim(Im(A)).

Példa
Mi az x + 2y + 3z = 0 sikra meréleges vetités képtere és magtere?

.

Legyen A€ R™" és A: R" — R™, x > Ax. Ekkor Ker(A) egy
bazisa a homogén linearis egyenletrendszer altalanos megoldasaban
a szabad valtozékhoz tartozé oszlopvektorok.

.

1 2 3 4
Legyen A:R* s R3azA= (5 6 7 8 |-hoztartozd
9 10 11 12

linearis leképezés. Keressiink egy-egy bazist a képterében és a
magterében!




Legyen A : R" — R” linearis transzformacié. Ekkor a kdvetkezdk
ekvivalensek:

1. A-nak van inverze (tehat egy olyan B fliggvény, amire
Ao B =BoA=idgn),

2. A matrixa invertalhato,
3. Ker(A) =0 és
4. Im(A) =R".

Legyen V a végtelen sorozatok vektortere (a szokasos +, --al),
A a jobbra tolas ((a1, a2, as,...) — (0,a1,a2,...)) és

B a balra tolas ((a1, az, a3,...) — (a2, a3, a4,...)).

Ekkor A: V — V és B : V — V linearis, A injektiv, de nem
sziirjektiv, B sziirjektiv, de nem injektiv és Bo A =1id # Ao B,
hiszen az utébbi ,elfelejti” az els6 tagot.




Definicié

Legyen B = (by, by, ...,b,) a V vektortér egy bazisa, A: V — V
egy linearis transzformacié. A matrixa a B bazisban az az

A € R™ " matrix, aminek a j. oszlopa a [A(b;)]s koordinatavektor.

Ez kompatibilis a sztenderd matrixszal, hiszen A sztenderd
matrixa [A]g (ahol E = (e;, €5, ...,€,) a sztenderd bazis).
Ha B : V — W linearis leképezés, akkor is csinalhatunk
hasonlét, csak kiilon kell egy-egy bazist rogziteni V-ben és
W-ben.

1. Ekkor minden x € V-re [A(x)]s = [A]ls[x]s-

2. Ha C egy masik bazis, Tg. ¢ és Tc.p a megfelels
transzformaciomatrixok, akkor [Alc = Tcg[Als T c.




Példa (Egy mar ismerés példa)

Kérdés: Mi az x = y = z tengely koriili 180°-os forgatas matrixa?
Mi a P(0,2,3) pont képe a forgatas utan?

Volt: B=(t=(1,1,1)",u=(0,1,-1)",v = (1,0,—-1)7) bazis
.kényelmes”, és itt a transzformaciématrixok:

1 0 1 1 1 1
Teep=|1 1 0|, Tgee=Tg'g=3%(-1 2 -1
1 -1 -1 2 -1 -1
1 0 O
A forgatas matrixa a B bazisban [Alg = [0 —1 0 |, hiszen t
0 0 -1
parhuzamos a tengellyel, u és v pedig merélegesek ra. Igy
1 -1 2 2
A=[Ale=TeBlAlgTgee=5| 2 -1 2
2 2 2 -1

Specialisan a p = (0,2,3)7 képe helyvektora
g =Ap=3%(10,4,3)T, tehat P képe a forgatas utan Q(2, 3,1).

.




Az eddigiek alapjan meg tudjuk hatarozni egy geometriai
transzformacié matrixat. De hogyan lehet eldénteni egy matrixrdl,

hogy milyen jellegii transzformaciéhoz tartozik? )

2 -1 -1
Milyen leképezés (sztenderd) matrixa | -1 2 —1|7?

-1 -1 2

Legyen A a sik, vagy a tér egy linearis transzformaciéja (vagy a
matrixa).

A tiikrozes «— A? =1,

A vetités — A2 = A,

A egybevagésag < ATA=1és

A iranyitastarté egybevagésag <= AT A = [ és det(A) > 0.

4




Definicié
Legyen A : R" — R” linearis transzformacio, vagy a matrixa.

Sajatvektorok és sajatértékek

» v # 0 a A sajatvektora, ha van olyan A € R, hogy Av = Av.

> )\ € R az A egy sajatértéke, ha van hozza tartozé sajat vektor
(tehat v # 0, amelyre Av = \v).

> A )\ sajatértékhez tartozé sajat altér a {v € R"|Av = \v}
(tehat a A-hoz tartozé sajatvektorok és a 0).

4

A sajat alterek tényleg alterek.

Mik az alabbi matrixok sajatvektorai, sajatértékei és sajat alterei?

2 0 cosa —sina 1 1
0 3/’ sinae cosa )’ 0 1




Definicié

Az A € R™"™ matrix karakterisztikus polinomja
ka(\) = det(A — Al,).

A sajatértéke A-nak <= ka(\) = 0.

A karakterisztikus polinom gydkei a sajatértékek.

Minden \ sajatértékre a hozza tartozé sajatvektorok az
(A — M)y = 0 egyenlet 0-tl kiilonb6z6 megoldasai.
(ilyenek vannak, hiszen det(A — Al) = 0)

A invertalhaté <= 0 nem sajatérték.

v

Hatarozzuk meg a sajatértékeit és sajatvektorait!

= O O
O O =
o R O




Tétel (A sik és a tér linearis transzformacioi)

1. Legyen A:R2 — R? linearis. Ekkor ha ka())-nak
a) egy kétszeres gyoke van, akkor ha A vagy a sik nydjtasa (a sajat
altér 2Ds), vagy egy nyiras és nyujtas kompozicidja (a sajat altér
1Ds),
b) két kiilonboz6 valés gyoke van, akkor A a sik nydjtasa (,,a két
fliggetlen sajatvektor iranyaban a két sajatértékkel”),
c) két kiilsnbdzs nem valés gydke van (X és \), akkor A a sik
forgatvanyajtasa: a forgatas szoge +arg(\), a nyajtas mértéke |A|.
2. Legyen B : R3 — R3 linearis. Ekkor ha kg(\)-nak
a) van tobbszoros gyoke, akkor B nyajtasok és nyirasok kompozicidja,
b) harom kiilonb6z8 valés gydke van, akkor a tér nydjtasa (,a harom
fliggetlen sajatvektor iranyaban a harom sajatértékkel”),
c) ha van nem valés gyoke, akkor egy forgatvanyajtas (mint 2Dben)
és a tengely (sajat altér) iranyaban még egy nyajtas kompozicidja.

A hagyomanyos (affin) transzformaciék megkaphaték, ha még egy
eltolast is megengediink.




Ha A, B € R™*" matrixok, B invertalhat6 és A’ = B~1AB, akkor
1. ka(A) = kar(N)
v az A’ matrix A\-hoz Bv az A matrix A-hoz
tartozo sajatvektora tartozo sajatvektora

Definici6

Az A, A" € R"™" matrixok hasonlék (A ~ A’), ha van olyan
invertalhaté B matrix, amelyre A’ = B~1AB. Ekkor a megfelels
linearis transzformacidkra A" = [A]g - tehat ez egy bazisvaltas.

Legyen A :R" — R" linearis transzformacio.
1. Ha vy, vy, ..., v, kiilonbozé sajatértékhez tartozé
sajatvektorok, akkor linearisan fiiggetlenek.
2. Ha vy, Vvs,...,V, egy A sajatértékhez tartozé linearisan
fliggetlen sajat vektorok, akkor k legfeljebb akkora,
ahanyszoros gyoke A\ a karakterisztikus polinomnak.




Ha A: R" — R" linearis transzformaciéhoz, van R"-nek A
sajatvektoraibdl B = (b, by, ..., b,) allé bazisa, akkor
[Alg = B~'AB diagonalis és a f6atl6 a b;-khez tartozo A
sajatértékeket tartalmazza.

Példa (Gyors matrixhatvanyozas)
1 1\" ((2 -1\'[2 0\(2 -1\ _
—2 4) ~\\-1 1 0 3/\-1 1 -
2 -1\ /2 0\"[/2 -1
~1 1 0 3) \-1 1
2 —1\ '/2" 0\ [/2 -1
-1 1 0 3)\-1 1)~

2n+1_3n 3n _on
AT — B g B. el — G

).




Tétel (Cayley-Hamilton tétel)

Ha A € R™", akkor ka(A) = 0 — tehat a matrixot beirva a
karakterisztikus polinomjaba (a konstans helyére /,-t irva) a 0
matrixot kapjuk.
Példa
Bizonyos matrixok kisebb foka polinomba behelyettesitve is a 0-t
adjak:

» Az [, matrix az x — 1-be helyettesitve 0-t ad.

.

> A tiikrozésekre A2 = I, tehat az x?> — 1-be helyettesitve 0-t
adnak,

> A vetitésekre A% = A, tehat az x> — x-be helyettesitve 0-t
adnak.

.

- AX A2 A3 Ak
oA =D 5 = A S et
k=0

a soroknal latni fogjuk, hogy miért.

.




Tétel (Jordan-féle normalalak)

1. C felett:
Minden C € C"™" matrix hasonl6 egy

olyan alakihoz, mint az abran.

Az iires helyeken 0-k vannak, a \; € C-k
a sajatértékek, de nem feltétleniil kilon-
bozsek. A bekeretezett részeket Jordan-

blokkoknak nevezik.

2. R felett:
Minden A € R"*" matrix hasonlé egy

olyan alakthoz, mint a fenti abran, csak a
nem valds sajatértékekhez tartozé Jordan

blokkok olyan alakaak, mint itt.

4
Példa (Hany tengelyt nyirunk)

Ha A € R3*3 olyan, hogy ka(A\) = (1 — \)3, akkor az alabbiak

koziil pontosan az egyikhez hasonlé:

1 0
0 1
0 0

0
0
1

) |

1 1
0 1
0 0

0
0
1

)~ (

1 0 0

0 1
0 0

1
1

) |

1
0
0

1

[uny

0

0
1
1

)

.




Definicié

Skalaris szorzatok

Legyen V egy valés vektortér. A (-,-) : V x V — R fiiggvény
skalaris szorzat (vagy bels6 szorzat), ha minden u, v, w € V-re
és A € R-re

\.

> R" egy skalaris szorzata (u, v)=u'v=uivi+uova+...+upv,, a
sztenderd skalaris szorzat.

» {f :[a, b] — R|f folytonos} vektortér egy skalaris szorzata

b
(F.g) = / F(x)g(x) dx.




Definicié

Legyen V egy komplex vektortér. A (-,-) : V x V — C fliggvény
skalaris szorzat (vagy bels6 szorzat), ha minden u, v, w € V-re
és A € C-re

O R S R
P e
>l
=
I<
S~
Il
>

—~ N
=
<
~
Il
—
=
>
s =
0]
0

A masodiknak csak az elsé miatt van értelme: (u, u) = (u, u),

tehat (u, u) valds, igy értelmes a (u, u) > 0 kifejezés.

A harmadik helyett altalaban a kdvetkezd szokott lenni:
(Au,v) = XNu,v) = (u, ),

de nekiink most a fenti kényelmesebb.

C" egy skalaris szorzata (u,v) = u*v = Uyvq + UpVvy + -+ + TV,




Ha a sztenderd bazis helyett egy B = (by, b,, - .., b,) bazisban
csinaljuk ugyanezt, tehat (u, v)g = [u] [v]s, akkor a
hagyomanyos koordinatakkal (és igy u = B[u]g-vel)

(u,v)g = (Blulg) " (Blv]e)" = [ul£(BT B)[Vle.
(Illetve komplex esetben (u, v)g = [u]£(B*B)[v]E).
W = BT B-t, vagy W = B*B-t salymatrixnak nevezik
[weight]. Ekkor (u,v)g = u” Wy (illetve u*Wy).
Ebbél latszik, hogy minden vektortéren végtelen sok skalaris
szorzat van.
Hasonléan az {f : [a, b] — R|f folytonos } fliggvények
vektorterén gyakran egy sulyfiiggvénnyel definialjak a skalaris
szorzatot: w : [a, b] - R, w > O-ra

b
<fag>w=/ f(x)g(x)w(x) dx.



A vektorterekben nincs értelme a hossznak és szégnek. Egy skalaris
szorzat segitségével viszont lehet hosszt (azaz normat) és szoget
definialni:

lul] = v/(u, u) és

u,v
(u, v)£ = arccos (A)
]l - [l

ha az utébbi egyaltalan értelmes. (Mi lehet a baj?)

Példa

> Miaz (1,2,3,4)7 és (1,0,0,—1)7 € R* vektorok hossza és
szoge (a sztenderd skalaris szorzatra nézve)?

A

> Miaz f(x) = x és g(x) = x2, mint [-1,1] — R folytonos
fliggvények hossza és szége az el6bbi skalaris szorzatra nézve? )

Tétel (Cauchy-Schwarz-egyenlétlenség)

Ha (-,-) egy skalaris szorzat a V vektortéren, akkor minden
u,v € V-re

[{u, v < (u,u) - (v, v)

.




II|| : V — R norma, ha minden u,v € V-re és X skalarra
L flul =0és [luf| =0 <= u=0,
2. [|Aull = [N ||ull &s
3. lu+ vl < ull + vl )
Ha (-, -} egy skalaris szorzat V-n, akkor ||u|| = /(u, u) egy norma.

» Ha (u, _) v, akkor a megfeleld norma a sztenderd norma.
> Ha (f,g ff x)g(x), akkor ||f|| = [ £2(x) dx az L2-norma.

4

Ha V véges dimenziés, akkor minden norma mar ismert skalaris
szorzatbél jon. Ha végtelen dimenziés, akkor van tobb is (pl L, L
és L normak).




Definicié
Legyen V egy vektortér (-,-) egy skalaris szorzat. Ekkor
» u | v (ués v merdlegesek), ha (u,v) =0
> U < V altér merGleges kiegészitGje
UL:{MG VIVue U:ul v}.

Mi az x + 2y + 3z = 0 sik meréleges kiegészitsje? Es a {0}, R3
altereké? (R3-ben a sztenderd skalaris szorzatra nézve).

.

.

Az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza
éppen a S(A)* - a sortér merdleges kiegészitsje.

.

Ha U < V altér, akkor
1. Ut is altér,
2. ha V véges dimenziés, akkor dim(U) + dim(U~+) = dim(V).

.




Definici6
Legyen V vektortér, (-, -) skalaris szorzat és ||-|| a megfelelé norma.
» A vy,Vy,...,v, €V vektorrendszer ortogonalis, ha minden
i#jreyv; Ly,
» A vy, V,,...,v, € V vektorrendszer ortonormalt, ha
ortogonalis és minden i-re ||v;|| = 1.

Melyik vektorrendszer ortogonalis és ortonormalt a s

(6)-6)- (6)(%): ((i)
Legyen e € V egységvektor (azaz ||e|| = 1). Ekkor v

meré&leges vetiilete e-re (v, e)e.

S\ﬁ‘“ =

\,

Vetitésekkel és skalarral szorzasokkal tetszéleges
vektorrendszerbél kaphatunk egy ortonormalt rendszert.
Ezt Gram-Schmidt-ortogonalizaciénak hivjak.




Legyen vy, Vv,,...,v, nemnulla vektorok.

1. Ha vy, vy,..., v, vektorrendszer ortogonalis, akkor linearisan
fliggetlen is.
2. Ha B = (vq,Vvs,...,v,) ortonormalt bazis, akkor minden

v € V vektorra
V=V, V1)vy (v, Vo) Vo + oo+ (Y, V)V,
azaz [K]B = (<Za!1>7<1512>7"'7<17!n>)7—- )

Mik a v = (3,4,5) " vektor koordinatai a

2 -3 6
o= (1) 2(<) 42
6 —2 -3

bazisban?

\.

Ez csak ortonormalt rendszerekre igaz!




Specialis leképezések és matrixaik

Definicié

Legyen V val6s (vagy komplex) vektortér. Az A: V — V linearis

leképezés 6nadjungalt, ha minden u, v € V-re (A(u),v)=(u,A(v)).
W

A:R"” — R"” 6nadjungalt <= a matrixa szimmetrikus,

a matrixa 6nadjungalt,
azaz C* = C.

Itt a vektorterek a sztenderd skalaris szorzattal értendéek.

C:C" — C" énadjungilt <—

Tétel (F6tengelytétel)

Legyen A: V — V 6nadjungalt linearis transzformacié. Ekkor
1. A minden sajatértéke valos,

2. ha u, v kiilonb6z6 sajatértékhez tartozé sajatvektorok, akkor
u_l veés

3. V-nek van A sajatvektoraibdl allé6 ortonormalt bazisa.




Ha C € C"™*" matrix énadjungalt, akkor minden u € C" vektorra
u*Cu € R — tehat egy valés szam.

Definicid

A € R™*" szimmetrikus matrix

» pozitiv definit, ha minden u € R" nemnulla vektorra
uT Au >0,

» negativ definit, ha minden u € R” nemnulla vektorra
uTAu <0,

» pozitiv szemidefinit, ha minden u € R” vektorra u” Au > 0,
> negativ szemidefinit, ha minden u € R" vektorra u” Au < 0,
> &s indefinit, ha u” Au pozitiv és negativ értéket is felvesz.

Ugyanezek a fogalmak értelmesek C € C"*" 6nadjungalt matrixra
csak u* Cu-t kell nézni.

(u,v) = uT Av egy skalaris szorzat <= A pozitiv definit.



Példa

Mit tudunk elmondani az alabbi matrixok definitségérsl?

G5 69 6 (Y

Legyen A € R™" matrix és 1 < k < n. Az A matrix k. vezetd
féminora az elsé k sora és k oszlopa.

.

Definicié

.

Legyen A € R"*" szimmetrikus matrix. A kdvetkez6k ekvivalensek:
1. A pozitiv definit,
2. A Osszes sajatértéke pozitiv és
3. A minden vezet6 féminoranak pozitiv a determinansa.

\,

Az utolsét a legegyszeriibb ellendrizni és erre sziikségiink is lesz a
tobbvaltozés fiiggvények szélséértékhelykeresésénél.

€




A akkor negativ definit, ha —A pozitiv definit, azaz ha a
féminorok determinansanak elgjele valtakozva —, +, —, +, ...

Kiilonben, ha a féminorok determinansa nem 0, akkor a matrix
indefinit.

Ha van 0 is, akkor kicsit nehezebb eldonteni: érdemes a 0
sajatértékhez tartozé sajatvektorokat (ha vannak) a bazisban
»hatratenni”, és a ,maradékrol” eldénteni, hogy definit-e.

Igy A nem akkor negativ definit, ha a vezets féminorok
determinansa negativ.

A

.

Példa

Mi mondhaté el a kdvetkezd matrixok definitségérsl|?
2 11 -1 2 0 -3 1 1
12 1], 2 -1 0], 1 -3 1
11 2 0 0 1 1 1 -3




Tobbvaltozos fliggvények




Emlékeztets

Legyen X halmaz és legyen d : X x X — [0, 00) egy adott
fliggvény. Ekkor X metrikus tér (a d tavolsagfiiggvénnyel), ha
minden x,y,z € X-re

1. d(x,y) =d(y,x), (szimmetria)
2. d(x,y)=0 <= x=yés (elvalasztas)
3. d(x,y) +d(y,z) > d(x, z). (haromszog-egyenlétlenség)

Legyen xo € X, r > 0. Ekkor
> Az xp pont r sugar( teljes kdrnyezete
B(x,r) = {x € X| d(x,x0) < r},
> Az xp pont r sugari (pontozott) kornyezete
BO(x,r) = {x € X|0 < d(x,x0) < r}.

.

Példa

R"-en (azaz az {x = (x1,...,xn)|xi € R} halmazon) tetszéleges
norma megad egy metrikat: d(x,y) = ||x — y||. Néhany ,furcsa”
példa di(x,y) = max(|x; — yil), vagy da(x,y) = 2_ |xi — yil.

.




Emlékeztets
Legyen X metrikus tér, xo € X és H C X. Ekkor

| 2

| 2

> H zart, ha H nyilt.

xp belsé pontja H-nak, ha van olyan teljes kdrnyezete, ami
része H-nak (3r > 0: B(xp, r) C H),

xo kiilsé pontja H-nak, ha van olyan teljes kdrnyezete, ami
része H-nak (3r > 0: B(xo, r) C H),

Xxo hatarpontja H-nak, ha
minden teljes kdrnyezete
metszi H-t és H-t is
(Vr>0:B(xo,r)NH#0,
B(xo,r) N H #0),

H nyilt, ha minden pontja
belsé pont

(Vx € H3r:B(x,r) C H) és

> xo torlédasi pontja H-nak, ha minden kérnyezete metszi H-t

(Vr > 0: B%xo, r) N H # ().




Definici6 (Sorozat hatarértéke altalanosan)

Az (ap) € X sorozat hatarértéke a € X, ha
Ve > 03ng € NVn> ng : a, € B(a,e).

A hatarérték fogalmahoz igazabdl nem is kell a tavolsagfiiggvény,
csak a nyilt halmazok ismerete (topoldgia): B(a,c)-t le lehet
cserélni barmely a-t tartalmazé nyilt halmazra:

YU nyilt ,a € Udng € NVn > ng : a, € U.

A kovetkezsk ekvivalensek:

1. H zart

2. minden (a,) € H, konvergens sorozat hatarértéke H-beli.
(Tehat nem lehet H-bol , kikonvergalni™.)




1. R%n a d,d; és d» tavolsagfiiggvényekre ugyanazok a nyilt és
zart halmazok.

2. R"-en barmely normabdl jové tavolsagfiiggvényre ugyanazok a
nyilt és a zart halmazok.

Tehat ha kényelmesebb, hasznalhatjuk d helyett di-t, vagy
dr-t.
0, hax=

R2-n a d3(x,y) = U tavolsagra minden halmaz
1, haxz#y

nyilt (és zart is). Igy csak azoknak a sorozatoknak van
hatarértéke, amik egy id6 utan konstansok.

Végtelen dimenzidban vannak olyan normak, amik mast adnak.
W




Definicié

Fliggvények

> f egy m valtozés valés értékii fiiggvény, ha f: X — R
leképezés valamely X C R™M-re.

> f értelmezési tartomanya Dom(f) = X.
> f értékkészlete Ran(f) = {f(x)|x € X} C R.
> f grafikonja R™+1 kdvetkezs részhalmaza {(x, f(x))|x € X}.
> f (kétvaltozos) fiiggvény ¢ magassagi szintvonala az
{x|f(x) = c} halmaz — azaz f grafikonjat elmetssziik az
Xma1 = ¢ sikkal és levetitjilk az x;;, 11 = 0-ra.
Példa
Mik az alabbi fliggvények grafikonjai és szintvonalai?
> flxy)=x+y,
> g(x,y) = xy és
> h(x,y) = x>+ y>2.

A szintvonalak nem is mindig ,vonalak”.




Definicié

Legyen f tobbvaltozés fiiggvény, a € Dom(f) és v € R™ olyan,
hogy {a — tv|0 < t < to} C Dom(f) valamely tg > 0-ra. Ekkor az
f fliggvény v iranyl hatarértéke az a pontban b € R, ha a

g(t) = f(a— tv) egyvaltozos fiiggvényre lim;_,040 g(t) = b.

Mi az f(x,y) = y/x hatarértéke (0,0)-ban a kiilonb5z6 iranyokbdl?

Definici6
Legyen f : X — R m valtozos fiiggvény és a € Dom(f) torlédasi
pont. Ekkor
» f hatarértéke a-ban b € R (jele )I(gna f(x) = b), ha
Ve > 036 > 0Vx € B%(a,8) N Dom(f) : |f(x) — b| < e,
» f hatarértéke a-ban oo (jele lina f(x) = o), ha
Vk € R36 > 0Vx € B%(a,8) N Dom(f) : £(x) > k,

» hasonléan a hatarérték lehet —oo is.




1

; 1 :
lim =— lim = 0.
(xy)=@11) X — Y (xy)—=@11) X — Y
x>y x<y

N

Ha lim f(x) = b, akkor minden létez& iranymenti hatarértéke is b.
X—a
4

Vigyazz! (Forditva nem igaz)

y?/x, hax#0
0, ha x =0
hatarértéke (0,0)-ban, pedig minden iranymenti hatarértéke 0.

Példaul az f(x,y) = fliggvénynek nincs

.

Az alabbiak koziil melyik hatarérték létezik?

_ . Xy : xy?
oL AL By L
(n)(00) X2+ y (x)=(0.0) X2 +y ()(00) X2 +y




Definicié
> f egy n valtozés vektor értéki fiiggvény, ha f: X — R™
leképezés valamely X C R"-re.

» f i. koordinatafiiggvénye az
fi(x1,x2, ..., %xn) = f(x1,X2,...,%n); valos értékii fliggvény.

Példa
> A linearis leképzések tobbvaltozos fliggvények is.
> Miaz f : R — R?, t+ (cost,sint) fiiggvény?

.

Definici6
Legyen a € X C R" torlédasi pont és f : X — R™ fliggvény. Ekkor
f hatarértéke a-ban b € R (jele lim f(x) = b), ha

X—a

Ve > 036 > 0Vx € B%a,d) : d(f(x), b) < e.

.

Vigyazz! (R™-ben nincs < relacio)

Vektorértéki fliggvényeknél (ilyen médon) nincs értelme annak,

hogy a hatarérték végtelen. Es a monotonitasnak se.




Legyen f : X — R™ n valtozés fliggvény és koordinatafiiggvényei
az fi-k. A kovetkez8k ekvivalensek:

1. lim f(x) létezik

X—a
2. lim fi(x) létezik minden 1 < i < m-re,
X—a

és ekkor a hatarértéket koordinatanként lehet szamolni
azaz [ lim f(x = lim f;(x) ).
X—a ( ) I X—a l( )

Definicié

Legyen f tobbvaltozés valés vagy vektorértékii fiiggvény és a € X.
» f folytonos a-ban, ha Iilm)w f(x) = f(a) és
X—a

» f folytonos, ha minden a € Dom(f)-ben folytonos.

1. A konstans fliggvények és az identitasfiiggvények folytonosak.
2. f folytonos <= a koordinatafiiggvényei is folytonosak.

\,




Definicié

Legyenek f, g tobbvaltozos fliggvények, ¢ € R.
» c-f:x— c-f(x)-re Dom(c-f) = Dom(f),
» f+g: x— f(x)+g(x)-re Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g),

> ha f és g val6s értékii, akkor
f-g:x— f(x)g(x)-re Dom(f - g) = Dom(f) N Dom(g) és
1/f : x — 1/f(x)-re Dom(1/f) = Dom(f) — {x|f(x) = 0}.

Ha lim f(x) = p, lim g(x) = q és c € R, akkor
x—a x—b
1. limcf(x) =cp, lim(f+g)(x) =p+q és
X—a X—a

2. ha f és g valds értékiiek, akkor IiLn (fg)(x) = pg, és g # 0
esetén IiLn (f/g)(x) =p/q.

Igy folytonos fiiggvények tobbszordse és sszege, valds értékii
esetben a szorzata és hanyadosa is folytonos.




Definicié

Legyenek f, g tobbvaltozés fiiggvények.
> fog:x— f(g(x)), ha Ran(g) € Dom(f),
> finverze g, hafog és gof is értelmes és egyenlé a
megfelel§ identitasfiiggvénnyel (f(g(x)) = x és g(f(y)) = y).

Ha lim g(x)=b, lim f(y)=c, a torlédasi pontja Dom(fog)-nek és
xX—a y—b

1. van r > 0, hogy x € B%(a, r)-re g(x) # b, vagy
2. f folytonos b-ben,
akkor )I(ﬂwa f(g(x)) =c.

Igy a ,képlettel felirt” fiiggvények folytonosak az értelmezési
tatomanyuk belsejében.




Korlatos zart halmazon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

Ha K C R" korlatos és zart, f : K — R™ folytonos fliggvény, akkor
» (Weierstrass-tétel) Ran(f) korlatos és zart,

» (Heine-tétel) f egyenletesen folytonos, azaz
Ve > 030 > 0Va e KVx € B(a,9) : f(x) € B(f(a),e).

Ha f valés értékii, akkor felveszi a minimumat és a maximumat.

Ezek sokkal altalanosabban igazak kompakt halmazon
folytonos fliggvényekre:

Nincs tavolsagfiiggvény, csak topolégia = nyilt halmazok.
f : X — Y folytonos, ha minden U C Y nyiltra
f~1(U) = {x € X|f(x) € U} C X nyilt.
K kompakt, ha minden nyilt fedésébél kivalaszthaté egy véges
fedés: KCUU,- = EIJCIvéges:KCUUj.
i€l j€Jd
Borel-féle lefedési tétel:
K C R" kompakt <= K korlatos és zart.




A Bolzano-tételnek csak akkor lehet igaz, ha f val6s értéki —
kiilonben Ran(f) , kikeriilheti” az origot.

Korlatos zart halmazokra nem is igaz — mar egy dimenziéban
sem: f:[—2,—1]U[1,2], x — sgn x negativ és pozitiv értéket
is felvesz, de a 0-t nem.

K C R™ uatosszefiiggd, ha minden
a,b € K-ra létezik olyan L C K ,at",
aminek két vége a és b.

(itt az at egy L : [0,1] — K folytonos
flggvény, amelyre L(0) = a és L(1) = b).

.

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha K C R" korlatos, zart és Utdsszefiiggs, f : K — R olyan
folytonos fiiggvény, ami negativ és pozitiv értéket is felvesz, akkor a
0-t is.




Derivalas

: f(x)—f
Egy valtozéban a derivalt definicidja f'(a) = lim M.
X—a X — a

Ennek semmi értelme tébb valtozéban.

A definici6 atfogalmazasabdl érdemes kiindulni f/(a) = B, ha
az e(x) = f(x) — f(a) — B(x — a) fliggvényre, amelyre

i 10

x—a ’X — a‘

Ha X C R" és f : X — R™ fliggvény, akkor B-nek egy

R" — R™ leképezésnek kell lennie.

Definicié

Legyen X C R", a € X bels6 pont és f : X — R™ fliggvény.

f derivalhaté a-ban, ha van olyan B : R” — R™ lineéaris leképzés,
amelyre az e(x) = f(x) — f(a) — B(x — a) fiiggvényre

lim ()l = 0. f derivalhaté, ha minden pontjaban derivalhaté.
x—a d(x, a)




Definicié

Legyen f derivalhaté a-ban.
» f derivaltja az a pontban az el6bbi B linearis leképezés, jele
f'(a).
» f Jacobi-matrixa a-ban az f'(a) leképezés matrixa.

> Ha f valésértéki, akkor a Jacobi-matrix egy vektor, amit
gradiensének is nevezik, jele grad f(a), vagy V£ (a).

Példa
» A konstans fiiggvények derivalhaték, a Jacobi-matix mindenhol
a 0 matrix.
» Ha B € R™*", ¢ € R™, akkor az f(x) = Bx + c fiiggvények
derivalhaté, a Jacobi-matrixa mindenhol B.

Tehat a tobbvaltozés fliggvény derivaltja nem egy szam, hanem egy
linearis leképezés (vagy matrix). Az egyvaltozés derivaltat is lehet
— és érdemes is — az f'(a) = (x — f'(a) - x) fiiggvénynek tekinteni.




Definicié
Legyen X C R", a=(a1,a2,...,an) € X belsé pont és g : X — R
fliggvény.

» g parcialisan derivalhaté az i. valtozéja szerint az a pontban,

ha az
xi— g(ai, a2, ...,a8i-1,Xj,3i41,--.,an)

egyvaltozos fiiggvény derivalhaté az x; = a;-ben,
> ez a derivalt az g fiiggvény i. valtozé szerinti parcialis
- 5
derivaltja. Jele 52 (a) (vagy g;(a)).
» g parcialisan derivalhat6 a-ban, ha minden valtozéja szerint
parcialisan derivalhaté a-ban.

A

Legyen f : X — R" fiiggvény, ami derivalhaté a-ban.

1. f Jacobi matrixanak i. sora grad f;(a)
— az i. koordinatafliggvény gradiense.

2. minden i-re f; parcialisan derivalhaté a-ban és

grad f(a) = (M( a), & (a),. ..,m(a)).




igy a derivalt egyértelmii
f parcialisan derivalhaté =4 f derivalhato, példaul

f(x,y) = T ) (00
0, ha (x,y) = (0,0)

Definicié

f : X — R folytonosan derivalhaté a-ban, ha parcialisan derival-
hat6 a egy kdrnyezetében és a parcialis derivaltak folytonosak a-ban.

Ha f folytonosan derivalhaté a-ban, akkor derivalhaté is.

Ez nagyon praktikus: csak parcialisan kell derivalni.

Elég, ha egy parcialis derivalton kiviil a tobbi folytonos.

(2 +y?)sin (2252 ) Jha (x,y) # (0,0)
0, ha (x,y) = (0,0)
derivalhat6 (0, 0)-ban, pedig a parc. derivaltak nem folytonosak.

Forditva nem igaz: f(x,y)=




Legyen f tobbvaltozés fiiggvény, a € Dom(f) bels6 pont.
Ekkor f derivalhaté a-ban — f folytonos a-ban.

.

Legyen g(a) = b, g'(a) = (x — Bx) és f'(b) = (x — Cx), akkor
(f o g)(a) = (x — CBx) - mar egy valtozéban is.

.

Tétel (Lanc-szabaly)

Ha g derivalhaté a-ban és f derivalhaté g(a)-ban, akkor f o g is
derivalhaté a-ban és (f o g)'(a) = f'(g(a)) - g'(a).

.

Legyen f, g : X — R™ derivalhatéak, ekkor
f + g is derivalhat6 és (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a) és
ha f és g valds értékii, akkor f - g is derivalhaté és
(f-g)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).




Tétel (Lagrange-kozépértéktétel)

Legyen f : X — R olyan fliggvény, ami folytonos az

[a,b] = {ta+ (1 — t)b|t € [0,1]} C R" szakaszon és derivalhaté a
nyilt (a, b) szakaszon. Ekkor van olyan ¢ € (a, b), amelyre

f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

.

f'(c)(b — a) itt f'(c) és b — a skalaris szorzatat jelenti.
Vektorértékii fiiggvényekre ez nem igaz, pl az

f(t) = (cost,sint, t)-re az [0, 27] intervallumra nincs j6 c. )

Ha X C R" atdsszefiiggs, f : X — R™ derivalhaté és f/(x) =0
minden x € X-re, akkor f konstans.

.



Emlékeztets (Inverz derivaltja)

Ha az egyvaltozés f fiiggvény derivalhaté egy / intervallumon
f' # 0, akkor f invertalhaté /-n és ha az inverze g, akkor g

_ 1
(gly)

Tétel (Inverzfiiggvény-tétel)

derivalhaté és g'(y) = 7

.

Legyen X C R", f : X — R" folytonosan derivalhaté6 és a € X
olyan, hogy f’(a) invertalhaté (tehat det(f’(a)) # 0). Ekkor a-nak
van olyan kérnyezete, ahol f invertalhat6 és ha itt az inverze g,
akkor g derivalhaté és g’(y) = f'(g(y)) .

.

Fontos, hogy R"-beli pontokhoz R"-belieket rendeliink, igy
lesz f'(a) négyzetes matrix.

Az inverz csak egy kornyezetben létezik, nem az egész X-en:
példaul az f(x, y) = (e~ - cosy, e - sin y) derivaltjanak
determinansa mindenhol pozitiv, de a f nem invertalhato,
hiszen £(0,0) = (1,0) = £(0, 27).

.




Definicié

Legyen a € X C R” belsd pont, f : X — R fliggvény és e € R"
egységvektor (tehat |le|| = e? + €3 + --- + €2 = 1). Ekkor f
fliggvény a-beli e iranya iranymenti derivaltja

of f te) — f

OF () = 1im 2 Fte) = F(2)
Oe t—0 t

Ha f : X — R derivalhaté a-ban, akkor %(a) =grad f(a) - e.
(- itt is skalaris szorzat)

Tehat a gradiens iranyaban a ,legmeredekebben emelked&” a
fliggvény grafikonja,
azzal ellentétesen a ,legmeredekebben lejts” és

arra mer6legesen vizszintes — azaz a szintvonalak a gradiensre
merélegesen haladnak.




Definicié

f grafikonjanak a-beli érint6(hiper)sikja a kdvetkezs sik
xpt1 = grad f(a) - (x — a) + f(a).

Itt a - megint az R” skalaris szorzata, x,.1 az R™?! utolsé

koordinataja.

.

Tehat az a-beli érintéhipersik normalvektora (grad f(a), —1), ahogy
egyvaltozéban az érintegyenes normalvektora (f/(a), —1) volt.

Példa

» Az érint6k most sem mindig olyanok, mint amilyennek
képzeljiik: példul az f(x,y) = xy origdbeli érint8je a z = 0 sik.

> Tekintsiik az g(x, y) = x> 4 3xy — y? grafikonjanak
A(—1, —1)-beli érintésikjat. Merre halad itt a szintvonal?

.




Definicié

Legyen X C R", a € X bels6 pont és f : X — R fliggvény.
%aij(a) a g—)’;(a) parcialis derivalt x; szerinti parcialis derivaltja (ha

letezik).

Tétel (Young-tétel)

2 oMo ., P P
Ha a % parcialis derivaltak léteznek és folytonosak a egy
i OXj

= 2 s OPf _ O
kornyezetében, akkor a sorrend nem szamit: 8X,_axj(a) = axjaxl_(a).
W

Lehet magasabbrendii parcialis derivaltakat is definialni,

3 2 o
példaul %}faz. A Young-tétel magasabbrendii verziéja
vilagosan kovetkezik az eredetibél.

Kell a parcialis derivaltak folytonossaga:

O —y?)
fix,y)=1{ x2+y2 ° a(X,y)yé(0,0)_ra 92F 0,0 B2F 0.0).
( y) {07 g ha (x, y)=(0,0) 8X8y( ) # 8y8x( )




Definicié
Legyen X C R", a € X bels6 pont és f : X — R fliggvény.

> f kétszer derivalhaté a-ban, ha f derivalhaté a egy
kornyezetében, és a derivaltfiiggvénye derivalhaté a-ban.

» Ekkor f Hesse-matrixa az a pontban a
Hf(a) = ( oF a) matrix.
()= (25@),_, .,

.

Ha f kétszer derivalhaté a-ban és a masodik parcialis derivaltjai

folytonosak a-ban, akkor Hf(a) szimmetrikus matrix.
4

Mi az f(x,y) = x2 + xy + y? fiiggvény Hesse-matrixa az (x, y)
pontban?

.




Lokalis szélssértékek

Tétel

Legyen f : X — R tobbvaltozés fiiggvény, ami derivalhaté az a € X
pontban. Ha f-nek lokalis széls6értéke van a-ban, akkor
grad f(a) = 0.

.

Példaul az x? — y?-nek, vagy x3 — y3-nek nincs lokalis szélssértéke
(0,0)-ban, pedig a gradiens 0.

Definicié

f-nek nyeregpontja van a-ban, ha van olyan v, w vektorok
amelyre f(a + tv)-nek lokalis minimuma, f(a + tw)-nek lokalis
maximuma van t = 0-ban.

Hol van a g(x,y) = x3 4+ 3xy — y? fiiggvénynek lokalis szélssértéke?




Legyen f : X — R tobbvaltozés fliggvény, ami kétszer derivalhaté
az a € X pontban és grad f(a) = 0. Ekkor ha Hf(a)

1. pozitiv definit, akkor f-nek lokalis minimuma van a-ban,
2. negativ definit, akkor f-nek lokalis maximuma van a-ban,

3. indefinit, akkor f-nek nyeregpontja van a-ban.

.

A definitséget a vezets fé6minorok determinansanak el6jelével
érdemes ellendrizni (lasd a megfelel tételt).

Ha Hf(a) szemidefinit, akkor a tétel nem mond semmit, barmi
eléfordulhat — és nehezebb eldénteni, hogy mi a helyzet.

1 1 1
Hol vannak az f(x,y,z) = — + — + — + xyz fuggvény lokalis
X y z

szélséértékei?

.




Abszolut szélséértékek

Tétel

Legyen f : X — R folytonos fiiggvény. Ekkor f-nek csak olyan
a € X-ben lehet abszolat szélséértéke, ahol

» a € X hatarpont, vagy
» f nem differencialhat6 a-ban, vagy
» gradf(a) =0.

.

Az X tartomany hatara itt nem csak néhany pont, hanem néhany
alacsonyabb dimenziés tartomany is lehet.

.

Példa
Mik az f(x,y) = x*> — xy — y? fiiggvény abszolut szélséértékei a
—1 < x,y < 1 tartomanyon?

.




Feltételes szélsgértékek

Definicié

Legyen f,g : X — R derivalhat6 fliggvények.
Ekkor f szélsGértékei a g(x) = 0 feltétel mellett
az Y = {f(x)|g(x) = 0} halmaz minimuma és
maximuma (ha léteznek).

Tétel (Lagrange-féle multiplikator médszer)

Legyen f, g mint elébb és L(x, ) = f(x) + A\g(x). Ekkor ha f-nek
feltételes szélséértéke van a-ban, akkor valamely A € R-re
grad L(a, \) = 0.

Tobb fiiggetlen feltételfiiggvény (g;) is lehet, ekkor mindegyikhez
egy 0j valtozét (\;) kell bevezetni.

Mik az f(x,y) = x2y fiiggvény szélssértékei az x? + y? = 3 korén?




Definicié

Konvexitas

Legyen f : X — R derivalhaté az X atdsszefliggé halmazon. Ekkor

» f konvex X-en, ha minden a € X bels6 pontra f grafikonja az
a-beli érinté(hiper)sikja felett van. Azaz
Vx € X : f(x) > f(a) + grad f(a) - (x — a).

» f konkav X-en, ha —f konvex X-en.

A konvexitas definiciéjahoz nem kell a differencialhatésag:
minden a, b € X-re az a, b-beli szel6

f konvex X-en <= f grafikonja felett van.

\

Legyen f kétszer folytonosan derivalhaté az X Gtosszefiiggd
halmazon. Ekkor

1. f konvex X-en <= minden a € X-re Hf(a) pozitiv definit,

2. f konkav X-en <= minden a € X-re Hf(a) negativ definit.




Paraméteres halmazok

Definicié

Az f : X — R™ fliggvény altal meghatarozott paraméteres
halmaz, az {f(x)|x € X} C R™ halmaz.

\.

Ha X C R egy intervallum, akkor paraméteres gorbérél beszéliink.
Egy pontszerii objektum mozgéasa konnyen leirhaté igy, t
idépillanatban az f(t) helyen van. Igy nem csak az Gtvonalat

(a Ran(f) halmazt) ismerjiik, hanem magat a mozgast

(az f fiiggvényt) is.

4

> Egyenesek paraméteres egyenlete.

> Sikok paraméteres egyenlete.

» Az f(x,y) = ((2 4 cos x) cos y, (2 + cos x) sin y, sin x)
fliggvény egy téruszt paraméterez.




Példa
» Az f(t) = (t —sint,1 —cost) (t € [0,27]) gorbe a ciklois:
egy gurulé kerék egy fordulasanal egy rogzitett pont palyaja.

» Az f(t) = (2cost — cos2t,2sint —sin2t) (t € [0, 27]) gdrbe
\

a kardioid: egy koron gurulé kor Wi
egy pontjanak palyaja.
Ez mashonnét is ismerés lehet:




Legyen | C R intervallum f : [ — R™ differencialhaté to € I-ben,
ekkor az f altal meghatarozott paraméteres gorbe tg-beli

1. sebességvektora f'(tp),

2. ha f'(tp) # 0, akkor az f altal megadott paraméteres halmaz
érint8(hiper)sikjanak egyenlete f'(ty) - (x — f(tp)) =0
(itt x € R™, és - a skalaris szorzat) és

3. ha f kétszer derivalhaté tp-ban akkor a paraméteres gorbe
gyorsulasvektora f”(t).

f"(to) itt szintén egy vektor, de ez csak az R — R™ fiiggvényekre
van igy. Lattuk példaul, hogy ha g : R” — R, akkor
_ O*f . o< . : .
Hg(a) = (8)(,_8)9_) — ami nagyjabdl a masodik derivalt — egy
n X n-es matrix.




Implicit médon megadott halmazok

Definicié

Az F : R” — R fiiggvény altal meghatarozott implicit halmaz az
{x € R"|F(x) = 0}.

\.

Példa

> A sikok egyenlete a térben ilyen: az Ax + By + Cz = D sikra
F(x,y,z) = Ax+ By + Cz—D.

> Az F(x,y) = x> + y? — 1 az egységkort adja — ezt el6 lehet
allitani két sima fiiggvénnyel: g1(x) = V1 — x2 és
g (x) = —v1 — x2. Ekkor F(x,g1(x)) = F(x,g2(x)) =0.

> Legyen F(x,y) = (y — x)(y — x — 1). Hany 4
olyan g fiiggvény, amelyre F(x,g(x)) = 07
(és ha g nem feltétlen folytonos?)

7; A e e e
/ V“
,




Definicié
Legyen F: R" - R és Y C R™ L.
> A g: Y — R folytonos fiiggvény F lokalis megoldasa
yo € Y-ban, ha értelmes yy egy teljes kérnyezetében és ott
F(y.g(y)) =0.
> Az F fluggvénynek egyértelmii lokalis megoldasa van
yo-ban, ha létezik olyan g lokalis megoldas yg-ban és egy
Z C R intervallum, melyre (y,z) € Y x Z-re
F(y,2) =0 < z=g(y). )

> F(x,y) = x>+ y? — 1 = 0-nak két maximalis lokalis megoldasa
a g(x) = £v1 — x?, de a = 1-ben nincs lokalis megoldasa.

> G(x,y) = x3+xy?—3x%>+y% = 0 egy
elliptikus gorbe, aminek az origéban
nincs egyértelmi lokalis megoldasa. ‘

&




Tétel (Implicitfliggvény-tétel)
Legyen X CR", a€ X és F: X — R fliggvény, ami folytonosan
derivalhat6 a egy kornyezetében és 2 ( ) # 0. Ekkor F-nek

egyértelmii lokalis megoldasa van a egy kornyezetében. Ha a lokalis
megoldas g, akkor g derivalhaté a-ban és k =1,2,...,n— 1-re

2E(a) = 5L (a)/ 85 (a).

Az utolsé valtozoé helyett barmelyik masikat ki lehetne fejezni a
tobbivel, ekkor a megfelels parcialis derivalt nem lehet 0.

Igy ha grad F(a) # 0, az a-beli normalvektor grad F(a).
Ez a hagyomanyos fliggvényekre is j6: z = f(y) grafikonja az
F(y,z)=f(y)—z=0 halmaz, erre grad F(P)=(grad f(P),—1).
Példa
> Mia G(x,y) = x3 + xy? — 3x? + y? = 0 gérbe (1,1) pontbeli
érintéjének meredeksége?
» Mia H(x,y,z) = sin(xy) +sin(yz) + sin(zx) — 1/2 = 0 feliilet

(v/7/6,+/m/6,0)-beli érintésikjanak egyenlete?

Yy



Jordan-mérték

Emlékeztets (Egyvaltozés integral)

Egyvaltozés fliggvényeket a kdvetkez6 médon integraltunk:

1. Az [a, b] intervallumnak vettiik egy
F={a=x0<x3 <- < xp}, felosztassorozat,

2. ehhez egy (y;) reprezentansrendszert,

3. kiszamoltuk a megfelels integralkdzelit6osszeget:
S(F, F, (vi) = D Flyi)(xi — xi-1)
i=1

4. és az integral az ilyenek kozos hatarértéke volt a végteleniil
finomodo6 felosztassorozatokra és reprezentansrendszerekre
nézve.

.

Mik tobb valtozéban a felosztasok?

Mi a kis darabok mértéke (teriilete) az
integralkozelitéosszegben?




Definicié

» A BCR" egymasba nem nyilé, ha nincs kdzos belsé pontjuk.

» Haay < by,ap < by, ...,a, < by, akkor
T = [a1, b1] X [a2, bo] X -+ X [an, by] C R" egy tégla, aminek
mértéke )\n(T) e (bl = 81)([32 = 32) ... (bn = a,,).

> az A C R” korlatos halmaz kiils6 mértéke
N N
k(A) = inf (Z An(Ti)| T; téglak, amelyekre A C U T;) ;

i=1 i=1
az A-t fedé téglak teriiletosszegének legnagyobb alsé korlatja.

» az A C R” korlatos halmaz belsé mértéke b(A) =0, ha A

nem tartalmaz téglat, kiildnben pedig
N
T; egymasba nem nyulé téglak,
b(A) = An(T;
( ) sup <Zl n( I) amelyekre AD U,Nzl T: )
1=

az A belsejében lévé egymasba nem nyal6 téglak
terliletosszegének legkisebb felsé korlatja.

v

Minden A C R” halmazra b(A) < k(A)




A téglak ,0sszevissza” is lehetnek, de ugyanazt kapjuk, ha ,szépen
rendezziik &ket":

|~

2 1) | 3

— I —

A

Definici6
A C R" korlatos halmaz
» Jordan-mérhetd, ha k(A) = b(A). Ekkor A Jordan-mértéke
An(A) = k(A) = b(A).
» nullmértéki, ha \,(A) = 0.
Példa
» a H = {x €0,1]|x racionalis} C R nem Jordan-mérhetg,

.

> az egyenes/ sik/ tér ,szép" halmazainak a Jordan-mértéke a
hossz/ teriilet/ térfogat.




Legyenek A, B C R" Jordan-mérheté halmazok

1.

C korlatos és C hatarpontjainak

C CR" Jordan-mérhets <— 1
halmaza nullmértékd.

2. Ha A és B egybevagoak, akkor A\,(A) = A\y(B).
3. Ha A, B € R" egymasba nem nyaléak, akkor AU B is

Jordan-mérhets és A\,(AU B) = A,(A) + An(B).

4. Ha A, B Jordan-mérhet6, akkor AUB, AN B és A— B is.

5. Korlatos halmazon folytonos fliggvény grafikonja nullmértéka.

Egy kicsit rondabb halmazok is mérhetéek: egy masik
mértékkel, aminek a neve Lebesgue-mérték. Erre ha
A(A1) = AM(A2) = -+ =0, akkor A (U2, Ai) = 0.

A ,ronda halmazok” nem lehetnek mérhetéek: egy
egységgomb atdarabolhat6 két egységgémbbé 5 darabbal
(ez a Banach-Tarski paradoxon).




Riemann-integral

Definicié
» Az A C R" halmaz atmérgje
diam(A) = sup(||x — y|l[x,y € A),

az A pontjai kdzott eléfordul6 legnagyobb tavolsag.

> Egy B Jordan-mérheté halmaz felosztasa egy
F ={A1,As, ..., An} halmaz, ahol az A;-k egymasba nem
nyalé Jordan-mérhets halmazok, melyekre B = N, A;.

» Az F felosztas finomsaga max(diam(A)|A € F), a
legnagyobb eléfordul6é atmers.

> Az F ={A1, Ay, ..., An} felosztashoz tartozé
reprezentansrendszer egy (y;) sorozat, ahol y; € A;.

» Ha f : B — R korlatos fiiggvény, akkor megfelels

integralkozelit6osszeg
N

S(F,F,(vi)) = Y F(yi)An(Ai).

i=1




Definicié

f (Riemann-)integralhaté B-n, ha minden végteleniil finomodé
felosztassorozatra és reprezentasrendszerre az
integralkozelitéosszegek konvergensek.

Ha f Riemann-integralhaté B-n, akkor a minden végteleniil
finomodo reprezentansrendszerre a hatarérték ugyanaz.

Definicié

f integralja B-n a fenti hatarérték, jele / fdn.
B

A felosztasok tartalmazhatnak kis téglakat [ ‘
és a B halmaz hataran lévéket elhagyhatjuk
(ugyanis mivel B mérhet6, a hatara nullmér-
tékd kell legyen, igy az ezekbdl jové Gsszeg

0-hoz fog tartani). . H”W”H

T




Az integralt sokszor tobbes integrallal jelolik [Area és Volume]:

asikon/de)\g://Bf(x,y)dA://Bf(x,y)dxdy,

a térben

/de)\3:///B f(x,y,z)dV:///B f(x, y, z) dxdydz.
(te¢el ...

1. Ha f és g integralhatéak B-n és c € R, akkor
Jgf+gd = [gfd\+ [ggd)és [gcfdh=c- [gfdA

2. Ha B és B’ egymasba nem nyalé mérhetd halmazok és f
integralhaté BU B'-on, akkor [ g fdX= [gfdX+ [g fdA

3. Ha f < g integralhatéak B-n, akkor [5fdA < [5gdA.
4. Ha f integralhaté B-n, akkor | [ fdA| < [ |f] dA.

5. Mérhets zart halmazon folytonos fiiggvények integralhatéak.




Az integral kiszamitasa normaltartomanyokon

Tétel (Fubini-tétel, els6 verzi6: téglalapok)

Ha T = [a, b] X [c,d] egy tégla és f : T — R olyan, hogy minden
r6g2|tett x € [a, b]-re f(x,y) Riemann-integralhaté [c, d]-n akkor
f f(x,y) dy mint egyvaltozés fliiggvény integralhaté [a, b]-n és

// (x, ) dxdy = /(/Cdf(x,y)dy)dx.

Ha f folytonos T-n, akkor teljesiilnek a feltételek,

o

kiilonben pedig ez menet kdzben kideriil (a jobb oldalt felirva
latjuk, hogy teljesiilnek-e a feltételek.

A zardjeleket altaldban el lehet hagyni. )

// xsin(my) dxdy =7, // Xty dxdy =7
{0<xy<1} {o<x<y<1} X2 +1

4




Definicié
A H c R"! normaltartomany, ha léteznek X C R” mérhets
halmaz és g, h : X — R folytonos fiiggvények, melyekre minden
x € X-re g(x) < h(x) és

H={(xy) eR™|x € X, g(x) <y < h(x)}

Ugyanigy lehet az utolsé valtozé helyett egy masik szerint
normaltartomanyokat felirni, példaul a sikon:

y y
: d

X1 2

a b x x

v

Ha H normaltartomany, akkor H mérheté.




Tétel (Fubini-tétel, masodik verzié: normaltartomanyok)

Ha H = {(x,y) eR""|xe X, g(x) <y < h(x)} norméltartomany
és f : H — R folytonos, akkor f Riemann-integralhaté H-n és

h(x)
/ f(x7y)d)\n+1:/ (/ f(va)dy> d)\n
H X \/e(x)

Ebbsl megkaphatjuk a 3 dimenziés téglakra a Fubini-tételt:
by by b3
/// f(x,y,z)dV = / / / f(x,y,z) dzdydx.
T E as a3
Ha H = X X [¢,d]-n f(x,y) = fi(x)f2(y) alaka, akkor
d
[ ) dna = [ AGdn: [ a0 dy
H X c

A folytonossag helyett elég, ha f korlatos és a szakadasi
pontjainak halmaza nullmértéki.

Példa

Legyen H = {(x,y)|x € [0,1],0 < y < x?}. Mennyi [[,, xy dA?




Az integralok sorrendjének felcserélése

Legyen H C R? mindkét iranybdl normaltartomany, azaz
H = {(x,y) € R?|x € [a1, b1], g1(x) < y < h1(x)}

={(x,y) € R?|y € [a2, o], £2(¥) < x < ho(y)}
valamely a; < by, a2 < by € R-re és g1(x) < hi(x), g2(y) < h2(y)
fliggvényekre, tovabba f : H — R folytonos. Ekkor

b1 h1(x) bz ha(y)
/ / f(x,y)dy | dx = / / f(x,y)dx | dy.
ai &1(x) az &2(y)

A hatéarokra figyelni kell:

b1 h1(x) h1(x) b1
/ (/ f(x,y) dy) dx # / (/ f(x,y) dX) dy,
a1 g1(x) &1(x) a1

hiszen a jobb oldal nem is értelmes.

\.

\.




Példa

> Van, hogy a sorrend megcserélése nélkiil nem is tudnank
1
integralni, példéul/ / e’ dydx =7.

» Hogyan lehet a H = {(x,y)[0 < x < 1,0 <y < x?}-en az
integralas sorrendjén valtoztatni?

A . £

A szakaszok (x,0)-tol A szakaszok (/y, y)-tél
(x, x? |g tartanak (1,y)-ig tartanak.

Igy/ / (x,y dydx—/ / f(x,y) dxdy.




Integraltranszformacioé

Kérdés: Legyen K = B((0,0),1) az origé kdzépponti egységkor.

Mennyi [[, sin(x? + y?) dA?

Gond: Se x szerint, se y szerint nem tudjuk integralni, és
az integralasi tartomany is ronda.

Otlet: Ne téglalapokra osszuk a tartomanyt!

~

~

T~

=

|

helyett 1

Igy //sm(x +y?)dA = //Zﬂsm

-rdepdr = 7(1 — cos1).




Legyen U C R" nyilt, g : U — R" folytonosan differencialhaté és
Y C U egy zart, Jordan-mérheté halmaz, amelynek belsejében g
injektiv, tovabba g(Y) ={g(y)ly € Y}. Haf: g(Y) =R
integralhato, akkor

F(x) dx = / F(a(y)) - | det(g(v))] d.
g(Y) Y

Az elébbi integral ennek egy nagyon specialis esete.
Egyvaltozéban ez a helyettesitéses integral (hiszen ekkor
det(g’(y)) = &'(y))-

Tobb valtozéban ezt f6leg akkor érdemes hasznalni, ha az
integralasi tartomany ,ronda".

Az inverzfiiggvénytétel szerint, ha det(g’(y)) # 0, akkor y egy
kornyezetében teljesiilnek a feltételek.

A kdvetkezé diakon néhany gyakran eléfordulé transzformacié
lesz — ezekre nem kell ellen8rizni a feltételeket.




Polarkoordinatak

Ha az integralasi tartomany kor, korszelet,
korgydirii, vagy ilyesmi akkor a polarkoordi- |
natakat érdemes hasznalni:

P(1,9)
g(r,p) = (rcos, rsinp) esetén Y- -
. |
; __|cosp  —rsing| r |
det(g(r790))— singp rcosgo'_r’ o ;
igy ,,dydx = rdedr". x

> Legyen A az origé kdzépponti 1 sugari kor ,elsé nyolcada”.
Mennyi [, xy dxdy?
> Legyen B az origé kdzéppontd 1 és 2 sugar korok kozés es6

gytiri. Mennyi [[5 ¥/x%+ y? dxdy?




Hengerkoordinatak

Ha az integralasi tartomany henger, kip,
vagy ehhez hasonlé, akkor hengerkoordina-
takat érdemes hasznalni:
g(r,p,z) = (rcosgp, rsinp, z) esetén

cosp —rsing 0
det(g'(r,,2)) = |sinp rcosp 0| =r,

0 0 1

igy ,,dzdydx = r dzdpdr".

Legyen A= {(x,y,2) € R|x* +y*> <z <1}.
Mennyi [[[yxy + &= dV?
V.




Gombi koordinatak

Ha az integralasi tartomany gomb,
ellipszoid, vagy ehhez hasonl6, akkor
gombi koordintakat érdemes hasznélni: [ 7
g(r,p,0) = (rcos psinb,rsin@sinf,rcosf) K_
esetén det(g'(r,p,0)) = --- = —r?sinf, :
igy ,,dzdydx = r?|sin 0| doddr’.

Példa
Legyen A az origé kdzépponta 1 sugari gomb felsé fele.
Mennyi [[[,xy dV?




Terlilet- és térfogatszamitas

Tétel
Ha B két (ill. harom) dimenziés mérheté halmaz, akkor B teriilete

(ill. térfogata) //BldA (ill.///BldV).

Példa

» Mennyi az r sugari gomb térfogata?

|

» Mennyi az r sugar(, m magassaga kap térfogata?

.

Ha H = {(x,y) e R}x € X, g(x) <y < h(x)} C R3 egy

normaltartomany, akkor a térfogata h(x) — g(x) dA.
X

Példa

Mennyia z = x + y és a z = x? + y? feliiletek altal hatarolt
korlatos tartomany térfogata.

|§

.




Definicié

Improprius integral

Ha f : R” — R nemnegativ fliggvény, ami integralhaté minden
mérheté halmazon, akkor

fd\, = Iim/ fd\,,
[—r,r]"

R" r—00

amennyiben a hatarérték létezik.

Példa

Mennyi // e~ Hy*) gA?
R2

Ha f negativ értéket is felvehet, akkor ez a definicié nem j6 (lehet,
hogy a kockakon konvergal az integral, de mas halmazokon nagyon
ronda). Ekkor

/ fdi, = im / frdi, — /im,_,oo/ f— dAp,
® =0 J—r,rn [=r,r]"
ahol fi(x) = max(f(x),0) és f_(x) = max(—f(x),0).

.

\,




Definicié
Ha B egy mérhet6 halmaz és g : B — R nemnegativ fiiggvény, ami
nem korlatos B-n, akkor
fdx,= lim /min(f(x),M) dAn,
M—o0 B

B
ha ezek a fiiggvények integralhatéak B-n és a hatarérték létezik.

Tehat a grafikon tetejét kell ,levagni”.

Itt is vigyazni kell, ha a fiiggvény negativ értéket is felvehet.

Legyen B = B(0,1) az orlgo kozeppontu 1 sugar( kor. Mely p-re

letezik (és mennyi) //
B | x, )|







Numerikus sorok = végtelen 6sszegek

Definicié

Legyen (an) € R egy sorozat, ekkor az (a,) Osszege a
részletésszegeinek a hatarértéke: legyen

s,,—Zam—al-l-az-l- +an,ekkorZa,,— I|m sp, ha ez a

hatarertek létezik, kiilonben nem ertelmes (nlncs dsszeg).

.

Mennyi Ziozl iF Z;“;1(_1)n és Ziozl 2=

Ha )"°°, a, konvergens, akkor a, — 0.

Vigyazz! (Visszafelé nem igaz)




Ha Ezozl an = a, 22021 , = b és c € R, akkor

1. Y2 cap = ca,
2. Y 2 (an+by)=a+b,
3. (an) véges sok tagjanak dsszekeverése nem valtoztatja az

Osszeg hatarértékét és
4. (an) véges sok tagjanak megvaltoztatasa nem valtoztatja meg,
hogy az 6sszeg konvergens-e.

A tagok megvaltoztatasa a hatarértéket befolyasolja, agyhogy
ez sokkal nehezebb, mint a hatarértékszamitas.

Sokszor csak az a kérdés, hogy a sor konvergens-e, nem maga
a hatarértek. )

(e}

o0

1

Konvergensek-e és ha igen mi az értékiik: Z Z —2
=1




Amikor ,konnyen” ki lehet szdmolni az 6sszeget

Tétel (Mértani dsszegek)

Ha a; > 0 és van olyan g € R, hogy minden n € N-re a,+1 = gan,

akkor 1‘?_1 halg| <1

Z""— 00, ha g>1

nem létezik, ha g < —1

Példa

Mennyi >0,

N
\J |
.

2"+ 37
g

.

Tétel (Teleszkopos Gsszegek)

Ha van olyan (b,) — b sorozat, hogy minden n € N-re
an = bpt1 — by, akkor >°0°  a, = b — by.

.

Ha a, = bpyk — bn, akkor >0 ap = kb — (b1 + bo + - - - + by).




Konvergenciakritériumok

Tétel (Minorans-kritérium)

Ha a, > b, ést,,:oo, akkor Zan:oo.

n=1 n=1

Tétel (Majorans-kritérium)

(o] o0
HaO0<a,<b, ést,,<oo, akkorZan<oo.

n=1 n=1

Csak az kell, hogy egyenl&tlenségek elég nagy n-re teljesiilnek:
legyen olyan ng € N, hogy minden n > ng-ra pl a, < b,.

4

= 2n—1 ) =2 —n
Konvergens-e Z Z ?
n=1

n3+2es n+2°
n=1




Tétel (Gyokkritérium)
Legyen (a,) nemnegativ tagl sorozat.

1. Ha van olyan ¢ > 1 és ng € N szam, hogy n > ng esetén
/an > q, akkor Y_7°; a, = oc.

2. Ha van olyan g < 1 és ng € N szam, hogy n > ng esetén
V/an < q, akkor Y7° a, < oo.

.

Példa

|

(2a —3)"

Mely a € R-re konvergens Z =

?

.

Vigyazz! (q = 1 esetén nem tudunk semmit)

=1 =1
;;:ooés;?<oo.




Tétel (Hanyadoskritérium)

Legyen (a,) nemnegativ taga sorozat.

1. Ha van olyan g < 1 és ng € N szam, hogy n > ng esetén
o

il
; < q, akkor Za,, < 00.

n

n=1
2. Ha van olyan g > 1 és ng € N szam, hogy n > ng esetén

o0
dn+1
> g, akkor ap = 00.
S > g akkor ) _a,

n=1

n

- n! > 3" nl
és E ?
n" 1 n"
-

o0
Konvergens-e E

n=1

g = 1 esetén most sem tudunk semmit.




Tétel (Integralkritérium)

Legyen (a,) nemnegativ tagl sorozat és ‘
f : [0,00] — R monoton csokkend fliggvény, e
amelyre minden n € N esetén a, = f(n). | .
N - R &,
1. Ha/ f(x) dx < oo, akkor Zan<oo. .
0 n=1 N
2. H /oof()d kk i o P
. Ha x) dx = oo, akkor » a,=occ. % o
0 n=1 ! 0 1 2 3 nz b

Mely c-re konvergens Z —7 Konvergens-e Z
n= 1

Inn

.

Az &sszes kritériumnal csak az kell, hogy a feltételek elég nagy n-re
teljesiilnek.

A




Abszolat konvergens sorok

Kérdés: Volt, hogy egy sor 6sszegét nem valtoztatja, ha felcseréljiik
néhany tagjat. Akérhogyan atrendezhetjiik a tagokat?

Valasz: Nem! Példaul Y 02 1 n tagjait tetszéleges ¢ € R-re
lehet Ggy rendezni, hogy az 6sszeg ¢ legyen (vagy divergens

legyen/ne létezzen).
v

Definicid

> >, a, abszolat konvergens, ha Y77, |a,| konvergens,

> 5™, an feltételesen konvergens, ha Y 77, a, konvergens,
de nem abszolat konvergens.

Ha Y72, a, abszolut konvergens, akkor a tagjait tetszélegesen
atrendezve az dsszeg nem valtozik.




Leibniz-tipusi sorok

Definicio
Ha a, — 0 monoton csokkend sorozat, akkor a
o

(0.9}
Z(—l)"an és Z(—l)"+1an sorokat Leibniz-tipusinak nevezik.

n=1 n=1

4
Ha egy sor Leibniz-tipusa, akkor konvergens.

1 -

na .

0.6 . .

_1)n+1
2211(1,3 =1-141—2+.. konvergens.

Be fogjuk latni, hogy az Gsszeg In 2.




Taylor-formula

Emlékeztets

Mar biztos hasznaltad, hogy ,sin x ~ x, ha x kozel van 0-hoz".

Keérdes:
» Pontosan mit i
jelent ez? '
» Honnét tudja a 5t
szamologép, hogy 02

mennyi sin 17
> Hogy lehet
ilyenekre rajonni?

sin(z)




Definicié

Legyenek f és g valés fiiggvények, n € N. Ekkor

» ha f és g n-szer differencialhaték xp-ban és f(xp) = g(xo),
f'(x0) = g'(x0), f"(x0) = 8" (x0), ..., f" (x0) = g (x0),
akkor f és g legalabb n rendben érintkezik xg-ban,

» ha f és g n+ 1l-szer differencidlhaték xp-ban és f(xp) = g(x0),
f(x0) = &'(x0), "(x0) = 8" (x0), .., f"(x0) = g (x0), de
F( ) (x0) # g("t1)(xg), akkor f és g (pontosan) n rendben
érintkezik xp-ban.

4

Ha f n-szer differencialhaté xp-ban, akkor pontosan egy olyan T,
polinom van, amire deg(T,) < n és ami legalabb n rendben
érintkezik f-el xp-ban. Ezt pontosan meg is lehet adni:

Ta(x) = f(x0) + F/(x0)(x — x0) + f"(x0)

2
(M) (x " FR) (x
—i—f n(! O)(X—Xo)nzzf k(! 0)(x—xo)k.

k=0

(x —x0)° + ...




Definici6
A fenti T, polinom az f fliggvény xp pontbeli n. Taylor-polinomja.

Példa

> Példaul az xp-beli érint6 az elsé xp-beli Taylor-polinom,

» sin x 0-bel elsé és masodik Taylor-polinomja
T1(x) = T2(x) = x, a harmadik T3(x) = x — % és
» még néhany magasabb rendii Taylor-polinom:
4

)

A fekete a sin x, a tobbi a T,(x) (n=1, 3, ,7,9,11és 1)




Tétel (Taylor-formula)

Ha f valés fliggvény n + 1-szer differencialhaté egy xp-t tartalmazé
I intervallumban, akkor f(x) = Tph(x) + Rn(x), ahol R,(x)-t
maradéktagnak nevezziik: létezik olyan x’ € | egy alkalmas szam xg
és x kozott, amelyre

f(n+1)(xl) n+1
Rn(X) = W(X — XO) .
4
Példa
sin1 4 tizedesjegy pontossagl kiszamolasahoz: f(x) =sinx, xo =0
1 .
és x = 1-re a maradétag |R,(1)| < CES Igy ha
(n+1)! > 10%, akkor elég az n. Taylor-polinom 1-beli helyettesitési
3 5 7
értékét kiszamolni. n =7 j6, T7(x) = x — % 4 X— — )7<| , igy
11 1 4241 '
inl= T7(1 1— -+ —— ~ 0,841468.
sinl~Tr(1) =1- 5+ 150 ~ 5040 ~ 5240
Szamologéppel sin1 = 0,8414709848 — kicsit nagyobb n-el szémolt.)




Az alabbi f fliggvények 0 koriili n-edik Taylor-polinomja és a
hibatag egy felsé becslése (tehat |R,(x)| < Ry)

f(X) Tn(X) R,
) X3 N x5 N (_l)kX2k+1 N ‘X’n+1
sinx 6 ' 120 (2k + 1) (n+1)!
. X2 N x4 N (_l)kX2k N ‘X’n+1
cosx 2 " 24 Kkl (n+ 1)!
§ . +x2+x3+ +Xk+ x|+
° T2 7% kL (n+ 1)!
2 .3 k1, k
X< x (—1)*ix
In(1 X
n(l+x) | x 5 + 3 + p *
n+1 n+1
*:L, haO§x<1és*:L, ha -1 < x <0.
n+1 (I1+x)(n+1)




Ha X CR™ a€ X és f: X — R egy n-szer differencialhaté
ﬂjggvény akkor az n. Taylor polinomja az a pontban

alelf
Z |Oz’| axoaaxozz 'axrorz’m (a) ’ (X - a)a’
|lal<n
ahol a szumma azon o € Z™ szam-m-eseken fut végig, ahol
a;i >0, lal=a1+ax+ - +an < nésitt
(x—a)*=(x1—a1)(x2 — a2)*? ... (Xm — am)*™
Ha f még n + 1-szer folytonosan differencialhaté is a egy
d > 0 sugari kdrnyezetében és ||x — a|| < 4, akkor
f(x) = Ta(x )+ Rn(x), ahol alkalmas ||b — a| < d-ra

oM f “
Ralx) = (n+ 1 Z 8xa18xo‘2 . OXT (b) - (x —a)%,

Ennek egy speC|aI|s esete a tobbvaltozés fliggvények
szélsGértéktipusanak meghatarozasanal hasznalt médszer:

To(x)=f(a)+grad f(a) - (x —a)+(x —a) - Hf(a) - (x — a) /2.

Ha grad f(a) = 0 és Hf(a) nem indefinit, akkor
(x —a)T - Hf(a) - (x — a) nagysagrendje 62, mig Rx(x)-é 63).



Fliggvénysorozatok

Igy mar majdnem latjuk, hogy 1 — % + % = % + % —---=1In2, de

csak majdnem: x = 1-re mar pont nincs becslésiink.

.

Definicié

Legyenek minden n € N-re f, egy val6s fliggvény.
» Az (f,) fliggvénysorozat az f1, f>, f3, ... sorozat.
> (f,) értelmezési tartomanya Dom((f,)) = () =; Dom(fp).

» (f,) fliggvénysorozat pontonként konvergal az
X C Dom((f,)) tartomanyon az f : X — R fiiggvényhez, ha
minden x € Dom((f,))-re az f,(x) sorozat tart f(x)-hez.

Példa

Hol értelmes és konvergens az f,(x) = x" fiiggvénysorozat. Melyik
fliggvényhez konvergal?




Folytonos (ill. derivalhatd, vagy integralhato) fiiggvények sorozata
nem feltétlen folytonos (ill. derivalhaté, vagy integralhato)

Definicié

Az f, fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal az X C Dom((f,))

tartomanyon az f : X — R fiiggvényhez, ha minden & > 0-hoz

letezik ng € N, hogy minden n>ng-ra és xe X-re |f,(x)—f(x)| < e.
V.

Vx € X Ve >03ng € NVn> ng: |fo(x) — f(x)| < € helyett
Ve >03ng € NVn > ng Vx € X : |f(x) — f(x0)| < e.

\

Ha az X tartomanyon az (f,) fliggvénysorozat egyenletesen
konvergal f-hez és az f, fiiggvények folytonosak, akkor f is
folytonos. Ugyanez igaz folytonos helyett derivalhaté és
integralhato fliggvényekre.

&




Flggvénysorok

Definicié
Legyenek minden n € N-re f, egy val6s fliggvény.

o0
> A Z f, fiiggvénysor az fi, , f3, ... fiiggvények dsszege.

n=1
o0 o0 o0
> Z f, értelmezési tartomanya Dom (Z f,,) = ﬂ Dom(f,)
n=1 n=1 =
> Z i konvergencnatartomanya azon x € Dom (Z f)
n=1 n=1
szamok halmaza, melyre a Z fa(x) sor konvergens.
n=1
> Z f, Osszegfliiggvénye az az F fliggvény, amelyhez a
n=1

részletdsszegek sorozata pontonként konvergal.

A fiiggvénysorok nem derivalhatéak, vagy integralhatéak tagonként!




Definicié

o0

Az Z f, figgvénysorozat egyenletesen konvergal az

n=1 o

X C Dom (Z f,,) tartomanyon az F : X — R fiiggvényhez, ha
n=1

minden € > 0 hoz létezik ng € N, hogy minden n > ng-ra és

Zf (x) — x)‘<£
Tetel

Ha az X tartomanyon az )2, f, fiiggvénysorozat egyenletesen
konvergal F-hez, akkor a sor tagonként derivalhaté és integralhato:

x € X-re

1. ha minden n-re f, derivalhaté, akkor F is és F' = Z f! és

2. ha minden n-re f, integralhaté, akkor F is és

/ F(x) dx = f_o:l / fo(x) dx

S



Hatvanysorok és Taylor-sorok

Definicié
A hatvanysorok specialis alakd fiiggvénysorok: Y7 5 an(x — xp)”,
ahol minden n-re a, € R és xg € R és (x — x0)° = 1 minden x-re.

Tétel (Cauchy-Hadamard tétel)

Legyen a = limsup v/|an| és R = 1/a (« és R lehet 0 és oo is).
n—o0

Ekkor a >~77 5 an(x — xo)" sor konvergens az (xo — R, xp + R)
intervallumon és divergens az [xo — R, xo + R] intervallumon kiviil.

Definicié

|

A fenti jelolésekkel a hatvanysor kbzéppontja xg és
konvergenciasugara R.

Példa (A hataron barmi lehet)

Hol konvergens d = 0,1,2-re >°°  x"/n? &s 32 n"x"?

n=1




A hatvanysorok egyenletesen konvergens (xo — r, xg + r)-en, minden
r < R-re, tehat a hatvanysorok tagonként derivalhatok és
integralhatok a konvergenciatartomanyuk belsejében.

.

Kérdés: jol lehet-e a fliggvényeket hatvanysorral kozeliteni?
Valasz: a ,szép" fiiggvényeket nagyon j6l, de azért nem mindent.

Definicid

Ha f fliggvény végtelen sokszor differencialhaté az xg pontban,

> f(m

akkor f Taylor-sora xp-ban Z f—(XO)(x —xp)".
= n!

ltt £(") az n. derivalt és f(O) = f.

\.

Példa

Mi e, sinx és In(1 + x) Taylor-sora az xp = 0-ban?




Példa

e_l/xz, ha x #£0
0, ha x=0
differencialhaté az xg = 0 pontban, és minden derivaltja 0.
Tehat a Taylor-sora 0.

Az f(x) = fliggvény végtelen sokszor

.

Ha f végtelenszer differencialhat6 az | C (xo — R, xo + R)
intervallumon és van olyan K € R szam, hogy minden n € N-re és
x € l-re |F(W(x)| < K, akkor f-t el6allitia a Taylor-sora /-n, azaz

£(n) (5
0 = 30 00 (e

n=0

.

A>T 0 D" yn egyenletesen konvergens a [0, 1] zart intervallumon
igy az osszegfuggvenye folytonos. Ebbdl végre lehet latni, hogy
1-14+1-2+ =2

.




Komplex fiiggvények

Emlékeztets

Egy hatvanysor konvergenciatartomanya az 6sszegfiiggvény a
koz&pponthoz legkdzelebbi szingularitasaig ér:

1
> > x" Gsszegfligvénye T R=|1-0|=1.
— X

1
> > ((x+2)/3)" osszegfiiggvénye is T , R=1]1-(-2)|=3.
— X

» > (—x)"/n Osszegfiiggvénye In(1+x), R=|—-1-0]| =1.
> 3 x"/n! &sszegfiiggvénye e, ami értelmes R-n, R = occ.

.

1
S(—1)"x" 6sszegfiiggvénye T2 ami ,szép”, mégis R = 1!

2
X
Megoldas: nézziik C felett, igy +i-ben baj van.

v

Ugyanigy megy minden komplex szamokkal.




Komplex exponencialis fliggvény

X _n
Legyen z € C-re ¢ = Z —.
n=0

.

1. Ez értelmes, a sor minden z € C-re konvergens.
2. Ha y € R, akkor e = cosy + isiny, specalisan e™ = —1.
3. eFTW = g7 . ",

.

A komplex exponencialis fliggvény periodikus, a periédusa 27i.
Ugyanigy lehet értelmez az a* fliggvényt tetszéleges a > 0
valésra: a% = e#n@,

Viszont a logaritmusfiiggvény és a nempozitiv alapi
hatvanyfiiggvények nem értelmezhetéek az egész C-n.




Komplex trigonometrikus fiiggvények

o ( 1)n 2n+1 ( 1)n 2n
Legyen z € C-re sinz = E (2 1) és cosz = g
n

1. Ez értelmes, a sorok minden z € C-re konvergensek.
eiz + e—iz eiz _ e—iz

2. cosz= ———éssinz= ——.

2 2i

3. Ha y € R, akkor cos(iy) = chy éssin(iy) =i-shy.

.

A komplex trigonometrikus fiiggvények nem korlatosak.
Nem véletlen, hogy a hiperbolikus fliggvények ennyire
hasonlitottak a trigonometrikus fiiggvényekre: ugyanannak a
komplex fiiggvénynek egy-egy egyenesre vett megszoritasai.

.




Specialis tipust fliggvénysorok

A hatvanysorok — Z an(x — xp)" alakd sorok — helyett mas
n=0
specialis alaka ﬁjggvénysorokat is érdemes vizsgalni. Két példa:

Az F(x) = Za,, cos(npx) + Z b, sin(mpx) alakd sorok a

n=0 =1
Fourier-sorok. A 27p szerint periodikus fliggvényeket lehet

hullamfiiggvények Gsszegére bontani. Amikor tobbféle hangot
egyszerre hallunk, akkor automatikusan Fourier-sorfejtést

csinalunk.
o0

A A(s) = Z " alaka sorok a Dirichlet-sorok. Példaul ha
n=1 oy
a, = 1 minden n-re, akkor a Riemann-zeta fiiggvényt kapjuk.

Ezek vizsgalata nagyon nehéz, de szamelméleti szempontbdl
nagyon fontos.
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