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1. Bevezetés

A Lang-Trotter primitiv pont sejtés az Artin-féle primitiv gyok sejtés elliptikus gorbés megfelels-
je. A klasszikus esetben (Q felett) egyeldre elérhetetlennek tiinik az igazolasa, viszont bizonyos mas
testek f6lott konnyebb a helyzet, és vannak részeredmények. A tovabbiakban egy ehhez hasznalt
bizonyitasi modszert vizsgalunk, és egy kriptografiai szempontbol érdekes kovetkezményt is latni
fogunk.

1.1. Az Artin-féle primitiv gyok sejtés

Legyen a € Z rogzitett egész szam, toviabba X, a primszamok P halmazanak azon részhalmaza,
ami azokat p primeket tartalmazza, amire a (mod p) primitiv gydk (tehat, a,a?,a®,...,aP~! =
1 redukalt maradékrendszer modulo p). Az Artin-féle primitiv gyok sejtés az X, C P halmaz
,strtiségére” vonatkozik.

Ha a négyzetszam, akkor nyilvan p > 2-re nézve nem lehet primitiv gyok, hiszen a®~1/2 = 1
modulo p. Hasonléan a = —1 sem lehet primitiv gyok, mert ekkor a? = 1. Artin sejtése szerint
minden mas esetben X, végtelen halmaz, s6t a Dirichlet-stirtisége pozitiv, és ¢, - c4, ahol g, egy
a-t6l fiiggd pozitiv racionalis szam és c4 az Artin-konstans:

_ 1 _ p(m)
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¢ prim

A konstans a kévetkez6 modon kaphaté meg: Ahhoz, hogy a primitiv gyck legyen, az kell, hogy
minden ¢ primre az alabbi két feltétel legalabb egyike ne teljesiiljiin: (1) ¢|p—1 azaz p = 1 (mod ¢),
(2) a1/t =1 (mod p).

Artin észrevette, hogy ebben a bizonyos szamtestek algebrai egészeinek szamelmélete jatszik sze-
repet: adott £ primre legyen Ly = Q((p, a'/*)|Q testbévités, ahol ¢, egy primitiv f-edik egységgyok.
Ekkor L,|Q Galois-bdvités. L, algebrai egészeinek gytrije egy Dedekind-gytird és fenti feltételek
pontosan akkor teljesiilnek ¢-re, ha p teljesen szétesik az Ly|Q bévitésben. Ha a négyzetmentes,
akkor | L, : Q| = £(£—1) igy a Csebotarev stirtiségi tétel szerint az ilyen ¢ primek stirtisége 1/4(¢—1).

Tehat a szamunkra kérdéses stirtiség varhatéan éppen c4. A g, szamok azért kellenek, mert az
L, bovitések csak a négyzetmentes esetben épp ekkorak és altalaban nem mindig fiiggetlenek, ami
viszont befolyésolja a vart strtiséget.

Az altalanositott Riemann-hipotézis mellett Hooley bizonyitotta az Artin primitiv gyok sejtést
([Ha]). Enélkiil azt lehet tudni, hogy a sejtés koriilbeliil igaz: ha csak olyan a-kra vizsgaljuk amik
primek (ebbdl kénnyen levezethets az altalanos allitas), akkor Heath-Brown tétele szerint legfeljebb
2 primszamra nem igaz a sejtés — de nem tudni melyikre ([HB|). Tehat egyel6re egyetlen a szamot
sem tudunk mondani, amire X, stirtisége biztosan pozitiv. ([GuMul)

1.2. A Lang-Trotter primitiv pont sejtés

A fenti kérdés atfogalmazhato elliptikus gérbékre, ez a Lang-Trotter primitiv pont sejtés ([LaTx]).
Az elliptikus gorbék olyan gorbék, amelyek pontjain természetes moédon van egy kommutativ cso-
portstruktura.

Legyen most E egy elliptikus gorbe és A egy rogzitett pont E-n. Az Artin-sejtéshez analog
kérdés, hogy mely p primszamokra lesz a modulo p vett gorbe csoportjaban (ez véges sok esettdl
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eltekintve egy elliptikus gorbe a véges test felett) generatorelem A képe. Erre akkor lehet esély,
amikor a redukalt gorbe csoportja ciklikus, ami a klasszikus Artin-sejtésben szerepls (Z/pZ)*-al
ellentétben nem mindig igaz. Ha A torzio-pont, akkor nyilvan nem lehet végtelen sokszor generator
a képe: elég nagy primekre a redukalt gorbének tobb pontja van, mint A rendje, igy a tobbszorosei
nem adjék ki az egész gorbét.

A fenti heurisztika erre az esetre is mtikddik, de a helyzet joval bonyolultabbnak tiinik az Artin-
sejtésnél — még az altalanositott Riemann-hipotézis felhasznalasaval sem jutunk eredményre, mert
tal nagy hibatagot kapunk. Jelenleg abban az esetben tudunk valamit mondani, ha £ CM goérbe
(azaz az endomorfizmus-gytrije nagy). Illetve az altalanos esetben, ha a gorbe legalabb 18 ranga
(tehat Z'® részcsoportja E-nek), akkor egy hasonl6 llitas igaz: ha vesziink 18 linearisan fiiggetlen
pontot, akkor ezek képe generalja a redukalt gorbék egy pozitiv stirtiségi részét. ([GuMul)

1.3. A tovabbiak 6sszefoglalasa

A kovetkezkben olyan feléllasban vizsgéljuk a kérdést, ahol sokkal tébbet tudunk: a Dedekind-
gytirtik egy masik, jelentds csoportja a véges test feletti algebrai gorbék koordinatagytirdi. A primek
véges testbvitésbeli elagazasi tulajdonsagai hasonléan vizsgalhatok, mint a klasszikus esetben. A
véges karakterisztikaju fiiggvénytestekre Weil bebizonyitotta az altalanositott Riemann-hipotézist
([We]), és sok klasszikus szamelméleti tétel sokkal erésebb valtozata igaz — a Csebotarev stirtiségi
tételé is. Ennek kdvetkeztében meg tudtak valaszolni néhany olyan kérdést, ami a klasszikus esetben
egyeldre elérhetetlennek tiinik.

Legyen K egy véges karakterisztikaju fiiggvénytest (pl K = Fq(T) — egy véges test feletti egy-
véltozos racionalis fliggvények testje), ox az egészek gytrije (IFy[T]) és E/K egy elliptikus gorbe.
Ekkor ha v egy primidedl ox-ban (egy irreducibils polinom F,[T]-ben), akkor az E-t megadd egyen-
letet modulo v tekintve egy véges k, test feletti F, elliptikus gorbét kapunk (ami nem elfajulo, ha
v nem osztja E diszkriminansat).

A cikkben vizsgalt kérdések rogzitett E-re a redukalt gorbék bizonyos tulajdonsagait jarjak
koriil: milyen ,yvaloszintséggel” lesz E,, csoportja ciklikus ([CT]), vagy az elemszama négyzetmentes
([CTV])), illetve az eredeti kérdést: ha rogzitiink egy pontot (racsot) E-n, akkor ennek a pontnak
(racsnak) a képe mikor generalja a redukalt gorbét ([HaVol).

A valészintiség alatt a kovetkezSket értjiik:

o rogzitett n-re a véges sok n foku értékelési hely (irreducibilis polinom) koziil véletlenszertien
valasztva mekkora valoszindséggel igaz a vizsgalt tulajdonség,

e az Osszes értékelési hely kozott mekorra a Dirichlet-stiriisége azoknak, amikre teljesiil a vizsgalt
tulajdonsag,

e mikor lesz ez a valoszintség/striiség 0.

A megoldésok elég hasonlo séméaval miikodnek: szita formulat alkalmazunk, és utana a alapkér-
dést at tudjuk fogalmazni bizonyos Frobenius konjugalt osztalyokra (eddig a klasszikus esetben is
megy), amire egy erds, effektiv Csebotarev stirtiségi tételt lehet alkalmazni.

A kovetkezd fejezetben Gsszeszedjiik azokat a tudnivalokat, amik a megoldasokhoz kellenek. Az
ezt kovets részekben egy-egy kérdést vizsgalunk meg és a ma ismert eredményeket foglaljuk Gssze:
az els6nél a megoldasi séma egyszertien és gyorsan miikodik, a tovibbiakban egyre nehezebb dolgunk
lesz. Az utolso fejezetben az eredményeinknek az elliptikus gorbés nyilvanos kulcsu kodolasokkal
valo Osszefliggésérdl lesz sz0.

2. El6zetes tudnivaldk, jelolések

2.1. Figgvénytestek és értékelések

Legyen K egy p < oo karakterisztikdja fiiggvénytest, melyben az alaptest lezartja k = Fy,
valamely g = p/-re. Jelsljiik K érékeléseinek halmazat Vi-val, és v € Vi-ra v foka legyen deg(v) =
[ky : Fyl.

A legismertebb példa egy véges test feletti racionalis tortfiiggvények teste: K = F,(T), ekkor
k =Ty, és a kovetkezdk az értékelések:



e Ha v € F,[T] egy irreducibilis polinom, akkor ez természetes médon megad egy F(T) —
Z U {oo} értékelést, amit szintén v-vel jelolink: tetszdleges f € F,[T] \ {0} polinomra legyen
v(f) = max(n € N: v|f), f/g € Fy(T)1e v(f/g) = v(f) — v(g), & v(0) = co. Ekkor deg(v)
a hagyomanyos fokszam.

o A végtelen értékelés vy : Fo(T) — ZU{oo}, amire v (f/g) = deg(g) —deg(f), és Voo (0) = o0.
Ekkor deg(vs) = 1.

Egy n € N-re legyen Vik(n) = {v € Vk|deg(v) = n} — ez egy véges halmaz, elemszama
q"/n + o(q™?) és S C Vi részhalmazra legyen S(n) = S N Vi (n). Az S részhalmaz stirtiségét
a kovetkezs modon értelmezhetjiik: legyen 6(S,n) = |S(n)|/|Vk(n)|, tovibba

5(8) = tim Soves T
- —sdeg(v)
s—140 EVEVK q

a Dirichlet-stirtiség. Ekkor 0 < §(S) < 1, és ha |S] véges, akkor §(S) = 0.

2.2. Elliptikus gorbék

Legyen E/K : Y2Z+a XY Z+asYZ? = X34 a:X%7 +
asXZ? + agZ® (a; € K) projektiv algebrai gérbe. A gdrbe
A(FE) diszkriminansa az a;-k egy polinomja, a gorbe ponto-
san akkor sima, ha A(E) # 0. A gorbe j-invariansa az a;-k
egy racionalis tortfiggvénye — j(E) € K. Ha két gorbére
J(E) = j(E'), akkor F és E’ izomorf K egy legfeljebb ma-
sodfoka bévitése felett — tehat a j-invarians tobbé-kevésbé az
elliptikus gorbék izomrfizmus osztalyait adja meg. Mostan-
tol feltessziik, hogy j(F) ¢ k, mert a konstans j-invarianst
gorbék a mi kérdéseinkben a tobbitél eltérs, altalaban egy-
szeribb esetet adnak — ami tobbé-kevésbé a klasszikus CM
esetnek felel meg. Az egy génusza projektiv algebrai gérbék
pontosan a sima elliptikus gorbék, és ha az egyetlen végtelen
tavoli pontjuk az O[0, 1,0], akkor olyan alaktiak, mint a fenti
E.

Ekkor a K algebrai lezartban a gérbe pontjain természetes
modon definialhaté a kévetkez6 mivelet (+): Ha P # Q € E,
akkor a két pontot 6sszekotd egyenes metszi E-t egy harma-
dik pontban (multiplicitdssal szamolva) — ez —(P + Q). Ezt
osszekotve O-val, a harmadik metszéspont R = P + Q. (Ha P = @, akkor a két pontot 0sszekotd
egyenes az érint§). Ez a mivelet egy kommutativ csoportstruktirat ad E pontjain, az egységelem
0.

Ha L|K testbévités, akkor E(L)-lel jeldljiik a gorbe L-pontjait, ekkor F(L) < E(K).

Ismert, hogy FE(K) végesen generalt, és ha E[m| = {P € E(K)|m - P = 0} az m-torzid, akkor
E[m] = (Z/mZ)¢, (m,p) = 1 esetén e = 2, és a feltételeink mellett ha m = p*, akkor e = 1.

Legyen K,, = K(E[m])|K az a testbvités, ahol az m-torzié pontok koordinataival (z = X/Z
és y =Y/Z) bovitjik K-t. Ekkor K,,|K Galois-b6vités, és ha rogzitiink két fiiggetlen torziopontot,
akkor a G, = Gal(K,,/K) < GL3(Z/mZ) természetes modon: hiszen egy o € G, automorfizmus
E[m]-t onmagaba képzi, rdadasul a csoportmiveletre linearisan.

Legyen (m,p) = 1. K,,|K felbonthato6 két részre: Legyen Fge.. az alaptest bdvitése, tehat ﬁfm.

Ekkor a skalar bovités G = Gal(KFyem /K), a geometriai GE°™ = Gal(K,,/KFyen ). Igy a
kovetkez6 egzakt sorozatot kapjuk:

R — Gm — GE — ) — 1
Al Al Al

1 — SLy(Z/mZ) — GLy(Z/mZ) <%  (z/mZ)* — 1



Az algebrai bévitésre mindig igaz, hogy ¢, = ord,,(q), tehat ¢ multiplikativ rendje modulo
m. Mivel feltettiik, hogy j(F) ¢ k, a geometriai bovités majdnem mindig maximalis — tehat

GE°™ = SLy(Z/mZ).

Ha v nem osztja A(E)-t, akkor az egyenletet modulo v nézve kapunk egy sima E, elliptikus
gorbét k, felett. Legyen az ilyen értékelési helyek halmaza Vg, k, és Vg g (n) = Vg/x N Vi (n). Az
ilyen v-kre E,(k,) véges, tehat E,(k,) csoportja izomorf Zg, X Zg, e, -vel alkalmas d,,e, € N-re.
Legyen a, = ¢%¢) + 1 — |E,(k,)|. Ekkor Hasse tétele szerint |a,| < 2¢9°¢(")/2, Egy A € E(K)
pont képe a redukcional legyen A, € E,(k,).

2.3. Frobenius konjugalt osztilyok és Csebotarev striségi tétel

Legyen L|K egy Galois-bovités, v < ox egy nem eldgazd prim (teh4t L-ben minden prim ami
osztja v-t legfeljebb egy multiplicitassal szerepel), V' <1 Oy, egy v feletti prim. A klasszikus esetben
a Gauss egészeknél (a L = Q(i)|K = Q testbdvitésre, ahol az egészek gytrije Op = Z[i] > OkZ)
egyetlen prim elagazo: (2) = (1 +i)? — tehat eligazik. Ha a v egy 4k + 1 alaki primszam &ltal
generalt ideal, akkor v - Oy, két kiilonb6z6 Z[i]-beli primideal szorzatara bomlik, ha pedig 4k + 3
alakt akkor v - Op < Z[i] primideal igy ha v paratlan prim 4ltal generalt idedl, akkor nem elagazo.

Ekkor Gal(L/K) > {o|oV =V} ~ Gal(ky /k,), és az utdbbi véges testek bovitésének Galois-
csoportja — tehat ciklikus, és van egy kitiintetett generator-eleme, a Frobenius-automorfizmus, ami
minden z elemet 29"’ -be kiild. Ennek az elemnek az el6bbi izomorfizmusnél vett 6sképét (ami
Gal(L/K) egy eleme) nevezziik v V-hez tartozé Frobenius-elemének, és @, y-vel jeloljiik. Ha V
helyett egy masik v feletti primet vélasztunk, akkor a Frobenius-elem konjugéalodik. Az egész
konjugalt osztaly a v Frobenius konjugalt osztalya, és a jele ®, = @, 1 k.

A Frobenius konjugalt osztaly a prim elagazasi tulajdonsagaitol fiige: a klasszikus példankban
a 4k + 1 alaka primek szétesnek, tehat ky ~ k,, igy ®, = {id}. A 4k + 3 alakt primek nem esnek
szét, tehat a ky |k, bdvités masodfoku és @, a Gal(Q(:)/Q) ~ Z/2Z generator elemét tartalmazo
konjugalt osztaly.

Nekiink a v € Vg i primek K,-beli elagazési tulajdonségaira lesz sziikségiink. Legyen V' egy
v feletti prim. Ekkor g = @, v € G,, természetes modon GLy(Z/mZ) egy eleme. g hatasa az m-
torzio pontokon a definicié szerint a véges test g-Frobeniusa, tehat pontosan akkor van m-torzidépont
E,(k,)-ben, ha g-nek sajatértéke 1. Masrészt g hat E,-n is, és hasonl6 modon F, (k,) = Ker(g—1).
Egész pontosan le lehet frni, hogy melyik elem ®, 1, nekiink azonban elég lesz a kovetkezs két
tulajdonsaga. A determininsa kongruens ¢°¢(*)-vel modulo m, és a nyoma sszefiiggésben van a
gbrbe pontjainak szamaval: tr(g) = a, = ¢%°8®) + 1 — |E,(k,)| (mod m).

Legyen most L|K véges Galois-bgvités, amelyik k véges test felett definialt sima projektiv gor-
bék Galois-fedésébdl jon (nalunk mindig ilyen lesz, legtobbszor L = K, valamely m-re) és G =
Gal(L/K). Ekkor a primek véges S halmazan kiviil a t6bbi nem elagazo, legyen [S| =) ¢ deg(v).
Legyen ¢ az a szam, hogy az alaptest algebrai lezartja L-ben k ¢ foku bévitése és legyen tetszéleges
n € N-re és C' C G konjugélt osztalyra w(n, L/ K,C) = #(v € Vk(n) \ S|®, = C).

A Kklasszikus esettdl eltérén, adott n-re nem feltétlen fordulhat el6 minden konjugalt osztaly
Frobenius osztalyként, hiszen ha ¢ { n, akkor az « — 2™ nincs is benne Gal(ky /k, )-ben.

1. Tétel. (Csebotarev sdriségi tétel, [MuSd] Theorem 2.) Ha c¢ { n, akkor w(n,L/K,C) = 0,
kilénben
c-1C]

W(H,L/K, C) - m“/l((n”

1/2 q/? S|
<212 ( Boxc + (p+ DISHL—+ 1) + 1S

ahol gx a K test (és a megfeleld projektiv gorbe) génusza — K = Fy(T') esetén 0 — és p bizonyos K -tdl
fiiggd konstans. (p L-t6l valé figgetlensége a p < 5 esetben az [Erf Section 2-ben van bizonyitva)

Ez pont azt allitja, hogy a lehetséges konjugalt osztalyok nagyjabol a konjugélt osztaly méreteivel
aranyos striséggel fordulnak els. A hibatag sokkal jobb, mint a klasszikus esetben, ott csak o(¢™)-t
tudunk mondani.

A K,|K bévitésekre |S| becsiilhet6 a nem sima redukcioju v € Vi \ Vg i értékelési helyek
fokszamosszegével, ekkor a hibatag O (|C|Y/2¢™/2 /n).



3. Ciklikussag

Elgszor azt nézziik meg, hogy a redukalt gorbék pozitiv strtséggel ciklikusak-e — ez nyilvan
sziikséges feltétele annak, hogy A, generator legyen.

Jeloljiik dcia(E/K)-vel a {v € Vg, k|E, (k) ciklikus} C Vg x halmaz siirtiségét (meg fogjuk
mutatni, hogy ez létezik).

E,(k,) csoportja pontosan akkor ciklikus, ha semelyik ¢ # p primre E,[¢] ~ (Z/{Z)? nem
részcsoportja. Tovabba E,[m] =~ (Z/mZ)? pontosan akkor van benne E, (k,)-ben, ha a Dy K, /K
Frobenius konjugalt osztaly az identités.

Igy egy egyszert szitaval a kovetkez6t kapjuk:

#(v € Vi x(n)|E, (k) ciklikus) Z# (v € Vix(n)|Ey[m] < Ey(k,)) .

A szitanak nagyon kevés tagja nem 0, mert Hasse tétele szerint m? < ¢™ +2¢™/2 + 1 kell legyen,
azaz m < ¢"/? + 1, és rdadasul a Csebotarev-tételben csak akkor nem 0 a kapott stirtiség, ha
¢ = ¢pm|n, azaz ha m|¢™ — 1 (ez lényegében a Weil-parositas). A maradék tagok pedig

#(v e V(E/K,n)|E,(k,) ciklikus) = Z uw(m)# (v e V(E/K,n)|E,[m] < E,(k,))

m<q™/241
m|gn—1
pu(m)emg” q"/? u(m)ord, (g)g" g/2temn
E’ O = E 0] — .
/2 < |Gm|n * E( n /2 |Gm| n T8 n
m<qn/2 41 m<qn/241
mlqm—1 mlgm—1

Példaul, ha ¢ = 2 és 2™ — 1 Mersenne prim, akkor csak az m = 1-nek megfelels tag marad, tehat
az 0sszes redukalt gorbe ciklikus. Ezek alapjan

2. Tétel. ([CT] Theorem 1, p < 5-re [Er] Theorem 1)

n

q g(1/2+em
#(v € Vg (n)|E, (k) ciklikus) — dcia (E/ K, n); ) ,

n

< OE,E (

ahol dcix1 (E/K,n) = zm\qnq %. Ezek segitségével standard médon kiszdmolhatd a Dirichlet-
SUriség:

p(m)

deici(E/K) = Gl

(m,p)=1

Itt nem kapunk szorzat alakot, mert a G,,-ek rendje nem multiplikativ: véges sok ¢-t6] eltekintve
ugyan Gy ~ GLy(Z/lZ), de a skalarbdvitések a véges test ordy(q) rendd bévitései, amik nem
fiiggetlenek. (a geometriai bdvitések véges sok primtsl eltekintve viszont fliggetlenek)

Ha az E gorbe csoportja nem ciklikus — tehét, ha tartalmaz torziépontot, akkor a redukcid
csak akkor lehet ciklikus, ha a pont képe az Gj gorbe egységeleme, ami viszont csak véges sokszor
fordulhat els. Tehat ilyenkor dcixi(E/K) = 0. Meglepd médon maskor is lehet a Dirichlet-stirtiség
0:

3. Allitas. (JEd] Theorem 2) 6ea(E/K) = 0 <= 6aa(E/K,1) = 0. Legyen K régzitett,
ebben az esetben pontosan akkor létezik olyan E elliptikus gérbe, aminek a csoportja ciklikus és
deiki(E/K) =0, ha q — 1-nek legaldbb 3 primosztdja van.



4. Négyzetmentes elemszam

Ebben a részben azt vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz |E, (k,)| négyzetmentes — pontosabban
|Ey (k)| p-hez relativ prim része (amit |E, (k,)|"-vel jeloliink) négyzetmentes. Jeloljiik a megfelels
Dirichlet-stirtiséget dym (E/K)-val.

Ha azt akarjuk lefrni, hogy p? mikor osztja |E, (k,)|-t, akkor egy masik (nem K,,|K alaki)
testbovitést kell vizsgalnunk. Ettol az egyszertiség kedvéért most eltekintiink, (Z/pZ)? tgysem
lehet részcsoportja a redukélt gérbének — tehéat az el6bbinél erdsebb feltételiink van, amit szintén
le lehet irni bizonyos Frobenius konjugalt osztalyokkal:

Ha (m,p) =1¢s g =P, x_,/k, akkor m?||E,(k,)| <= m?|det(g) — tr(g) + 1 = 0 (mod m?).
Az ilyen konjugalt osztalyokat konnyti megtalalni: legyen

) — {g € GLy(Z/m?Z)| det(g) = ¢" (mod m?),det(g) — tr(g) + 1 = 0 (mod m?)}.
Ekkor ¢ # p primre
)

04403, ha ¢" # 1 (mod /),
(2403 — 02, ha¢" =1 (mod ).
Osszességében ’07(772) <m? [T, (141/0) = O(m*loglogm) és ’Cf:g = O(m~2loglogm),

ahol Gisz? ={g € G,,2| det(g) = ¢" (mod m?)}.

/ ‘ij;)

Fontos kiilénbség a ciklikus esethez képest, hogy itt nincs oszthatosagi feltétel m-re, tehéat a
szitdban joval tobb tagot kapunk, ezért a nagy m-ekre mas becslést kell alkalmazni. Ezért osszuk
ketté a szita tagjait egy késébb, optimélisan megvalasztott y-nél:

4 (v € Vi M| By (k)| négyzetmentes) = S u(m) - # (v € Ve (n)|m?| B, (,)])

m<qn/241
(m,p)=1

= Y pm)-# (v € Vi (n)m?| B, (k)]) + O . #(veVekm)m|E, (k)

m<y y<m<q™/241
(m.p)=1 (m,p)=1

=: St + Shiba-

Az els6 részre a Csebotarev-tételt alkalmazva:

Sto= 0 nlm) - # (v € Vi@, © O

m<y
(m,p)=1
ordmz(q)‘C("z) n 1/2 on/2
ol I R vl B 2 o5
(m,p)=1 =1 (modiordmz (9))
‘Ol‘dm2(q)-c15$) log lo n n/2,3 log lo 1/2
| - +OE< g gy) q+OE(q y’(loglogy) )
— m2| Y n n
(m,;;):l

A nagy m-ekhez tartozo tagok becsléséhez azt hasznaljuk, hogy a redukalt gorbék elemszama
nem csak véges sok féle lehet (a Hasse-tétel szerint ¢ — 2¢™/2 + 1 < |E,(k,)| < ¢ + 2¢"V/? + 1)),
hanem ez a véges sok lehetdség tobbé-kevésbé egyenletesen oszlik el (az igazsag az, hogy van néhany
érték, ami nagyon kevésszer szerepel, és a g+ 1-hez kozeliek gyakrabban fordulnak el6 az atlagosnal),
és van egy hasznélhat6 becslésiink az adott elemszamu gérbék szaméra:

4. Tétel. ([Pd] Theorem 2.8, [CTV])
#(v € Vg/k(n)|a, =a) = Op(q"*n?).
Itt a konstans igazdbol csak j(E) fokszdmdatdl figg.



Igy v-ket az a = a, szerint szétvalasztva

Shiba = O Z Z # (l/ (S VE/K(TL)‘CL,, = CL) = OE Z Z q"/2n2

\a\<2q"/2 y<m<q"/241 \a\<2q"/2 y<m<q"/241
m2\q"—a+1 m2\q"—a+1
n/2 n,,2
n/2, 2 4q an
:OE<Q/"Zmz>:0E( |
y<m Y

Ezek alapjan az y ~ ¢"/8 - n?/* valasztéassal azt kapjuk, hogy

5. Tétel. (JCTV))

# (v € Vi/x (n)||Ey(ky)|" négyzetmentes) = 0 (E/K, n)% + Og (q%" -n%> )

rd Je) _
ahol 6um(E/K,n) = > u(m)% . Tovdbbd ha C,,2 = > ‘C’ﬁ:z) , akkor
m>1 m 1<n<ord, 2 (q)
(m,p)=1
Cn2
Sun(B/K) = 3 lm)
(mp)=1

5. A Lang-Trotter sejtés

Most mar az eredeti kérdést vizsgaljuk: hogy milyen stirtiséggel lesz egy pont képe generator.

Legyen A € E(K) rogzitett, m € N-re Ejm~ Al = {B € Ejm-B = A} C E és A,, € Elm™'A]
egy kivélasztott pont. Tekintsiik az alabbi testbévitést: La ,,, = K(E[m], Elm~! A])|K, ahol megint
a megfelel§ pontok koordinataival bovitjiikk K-t.

Ha A nem torzi6épont, akkor majdnem minden ¢ primre Ha, = Gal(La¢/K) < Aff3(Z/(Z),
ami E[(~1] ~ (Z/lZ)? eltolasainak T4, csoportjanak bévitése Gy-lel. Ha, természetes modon
hat E[¢~1A]-n az affin csoport részcsoportjaként: minden eleme reprezentdlhato egy (v,7) parral
valamely v € Gy-re és T € T4 4-re, ekkor egy B € E[(~!] pontra (v,7)B = By + (B — By) + 7.

Ha ¢ olyan, mint az elobbi bekezdésben, akkor v € Vg k(n)-ra pontosan akkor lesz
(Ay) < E,(k,) indexe oszthaté az (-lel, ha (v,7) € @, 1, ,/xk C Hayra v feligegyszerd, sajat
értéke 1 és ha v # id, akkor 7 € Im(y — 1). Jeloljiik ezen elemek halmazat D4 -el, tovabba
Dl(@ ={(7,7) € Da|det(y) = ¢" (mod ¢)}. Ekkor

o

AR ha ¢"™ # 1 (mod ¢),
Tl A+ -4, hag"=1 (mod ).

Az elébbihez hasonloan ’D;”Zn = O(m3loglogm) és |D1(4"271|/‘H£‘"2n| — O(m~2loglogm), ha
Hx(;??)n = {(777—) € HA,m| det('y) = q” (mod m)}

A gond az, hogy itt még sokkal t&bb tag van a szitdban, mint az el6bb, hiszen most m elvileg
akar ¢" + 2¢™/% + 1 is lehet. Viszont ha m nagy, akkor A, rendje (amit most k-val jeldljiink) kicsi,
hiszen legfeljebb |E, (k,)|/m, ami nem sokszor fordulhat elé: az kell, hogy v(z(k - A)) < 0 legyen,
ez pedig egy nyilvanvalo becsléssel O(k?) esetben fordulhat els, tehat O(2?) esetben lesz A, rendje
legfeljebb x. Igy tehat az m > ¢*/*>™ tagok elintézhetSk. Sajnos egy pontra nincs jobb becslés,
és a maradék tagok is til sokan vannak, mert a Csebotarev-tételben a hiba Q(¢"/?) nagysagrendi,
tehéat igy nem juthatunk eredményre.

Amit lehet csindlni, hogy A helyett tobb, fiiggetlen pontot vesziink, mondjuk r darabot, és az
altaluk generalt X racsot nézziik. Ekkor a Néron-Tate parositas szerint X-ban nem lehet tul sok kis
magassagi pont és ennek kévetkezményeként



6. Allitas. ([Gubj Lemma 14)

Z deg(v) = Ox (x(r+2)/r) .

VeV K
[Zy|<z

Itt a jobb oldal ¥ reguldtordtdl fiigg.

Tehat minél nagyobb ¥ racsunk van F(K)-n, a képérdl annal erésebbet tudunk mondani: ha r
rangt, akkor az m > ¢**/ ("+2)_nél nagyobb tagokbol legfeljebb o(¢™/n) van.

Legyen S azon primek (véges) halmaza, ahol valamelyik A € ¥ genratorra Gal(K (E[(], E[(~1A])
nem olyan, mint a fenti, altalanos esetben (igazabol ezek koziil néhanyra nem is feltétleniil van
sziikség). Es keressiik azokat a v € Vg i (n) primeket, amikre ¥, mar tartalmazza az E, (k)
S-beliekhez relativ prim részét, és az ilyenek halmazat jeldljiik Vir(E/K, %, n)-nel.

Ha m-nek nincs S-beli primosztoja, akkor Hy, ,, = Gal(K (E[m], Elm™1X]/K) ~ (Z/{Z)?" % Gp,.
Az el6bbiekhez hasonléan a megfelel konjugalt osztalyok azok, amik minden generator elemre
megfelelsk. Az értelemszert jeldléssel |D(E"z =24+ — " ha ¢" =1 (mod /) és (2 4 ¢r+1
kiilénben.

Ahhoz, hogy a médszeriink miik6djon, tovabb kell finomitani a becsléseket:

e Ha m kicsi, akkor a szokasos érvelést hasznaljuk. Mivel itt a testb&vités nem K, |K alaka
a Csebotarev-tételben sokkal rosszabb hibat kapunk, tgyhogy ez csak az m < Cn esetre
hasznalhato.

e Ham kozepes (Cn < m < Dq"/5 /mn), akkor egy olyan becslést hasznalunk, ami r+1 kiilonb6z6
teljesen szétesési feltételre bontja szét az eredeti konjugélt osztalyos feltételt, és erre hasznaljuk
a Csebotarev-tételt — a kis m-ekre ez elrontana a fétagot.

e Az Dg"/® /n<m < Dq"/5 -logn esetet kezelhets a primszamtétel megfelels alkalmazasaval.

Igy, ha r > 10 akkor a eddigi bizonyitasi séma miikédik.

Az érvelést még lehet erdsiteni: ehhez azt az L testet érdemes nézni, ami egy egyenes stabili-
zatoranak felel meg G,,-ben, tovabba az Ly, = L(E[m], E[m~'%])|L bévitést. Ez nem normalis
bévités, tgyhogy ebben sokkal bonyolultabbak a primek elagazasi tulajdonsagai. De ha v € Vg, ¢s
Q) 1y, Kk € Cs,m, akkor v felett van egy megkiilonboztetett 7 < L prim, ami segitségével hasonlo
moédon ¢"/*log n-ig fel lehet vinni a becslést, igy az r > 6 eset kezelhets. Egyelére ez a legtobb,
amit tudunk:

7. Tétel. ([HaVo] Theorem 1) Ha E/K elliptikus gorbe, j(E) & k, és ¥ < E(K) rdcs aminek a
rangja legaldbb 6, akkor létezik a primszdimok egy véges S halmaza, amire a v € Vg, (n) primek
pozitiv részére ¥, tartalmazza E,(k,) S-beli primekhez relativ prim részét. A fenti jeldlésekkel

Vir(B/K, S, n)| = dpr(E/K, n)% to <q> ,

n
D,
ahol pr(E/K,n) = > pu(m) ‘H(" . Esinf (0p7(E/K,%,n)) > 0.
m>1 ) n

6. Egy kriptografiai alkalmazas

Véges test feletti elliptikus gorbéket hasznalnak bizonyos nyilvanos kulcsu titkositasi eljara-
sokban (pl ECDH, ECIES, [Br| Section 3.3 és 5.1). Ez az elliptikus gorbés diszkrét logaritmus
probléman alapszik: Ha Ey/F n egy elliptikus gorbe, akkor egy pont m-szeresét gyorsan és haté-
konyan lehet szdmolni (még ha n és m nagyok is), viszont egy pont m-ed részét ugy tinik, hogy
altalaban elég nehéz. Ez meglehetGsen hasonlit a klasszikus diszkrét logaritmus problémaéra, amin



az RSA alapszik. Az elliptikus gorbés kodolasok elénye az RSA-val szemben, hogy ha nyilvanos
kulcsu kodot csindlunk, ugyanakkora biztonsaghoz elég joval kisebb kulcsokat hasznalni.

Roviden mutatunk egy példat egy kodolasi sémara:

Ha Aliz szeretne Bobtol titkos tizeneteket kapni, meg kell adnia egy véges test feletti Ey elliptikus
gorbét (vigyazni kell, mert nem minden gorbe ,biztonsagos”), és azon egy Ag pontot, aminek a rendje
n. Aliz titkos kulcsa egy 1 < d < n természetes szam, a nyilvanos kulcs Q = d - Ag.

Bob iizenete egy M € Ey pont (vannak olyan algoritmusok, amik természes szamokhoz a gorbe
pontjait rendelik hozz4), aminek tovabbitasdhoz vélaszt egy 1 < k < n véletlen szamot és az
(My =M+k-Q,M; =k-Ap) pontpart kiildi tovabb Aliznak.

Ekkor az S =d-Ms =d- (k- Ap) = k- (d- Ag) = k - Q pontot csak Aliz és Bob ismeri, ennek
segitségével Aliz konnyen megfejtheti az iizenetet: M = My — S = My — d - Ms.

Lathato, hogy olyan A, pontot érdemes valasztani, ahol az (Ag) < Ey részcsoport indexe kicsi
(a gyakorlatban legfeljebb 4). Viszont ahogy lattuk, az RSA-val ellentétben, adott Ep-ra nem
biztos, hogy van ilyen pont — mivel Ey csoportja nem feltétlen ciklikus (mint a modulo p redukalt
maradékosztalyoké). De az eddigi eredményeink alapjan

8. Allitas. Ha n elég nagy, akkor a F, feletti elliptikus gorbék legaldbb negyedének a csoportja
ciklikus.

Bizonyitds. Tekintsiik most egy olyan K = [F(T') felett egy olyan E elliptikus gorbét, amire j(E) =
T. Ilyen példaul az

36 1

E/K : 4> =73
[E oy oy =o'+ o5t e

affin egyenlet 4ltal definialt elliptikus gorbe. Ekkor az E, redukalt gérbék v € Vi, (n)-re azok a
gorbék, ahol T" helyére Fy» elemeit helyettesitjiik be, és ahogy lattuk, ez lényegében a F» feletti
elliptikus gorbéket (illetve azok felét) adjak meg.

Tehat ha O (E /K, n) pozitiv, akkor a Fyn feletti elliptikus gérbék egy pozitiv hanyadara a
gorbe csoport ciklikus. Igusa tétele szerint erre gbérbére a geometriai bévités mindig maximalis
(ITg], Theorem 4), igy a tétel szerint

rd,, 1 1
Sea(E/K.n) = 3 ,u(m)O|Gm<|Q)= > ) oy = 11 (1—4(@_1))

m|qn—1 m|gn—1 fgqn—1
>H(1—1> ~o7ss- PP S 0s
> 5 ~ (. R 5.
P (e —1) pP-p-1
Ez elég az allitasunkhoz. O

Ha a Lang-Trotter sejtés igaz lenne, akkor arrél is tudnank valamit mondani, hogy egy adott
A € FE pont képe mekkora valoszintiséggel lenne jo Aliz Ay pontjanak.
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