Bevezetés az Algebraba 1 5. feladatsor 2024.09.30-10.04.

1. Melyek igazak minden a,n,m > 1 természetes szamra?
a) a™ =1 (mod m) = ¢(m)|n, b) p(m)ln = a™ =1 (mod m),
¢)a” =1 (mod m) = (a,m)=1, d)(a,m)=1 = a" =1 (mod m).
2. Szamold ki a kovetkezsket:

a) ¢(23), (21), p(63) és p(101),
b) 120%* mod 23, 115! mod 21, 681 mod 63 és 111%® mod 63

(vigyazz, 63 és 111 nem relativ primek!) és

4
¢) 33" utols6 két szamjegyét.
3. Mely n egészekre teljesiil, hogy ¢(n) = 67

4. Mi a kovetkezs komplex szamok algebrai alakja?
a) (3 —4i)(7 + 81i), b) (3 —44)/(2 —1), c) 2924 &s d) (1+14)°.

5. Oldd meg a 22 + 2iz — 1 + 1 = 0 mésodfoku egyenletet C-ben!

6. Abrazold a kovetkezs egyenletek megoldasait a komplex szamsikon!
a) [z =5+ =2, b) |z —i| = |z 41| és c)|[(z=3+4i)/(z—1)| > 1,

7. * a) Mutasd meg, hogy Z/mZ egységei éppen a redukalt maradékosztalyok!
b) Bizonyitsd be, hogy a kiévetkezsk ekvivalensek:

1. m primszam 2. Z/mZ integritasi tartomany 3. Z/mZ test

8. Melyek igazak az alabbiak koziil minden w, z komplex szamra?
a)z=w = 2| =|w|, b)[z|=v] = z=w,
C)z=w = Z=10, d)z=0w = z=w

9. Abrazold a kovetkezs egyenletek megoldasait a komplex szamsikon!
a) |z| = 3iz, b) |z| =iz és c) z+ 2z < 4.

10. Legyen z =1+ 3i és w = 2 — 4. Szamold ki a kovetkezsket
a) 2Z, b) w/w, ) |z —wl, d) |2z — zw|, és e) |w/zw?|.

11. Mik az 1 — 2i komplex szam gydkei? (azaz azon w = x + yi komplex szamok, melyre w? = 1 — 2i)

12. * Bizonyitsd be a Wilson-tételt: ha p > 0 prim, akkor (p — 1)! = —1 (mod p).
Utmutatéas:
a) Alakits ki (a,a™"!) alaka parokat! (miért lehet ezt megcsinalni?)

b) Melyek nem is igazi parok? (probald ki valamely p > 3 primre és bizonyitsd be felhasznalva,
hogy Z/pZ-ben nincs nulloszto).

¢) Szamold ki a szorzatot ,paronként”!
13. * Legyen H = {a + bi + ¢j + dk|a, b, ¢,d € R} halmaz a kiovetkezs miiveletekkel:

+: (a+bi+cj+dk)+ (d+bVi+dj+dk)=(a+a)+O+b)i+ (c+)j+ (d+d)k)
- ugy definidlva, hogy a disztributivitas és a kovetkez6 azonossagok igazak legyenek:

=2 =k’=—-1ij=—ji=kjk=—kj=iéski=—ik=j

(példaul (5 + 2k)(j — 3i) = 52 — 3ji + 2kj — 6ki = —1 + 3k — 2i — 65)
a) Mutasd meg, hogy (H, +, ) egy nem-kommutativ gytrii! (a Hamilton-kvaterniok gytirtje)
b) Lasd be, hogy minden nem 0 elemnek van multiplikativ inverze!
(Azaz (H, +,) ,nem kommutativ test”= ferdetest). Otlet: (a4 bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) € R.

A feladatsorok elérhetSk az el6add honlapjan: www.math.bme.hu/~merdelyi/bevalgl/



