Bevezetés az Algebraba 1 1. zarthelyi 2024.10.14.

Megoldas
1. Mutasd meg, hogy minden n € N-re
k:1(4k—3)(4k+1)71-5 5-9 9-13 (4n —3)(4n+1) 4dn+1 P
MO Teljes indukecié n-re. n =1 esetén 1/(1-5) =1/(4-1+1).
n — n + 1. Az indukcios feltevésbdl
(k= 3)(dk+1) (@ -3)(Ek+1)  (@n+1) =3)(En+1)+1)
n n 1
n+1 (4n+1)-3)dn+1)+1)
Ko6z06s nevezére hozva:
n 1 (dn+5n+1  An+1)(n+1) n+1

il @mtD)-3)[dn D+ @niD@dn+5) @ni)dn+s) @riD+1)

2. Mik a 18z 4 30y = 66 diofantoszi egyenlet egész és természetes megoldasai? (3 pont)

MO Az euklideszi algoritmusbol (18,30) =6 =2-18+ (—1) - 30. Ez osztdja 66-nak, tehat van megoldas,

pl zp = ﬁ $2=226ésyg = (15?%%0) - (=1) = —11. Az egész megoldasok ez alapjan

v=—aot 0 92450 — 2 13
TR 30) Y=Y 8, 30) '

A természetes megoldasokhoz 22 4 5¢ > 0, igy ¢t > —22/5 és —11—3t > 0, igy t < —11/3. Ebbé&l ¢t =
—4 az egyetlen jo, tehat az egyetlen természetes megoldas ¢ = 22—4-5=2ésy = —-11-3-(—4) = 1.

3. Legyen A,, az n legkisebb pozitiv primszam szorzata plusz 1 (példaul A; =2+1 =3, Ay =2-3+1 =7
és A3 =2-3-5+1=31). Mutasd meg, hogy minden n € N-re (4,,, A,+1) = 1! (3 pont)

MO A definici6é szerint A,+1 — A, = <H pk> (pnt1 —1). A legnagyobb kozos oszto tulajdonsagait
k=1
hasznélva

(An+1vAn) = (AnJrl - AmAn) = <<H pk) (pn+1 - 1), Hpk + 1) .
k=1 k=1

A jobb oldalon szerepld els§ szdm minden primosztoja legfeljebb p,, (hiszen pyp < p, és pny1 — 1
minden primosztoja legfeljebb p,), a masodiké pedig legalabb p, 41 (hiszen relativ prim pg-hoz
minden k < n-re), igy a két szam relativ prim.

Ugyanigy lehet (A, 11 — pnt14n, Ap)-t is nézni.
4. Mennyi 5%7 (mod 43) és 6%% (mod 21)? A legkisebb nemnegativ maradékot add meg. (4 pont)

MO 43 primszam, ezért p(43) = 42 és (43,5) = 1 igy az Euler-Fermat tétel szerint

53 = 592 = 1 (mod 43) = 5% = 54243 =53 =125 =3.43 —4 = —4 = 39 (mod 43).

(6,21) = 3 > 1, igy itt nem lehet rogton az Euler-Fermat tételt hasznalni.



A kinai maradéktétellel (M = 21, m; = 3 = Mo, my =7 = My és xo = My * (mod my) = 371 =

5 (mod 7)):
688
{688

Lehet a kettShatvany kitevéjiieket is szamolni, a masodiknal példaul 62 = 36 = —6 (mod 21) és
(—6)? = 36 = —6 (mod 21) igy 62 = —6 = 15 (mod 21) minden k € Z-re tehat 658 = 15 (mod 21).

(mod 3) o

0
— 0. 7+1-5-3=15 (mod 21
(—1)*®¥ =1 (mod 7) S (mod 21)

5. Oldd meg a |z| + z = 2 + i egyenletet a komplex szamok halmazan! (3 pont)

MO Irjuk z-t algebrai alakban: z = a + bi valamely a, b valésakra. Ekkor az egyenletet atirva és a valos
és a képzetes részét nézve:

Va2 £ 4 a+bi=2+i {Eﬁ W+a:2
A mésodikbol b = 1, ezt visszairva az elsGbe
a2+124+a=2 = d*+1=02-a)’=4—4da+d®> = 4a=3 = a=3/4
Es ez tényleg jo is (hiszen 2 — a > 0). Tehat az egyetlen megoldas z = a + bi = 3/4 + 1.
6. Mi (v/2 — v/6i)% algebrai alakja? (4 pont)

MO Irjuk z = v/2 — V/6i-t trigonometrikus alakba: z = r (cosp +isinp)!

Itt r = \/52 +(=v6)2 = V8 és p = —60° = —7/3 (ez utébbi abbol latszik, hogy a 0,8, z
V2 1
haromszog szabéalyos, vagy ho éldaul tgp = —— = és z a 4. siknegyedben van).
g yos, vagy hogy p e AV gy )

A trigonometrikus alak hatvanyozasi képletét hasznalva

299 = 19 (cos(99¢) + isin(99¢)) = V3" (cos(—33m) + isin(—33m)) = NG (cosm +isinm) = B



