Bevezetés az Algebraba 1 2. zarthelyi 2024.11.22.
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. Az a pozitiv paraméter mely értékére lesz az

Megoldas
Oszd el az a(z) = 22* — 2% + 3 polinomot maradékosan b(z) = 2% — x + 1-el! (3 pont)

A maradékos osztés:

(2z* —a? +3) (@ —z+1)=222+22 -1
—(22*  —22%  422?%)
225 =327 +3
—(22% —22% +2z1)
-7 =2z 43
—(—2? +z -1)
-3z +4

Tehat q(x) = 222 + 2 — 1 a hanyados, r(z) = —3x + 4 a maradék és ezzel a(x) = q(x)b(z) + r(x).

. Bontsd fel a p(z) = ° + 22* + 523 + 222 — 8z — 6 polinomot irreducibilisek szorzatéra Z és Z/3Z

felett! (4 pont)

A racionalis gyokteszt szerint a lehetséges gyokok +1, 42, +3, +6. A Horner-modszerrel

112 |5 2 |-8|—-6
Tt 3810127 =4 —> r =1 nem gyok
—-1|/1|-1|14|-2|-6]| 0 — r = —1 gyok
—-1]1] 0 |4]—-6| 0 = r = —1 kétszeres gyok

Ebbél p(z) = (z + 1)%(23 + 42 — 6). Mivel 21 1,2[4, —6 és 221 —6, az 2* + 42 — 6 polinom teljesiti
a Schénemann-Eisenstein kritérium feltételeit a 2 primmel és igy irreducibilis Z[z]-ben. Tehat az
egészek feletti irreducibilisekre bontas p(z) = (z + 1)?(23 + 4z — 6).

Ugyanez egy felbontas Z /37 felett is, és igy itt p(x) = (z+1)?(23+42—6) = x(x+1)%(2®+1). A jobb
oldalon szereplé6 maéasodfokt tag irreducibilis, hiszen nincs gyoke Z/3Z-ben, igy
p(z) = (x 4+ 1)%(2® + 42 — 6) = z(z + 1)%(2? + 1) a Z/3Z feletti irreducibilisekre bontas.
4_qr3+22—axr—1 polinom gydkeinek a reciprokdsszege
éppen egyenls a négyzetosszegiikkel? Hany valos gyok van ilyenkor? (3 pont)

Jeloljiik a komplex gyokoket (multiplicitdssal) oy, ao, a3 és ay-gyel és a polinomban 27 egyiitthatojat
aj-vel. A Vieta-formuldk szerint

2

4 2
Za?: Z;ozj -2 Z aiozj—(zz> 72%?:@272

j=1 j= 1<i<j<4
1 1 1 a a
1 0

S L= (S Te ) /(o) = (-2) /(%) =ast-1) ==
j=1 j=1i#j j=1 4 4

Ez akkor egyenld, ha a? — 2 = —a, azaz ha a®> + a — 2 = 0, tehat ha a = 2, vagy a = —1. Mivel a
pozitiv, a = 2 kell legyen.

Ilyenkor a gy6kok négyzetdsszege —a = —2 < 0, van nem valds gyok is. Ekkor ennek a konjugaltja
is gyok, és ezért legfeljebb két valos gyok lehet. Kettd van is, hiszen ha csak nem valds gyokok
lennének, akkor ez két konjugalt par lenne — mondjuk as = &1 és oy = @3, és ekkor

4
a _ _
—12(7021_[04]'=041'011'043'043=|041|2‘|043|2>07
4 .
Jj=1

ami ellentmondéas. (Vagy a a polinom a 0 nulla helyen negativ értéket vesz fel, a hatarértéke +oo-ben
pedig +o00, igy a Bolzano-tétel szerint van pozitiv és negativ gyok is.)
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A c és d paraméter mely értékére metszenek az t+y+cz =3, x —y =d és x — 2y + z = —3 sikok
egy egyenesben? (3 pont)

Gauss-eliminacioval sorlépcsds alakra hozzuk az egyenletrendszert:

Loloe| 3\ (1 =213\ @m 1 2 1| -3

1 -1 0] da |21 21 0] 4 =0 1 -1 | d+3

1 -2 1|-3 1 1 ¢| 3 0 3 c—1]| 6
1 -2 1 —3

GBD g 1 1| d+3

0 0 c+2|-3-3d

A sikok akkor metszenek egy egyenesben, ha végtelen sok megoldéas van, azaz ha van szabad valtozo
— tehat ¢ = —2 — és nincs ellentmondé sor — tehat d = —1.

. Legyen v = (1737435)T7 Uy = (0717_233)T7 V3 = (27571077)Ta vy = (1713171)T és

vy = (4,10,13,16)T € R*. Valassz koziililk egy maximalis fiiggetlen rendszert és ird a tobbi vektort
linearis kombinaciojukként! Hany dimenzios Span(v,, vq, v, v,,v5)? (4 pont)

(2)—-3(1)
1 0 2 1 4 (3)-1(1) 1 0 2 1 4 (3)+2(2) 1 0 2 1 4
3 1 5 1 10 (4)—_5>(1) o 1 -1 -2 =2 (4)—_>3(2) 01 -1 -2 -2
4 -2 10 1 13 0o -2 2 -3 -3 o0 o -7 -7
5 3 7 1 16 0 3 -3 —4 -4 0 0 O 2 2
(1)—(3)

1 0 2 1 4 (2)42(3) 1 0 2 0 3

—(3)/7 o1 -1 -2 =2 (4)i(3) 01 -1 0 0

0 0 O 1 1 00 o0 1 1

0 0 O 2 2 00 0 0O

A vezérelemek az els§, a masodik és a negyedik oszlopban vannak, ezért egy maximaélis fiiggetlen
rendszer {vy,v,,v,}, a feszitett altér dimenzioja pedig 3. A harmadik és az 6t6dik oszlop szerint
U3 = 20) — Uy €8 vy = 3u; + vy

. a) Mely m,n € N-re vannak olyan A € R™*" és B € R"*™ matrixok, melyekre AB = 0, de BA # 07

b) Igaz-e, hogy AB =0 = (BA)?> =07
(3 pont)

a) Ha n = 1, akkor nincs ilyen A = (ay,...,a,,)7 € R™*1 & B = (by,...,by,). Mert ekkor
AB = (a;b;) = 0 azt jelenti, hogy a;b; = 0 minden 1 < 4,5 < m-re, as igy BA = ijaj =0.

j=1
Ha n > 1, akkor van, példaul legyen A az az m X n-es matrix aminek a bal fels6 sarkaban 1 van,

mindenhol mashol 0, és B az az n X m-es métrix, melynek a bal als6 sarkdban 1 van, mindenhol
mashol 0. Ekkor AB = 0, de BA jobb als6 sarkdban 1 van.

b) Igaz, hiszen ha AB = 0, akkor (BA)? = (BA)(BA) = B(AB)A = BOA = 0.



