Differencidlegyenletek és numerikus
modszereik mérnokoknek

Mincsovics Miklos Emil

2020. szeptember 8.






Tartalomjegyzék

2

ialegvenletek — bevezetd
[1.1. Elsérendii differencialegvenlete . . . . . . . . . . . . .. ...
I1.1.1. Néhanv elsérendii megoldhato tipud . . . . . . . . ...

[1.2. Masodrendii diﬁerencié.]eg@lﬁt&kl ................

11.2.1. Mésodrendi lineéris differencidlegvenletel . . . . . . .
11.2.2. Modellezés masodrendii differencidlegvenletekkel . . . .

2

jialegvenletek — elméleti rész
[2.1. A megoldas létezése és egvértelmiiséed . . . . . . .. ... ..

13, Kezdetiérték problémak numerikus megoldasi modszerei
3.1, Numerikus megoldéasi modszerek — bevezetd . . . . . . . . ..

|3] ] Il -] ;1 ] ] ,], |

13.1.2. Az implicitsée kezelésd . . . . . . ..

17
24
24
34
41

47
47
22
95
61

67
67
68
72
86
86
91
96
101

105
109

. 109



iv TARTALOMJEGYZEK

14.1.2. Allando egviitthatés linearis rendszerek fazisképd . . . 119
Nemlinedris autoném rendszerek . . . . . . . . . ... ... 134
M_thwmmdszmﬂkimm ....... 134

4.2.2.  Stacionarius pontok és stabilitasuk . . . .. ... ... 139

@ 167
5.1.  Analizis 167




TARTALOMJEGYZEK v

El6szo6

Ez a konyv két, a Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemen gépészmérndkoknek
tartott targyhoz késziilt jegyzet. A két targy: Differencidlegyenletek gépészmérnokoknek,
melyet a BSc képzés utolsd évében tanulnak egy szakirdnyon, mig a mésik
ennek angol nyelvid kibévitett valtozata, melyet az angolnyelvi MSc képzésen
tanulnak. Az anyag négy év tanitisi tapasztalatan keresztiil alakult és nyerte

el ezt a formajat. A jegyzet ezen targyak anyagénak nagy részét (de nem
egészét) fedi le. Mindez nem jelenti azt, hogy masok nem forgathatjak.
Olyanok szamara ir6dott, akik nem matematikusok, de van igényiik precizitéasra,
illetve mar hallottak differencidlegyenletekrol, egy-két alapvetd tipussal mar
talalkoztak is, de komolyabban még nem foglalkoztak a témaval. Tovabbé
szeretnének megismerkedni a numerikus kozelité modszerekkel.

Orok kérdés, hogy miért kell még egy jegyzet egy olyan témabol, ahol
havonta tébb konyv is megjelenik. Magyar nyelvi szakirodalom is talalhato.
Ezek elég széles skdlan mozognak, kezdve a Bolyai-sorozatban megjelent [SO1]
konyvvel, ami kiting receptgytjteményként miikodik, mig a masik végpont
a matematikus hallgatoknak irodott [T'S09| konyv. A mi jegyzetiink a ketts
kozott helyezkedik el. Ez azt jelenti, hogy nem csak egy receptgytjteményt
tart az Olvasd a kezében, hanem a sok példa mellett elméleti kérdések is
targyalasra keriilnek, tételeket bizonyitunk, nem csak kimondunk. Ugyanakkor
nem megyiink el teljesen elméleti irdnyba és nem toreksziink a tételek legélesebb
formaban val6 kimondasara. Fontosnak tartottuk olyan témak bemutatasat,
mint a metrikus terek, normélt terek, folytonos lineéris leképezések, amiket
csak felhasznalunk a differencidlegyenletek és numerikus modszereik targyalasanal,
mivel a mérnok hallgatok altalaban nem tanulnak errél. Tovabbéa mellékeltiik
az analizis és linedaris algebrai alapismereteket is a Fiiggelékben.

A téma mar klasszikusnak szamit, igy természetesen felhasznaltunk mas
konyvek anyagat is, meritettiink példaul a fentebb emlitett két konyvbdl,
emellett az ELTE-n matematikus hallgatoknak tartott Differencialegyenletek
targy gyakorlatanyagat. Az angol nyelvi konyvek koziil az alabbiak voltak
hatéssal a jegyzetre: |[BDH12|, [BDM17|, [HSDO04], [S94].

Ebben a témakorben, ha alkalmazasokra keriil sor, ma mar elképzelhetetlen,
hogy kimaradjon a numerikus kozelité modszerek targyaldsa. Ezt szem elGtt
tartottuk a jegyzet irdsa folyaman. Mind az egyes tipusok megoldasanal,
mind a megoldasok vizualizdlasanil megadtuk a Matlabot kédot, amivel az
Olvas6 reprodukalhatja az abrakat, illetve megoldhatja az egyes feladatokat,
tovabba egyszertien modosithatja ezeket mas feladatok megoldasdhoz. A
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numerikus kozelitések targyaldsanal eleve cél a szamitogép hasznalata, itt is
mellékeltiink tobb kodot, amik egyszertien modosithatoak tovabbi feladatok
megoldasara, illetve mas modszerek implementalasara. A numerikus modszerek
részre a [AP98| konyv volt hatassal. Megjegyezziik, hogy a numerikus modszerek
elméleti részének targyalasat masképp végezziik, mint a szokésos ut, amelyet
nehézkesnek és tul technikasnak éreztiink.

A fenti konyvek mind kiegészitésként, mind mélyebb tudas elsajatitasa
szempontjabol kiting tovabbi olvasméanyok. Ezen kiviil még a [TBDI§|
konyvet ajanljuk az Olvaso figyelmébe, mely egyrészt az alapoktol halad
egészen a jelenlegi kutatasokig, mindezt valtozatos téméakban és kiting stilusban
teszi.



1. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek
— bevezet)

1.1. Els6rendi differencidlegyenletek

1.1.1. Néhany els6rendid megoldhat6 tipus

Kozonséges differencialegyenletek olyan fiiggvényegyenletek, amelyek a keresett
fiiggvény — melyet y(t)-vel fogunk jelolni — derivaltjat — vagyis az y(t) fliggvényt
— tartalmazzak. A legegyszertibb ilyen tipus, ahol §(¢) egy megadott fiiggvény,
ezek az integralhato tipusuak.

Integralhat6 tipusi. Példaul
y(t) = €.

A megoldas egyszert, hiszen csak integralnunk kell a jobb oldalt, és meg is
kaptuk, hogy y(t) = e’ + C, ahol C € R tetszbleges konstans.
Altalanosan megfogalmazva:

yt) = f(@), (integralhato KDE)

ahol f integralhato. A megoldas

y(t) = / £(t) dt.
1
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ami egy integralast igényel. Minden egyszertinek tiinik, de j6 ha észben
tartjuk, hogy "nem tudunk integralni"! Mit is jelent ez pontosan? Vannak
fiiggvények, melyek primitiv fiiggvénye nem adhato meg zart alakban, ilyenek
példaul a kovetkezd "artatlannak" tiing fiiggvények:
ft) = e lletve f(t) = SIT“ .

1.1.1. Példa. Forditsuk most fizikara a szot. Megadjuk egy auto sebességét
az id6 fiiggvényében v(t) = 100 +sint km/h, vagyis nagyjabol 100 km/h, de
kicsit ingadozik koriilotte. A kérdés, hogy mennyi utat tesz meg a ¢t = 0 h
idéponttol a t = 27 h id6pontig. A feladatot a differencidlegyenletek nyelvére
leforditva:

5(t) = 100 + sin t
s5(0)=0

és a kérdés s(2m) értéke. s(t)-vel jeloltiikk a megtett utat és tudjuk, hogy
5(t) = v(t), innen jon az elsé egyenlet, a masodik pedig az ugynevezett kezdeti
feltétel, ami megmondja, hogy honnan indul a folyamat. Itt a jelentése, hogy
a folyamat kezdetén 0 km-r6l indulunk. A differencidlegyenlet és a kezdeti
feladat egyiitt alkotjak az tgynevezett kezdetiérték problémat.

Jelen esetben az egyenlet megoldasa s(t) = 100t — cost + C, ahol C' € R
tetszGleges konstans. A kezdeti érték kijeloli C' értékét: s(0) = 100-0—cos 0+
C=C-1=0, tehat C = 1. Innen s(27) = 100 - 27 — cos 2w + 1 = 2007
km. Ami — valljuk be — varhaté volt.

Szétvalaszthato tipust. Kicsit érdekesebb, ha az egyenlet a derivalt mellett
a keresett fliggvényt is tartalmazza, példaul

y(t) = y(t). (1.1)

Kis gondolkodas utan rajohetiink, hogy ennek egy megoldasa y(t) = e, majd
arra is, hogy y(t) = Ce’, ahol C' € R tetsz6leges konstans, is megoldasok.
Mas megoldas nincs, de ezt most még nem trivialis latni.

Altalanosan:

y(t) = g(t)h(y(t)), (szétvalaszthato KDE)
ahol g, h folytonosak. A megoldas menete a kdvetkezs:

e Ha h(yg) = 0, akkor y = yo a megoldas.
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e Bgyébként szétvalasztjuk a valtozokat és integralunk:
y(t)
h(y(t))

= g(t) < H(y(1) = G(H) +C.

ahol H' =1/h és G' = g.

Vegyiik észre, hogy a megoldas csak implicit alakban van megadva. Innen
- elvileg - csak H inverzét kell alkalmazzuk és mar ki is fejeztiik a keresett
fiiggvényt. A valdsdgban ez az egyszertinek tiinG 1épés bizony problémékba
titkozhet, lasd a [LI.4lPéldat.

1.1.2. Példa. Térjiink vissza az (I.I)) kiindulési példa egy valtozatara!
y(t) = ky(t) . (1.2)

Ez a legegyszertibb populacidédinamikai modell, az ugynevezett korlatlan
novekedés modellje. Azon a feltevésen alapul, hogy a populacié novekedése —
(1) — egyenesen aranyos a populaci6 nagysagéaval, ahol az ardnyossagi tényezo
k. Ez egy nagyon idealizalt modell, hiszen korlatlan taplalékot, és él6helyet
feltételez, illetve, hogy nincs interakcié mas fajokkal. Ennek ellenére, nem
csak matematikailag érdekes, bizonyos baktériumfajok esetében, ha még kicsi
a populécio, jo kozelitést adhat.
Lathatjuk, hogy y(t) = 0 megoldas, egyébként

T
y(t)
vagyis
log |y(t)| = kt + ¢4,

ahol c1, ahol ¢; € R tetszGleges konstans. Ezt a 1épést az Olvaso legegyszertibben
ugy ellendrizheti le, ha visszafelé 1ép: a kapott egyenletet ¢t szerint derivalva
pont a kiindulasi egyenletet kapja.

Az utobbi egyenldségbdl ki tudjuk fejezni y(t)-t: |y(t)| = eF+er = cpel,
ahol c; = €, tehat tetszbleges pozitiv konstans: ¢, € R*. Elhagyva az
abszolit értéket: y(t) = cze™, ahol c3 € R\ {0}. Ezt dsszevonva a konstans
0 megoldassal kapjuk, hogy

y(t) = Ce™,

ahol C' € R tetszbleges konstans. A modell tehat exponenciélis névekedést
josol.
Matlabbal a kovetkez6képp oldhatjuk meg az egyenletet:
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syms k y(t)
egn = diff(y,t) == kxy;
dsolve (eqgn)

a valasz pedig:

ans =
Clxexp (kxt)

1.1.3. Példa. "Robbanas". Az

y(t) = y2(t)

y(0) =1
kezdetiérték probléma még tobb érdekességet igér a nemlinearis tagnak koszonhetGen.
Az azonosan 0 itt nem lehet megoldas a kezdetiérték miatt (csak az egyenletet
figyelembe véve lehetne). Az egyenletet atrendezve, integralva majd y-t

kifejezve kapjuk, hogy y(t) = —HLC, ahol C' € R tetszbleges konstans. A
kezdetiértéket figyelembe véve kapjuk, hogy

1
1=t

y(t)

Vegyiik észre, hogy a megoldast tudjuk értelmezni a (—oo, 1) intevallumon,
de ennél bévebb halmazon nem! Vagyis, ¢ = 0-bol indulva a folyamat véges
id6ben véget ér, a t = 1-hez kozelitve "felrobban".

Matlabbal a kévetkez6képp oldhatjuk meg az egyenletet:

syms y (t)
eqn = diff(y,t) == y"2;
cond = y(0) == 1;

sol (t)=dsolve (eqn, cond)
fplot(sol, [0 0.99])

valaszként pedig a megoldas mellett ennek grafjat is abrazoltuk:

sol(t) =
-1/t — 1)

1.1.4. Példa. Maés érdekességgel szolgal az egyébként artalmatlannak tiné

y(t) =1-y'(t)
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1.1. abra. y(t) = ﬁ grafja

egyenlet. Lathato, hogy y(t) = 1 és y(t) = —1 megoldasok, egyébként
atrendezve: #?(t) = 1. A bal oldalt parcialis tortekre bontjuk:

gt) (1 1 1 11
gy (4 (1—y<t> : 1+y<t>> 3 1+y2<t>) |

Majd integralva:

1
+§arctant:t+C',

=

4
ahol C' € R tetszbleges konstans. A parcialis tortekre bontas és integralas
id6rablo lépések, de nem okoznak igazi problémat, viszon ott, ahol nem
varnank, problémaba iitkoziink. Ez utobbi alakbol az ismeretlen fiiggvény
kifejezése kivitelezhetetlen, tehat a megoldast csak ebben az implicit alakban
tudjuk megadni.
Leellendrizhetjiik, hogy a Matlab sem képes tobbre, mint mi:

syms y(t)
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eqn = diff(y,t) == 1-y"4;
dsolve (eqgn)

a figyelmeztetés mellett (a megoldast csak implicit alakban tudja megadni)
a kovetkez6 valaszt kapjuk:

ans =
solve(— atan(y) — atanh(y) == 2xC2 — 2xt, vy)
1

-1

1i

—1i

Ertelmezziik ezt a valaszt, illetve vegyiik észre, hogy a Matlab a komplex
konstans megoldasokat is listazta (hiszen nem adtuk meg, hogy valos megoldast
keresiink)!

1.1.5. Példa. Eddigi példainkban a ¢(t) fiiggvény csupan konstans volt.
Lassunk most egy komplikaltabbat!

, y(t)
t) =2 .
u(t) tant
Lathato, hogy y(t) = 0 megoldas, egyébként atrendezve: % = 2%5L ‘majd

<

integralva:
log [y(t)| = 2log|sint| + ¢,

ahol ¢; € R tetszGleges konstans. A jobb oldalt 4t tudjuk alakitani: 2log | sin¢|+
c1 = logey sin? ¢, ahol log ¢y = ¢y, tehat ¢y € R tetszbleges konstans. Innen
ly(t)| = ¢y sin?t majd elhagyva az abszolutértéket és dsszevonva az azonosan
nulla megoldassal:

y(t) = C'sin’t,

ahol C' € R tetsz6leges konstans. Figyeljiink arra, hogy a megoldést nem
tudjuk az egész szamegyenesen értelmezni, hiszen az egyenlet nincs értelmezve
minden t-re. Ez utobbi részlet kidolgozasat az Olvasora bizzuk.

syms y (t)
eqn = diff(y,t) == 2xy/tan(t);
dsolve (eqgn)
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ans =
C3xsin(t) "2

Gyakorld feladatok:

1. Korlatos névekedés modellje.

y(t) = ky(t) (C = y(1)) -

Ez a populéciédinamikai modell mar figyelembe veszi a kornyezet C' €
R* eltartoképességét. Oldjuk meg az egyenletet, majd szamitsuk ki
lim y(t) értékét! Igazoljuk tovabba, hogy ha 0 < y(0) < C, akkor

t——+o0

0 < y(t) < C teljesiil Vt € RT.

2. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket!

@ 90 = s ) 0 = (1 0) (1)

—3
(1+2(t))°

(e) gt)=e® (f) y(t)=—y"(t)

sint
() — _Smt
(g) y() cost +1

(c) y(t) = (d) () =y(t) L+yt)t

(ev® +1)

Els6rendi linearis tipust. Ha az el6z6 paragrafus bevezeté példajat
kicsit megvaltoztatjuk egy sint hozzaadasaval

y(t) = y(t) +sint,

akkor ez az egyenlet mar nem szétvalaszthatd, igy az a megoldasi modszer
nem miikodik. Mutatunk egy megoldasi modszert, amir6l kés6bb megmutatjuk,
hogy altalanosan is miikodik.
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1.1.6. Példa.
y(t) = y(t) +sint.

Rendezziik 4t és szorozzunk be az egyenletet:
y(t) —y(t) =sint /-e*

a ravaszsag itt tortént, ugyanis a bal oldal ligyesen atalakithatova valt:

gte " +y(t) (—e™') = (y(t)e™) = e 'sint

Ezt integralva (a jobb oldalt kétszer parcidlisan):
- 1, .
y(t)e™t = —5¢ (sint + cost) + C

Megjegyezziik, hogy szamithattunk volna hatarozott integralt, ahogy azt
az altalanos esetben tessziik majd, de ennek akkor lenne jelentGsége, ha
kezdetiérték problémat oldandnk meg, vagyis y(to) értéke adott lett volna.
A befejezd 1épés:

1
y(t) = —3 (sint + cost) + Ce".
Az Olvasora bizzuk annak ellenérzését, hogy a Matlab altal szolgaltatott

megoldés (természetesen) ugyanaz, mint amit mi kaptunk.

syms y(t)
eqn = diff(y,t) == y+sin(t);
dsolve (eqgn)

ans =
Clxexp(t) — (27(1/2)*cos(t — pi/4))/2

Altalanosan:
y(t) = a(t)y(t) + b(t), (els6rendi linearis KDE)

ahol a, b: I — R adott folytonos fiiggvények az [ intervallumon.
Kétféle megoldasi modszert mutatunk, melybd6l az elsé a felvezets példdban
alkalmazott modszer altalanos esetben.
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Ne}

I. "Beszorzasos triikkk". Szorozzuk be az egyenletet e~4®)-vel, ahol A( )

IT.

a(t) és atrendezve kapjuk, hogy e=4®g(t)+-e=4® (—a(t)) y( ) = b( ),
ahol a bal oldal( —AQ) y( )" . Integralva to-tol t-ig kapjuk, hogy e =40y (t)—

e Alo)y f e~ A)b(s) ds, vagyis

t
y(t) = eA(t)_A(tO)y(to) + / eA(t)_A(s)b(s) ds, (KVF)

to

a konstans varidcios formula. Lathatjuk, hogy a megoldés menete két
integralast igényel. Habar a KVF megoldoképletet szolgaltat erre a
tipusra, nem javasoljuk, hogy az Olvaso rogton ezt hasznilja. Rengeteg
lehetség van eltévedni, pl. ha az egyenlet y(¢)+a(t)y(t) = b(t) alakban
van megadva, de ezt nem vessziik észre. A javaslatunk tehdt az, hogy
az Olvaso jarja végig a megoldas utjat és ha ez mar természetessé valik
szamara, akkor észrevétleniil mar a KVF-at is megjegyezte.

Erdemes lehet kiilon kitérni arra az esetre, amikor a(t) = a konstans.
Ebben az esetben a KVF az

t

y(t) = ey (ty) + /e“(t_s)b(s) ds (1.3)

to
alakra egyszertisodik.

A masodik megoldasi modszer a "Homogén + partikularis". Jeloljiik
yp-val a homogén egyenlet megoldasat, vagyis melyre y5(t) = a(t)yn(t).
Ekkor yx(t) = CeA® adja az 6sszes megoldast (az egyenlet szétvalaszthato
volta miatt).

Ha ismernénk egy yp partikularis megoldasat az (eredeti) egyenletnek,
akkor az (eredeti) egyenlet sszes megoldasa y = yy + yp alaku.

Egyrészt ezek megoldast szolgaltatnak, hiszen ¢(t) = yg(t) + yp(t) =
a(t)yu(t)+a(t)yp(t) +b(t) = a(t)(yu(t) +yp(t) +b(t) = a(t)y(t)+b(t).
Masrészt megkapjuk az 6sszes megoldast, hiszen ha x(t) egy megoldas,

akkor (z(t) —yp(t)) = &(t) —yp(t) = a(t)x(t)+b(t) —a(t)yp(t) —b(t) =
a(t)(z(t)—yp(t)), vagyis x(t)—yp(t) a homogén egyenlet egy megoldasa.
Tehat z(t) — yp(t) = yu(t), mely atrendezve x(t) = yy(t) + yp(t).
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A kérdés az, hogy miképp tudunk elgallitani egy yp(f)-t. Itt is két
stratégiat mutatunk.

ILa yp(t) = CO(t)e*® alakban kereshets, és a C fiiggvényre mindig
egy integralassal megoldhato differencidlegyenletet kapunk. Ez az
alland6 varidlasanak modszere.

II.b Ha az egyenlet allando egyiitthatos, vagyis ha a(t) = a, és b(t)

olyan tipusi, hogy a derivaltja is ilyen tipusi, akkor yp(t)-t kereshetjiik

b(t)-hez "hasonlo" alakban.
1.1.7. Példa. Szemléltessiik a masodik modszert is az el6z6 példan:
y(t) = y(t) +sint.
o yp(t) elgallitasa: Az

yu(t) = yu(t).

egyenletet kell megoldanunk, aminek tudjuk (lasd [LT.21Példa), hogy
yr(t) = Ce' a megoldasa.

a, yp(t) el6allitasa: A megoldast yp(t) = C(t)e' alakban keressiik, melyet
visszahelyettesitiink az egyenletbe:

C(t)et + C(t)e! = C(t)e! + sint

ahonnan C/(t) = e'sint, amit integralva (kétszer parcialisan) kapjuk,
hogy C(t) = —1 (sint + cost) e~'. A partikularis megoldas, tehat yp(t) =

—1 (sint + cost).

o A befejez6 1épés.

y(t) = yu(t) + yp(t) = Ce' — % (sint + cost) .

Ez az 1t is két integralast igényel, egyet a homogén megoldas elGallitasakor,
egyet pedig C'(t) meghatéarozasakor. Tehét ugyanannyit, mint a beszorzéasos

triikkk esetében. Ezt szeretnénk lecsokkenteni egy integralasra. Miért
is? Emlékezziink vissza, hogy az integralas a kellemetlen 1épés, amit -
ha csak lehet - szeretnénk elkeriilni.
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b, Egyenletiink alland6é egyiitthatés és az inhomogenitast okoz6 tag is
,szép” igy lehetGségiink van a partikularis megoldast probafiiggvény
modszerrel keresni. Tehat keressiik a partikularis megoldast

yp(t) = Asint + Bcost

alakban! Miért ilyen alakban? Latni fogjuk, hogy Asint nem lenne
elegend6. Olyan alakot kell hasznaljunk, aminek derivaltja is ilyen
alaku, illetve hasonlit a sint fliggvényre.

Visszahelyettesitve az egyenletbe kapjuk, hogy A cost—Bsint = Asint+
Bcost +sint. Vagyis:

(-1—A—DB)sint+ (A— B)cost =0.
Ez csak ugy lehetséges, ha

—-1-A-B=0
A-—B=0

(Miért is csak igy? Ez annak a kovetkezménye, hogy a sint, cost
fiiggetlen rendszert alkot, lasd a linearis algebra részt!) A linearis
egyenletrendszer megoldasa A = B = —%, ahonnan kapjuk a mar jol
ismert partikularis megoldast. A befejez6 1épés természetesen ugyanaz,
mint az el6z6 esetben. Mi a konklazi6? A kellemetlen integralast
lecseréltiik egy linedris egyenletrendszer megoldasara, ami kétségkiviil

nyeremeény.

1.1.8. Példa.

Integralva
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ahol C' € R tetsz6leges konstans, vagyis a megoldas
y(t) = te' + Ce'.

Utolso lépésként felhasznaljuk a kezdeti feltételt: y(1) =0 = 1-e+Ce =
C, vagyis C' = —1, igy

y(t) =te' — .
syms y(t)
eqn = diff(y,t) == ytexp(t);
cond = y (1) == 0;

sol (t)=dsolve (eqn, cond)
fplot (sol, [—2 2])

sol(t) =
txexp(t) — exp(t)

1.2. dbra. y(t) = te' — €' grafja

IT. A homogén + partikularis modszerrel: Egyrészt a homogén megoldas
yr(t) = Ce'.
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Fontos: a kezdeti feltételt nem most hasznéljuk fel a C' konstans meghatarozasara,
hiszen ez még nem az y(t) megoldas, csak yy(t).

IL.a, A partikularis megoldast keressiik az allando varidlasanak modszerével,
vagyis yp(t) = C(t)e'. Ezt visszahelyettesitve, egyszerisités utan kapjuk,
hogy C(t) = 1, vagyis egy jo C(t) fiiggvény peldaul C(t) =t (elég egy
jo, hiszen egy yp(t) fiiggvényt szeretnénk kapni). Ahonnan yp(t) = tef,
majd a megoldas yg(t) és yp(t) Osszege. A konstans értékét ezutan a
kezdeti feltétel felhasznalasaval hatarozzuk meg.

I.b, Az egyenlet alland6 egyiitthatos és az inhomogenitast okoz6 tag is
,5zép” igy a partikularis megoldast kereshetjiik a probafiiggvény modszerrel
is. De legyiink ovatosak, ugyanis a kézenfekvs yp(t) = Ae' valasztés
nem vezet eredményre (az Olvaso helyettesitse vissza, hogy lassa, miért
is nem), ez az tgynevezett rezonancia jelensége. A homogén megoldas
és a gerjesztés ugyanolyan alakid, igy ebben az esetben valtoztatnunk
kell: yp(t) = Ate'. Ez a recept altalanosan is miikodik: ha rezonancia
van, szorozzunk t-vel.

A befejezd 1épéseket az Olvasora bizzuk.

1.1.9. Példa.
y(t) = 3t%y(t) +1°

I. A beszorzasos triikkel:
gt) =3t%y(t) + 2 /e

g +y(t)e™ (=3¢t%) = et
vagyis

(y(t)e_t?’)' = 2"

integralva

1 1
y(t)e ™ = /t%‘ts dt = — /e‘ts (-3t%) dt = —ze " 4 C

ahol C' € R tetsz6leges konstans, vagyis a megoldas

1 3
y(t) = —3 + Ce” .
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II. A homogén + partikularis modszerrel: A homogén rész szétvalaszthato,
melynek megoldasa yz(t) = Ce’’.

IL.a, A partikularis megoldast keressiik az allando varidlasanak modszerével,
vagyis yp(t) = C(t)e!’. Eut visszahelyettesitve, egyszeriisités utan
kapjuk, hogy C(t) = e t2. Vegyiik észre, hogy pontosan ezt az
integralast kellett kordbban is elvégezniink. C(t) = —%e‘ﬁ (ahol az
integralasi konstanst onkényesen 0-nak valasztottuk). Innen yp(t) =
—%. A megoldast pedig a homogén és partikularis megoldés 6sszegeként
kapjuk.

IL.b, Az egyenlet nem é&llando egyiitthatos igy a partikuléris megoldéast nem
kereshetjiik a probafiiggvény modszerrel.

Viszont az Olvas6 talan mar gyanit fogott: az egyenlet tekinthetd
szétvalaszthatonak is, ehhez csak a jobb oldalt kell kicsit atalakitanunk!

y(t) = 3t%y(t) +t* = > (3y(t) + 1) .

A feladat szétvéalaszthatoként valoé megoldasat az Olvasora bizzuk.

Gyakorlé feladatok:

1. Oldjuk meg az alabbi feladatokat mind a beszorzasos triikkel, mind a
homogén+partikularis moédszerrel, ahol a partikularis megoldast keressiik
a probafiiggvény modszerrel! A (d) feladat esetében mutassunk egy
masik megoldasi modszert is (segitség: alkalmazzuk az x(t) = y(t) —
sint helyettesitést)!

(al) g(t) —2y(t) =3¢"  (a2) y(t) — 2y(t) = 3e*

(b1) g(t) —3y(t) = e*sint  (b2) (t) — 3y(t) = €* +sint

(cl) g(t) =3y(t) ="+t (c2) y(t) - 3y(t) =™t

(d) y(t) = —2019 (y(t) — sint) + cost
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2. Oldjuk meg az aldbbi nem konstans egyiitthatos egyenleteket! Hasznaljuk
mind a beszorzéasos triikkot, mind a homogén + partikularis modszert,
ahol a partikularis megoldast keressiik az allando varialasanak modszerével
(mivel a probafiiggvény modszert nem alkalmazhatjuk). A (c) feladat
esetében vegyiik észre, hogy besorolhaté egy masik tipusba is, majd
oldjuk meg azon modszerrel is.

(a) ty(t) =t+2y(t) (b) yt) = @ + 12+ 3t -2

(¢) y(t) — (sint)y(t) =sint

3. Mutassuk meg az alabbi kapcsolatot a két megoldasi modszer kozott:
yu(t) = CeA® ahol C' € R tetsz6leges konstans, és A(t) = a(t). Tehat
1

a beszorzasos triikk jo beszorzdja pont Ok

4. Indokoljuk meg, hogy miért nem alkalmazhato a probafiiggvény modszer
a partikuléaris megoldas elGallitasara, ha az egyenlet nem allando egyiitthatos,
illetve ha a gerjesztés nem "szép", ahol definialjuk, hogy mit is jelent,
hogy szép!

5. Tekintsiik az (L3) formulat a ¢y = 0 specidlis esetben. Mutassuk meg,
hogy ekkor az integraltag szimmetrikus a kovetkezd értelemben:

t t

/e“(t_s)b(s) ds = /e“sb(t —s)ds.
0 0
Bernoulli tipusii.
y(t) = a(t)y(t) + b(t)y*(t) (BERNOULLI-TIPUSU KDE)

ahol a,b : I — R adott folytonos fiiggvények az I intervallumon és o € R\ {1}
adott.

A megoldas receptje a kovetkezs: elGszor leellendrizziik, hogy az y(t) =0
megoldéas-e. Ezutan, az z(t) = y'~%(¢) helyettesitéssel elsérendd lineéris
KDE-et kapunk, amivel mar tudunk banni.
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1.1.10. Példa.
y(t) +2y(t) =y (t)e’

Els6 lépésként vegyiik észre, hogy y(t) = 0 megoldas. Ezutan alkalmazzuk
az x(t) = y'7%(t) helyettesitést, ahol o = 2, vagyis

—

w(t) =y (t) = ok () = —y*(B)y(t) = — K

~—

Az egyenletet leosztva y?(t)-vel (az y(t) = 0 megoldast mar megtalaltuk)
kapjuk, hogy

vagyis
—i(t) + 2z(t) = €',

ami mar linearis KDE. Szorozzunk —1-el és alkalmazzuk a beszorzasos triikkot!
i(t) — 22(t) = —e' /-
i(t)e ™ +a(t)e * (=2) = (z(t)e ™) = —e'e ¥ = -,
integralva, majd beszorozva e?-vel
z(t) = e + Ce”,

ahol C' € R tetsz6leges konstans, vagyis a megoldasok: egyrészt y(t) = 0,

tovabba
1 1

Coa(t) el +Cet’

A Matlab kicsit mas forméban, de ugyanezt az eredményt adja:

syms y (t)
eqgqn = diff(y,t) + 2xy == y*2+exp(t);
dsolve (eqgn)

ans =
0
exp (—2xt)/ (CL + exp(—t))
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Gyakorld feladatok:
1.

ty(t) — 26/y(t) = 4y (t)

1.1.2. Modellezés els6rendii differenciidlegyenletekkel

1.1.11. Példa. Az iires vodor problémaja.

A kovetkezo feltevésekkel éliink: a vodor henger alakt, melynek alapkore
A teriiletd. A rajta taldlhato lyuk teriilete pedig a. h(t)-vel jeloljik a
vodorben levs folyadék magassagat és v(t)-vel jeloljitk a kiaramlo folyadék
sebességét. Ekkor a kovetkezd egyenleteket irhatjuk fel:

h(t)A = v(t)a (Térfogatmegmaradas)

ahol feltettiik, hogy a folyadék Osszenyomhatatlan. Tovabba

1
mgh(t) = §m212 (t) (Energiamegmaradas)

Kombinalva a kett6t kapjuk, hogy
h(t) = —2¢v/h(t),

ahol a konstans 2c = $+/2g. h(t) csokkenését a negativ elGjellel vettiik
figyelembe. A megoldas
5 b
(—ct+b)* ,hat<-
0 ,hat>-
c
A probléménak van egy figyelemremélto tulajdonsaga: idében visszafelé haladva
nem egyértelmi a megoldas! Mit is jelent ez? Ha a vodor iires, nem tudjuk
megmondani, hogy mi is tortént a mualtban. Mikor iiriilt ki, vagy lehet, hogy
egyaltalan nem volt benne soha folyadék?!
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1.1.12. Példa. Ciolkovszkij rakéta-egyenlete.
F(t) = I(t) (Newton 2. torvénye)
Speciélis esetek:
e Ha m(t) = m, akkor I(t) = mo(t) = ma(t) .
e Ha zart a rendszer, akkor F'(t) = 0, vagyis

It)y=c¢ (Impulzusmegmaradés)

Az egyenlet elkészitésében a terv: ¢t — t + At kis id6tartam alatt torténd
valtozasok vizsgélata, majd At — 0 hatarértéket képziink.
Alkalmazzuk a kovetkezd jeloléseket.

e A t id6pontban: a rakéta tomege: m(t), mig a rakéta sebessége: v(t).

e A ¢+ At id6pontban: a rakéta tomege: m(t + At), a rakéta sebessége
pedig: v(t + At). A felhasznalt lizemanyag tomege: Am, és relativ
sebessége (visszafelé a rakétahoz viszonyitva): c.

Ekkor a kovetkezG Osszefiiggéseket irhatjuk fel:
m(t) = m(t + At) + Am (Tomegmegmaradéas)

m(t)v(t) = m(t+At)v(t+At)+Am (v(t + At) — ¢) (Impulzusmegmaradas)

Vagyis
. t)v(t + At) —o(t) _ _Cm(t + At) —m(t)
( At At

m(t)i(t) = —crin(t)

Ha a rakéta maximalisan elérhetd sebessége a kérdés (ez ugyanis egy jo
mérdszam arra vonatkozolag, hogy milyen jo a rakétank), akkor vegyiik
észre, hogy ezt a sebességet akkor éri el a rakéta, ha minden lizemanyagot
felhasznalt mar. Jeloljiik azt az id6pontot, mikor kiiiriilt az tizemanyagtartaly

T'-vel. Integraljunk:
T T
n(t
/D(t) dt = —c/ Et
0 0

3

!

3
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v(T) = v(0) + clog 77773((3)) = v(0) + clog <1 + %) :

ahol v(0) a rakéta kezdeti sebessége, mig c a rakéta hajtomivének paramétere.
Ha minél nagyobb sebességet akarunk elérni, akkor ez egyrészt c értékétsl
fiigg, minél nagyobb, annél jobb, masrészt a W hanyadostol. Ez
minél nagyobb, annal jobb. Ez magyarézza a rakétak elsére furcsanak tting
tulajdonsagat, hogy a hasznos rész, ahol az trhajosok és a rakomany van,

elég kicsi 0szzehasonlitva az iizemanyagtartallyal.

1.1.13. Példa. Oldat.

Egy tartaly 100 1 vizbdl és 10 kg sobol allo oldatot tartalmaz. Viz folyik
a tartalyba 5 1/perc sebességgel (feltételezziik, hogy ez rogton elkeveredik az
oldattal), mig az oldat ugyanilyen sebességgel hagyja el a tartalyt az alul
1év6 nyilason. Mennyi sot fog tartalmazni a tartdly 1 6ra mulva?

Jelolések: M (t) jeloli a tartalyban levs s6 mennyiségét. A terv a szokasos:
M(t) — M(t + At) kozti atmenet vizsgalata, majd hatarérték. Valasszuk
szét a folyamatot két lépésre: "be'" és "ki" lépésekre. Ez azt jelenti, hogy mig
a valosagban a viz befolyasa és a keverék kifolyasa parhuzamosan torténik,
addig mi ezt két lépésben modellezziik, hogy egyszertisitsiik az egyenlet
felirasat. Reményeink szerint ez a szétvalasztas nem jelent kiilonbséget, ha
At — 0.

Kezdjiik a "ki" lépéssel, amikor csak keverék folyik ki és nincs vizbefolyas:

~ M(t
M= M(t) — %5At ("ki")
majd jon a "be" 1épés, amikor csak viz folyik be és nincs keverék kifolyés:
M(t+ At) =M ("be")
Vagyis
M(t+ At) = M(t) — %5&,

ahol M a kdztes értéket jelsli. Igy alabecsiiljiik M valos értékét (Miért?).
M(t+At) - M(t)  M(t)

At 20

Vegyiink hatarértéket: At — 0, ekkor megkapjuk a differencidlegyenletet,
ami a folyamatot modellezi

M(t)

M(t) = TR (1.4)
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A megoldas M (t) = ce~ 2!, majd felhasznalva az M(0) = 10 kezdeti feltételt
kapjuk, hogy M(60) = 10e~® kg. Figyeljiink a megfelels mértékegységek
hasznalatara!

syms y (t)

egqn = diff(y,t) == —y/20;
cond = y(0) == 10;

sol (t)=dsolve (eqn, cond)
sol (60)

fplot(sol, [0 60])

sol(t) =

10xexp (—t/20)

ans =

10xexp (—3)

1

A végeredmény majdnem 3:

10xexp (—3)

ans =
0.4979

A kérdés mar csak az, hogy bizhatuk-e egy olyan modellben, amit (alé)becslésekkel
kaptunk? Az egyenlségjelek a konstrukcio folyaman nem is voltak igazi
egyenldségjelek. De azt, hogy vajon maga a differencialegyenlet jo-e, médunkban
all eldonteni. Most végig feliilbecsléseket alkalmazunk: kezdjiik azzal, hogy
megforditjuk a lépéseket és elgszor befolyik a viz (ezzel csokkentjiik a koncentraciot,
tehat a kifoly6 keverék kevesebb sot fog tartalmazni), masrészt tudva, hogy
a sO mennyisége csokken, igy M (t) > M (t + At) tovabb tudunk noévelni, ha
a kifolyasnal ezt a kisebb értéket hasznaljuk:

M(t + At) = M(t) ("be")
M(t+ At) =M — %5& ("ki")

Osszevonva és atalakitva kapjuk, hogy

M(t+At) —M(t) M)
At T 20+ 2At
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10 T T T T T

1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60

1.3. dbra. M(t) = 10" =" grafja

majd hatarértéket véve ugyanazt a differencidlegyenletet kapjuk, mint az
alabecslés esetében ([L4)). Ez azt jelenti, hogy az eljarasuk korrekt volt, a
kapott differencidlegyenlet - a feltett feltételek mellett - jol irja le a folyamatot.

Az mar egy kovetkezG kérdés, hogy a feltételek mennyire tekinthetGek
életszertinek. A keveredés biztos, hogy nem torténik meg azonnal, tehéat a
tartalyban nem feltételezhetiink térben azonos koncentraciot. A befolyasi
pontnal alacsonyabb, mig a kifolyasi pontnal magasabb a koncentracio, mint
az atlag. A kérdés az, hogy ez az eltérés elhanyagolhato-e? Ez fligghet a
tartaly nagysagatol, alakjatol, a befolyasi és kifolyasi pont helyzetétsl és
magatol a folyadéktol is. Ha figyelembe akarjuk venni, hogy a kifolyasi
koncentracié "késésben van'" az atlagos koncentraciohoz képest, akkor ezt
megprobalhatjuk késleltetett differencidlegyenlettel modellezni:

M(t—T)

w(t) = -,

ahol 7 a késés.

1.1.14. Példa. Lekvér.
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Kiraktunk hiilni egy adag éppen elkésziilt - és igy 100 °C hémérsékleti -
lekvért a levegére. A levegd hémeérsékletét allando 20 °C tekintjiik. 10 érakor
a lekvar 30 °C-os, mig 11 6rakor méar csak 25 °C-os. Mikor raktuk ki hilni
a lekvart? (Tudjuk, hogy a lehiilés sebessége egyenesen aranyos a lekvar a
levegd homeérsékletkiilonbségével.)

Jeloljiik T'(t)-vel a lekvar hémérsékletét a t id6pontban. Ekkor, 7(10) =
30, T'(11) = 25. A kérdés pedig az a t id6pont, amire T'(t) = 100. A Lehiilést
az alabbi differencidlegyenlet irja le:

T(t) = k(T(t) —20), (Lehiilési torvény)

mely szétvilaszthato tipusi. A megoldas: T'(t) = 20 + cek’. A konstansokat
a két mérési adat felhasznaladsaval tudjuk kiszamolni, de ha iigyesen jarunk
el, akkor c értékét nem is sziikséges meghatdrozni. Kapjuk, hogy ef = %,
majd ezt felhasznalva: ¢ = 7. Vagyis a valasz az, hogy 7 orakor raktuk ki
hidlni a lekvart.

1.1.15. Példa. Motorcsonak.

A motorcsonak sebessége b m/s. 40 masodperccel azutan, hogy kikapcsoltuk
a motort a sebesség 2 m/s-ra csokkent. Mi volt a motorcsonak sebessége
2 masodperccel azutéan, hogy kikapcsoltuk a motort? Feltessziik, hogy a
siurlodasi erd egyenesen aranyos a sebességgel.

Jeloljiik v(t)-vel a motorcsonak sebességét a t id6pontban. Tudjuk, hogy
v(0) =5, v(40) = 2. A kérdés: v(2) értéke. A surlodasi erére a kovetkezo
érvényes: F(t) = mo(t) ~ v(t), vagyis

mo(t) = ko(t)
mely szétvalaszthato tipusi. A megoldas: v(t) = cem'. Felhaszndlva az
1

92\ 20
adatokat kapjuk, hogy v(2) =5 (g) ~ 4.7761 m/s.

1.1.16. Példa. Radium.
A radium bomlasi sebessége egyenesen aranyos a mennyiségével. A radium
felezési ideje 1590 év. Hany szazaléka marad meg a radiumnak 100 év mulva?

Ha M (t)-vel jeloljiik a radium mennyiségét a t id6pontban, akkor a felezési

M(1
id6re vonatkozo6 informacio: $M(0) = M(1590). A kérdés pedig: (100)

—9
M)
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A torveny: M(t) ~ M(t), vagyis
M(t) = kM(t)

kt

mely szétvalaszthato tipusa. A megoldas: M(t) = ce™. Felhasznalva az

100 100
M(lOO) 1\ 5% 1 159
kat kapjuk, h =1 = . Tehé — -1 .
adatokat kapjuk, hogy 2(0) (2) ehat <2> 00%

1.1.17. Példa. A gonosz mano.

A kis hangya egy 10 cm hosszi gumiszalag jobb végpontjabol 1 cm/s
sebességgel indul el a szalag rogzitett bal végpontja felé. A gonosz mand
ezzel egyidejileg a szalag jobb végpontjat 100 cm /s sebességgel hizza hatra.
Eljut-e valamikor a hangya a szalag mésik végére, és ha igen, mikor?

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: x(t) jelolje a hangya tavolsagat a bal
végponttol a t id6pontban, ekkor x(0) = 10 (cm), és a kérdés az, hogy mely
t értékre igaz, hogy x(t) = 0 (cm). Hasonléan jarunk el, mint az oldatos

[LI.13 Példa esetében.
T(t+ At x(t)

— " Al
(t+ A 1) ("mand")
ahol [(t) = 10 + 100t jel6li a gumiszalag hosszat a t idGpontban.
x(t + At) = Z(t + At) — At ("hangya")

Vagyis Osszevonva, képezve a kiilonbségi hanyadost, majd hatarértéket véve

kapjuk, hogy
10
Loy 1
#H) =170~ 1

amely egy elsérendii linearis differencialegyenlet. Mivel nem allando egyiitthatos,
a beszorzos triikkot valasztjuk megoldasi modszernek:

@ I 1
WiT10i) T T 1x10t

x(t) = (14 10t) <—% log(1 4+ 10t) + c) :

ahonnan

a konstans értékét pedig a kezdeti feltételbsl tudjuk meghatarozni: ¢ = 10.
Ez azt jelenti, hogy a

1
0= (1+ 10¢) (_E log(1 4 10¢) + 10)
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100 _
_ 10
(s). Tehat, (elvileg) a hangya "hazaér", még ha az ehhez sziikséges id6 tobb
is, mint az univerzum keletkezése ota eltelt idd!

1.1.18. Példa. Vizcsepp.

A gomb alaki vizesepp a felszinével ardanyos sebességgel parolog el (tehat a
csepp atmérGjének csokkenése egyenesen aranyos a csepp felszinével). Hatarozzuk
meg a vizcsepp sugarat az idé fiiggvényében!

egyenlet megoldasat keressiik. Ez egyszertien meghatarozhato: ¢ =

Jeloljiik a vizcsepp sugarat a t id6pontban r(t)-vel, az atmérdjét d(t)-
vel, a felszinét pedig A(t)-vel. Ekkor a parolgasi szabaly azt mondja, hogy
r(t) ~ d(t) ~ A(t) ~ r?(t), vagyis

() = kr*(t), (1.5)
1 — Rkt

Az egyenlet nagyon hasonlit a[[LT.3 Példahoz, mely a (L5) egyenlet k = 1
specialis esete. A megoldas mégsem robban fel, s6t csokken. Ennek az oka,
hogy k < 0.

Mely szétvalaszthatod tipust, a megoldas r(t)

1.2. Masodrendii differencialegyenletek

1.2.1. Masodrendii linearis differencialegyenletek

1.2.1. Példa. Tekintsiink egy, az egyik végével a plafonra rogzitett rugot,
melynek masik végére egy m tomeg testet rogzitiink. A nyugalmi helyzetéhez
képest egy egységnyit meghuzzuk és elengedjiik. Milyen fiiggvény irja le a
tomeg kitérését?
Newton 2. térvénye

F(t) = I(t)
méar kordbban is elGkeriilt a rakétas feladatnal. Itt a tomeg allando, igy az
F(t) = ma(t) alakot hasznalhatjuk, ahol z(t) a kitérést adja meg az id6
fiiggvényében, a nyugalmi poziciot 0-nak véve. Masrészrol ha feltessziik,
hogy a rugé visszatéritési ereje egyenesen aranyos a kitéréssel, akkor F(t) =
—kx(t), ahol a k > 0 a rugodra jellemz6 allando, a — pedig azért sziikséges,
mert a kitéréssel ellentétes iranyba hat az er6. Feltételezve, hogy nincs mas
erG, ennek a kettének egyenlének kell lennie:

mi(t) = —kx(t). (1.6)
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Ez egy kozonséges masodrendi lineéris differencidlegyenlet. Kis gondolkodas
utan az Olvaso6 rajohet, hogy mind z;(t) = cos \/%t, mind z5(t) = sin \/gt
kielégiti az (L6]) egyenletet. Még egy kis gondolkodas utan rajohetiink, hogy
ezen két fiiggvény tetszéleges linearis kombinécidja is megoldas:

| k [ k
x(t) = cicosq/ —t+ cosiny/—t, 1, 0 €R.
m m

Az egy jo kérdés, hogy vajon megtalaltuk-e az Osszes megoldast. A valasz
igen, de ezt csak kés6bb fogjuk igazolni, most beérjiik azzal, hogy a Matlab
is hasonl6 eredményre jut:

syms x(t) m k
eqn = mxdiff(x,t,2)+kxx == 0;
dsolve (eqgn)

ans =
Clxexp ((tx (—k*m)”~(1/2))/m) + C2xexp(— (t*(—k*m)"(1/2))/m)

A Matlab megoldasa kicsit zavarbaejt6 lehet. Igazoljuk, hogy a mi altalunk
kapott megoldas és a Matlab altal szolgaltatott megoldas megegyeznek! Mindenesetre,
ha m =k =1 értékeket adunk meg, akkor

syms x(t)
eqn = diff(x,t,2)+x == 0;
dsolve (eqgn)

ans =
C3xcos(t) + Cdxsin(t)

a Matlab is az altalunk preferalt alakot szolgaltatja.
A feladatunk kezdetiérték probléma, hiszen megadtuk, hogy z(0) = —1
és - bar nem hangsulyoztuk - £(0) = 0. Ezen feltételek mellett a megoldas:

x(t) = — cos \/gt, melyet a Matlab is megtalal:

syms x(t) m k
eqgqn = mxdiff (x,t,2)+tkxx == 0;
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Dx = diff(x,t);

cond = [x(0)==—1, Dx(0)==017;
sol=dsolve (egn, cond)
simplify(sol)

sol =

— exp ((tx(=kxm) "~ (1/2))/m) /2 — exp(—(t*(=k*m)"(1/2))/m)/2
ans =

—cos ((k”(1/2)%t) /m~(1/2))

Megjegyezziik, hogy a rugd visszadllitod erejére tett feltevés a legtobb esetben
egyszer(isités. A valosidgban ez inkabb F(t) = —ksign(x(t)) |z(t)|*, ahol
0<a<l

Tekintsiik a kozonséges masodrend( linearis differencidlegyenleteket:

i(t) +p()y(t) +q(t)y(t) = f(t), (1.7)

ahol p, ¢, f: I — R adott folytonos fiiggvények. A célunk az, hogy eljarast

adjuk a megoldés elGallitasara.

Homogénnek nevezziik az egyenletet, ha f = 0, egyébként inhomogénnek.
Hasonl6an az elsérend linedris tipushoz, a megoldas itt is elall "homogén

+ partikularis" alakban: (L.7) minden megoldasa

y(t) = yp(t) +yn(t)

alaki, ahol y, egy megoldasa (L17)-nek, ezt partikuldris megolddsnak nevezziik,
mig y, az Ggynevezett (altalanos) homogén megoldds, vagyis az altalanos
megoldasa annak az

§(t) +p(0)y(t) + q(t)y(t) = 0 (1.8)

egyenletnek, amit az eredetibdl gy képeziink, hogy f-et 0-ava valtoztatjuk.

Ennek igazolasat az Olvasora bizzuk, csak annyit jegyziink meg, hogy
teljesen ugyanigy megy, mint az elsérendd linearis esetben. Ez az allitas
receptet ad a megoldés elGallitasara:

1. Keressiik meg a megfelel6 homogén egyenlet 6sszes megoldasat.
2. Keressiink egy partikularis megoldast.

3. Adjuk 0ssze Gket.
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Vizsgaljuk meg részletesebben a recept pontjait!

1. Az altalanos homogén megoldés alakja a kdvetkezo:

Yn(t) = c1yi(t) + caya(t)

ahol y; és yo két fiiggetlen megoldasa a megfelel6 homogén egyenletnek,
Cy, Co € R.

Ezen allitassal kapcsolatban tesziink néhany észrevételt.

e Fiiggvények fliggetlensége hasonloan értelmezhetd, mint vektorok fiiggetlensége,
lasd a vektorterek fejezetet!

e Ha y; és yo megoldasok, akkor a linearis kombinacidjuk is megoldas.
Ez az egyszeri rész, az Olvasonak nem okozhat gondot ennek belatéasa.

e A megoldas alakja azt jelenti, hogy venniink kell az Osszes linearis
dimenzids altér az [ intervallumon értelmezett folytonosan differencialhaté
fiiggvények terében. A bizonyitas nehezebb része annak belatasa, hogy
2 dimenzi6 elegend6. Erre akkor tudunk majd egyszeri indoklast adni,
amikor egyvaltozos magasabbrendi egyenletek és els6rendi tobbvaltozos
rendszerek kozott tudunk kapcesolatot teremteni (Cauchy—féle atiras).

e Az altalanos homogén megoldas alakjat tehat ismerjiik, mar csak annyi
hianyzik, hogy elGallitsunk két fiiggetlen megoldast. A rossz hir most
kovetkezik: altalanos esetben erre nincs recept! Ez nem érheti nagyon
varatlanul az embert, mar az els6rendtieknél is lépten-nyomon belebotlottunk
ebbe a probléméba. Masodrendiieknél mar a linearis homogén eset is
"megoldhatatlan", legalabbis az &ltalanos esetben. A jo hir az, hogy
vannak esetek, amikor tudjuk, hogyan kell elGallitani a két fiiggetlen
megoldast. A tovabbiakban ezeket az eseteket vizsgaljuk.

Els6nek a "szerencsés tipp" modszerét ismertetjiik.

1.a Haismernénk egy y;-et, akkor y,-6t az yo(t) = y1(t)z(t) alakban érdemes
keresni, ugyanis ezt visszahelyettesitve egy elsérendi kozonséges differencidlegyenletet
kapunk Z(t)-re.

Az elnevezés onnan szarmazik, hogy yi-et valamilyen célzott tippel
probaljuk meghatéarozni, pl. polinom, exponencidlis, vagy trigonometrikus
fiiggvény alakban keresve. Az allitas igazolasat az Olvasora bizzuk,
hiszen csak egy visszahelyettesitést és némi atalakitast igényel.
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1.2.2. Példa.
(£ + 1) §i(t) — 2ty(t) + 2y(t) =0

Hasznaljuk a szerencsés tipp modszert! Kis gondolkodas utan rajohetiink,
hogy y1(t) =t egy megoldas.

A megadott recept szerint keressiik a masik megoldast ys(t) = t2(t)
alakban! Ekkor y,(t) = 2z(t)+t2(t), illetve jo(t) = 22(¢t)+tZ(t). Visszahelyettesitve
és egyszertsitve kapjuk, hogy

t(t*+1) 2(t) +22(¢) = 0.

Bevezetve a v(t) = £(t) jelolést egy szétvalaszthato tipust egyenletet kapunk.
Csak a f6bb lépéseket adjuk meg a tovabbiakban, a részletek kidolgozasat az
Olvasora bizzuk.

0 = rregs v = (= + g ) 00,

t(2 4+ 1) t 241
2

241
t-t6l fliggetlen) megoldast keresiink, igy megvalaszthatjuk C' értékét, példaul
legyen C' = 1 (barmely 0-t6l kiilonb6z6 érték megfelels, az Olvasd gondolja
meg, hogy miért!), vagyis

1
ahonnan v(t) = C , vagyis z(t) = C (t — ;) Egy tovabbi (az y(t) =

yo(t) =12 — 1.
Az altalanos megoldés pedig
yit)=at+c (*—1),
ahol ¢y, co € R tetsz6leges konstansok.

Ennek a feladatnak a megoldésara a Matlab is képes:

syms y(t)
egqn = (t"2+1)*+diff(y,t,2)—2+t+xdiff(y,t,1)+2xy == 0;
dsolve (eqgn)

ans =
Clxt + C2%t*(t — 1/t)
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A szerencsés tipp modszer sajnos ritkdn mikddik — a neve is sugallja —
kell hozzéa egy adag szerencse. A tovabbiakban a legegyszertibb - ugyanakkor
fontos - esetet targyaljuk, ahol a fiiggetlen megoldasok elGallitasara van
recept. Ez az, amikor az egyiitthatok konstansok.

1.b Tekintsiik a kovetkezG egyenletet:

§(t) +py(t) +qy(t) =0, (1.9)

ahol p, ¢ € R. Ekkor a két fiiggetlen megoldéast az igynevezett karakterisztikus
polinom
N+ pA+q (1.10)

gyokei segitségével fejezhetjiik ki:

— A1, A2 €R, \; # Ay esetében: y,(t) = Mt yo(t) = et2t
— A, A2 ER, A = My = ) esetében: yy(t) = e, yo(t) = tet

— A = a+ fi, \y = a — i esetében: y(t) = e* cos Bt, ys(t) =
e sin St.

Vizsgaljuk meg, hogy miért is miikddik ez a mddszer! Helyettesitsiink
y(t) = M-t az (L9) egyenletbe. Ekkor egyszerisités utan az A + p\ +
q = 0 egyenletet kapjuk!

Ha ennek két kiilonboz6 valos gyoke van, vagyis ha a diszkriminans
pozitiv, akkor mar meg is talaltuk a két fiiggetlen megoldést.

Ha a diszkriminans 0, akkor ¢ = (5)2. Ekkor y, (t) = e~ 2! természetesen
megoldas, de egy masik fiiggetlen megoldasra is sziikség van: konnyd
leellendrizni, hogy (1) = te 2" is megoldasa az

i)+ i) + (2) () =0

egyenletnek. A két megoldas pedig fiiggetlen rendszert alkot.

A harmadik eset hordoz némi érdekességet. Az egyszerd indoklas agy
hangzik, hogy leellenérizhetjiik visszahelyettesitéssel. De ha kicsit be
szeretnénk lesni a szinfalak mogeé, akkor valasszuk a méasodik utat:
lathato, hogy

71(t) = e @Bt = o (cos Bt + isin ft) |
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o (t) = et = e (cos Bt — i sin ft)

két fliggetlen megoldast szolgaltat (az Euler—formulat hasznéaltuk), amelyek
generaljak a megoldasok két dimenzios vektorterét. Az egyetlen probléma,
hogy mi valos értékd fiiggvényeket keresiink, v,, 7. pedig komplex
értékdek. A triikk az, hogy a megoldasok koziil kivalasztunk két fliggetlen,
mar valos értékd fiiggvényt. Ez a két 4j fliggvény fogja generdlni az
Osszes valos értékd megoldast. A két 4j fiiggvényiink természetesen
el6all, mint 7, y» linearis kombinacidja. Valasszuk a kovetkezG két
fiiggvényt (lehetne mast is, de ez a legegyszertibb lehetGség):

1
yi(t) := 2 (Th + §2) = € t cos it
1 ~ or .
Ya(t) = % (G — G2) = €' sin St .

1.2.3. Példa. Az alabbiakban ezt a harom esetet szemléltetjiik:
L g(t) — y(t) — 6y(t) =0
2. 4(t) — 8y(t) + 16y(t) =0
3. 44(t) + 45(t) + 37y(t) = 0

Az els6 esetben a karakterisztikus polinom gyokei: 3 és —2, igy a megoldas
y(t) = c1e¥ + coe™?, a mésodik esetben a karakterisztikus polinom egyetlen
gyoke: 4, igy a megoldés y(t) = cie? + cote’®, mig a harmadik esetben a
karalliterisztikus polinom gydkei: —1+3i , igy a megoldas y(t) = cre~2t cos 3t+
coe”2'sin 3t, ¢1, ¢o € R mindenhol tetsz6leges konstansok.

Folytassuk a masodik feladattal, vagyis a partikularis megoldas elgallitasaval.
Két modszert mutatunk (hasonloan az elsérendii esethez). Elgszor a konstansok
varialasat, mely mindig alkalmazhato, de integralasokat igényel, mig a masodik,
a probafiiggvény modszer csak bizonyos esetekben alkalmazhato, de ezekben
az esetekben lényegesen "olcsobb" igy meghatarozni a partikularis megoldast,
mert nem sziikséges integralnunk.

2.a Konstans variacios formula:

a partikularis megoldas elGall

Yp(t) = c1(t)yr () + calt)ya(t) (1.11)
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alakban, ahol 1, ¥ a megfelel6 homogén egyenlet két fiiggetlen megoldésa.
A ¢1(t) és eo(t) fiiggvényeket pedig az alabbi formulék szolgaltatjak:

/b yﬂ'& C@/£%¢£>&
;G 0 :

ahol

a Wronskt determindns.

A formulédk helyességét az Olvaso egyszertien ellenérizheti visszahelyettesitéssel.
Az egyetlen meglep6 fordulat az, hogy a rendszer szabadsagi foka 2,

(LII) pedig csak egy szabadséagi fokot foglal le, igy érdemes feltenni a
¢1(O)y1(t) + éa(t)y2(t) = 0 mellékfeltételt is!

1.2.4. Példa. Szemléltessiik az eljarast az alabbi példéan!
i(t) — 4(t) + 3y(t) = ¢*
1. A homogén megoldast a karakterisztikus polinom
A’ — 4\ +3
gyokei segitségével tudjuk meghatarozni. A két gyok: 1 és 3, igy
n(t) =€, wpt) =",
tehat yp,(t) = cre! + ce3t, ahol ¢y, ¢; € R.

2.a A partikularis megoldast az allandok varidlasaval hatarozzuk meg.

Wt =% Lol = 2",
_ Bt
cl(t):/ 5o 4t = —5¢ +Ci
63t
cz(t):/2€4t dt = —ge™ +C

A konstansokat onkényesen 0-nak valasztjuk, hiszen csak egy partikularis
megoldasra van szlikségiink, tehat

1 1
Yp(t) = —§etet — ie_te?’t = —¢*.
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3. A megoldés

y(t) = yn(t) + yp(t) = cre’ + coe™ —e*, ¢, €R.

Ha a feladatot kiegészitjiik az y(0) = 0, 9(0) = 1 feltételekkel kezdetiérték
probléméavé, akkor konnyen lathato, hogy a megoldas €3 — e?. Matlabbal a
kovetkez6képp oldhatjuk meg a kezdetiérték problémat:

syms y (t)

eqn = diff(y,t,2) —4xdiff(y,t,1l) +3%xy == exp(2*t);
Dy = diff(y,t);

cond = [y(0)==0, Dy(0)==1];

dsolve (eqgn, cond)

ans =
exp(3*t) — exp(2*t)

A tovabbiakban megnézzilk a mésik modszert a partikularis megoldas
elgallitasara. Ez a probafiiggvény modszer, amely csak bizonyos esetekben
alkalmazhato, viszont ezen esetekben a megoldés elGallitasa altalaban olcsobb,
mint a konstansok varidlasanak modszerével.

2.b Tegyiik fel, hogy p, ¢ € R, vagyis (L7 konstans egyiitthatos, tovabba
f(t) = e (Py(t) cos 5t + Py(t) sin t)

ahol 7,0 € R és Py, P, polinomok. Jel6ljik k-val, hogy hanyszoros
gyoke a (LI0) karakterisztikus polinomnak v + di (k értéke lehet O is).
Ekkor a partikularis megoldas

y,(t) = t* e (Q1(t) cos 6t + Qo(t) sin 6t)

alakt, ahol ), és Q2 olyan polinomok, melyek fokszama nem nagyobb,
mint P; és P, fokszaméanak maximuma.

1.2.5. Példa. Szemléltessiik ezt a modszert is a mér egyszer, de mésképp,
megoldott

G(t) — 4g(t) + 3y(t) = e
példan!
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1. A homogén megoldas: y,(t) = cre’ + e, ahol ¢, ¢, € R.

2.b A partikularis megoldast a probafiiggvény modszerrel hatarozzuk meg.
f(t) = e*, tehat v = 2, § = 0, tovabb& k = 0, hiszen a 2 nem gyoke
a A2 — 4\ + 3 karakterisztikus egyenletnek. A P, polinom a konstans
1, mig P,-t valaszthatjuk az azonosan 0 polinomnak, hiszen sin() = 0
szorozza. lgy a megoldast kereshetjiik y,(t) = Ae? alakban, ahol A
értéke visszahelyettesitéssel adodik: A = —1, tehat

yp(t) = —e
3. A befejez6 1épésben nincs valtozas.
1.2.6. Példa. Valtoztassunk egy kicsit az el6z6 példéan!
() — 4g(t) + 3y(t) = €'

1. A homogén megoldas: y,(t) = cie! + coe®, ahol ci, ¢, € R ugyantgy,
mint eddig.

2.b A partikularis megoldast a probafiiggvény modszerrel hatarozzuk meg.
f(t) = €', tehat vy = 1, § = 0, tovabba k = 1, hiszen az 1 egyszeres
gyoke a A2 — 4\ + 3 karakterisztikus egyenletnek. A P; polinom a
konstans 1, mig P,-t valaszthatjuk az azonosan 0 polinomnak, hiszen
sin 0 = 0 szorozza. Igy a megoldast kereshetjiik y,(t) = Ate! alakban,
ahol A értéke visszahelyettesitéssel adodik: A = —%, tehat

1
yp(t) = - §t€t

3. A megoldés:
1
y(t) = cre’ + cpe® — §tet,

ahol ¢, o € R.

Gyakorld feladatok:
1. Oldjuk meg a (L6) bevezets feladatot a tanult modon!

2. Magasabbrendi allando egyiitthatos linearis differencialegyenletek. Hasznaljuk
a masodrendtieknél bevalt technikat.
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(a) ¥(t) —2§i(t) — 3y(t) =0

(b) Y (t) —2(t) +24(t) = 29(t) + y(t) =0
3. Oldjuk meg az alabbi nem allando egyiitthatos egyenleteket a szerencsés
tipp modszerével! Figyeljiink arra, hogy a partikularis megoldas elgallitasara
csak az allandok varidlasanak modszere miikodik.
(a) (2t +1)j(t) + 4ty(t) — 4y(t) =0
(b) tij(t) — (2t + 1)y(t) + (£ + Dy(t) = €’

4. Masodrendii allando6 egyiitthatos linearis differencidlegyenletek. A partikularis
megoldas elGallitasara hasznaljuk a probafiiggvény modszert!

(a) §(t) + 6y(t) + 9y(t) = 2~

(b) §(t) — 3y(t) + 2y(t) = €' cost

(c) §(t) +5y(t) +4y(t) = 3 — 2t — ¢?
(d) 4(t) + 4y(t) = cos 2t

(e) §(t) +29(t) — 3y(t) = t%¢

(f) 4i(t) —4y(t) + 8y(t) = €* + sin 2t

1.2.2. Modellezés masodrendi differencidlegyenletekkel

1.2.7. Példa. Modositsuk a [L2.T1Példat! Vegyiik figyelembe a kozeg altali
csillapitést is! Altalaban ez az erd egyenesen aranyosnak tekinthetd a sebességgel.
Ezek alapjan az egyenlet, mar egyszertsitett alakban

i(t) + di(t) + a*x(t) =0, (1.12)

ahol d > 0 a témeggel osztott csillapitési konstans, illetve a? = %

A karakterisztikus polinom
N4+ d\+a?,

melynek gyokei
—d + v d? — 4a?
5 .

Erdemes megkiilonboztetni harom esetet a diszkriminans eljele szerint.

Mo =
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e Ha d> —4a® =0, akkor \jo = A\ = —5 igy

x(t) = cre” 3t eyt 5
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1.4. abra. A megoldés grafja a kritikus csillapitas esetén.

syms y (t)

eqn = diff(y,t,2) + 2xdiff(y,t) + y == 0;
Dy = diff(y,t);

cond = [y(0)==1, Dy(0)=
sol (t)=dsolve (eqn, cond)
fplot(sol, [0 10])

=11;

ans =
exp(—t) + 2xt*exp(—t)

—d=+b
2

e Ha d*> — 4a® > 0, akkor d*> > V? := d? — 4a* N\ = <0, igy

—d+b —d—b
z(t) =cre” 2z "+ ez !
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1.5. abra. A megoldés grafja tulcsillapitas esetén.

syms y(t)
eqn = diff(y,t,2) + S5xdiff(y,t) + 4xy == 0;
cond = [y (0)==1, Dy(0)==1];
sol (t)=dsolve (eqn, cond)
fplot (sol, [0 1017)
ans =
(5xexp(—t)) /3 — (2xexp(—4xt))/3
—d+thn
Ha d? — 4a® < 0, akkor —b* := d* — 4a®, M\ 2 = —5 igy

x(t) = cre” 2" cos §t+026 2 51n§t.

syms y(t)

eqn = diff(y,t,2) + 2xdiff(y,t) + S5xy == 0;
Dy = diff(y,t);

cond = [y(0)==1, Dy (0)==1];
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1.6. abra. A megoldas grafja alulcsillapitas esetén.

sol (t)=dsolve (eqn, cond)
fplot(sol, [0 10])

ans =
cos (2xt) xexp(—t) + sin(2*t) xexp(—t)

Az Olvaso6 igazolja, hogy a megoldasokra igaz, hogy
lim z(t) =0,

t—+o00
azaz tényleg csillapitjuk a rendszert!

1.2.8. Példa. Térjiink vissza a [L2.1lPéldara, de most csillapitas helyett
gerjessziik a rendszert periodikus moédon:

i(t) + a*x(t) = coswt . (1.13)
A kérdés az, hogy van-e olyan értéke w-nak, melyre a megoldas nem lesz

korlatos?

A homogén megoldas nem fiigg a gerjesztéstol: x,(t) = ¢; cos at+cs sin at.
A partikuléris megoldés elGallitasara érdemes a probafiiggvény modszert valasztani.
Ha
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e a# tw, akkor z,(t) = ki coswt + kysinwt, igy 2,(t) = 1= coswt. A
megoldas korlatos.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

1.7. abra. A megoldas grafja nem rezonans gerjesztés esetén.

syms y(t)

egqn = diff(y,t,2) + y == cos(2*t);

Dy = diff(y,t);

cond = [y(0)==1, Dy (0)==1];

sol (t)=dsolve (eqn, cond)

simplify(sol)

fplot (sol, [0 2017)

ans =

(8xcos(t))/3 + sin(t) — (8xcos(t/2)"4)/3 + 1

e Viszont, haa = (+)w, akkor x,(t) = t (k1 coswt + ko sinwt), igy z,(t) =
%t sinwt, ami nem korlatos. Ez az tgynevezett rezonancia jelensége,
mely akkor 1ép fel, ha a gerjesztés frekvenciaja megegyezik a homogén
megoldas frekvencidjaval.

syms y(t)
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1.8. abra. A megoldés grafja rezonans gerjesztés esetén.

eqn = diff(y,t,2) + y == cos(t);
Dy = diff(y,t);
cond = [y(0)==1, Dy (0)==1];

sol (t)=dsolve (eqn, cond)
simplify(sol)
fplot(sol, [0 20])

cos(t) + sin(t) + (t*sin(t))/2

Az Olvaso vizsgalja meg a csillapitott-gerjesztett valtozatot is!

Sokaig ugy gondoltak, hogy ez a rendszer jo (habar kétség kiviil egyszertisitett)
modellként szolgalhat a Tacoma hid katasztrofajanak megmagyarazasaban.
A viharszert széllokések (melyeket periodikus gerjesztésnek tekintettek) a
hidat egyre nagyobb kitérésii rezgésre kényszeritették, aminek a hid szilardsaga
nem tudott sokaig ellenallni és a hid leszakadt. Egy id6 utan ezt a megkozelitést
megkérdGjelezték és masik modell sziikségszertisége mellett érveltek. Az
Olvaso errdl olvashat egy érdekes sszefoglalot: [BDHI12] 439 oldal].

1.2.9. Példa. A [L2.1lPélda targyalasa soran megjegyeztiik, hogy a rugo
visszaéllito ereje inkabb F(t) = —ksign(x(t)) |z(t)|*, ahol 0 < o < 1. Ez a



40 1. FEJEZET.

feltételezés az
mi(t) + ksign(x(t)) |z(¢)]* =0 (1.14)

nemlinedris egyenletet szolgaltatja. Ez az egyenlet mar tul nehéz ahhoz, hogy
megoldjuk, az Olvasoé probalja ki, hogy a Matlab sem boldogul vele!

1.2.10. Példa. Matematikai inga: tekintsiink egy idedlis (tomeggel nem
rendelkezd) rudat, melyet az egyik végénél a plafonhoz rogzitiink. A masik
végére m tomeg testet rogzitiink, majd kitéritjiik egy Oy szoggel és elenged;jiik.
Adjuk meg a test kitérését az id6 fiiggvényében!
Az Olvaso vezesse le, hogy a test kitérését az alabbi differencidlegyenlet
irja le:
Ot) + %Sin@(t) ~0 (1.15)

Ez az egyenlet is nemlinedris, igy csak a Matlab segitségével probaljuk meg
megoldani:

syms y(t) g 1l
eqn = diff(y,t,2) +g/lxsin(y) == 0;
dsolve (eqgn)

ans =

0
2%5acobiAM ( (2~ (1/2) % (C13 — g/1)~(1/2)%(C15 — t)*1i)/2, (2%g)/(g — C13x1))
—2%9acobiAM ( (27 (1/2) % (C13 — g/1)~(1/2)*(C15 — t)«*1i)/2, (2%g)/(g — C13%1))

A furcsa az, hogy ha megprobaljuk megadni a kezdeti feltételeket, akkor a
Matlab képtelen megoldani a feladatot!

Ezek alapjan nem furcsa, hogy megprobaljuk egyszeriisiteni a modellt!
Felhasznalva, hogy kis szogekre sin @ ~ ©, igy j6 gondolatnak tiinik attérni
a

o(t) + %@(t) =0

egyenletre. Vegyiik észre, hogy ez pont a (LO) egyenlet (amit persze meg
tudunk oldani)! A kérdés az, hogy ez az egyszertisités vajon mennyire elfogadhato.
Erre a kérdésre a tovabbiakban még visszatériink. A tanulsag, amit most
lesziiriink az az, hogy kompromisszumot kell tudni kétni a modell valosaght
volta és megoldhatosaga kozott. Ez a modellezés alapkérdése: ha a modell
nagyon val6saghti, de nem tudjuk megoldani, akkor hidba j6 a modell, illetve,
ha meg tudjuk oldani, de a modell nem eléggé valosaghi, akkor hidba oldjuk
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meg, mert nem arrél szolgaltat informéaciot, amir6l szeretnénk. A jo modell
elég bonyolult ahhoz, hogy elég jol leirja a valosagot, ugyanakkor elég egyszert
ahhoz, hogy meg tudjuk oldani.

Latni fogjuk, hogy ez a megkozelités még tul szigort, megoldhatosag
helyett be fogjuk érni azzal, hogy kell6képpen pontosan tudjuk kozeliteni
a megoldast.

1.3. Kozonséges differencialegyenletek kvalitativ
vizsgalata

Az el6z6 fejezetekben 1épten-nyomon belefutottunk abba a problémaba, hogy
valamilyen okbol kifolyolag (integralas, implicitség, nincs is recept) nem
tudunk megoldani differencialegyenleteket. Mekkora gond ez? Ahhoz, hogy
tisztabban lassuk ezt a kérdést, lépjiink vissza még egyet és probaljunk meg
valaszolni egy masik, trivialisnak ting kérdésre!

Miért akarunk megoldani differencidlegyenleteket? Ha az egyenletiink
valamely folyamatot jellemez, akkor szeretnénk tudni, hogy mi fog torténni
a jovében (esetleg a multat szeretnénk rekonstrualni). Ha meg tudjuk oldani
az egyenletet, akkor méar csak be kell helyettesiteni a megfelels ¢ értéket, hogy
megtudjuk y(t) értékét abban a pillanatban.

Ez egy kvantitativ megkozelités, aminek megvannak a hatuliitéi. Egyrészrol
nem biztos, hogy meg tudjuk oldani az egyenletet. Masrészrél az egyenlet egy
modellje az adott folyamatnak, amit lehet, hogy egyszertisitésekkel kaptunk.
A megoldas tehat nem fogja pontosan megadni a keresett értéket (de reményeink
szerint jo kozelitést szolgaltat). Ha az Olvaso azzal az ellenvetéssel él, hogy mi
a helyzet akkor, ha pontosan modelleziink, tehat nem éliink egyszertsitésekkel?
Amellett, hogy ez gyakorlatilag lehetetlen, ezzel el is tolnank olyan irdnyba
a differencialegyenletet, hogy jo eséllyel nem tudjuk megoldani. Emellett a
legegyszertibb modell is tartalmaz konstansokat (pl. g = 9.81...), illetve
meg kell adjuk a kezdeti értéket. Mindezek méréseken alapulnak, amik
természetiiknél fogva nem lehetnek teljesen pontosak.

Mit lehet ebben az esetben tenni? A kvantitativ megkdzelitést lecseréljiik
kvalitativre. Mit is jelent ez? Nem egy pontos értéket akarunk szolgaltatni,
hanem a megoldéas tulajdonsagaibdl kiindulva mondjuk meg, hogy koriilbeliil
mire szamithatunk a jovében. A kérdés persze az, hogy miképpen tudunk
barmit is mondani a megoldasrol, ha nem oldjuk meg az egyenletet? Az
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érdekes az, hogy az egyenlet maga rengeteg informéaciot szolgéltat a megoldasrol,
méar csupan minimalis atalakitast alkalmazva is. Léassuk, hogyan is miikodik
ez a PéldallL.Tdlen, ahol a kvantitativ megkozelités valamennyire cs6dot
mondott!

1.3.1. Példa.
y(t) =1—y(t)
El6szor is leszogezziik, hogy varhatoan végtelen sok ilyen y(t) fliggvény
van, hiszen nem adtunk meg kezdeti értéket. A tovabbiakban, ha y(t) fiiggvényrsl

beszéliink, akkor ez igy nem egy darab fiiggvényt jelent!
Megoldasi kisérlet helyett csak a jobb oldalt alakitjuk at a szokott modon:

L—y'(t) = (1—y(®) (L +y) 1+y°())

amibdl persze az y(t) = 1 és y(t) = —1 megoldasok automatikusan adodnak,
mint eddig. Most valtunk az 0j megkozelitésre: megvizsgéaljuk a jobb oldal
elgjelét. Konnyen lathato, hogy a (—oo, —1) intervallumon negativ, a (—1, 1)
intervallumon pozitiv, az (1, 00) intervallumon negativ. Vegyiik észre azt is,
hogy ez egyben 7(t) elGjele is! Ez azt jelenti, hogy meg tudjuk mondani y(t)
monotonitasi tulajdonsagait:

e ha valamely ¢ értékre y(t) € (—oo, —1), akkor y(¢) onnantol csokken;

e ha y(t) = —1 valamely ¢ értékre, akkor onnantol se nem csokken, se
nem nd, tehat konstans —1 marad;

e ha valamely ¢ értékre y(t) € (—1,1), akkor y(¢) onnanto6l ng;

e ha y(t) = 1 valamely ¢ értékre, akkor onnantol se nem csokken, se nem
ng, tehat konstans 1 marad;

e ha valamely ¢ értékre y(t) € (1, 00), akkor pedig y(¢) onnantol csokken.

Ez alapjan mér hozzavettlegesen meg tudjuk rajzolni az tgynevezett fazisképet.
Ez majdnem minden fontos informéciot elarul a megoldas viselkedésérsl.

Az egyenlet megoldasgorbéinek abrazolasahoz még meghatarozzuk az inflexios
pontokat, a konvexitasi és konkavitasi tartomanyokat az egyenlet derivalasaval:

i) = —4y*(0)y(t) = —4y°(t) (1 —y'(1)) .

melynek elGjelébdl arra kovetkeztethetiink, hogy:
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y
® 1
¢ -1

1.9. 4bra. Faziskép.

a (—oo, —1) intervallumon y(t) konkav;

a (—1,0) intervallumon y(t) konvex;

az y = 0 inflexiés pontja az y(t) fiiggvénynek;

a (0,1) intervallumon y(t) konkav;

e az (1,00) intervallumon pedig y(t) konvex.

Figyelem, az intervallumok itt is y-ra vonatkoznak és nem t-rel Az y = —1
illetve y = 1 nem inflexios pontjai az y(t) fiiggvénynek, mert az y(t) = 1 és
y(t) = —1 megoldasok elszeparaljak egymastol a (—oo, —1) intervallumban,

az (—1,1) intervallumban és az (1, c0) intervallumban halado megoldasokat.

Természetesen a Matlab is képes megrajzolni (az egyenlet megoldasa
nélkiil, hozzavetslegesen) a megoldasok seregét:

[t,y]=meshgrid(—3:.1:3,—2:.1:2);
dy = 1 — yv."4 ;

dt=ones (size (dy));
streamslice(t,y,dt,dy,1.5)

Tudunk most méar valaszolni arra a kérdésre, hogy mi fog toérténni a
jovében? Nagyjaboligen. Annak fiiggvényében, hogy honnan indul a folyamat,
meg tudjuk mondani, hogy csokkenni, vagy néni fog-e y értéke, vagy konstans
marad (ehhez a faziskép is elegend?), illetve, hogy ezt konkav vagy konvex
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1.10. abra. Az y(t) = 1 — y*(¢) egyenlet (hozzivetsleges) megoldasgorbéi.

modon teszi-e. Két kis kérdésre nem tudunk egyelGre precizen valaszolni,
ezek az aldbbiak. Ha a folyamat a

e (—1,1) intervallumbol indul, akkor y értéke né és ennek felss korlatja 1,
de arra nem tudunk valaszolni, hogy véges idGben eléri-e ezt az értéket.
Késébb, amikor be fogjuk tudni latni, hogy minden kezdeti érték esetén
ennek az egyenletnek a megoldasa egyértelmi (lasd 2lRész), akkor
vilagossa valik, hogy nem metszhetiink bele a konstans 1 megoldasba,
tehdt nem érhetjiik el ezt az értéket, csak tartunk hozza;

e az (1, 00) intervallumbol indul akkor y értéke csokkenni fog és hasonloképpen
a megoldas egyértelmiisége miatt nem éri el véges idében az 1 értéket,
de oda tart.

Az 1 és —1 értékek a folyamat staciondrius pontjai, mégpedig az 1 stabil
stactondrius pont, a —1 instabil staciondrius pont. Ez azt jelenti, hogy ha a
folyamatot ezen értékek valamelyikébdl inditjuk, akkor ebben az allapotban
is marad. A kiilonbség a két stacionarius pont kozott az, hogy mi torténik
akkor, ha egy kicsit kitéritjiik ebbdl az allapotbol.

Az 1 esetében nem fog "elszokni", s6t a mi esetiinkben vissza fog térni
ehhez az értékhez (kés6bb, amikor pontosan definialjuk ezeket a fogalmakat,
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akkor az ilyen tipust pontot aszimptotikusan stabil stacionarius pontnak
fogjuk nevezni), igaz ehhez végteleniil hossza iddre van sziikség. Mig ha a
—1 értékbdl téritjik ki egy kicsit, akkor onnan "elszokik".

A példaban szerepl egyenlet specialis volt bizonyos szempontbol. Ugynevezett
autonom KDE tipusu volt, vagyis

y(t) = fy(t)) (autonom KDE)

alakd. Ez azt jelenti, hogy a jobb oldal csak az ismeretlen fliggvénytdl fligg
(és t-t6l nem). Példaul y(t) = siny(t) autonom KDE, de g(t) = tsiny(¢)
nem autoném KDE.

Stacionarius pontokrol csak autoném KDE esetében tudunk beszélni. A
kérdés az, hogy mennyire jellemz6 az, hogy egy KDE autoném? Erdemes
megkiilonboztetniink ezt a tipust? Ez a kérdés igy természetesen elég aluldefinialt.
Kicsit pontosabban fogalmazva: ha modelleziink egy folyamatot, mennyire
valoszint, hogy autoném KDE-tel tudjuk ezt megtenni?

Fizikai folyamatok modellezésénél fizikai torvényekbdl indulunk ki. Ezek
a torvények idéponttol fiiggetlenek (lasd pl. Newton-torvényeit). A mai nap,
vagy a holnapi nap a gravitacié ugyanugy fog hatni. Természetesen ez nem
jelenti azt, hogy az egyenlet minden esetben autoném lesz - lasd a mano-
hangyas [LI.T7 Feladatot - de nagyon sok esetben igen.

Gyakorld feladatok:

1. Rajzoljuk meg az alabbi egyenletek fazisképét, abrazoljuk a megoldasgorbéket
(manudlisan). Hatarozzuk meg a stacionarius pontokat és tipusukat!

(a) y(t) = siny(t)
(b) y(t) = tany(t)
() 9(t) =1 —y°(t)

2. Tekintsiik az y(t) = tsiny(f) nem autoném egyenletet! Az autondém
esetben alkalmazott technika itt nem miikddik. Probaljuk meg abrazolni
a megoldasgorbéket a kovetkez6 modon: Vegyiink egy racsot (a Matlab
meshgrid parancsa is ezt teszi), aminek ne legyen nagyon sok racspontja
(kiilonben nagyon id6igényes lesz a miivelet). Ezekben a pontokban
szamoljuk ki a jobb oldal értékét! Ezek pont a keresett fiiggvény
érintGjének meredekségét adjak (hiszen a derivalt értékét szamitottuk
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ki). Jeloljiik ezt az adott pontokon atmend megfelels meredekségi kis
szakaszokkal (ez az igynevezett irdnymezd)! Ezutéan ezeket a szakaszokat
igyekezziink Osszekotni.

. Alkalmazzuk a Matlabot az el6z6 feladatok megoldasgorbéinek abrézolasaral

Van olyan eset, ahol a Matlab altal szolgaltatott Abra nem helyes?
Miért van ez?




2. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek
— elméleti rész

Ebben a részben kezdetiérték problémak megoldasanak létezésével, egyértelmtiségével
és stabilitasaval kapcsolatos kérdéseit fogjuk targyalni. Bevezetjiik a korrekt
kittizést feladat fogalmét, ami ezen harom fogalomra épiil, és nagyjabol

azokat a kezdetiérték problémékat jelenti, amiket valos folyamatok megfelels
modellezésével kapunk.

2.1. A megoldas létezése és egyértelmiisége

Az el6z6 fejezetben bizonyos tipusi kezdetiérték problémékra adtunk megoldasi
receptet. Fontos, hogy megértsiik, hogy most egyaltalan nem ez a terv!
Az egyik kérdés, amivel foglalkozni fogunk az a kovetkezG: anélkiil, hogy
megoldanank, szeretnénk eldonteni, hogy egy adott KEP-nak van-e megoldasa,
illetve a megoldas egyértelmii-e. Ez elsére lehetetlennek tiinik, de egyaltalan
nem az. SG6t, bizonyos esetekben, amikor a megoldasi recept cs6dot mond

- példaul nem tudjuk az adott fliggvény primitiv fiiggvényét zart alakban
megadni, vagy implicitségi probléméba iitkoziink - igy mégis meg tudjuk
mondani, hogy a megoldas létezik és egyértelmi.

Ez a kérdéskor nem csak elméleti jatszadozés, a gyakorlatbol szarmazik.
Ha valamely valos folyamatot modelleziink és a kapott KEP-nak nincs megoldasa,
akkor tudjuk, hogy valamit elrontottunk a modellezés folyaman, hiszen a
valosdgban torténni fog valami! Hasonloképpen, ha olyan egyenletre jutunk,
melynek tobb megoldasa van, akkor jo eséllyel valamit még nem vettiink

47
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figyelembe, hiszen a valosagban egyféleképp torténnek a dolgok.

Lattuk, hogy a [L3JlPélda kapcsan is jo lenne, ha be tudnank latni a
megoldés egyértelmiiségét (ahol nem tudtuk megoldani az egyenletet implicitségi
probléma miatt), mert a kvalitativ megkozelitést teljessé tudnank vele tenni.

Egy egyszert (de mégis messzire mutatd) példan fogjuk szemléltetni,
ezeket a kérdéseket és a tervet is, hogy miképp lehet ilyen kérdéseket megvalaszolni.

2.1.1. Példa. Tekintsiik a
CcOS &
5 =2 (2.1)

egyenletet.

Abrazoljuk mindkét oldalt egy koordinatarendszerben, hogy legyen valami
kezdé elképzelésiink arrdl, hogy van-e egyaltalan megoldas és ha van, mennyi.
Erre kivaloan alkalmas a Matlab:

5

4+ B

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

2.1. dbra. Az <5+ = x egyenlet két oldala.

syms x
fplot (cos (x)/2)
hold on

fplot (x)
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Az abra azt sugallja, hogy van megoldas, mégpedig pontosan egy. Ennek
kozelitGleges értéke:

solve (cos (x) /2==x)

Egy figyelmeztetést kapunk, miszerint szimbolikusan nem tudja megoldani a
Matlab, ezért numerikus kozelitést ad:

ans =
0.45018361129487357303653869676269

ElGszor is tisztazzuk, hogy zart alakban nem lehet kifejezni a megoldast.

De egyrészt a megoldas létezését és egyértelmiiségét tobbféleképpen be lehet
bizonyitani (figyelem, az abra csak arra jo, hogy megsejtsiink valamit, bizonyitéknak
kevés). Tovabba, a megoldas kozelitésére is tobb lehetGség van.

------

hogy az f(z) = x — 5% fiiggvény szigorian monoton n6, majd talaljunk
egy olyan értéket melyre f(z) negativ, majd egy olyat, amire pozitiv. Ez
elegendd a megoldas létezésének és egyértelmiségének belatasahoz. (Miért?)
A megoldas kozelitésére hasznalhatunk intervallumfelezést, vagy Newton iteraciot.

Mi egy masik utat valasztunk. Vezessiik be az F(z) = “5* jelolést.
Definidlunk egy iteraciot a kovetkezGképpen:
0 —
v (2.2)
2D = F (50)

vagyis egy kezdGértékre (amit most az egyszeriiség kedvéért 0-nak valasztunk)
alkalmazzuk az F' fliggvényt és ezt ismételgetjiik. Ez egy nagyon egyszeri
eljaras (konnyt is leprogramozni) nem véletleniil hivjak egyszeri iterdcionak.

format long
x=0;

for i=1:10
x=Ccos (x) /2
end

A valasz pedig
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0.500000000000000

0.438791280945186

x =
0.452632921660210
x =
0.449649376213660
x =
0.450299778131450
x =
0.450158334369681
x =
0.450189110536143
x =

0.450182414843278
0.450183871601057

0.450183554661232

egy szemmel lathatolag a megoldashoz konvergalo sorozat. (Az iteraciot
természetesen tovabb is futtathattuk volna és elég lenne az utolso értéket
kiiratni, de mi itt szemléltetni szerettiik volna, hogy egy odatart6 sorozatot
generaltunk.) Ez természetesen csak egy sejtés, amit még igazolnunk kell.

Elgszor megmutatjuk, hogy F kontrakcio (lasd B.1.6lDefinicio), vagyis
dg < 1 mellyel

|F(z) = Fy)| < q [z —y]

teljesiil Vz,y € R esetén. Ehhez elegendd a 5. 1.T5l Lemmat alkalmaznunk:

1
<_7
-2

sin x

2

Fol=|-

vagyis kontrakcios dllandonak valaszthatjuk a ¢ = % < 1 értéket.
Maximum egy megoldésa lehet az egyenletnek, masképp fogalmazva maximum
egy fixpontja lehet az F' fiiggvénynek, hiszen ha lenne ketté  # 2*, melyekre
T # x* akkor
1
T — 2" = |F(z) - F")| < 5 |7 - 27,
ellentmondés. Ha tudnéank, hogy van egy megoldas z* (az el6z6ek szerint
egyetlen), akkor az iteracioé oda konvergal:

|25 — 2™ | = |F(2*) = F(a2™ V)| < = |o* — 27V

N —
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tehat minden 1épéssel legalabb megfelezziik a hibat.

Mindeddig feltettiik, hogy van megoldasa az egyenletnek. Most meg
fogjuk mutatni, hogy ez teljesiil. Belatjuk, hogy az iteraci6 Cauchy sorozatot
(lasd B 1Tl Definicio) general. Legyen m > n, haromszog egyenlGtlenséget
hasznalva:

20 — 5] < |0 — gD g |gm=D) _ g2 | o) )]

Ezeket a tagokat fogjuk egyenként "visszatolni" a kovetkezGképpen:
) 2 ®)] = [F(e®) — P )| < % 2® o] < < 2_1k a® — 20| |
Tehat

1

2m—n—1

\x<m>_x<n>}g2in( +...+1) 2 ® — 2|

A zéarojelben egy mértani sorozat tagjait Osszegezziik a nulladiktol az m —
n — 1-dik tagig. Ezt noveljiik, ha végtelenig megyiink és hasznaljuk, hogy

; ko 1.
—1<q<1esetenkz:_0q = 1!

2m_n_lJr...Jr1<2,

és felhasznalva, hogy a mi esetiinkben |2(") — (9| = 1 kapjuk, hogy

)
(m) _ 4| o L
E ™| < o
A sorozat tehat Cauchy és igy konvergens is, lasd B.1.2l Tétel. Konvergens,
de hova tart?
Jeloljiik a hatarértékét z-sal. Vegyiik az ®) = F(z*~V) azonossig
mindkét oldaldnak limeszét! Mivel F' kontrakcio, igy folytonos is, tehat

z = limz® = lim F(z*Y) = F(lim2*Y) = F(7),

ahonnan kapjuk, hogy x fixpontja F-nek. Ezzel a kirakés minden darabja a
helyére keriilt, készen vagyunk.

Tanultunk egy technikat, amivel (bizonyos esetekben) be lehet latni egyenletekrdl,
hogy létezik és egyértelmi a megoldasuk, s6t egy a megoldéshoz tarto sorozatot
is tudunk generalni az egyszert iteracio segitségével. Mindez szépen miikodott
egy skalar egyenlet esetében, de mi a helyzet egy differencidlegyenlettel? A
megoldashoz tartd sorozat ebben az esetben fiiggvénysorozat. Miképp lehet
értelmezni, hogy egy fliggvénysorozat Cauchy? Ilyen kérdésekre kell tudjunk
valaszolni, ha ezt a technikat szeretnénk kiterjeszteni differencidlegyenletekre.
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2.1.1. Elokésziuletek — Metrikus terek

Legyenek x,y € R. Mit is jelent |z — y|? Ha ezt jol meg tudjuk valaszolni,
akkor az Osszes ehhez kapcsolodo fogalom - konvergencia, Cauchy sorozat
stb. - értelmezhetd lesz pl. fliggvényekre is.

Természetesen x és y tavolsagat! Ez trivialis valos szamokra, de mi pl.
két fiiggvény tavolsaga? A kovetkezGkben erre a kérdésre keressiik a valaszt.

Ezt ugyanazon a "ravasz és nagyravagyo'" modon tessziik, ahogy a vektorterek
fogalméat definialtuk altalanosan, lasd a linearis algebra fejezetet, 5.2.1l Definicio.
Vagyis Osszegytjtjiik a tavolsag legfontosabb tulajdonsigait és barmit, ami
rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal, tavolsagnak (idegen szoval metrikanak)
fogjuk hivni. Emellett nagyravagyo, mert tetszGleges dolgok kozt szeretnénk
tavolsagot mérni.

Az Olvasonak felhivjuk a figyelmét arra, hogy ebben a fejezetben sok, a
természetes beidegzddéseknek ellentmond6 dolgot talalhat (pl. olyan halmaz,
ami egyszerre zart és nyilt), igy legyen Ovatos. Segitségiil megadtunk egy
elektronikus jegyzetet, melyben kidolgozott példakat taldlhat, aminek dtnézésével
segitheti az 1j fogalmak megértését.

Alapfogalmak. [MHHI3| I/1.|

2.1.2. Definicié. Legyen X egy nemiires halmaz, d : X x X — R{ pedig
egy fiiggvény, mely rendelkezik az alabbi harom tulajdonsaggal.

1.d(z,y)=0 < z=y
2. dz,y) = d(y,x) Yoy X
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) Vr,y,z € X (haromszog-egyenldtlenség)

Ekkor a d fliggvényt X-en értelmezett metrikdnak (tavolsagfiiggvénynek) a
d(z,y) € Ry szamot az x elem y elemtdl vett tavolsdganak, végiil az (X, d)
rendezett part metrikus térnek (MT) nevezziik.

[MHHI3, 1/1.2.A]

2.1.3. Definici6. Az (X,d) MT-ben az a € X elem r > 0 sugara kérnyezetén
(avagy az a € X kozépponti, r > 0 sugari gombon) a B,(a) = {x € X : d(x,a) <1}
halmazt értjiik.

[MHHT3, 1/1.2.B]
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2.1.4. Definici6. Legyen (X,d) MT. Amh. az xz € X elem a H C X halmaz

e belsd pontja, ha z-nek van olyan kornyezete, amely csak H-beli elemeket
tartalmaz. H bels6 pontjainak halmazat int H jeloli.

e kilsd pontja, ha x-nek van olyan kérnyezete, amely nem tartalmaz H-
beli elemet. H kiils6 pontjainak halmazat ext H jeloli.

e hatdrpontja, ha x-nek minden koérnyezete tartalmaz H-beli és nem H-
beli elemet is. H hatarpontjainak halmazat 0H jeldli.

2.1.5. Definicié. Legyen (X,d) MT. Amh. a H C X halmaz
e nyilt, ha minden eleme bels6 pont.
e zirt, ha a komplementere H¢ = X\ H nyilt halmaz.

IMHHI3, 1/1.2.C]
A kovetkezSkben gyakorlatilag az analizis, lasd az 5.1l Fejezetet, fogalmait
vessziik at ebben az altalanos targyaldsmodban.

Teljes metrikus tér. |[MHHI3, [/2.]
2.1.6. Definici6é. Amh. az (X, d) MT-beli (x,) sorozat

e konvergens, ha Ja € X: d(z,,a) — 0.

(Ha Ja € X (a hatarérték), hogy Ve > 0 IN € N, hogy Vn > N-re
z, € B.(a) (vagyis d(z,,a) < €).)

e Cauchy-sorozat, ha d(x,,x,,) — 0, ha m > n, n — oo.

(Ha Ve > 0 AN € N, hogy Vm,n: m > n > N-re d(z,, z,) < €.)

2.1.7. Definici6é. Amh. az (X, d) MT teljes metrikus tér (TMT), ha minden
Cauchy-sorozata konvergens.

IMHH13| I/2.2.A]

Ez a fogalom nagyon fontos! El6zéleg - a valos szamok kapcsan - nagyon
hozza tud szokni az ember, hogy ha egy sorozat Cauchy, akkor konvergens,
de ez altalanosan mar nem igaz. Az Olvasd nézze 4t az ehhez kapcsolodo
megadott feladatokat.
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Fiiggvények folytonossaga.

2.1.8. Definicio. Legyen (X, dx), (Y,dy) MT D C X. Amh. az f: D — Y
fv. folytonos az a € D pontban, ha Ve > 0 30 > 0, hogy ha = € D és
dx(z,a) < 0, akkor dy (f(x), f(a)) < e.

Amh. f folytonos, ha folytonos Va € D pontban.

2.1.9. Definicié. Legyen (X, dx), (Y,dy) MT D C X. Amh. az f: D =Y
fv.

e folytonos, ha folytonos Va € D pontban.

e Lipschitz-folytonos (Lipschitzes), ha 3L € R (Lipschitz-allando), hogy
dy(f(z), f(a)) < Ldx(z,a) teljesiil Va,y € D.

e kontrakcio, ha Lipschitzes ¢ < 1 Lipschitz-allandéval, melyet ebben az
esetben kontrakcios allandonak neveziink.
Banach-féle fixpont tétel. A kovetkezs tétel a fejezet "lelke", ez a2 T Il Példaban

bemutatott modszer altalanos verzioja.

2.1.10. Tétel. (Banach-féle fixpont tétel)
Legyen X TMT. Ha F : X — X kontrakcid a g € [0, 1) kontrakcids konstanssal,
akkor

1. Aa*: F(x*) =a*.

2. Az 2% = F(z*1), 20 € X tetszdleges, iterdciora ® — z* .
3. ek = d(z® 2*) < qd(z*FV, 2*) = g1 |

4. d(z®, 2*) < qukq d(z©®, M)

Bizonyitds. 1-2. Tekintsiik a tételben szerepld iteraciot! Ekkor m > n > 0

esetén

d(z™, ™) < d(z™ | 2= 1)+ d(z™ D =Dy 4 () ) <

(qm1+ +q) ( 0y <gq (m"1+...—|—1)d(x(l),:c(0))<
q

q
(2.3)
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han — oo (amivel m — oo is). Vagyis (z*)) Cauchy-sorozat. Kihasznélva
X teljességét kapjuk, hogy konvergens is. Jeloljiik a hatarértékét z-sal.

Tekintsiik az 2F) = F(2*~1)) iteraciot és vegyiik mindkét oldal limeszét!
Mivel F kontrakcio, igy folytonos is, tehat

z = limz® = lim F(z*Y) = F(lim2*Y) = F(7),
ahonnan kapjuk, hogy = fixpontja F-nek.
Tth. x* fixpontja F-nek. Ekkor
d(z,2") = d(F(z), F(2")) < qd(Z,27),
ahonnan r = z*. Az egyetlen fixpontot innentdl x*-gal jeloljiik.

3. e = d(z2® %) < qd(a®V F(z%)) = qd(x®*, 2*) = g1

4. ([23)-bol tudjuk, hogy d(z™, ™) < 1q_ d(x©@ 2 Vegyiik mindkét
)
oldal limeszét m — oo, n = k rogzitett esetben! Ekkor d folytonossaga
miatt egyrészt

lim d(z®, 20 = d(z®, lim (™) = d(z®, 2*),

m—o0 m—ro0

masrészt
k k

d(z©, 20y = L 4z 2O

lim

[MHHT3] 1/2.2.B]

2.1.2. Megoldas létezése és egyértelmiisége

Az elGkésziiletekkel készen vagyunk, ratérhetiink az alapkérdés megvalaszolasara.
Ehhez az eddig mar hasznalt fogalmakat, mint pl. kezdetiérték probléma,
pontosan definialjuk.

2.1.11. Definici6. Legyen 2 C R x R tartomény és f : 2 — R folytonos

fiiggvény. Ekkor

1(t) = f(t,y(t .

g(t) = f(t, y(t)) (KEP)
y(to) = vo

egyenletet, ahol (ty, o) € Q, kezdetiérték problémdnak nevezzik.
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Figyelem, a definicioban feltettiik, hogy a jobb oldal folytonos. Ez nem
mindig teljesiil, mar a legalapvetsbb gyakorlati problémak esetében is el6fordul
nem folytonos jobboldallal rendelkezé KEP-pel modellezhets folyamat, de
ezek legtobbszor szakaszosan folytonos jobboldallal rendelkeznek, amit a megfelel
intervallumokon kiilon-kiilon tudunk kezelni. Természetesen vannak olyan
esetek is, amik ebbe a kategoridba sem esnek bele, de mi ezekkel most nem
foglalkozunk.

Most megvizsgalunk két KEP-at, ahol a megoldas létezése és egyértelmisége
sériil.

2.1.12. Példa. Tekintsiik az alabbi kezdetiérték problémét!

(2.4)

120

100 [

80

60

40 -

20 -

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

2.2. abra. A (2.4) KEP néhany megoldasa.

0 vagy y(t) = (t — ¢)®. Felhasznalva a kezdetiértéket kapjuk, hogy y(t) = 0
vagy y(t) = t3. Ez mar két megoldas, de jobban megvizsgilva kapjuk, hogy
végtelen sok megoldas van, mert tetszGleges c értékig a t-tengelyen haladva,
majd a (¢ — ¢)? fiiggvényen tovabbhaladva szintén megoldast kapunk.
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2.1.13. Példa. Tekintsiik az alabbi feladatot!

ty(t) = y(t) (2.5)

Megoldva a szétvalaszthato tipust differencialegyenletet kapjuk, hogy y(t) =

25

20 -

-10 f
-15

20 L

o5 . . . . . . . . .
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

2.3. abra. A (23) egyenlet néhany megoldasa, ha y(0) = 0.

ct. Ez azt jelenti, hogy ha y(0) = 0 kezdetiértéket csatolunk a differencialegyenlethez,
akkor végtelen sok megoldasunk lesz, ha pedig a y(0) = ¢ # 0 kezdeti feltételt,

akkor pedig nincs megoldas. Meg kell ugyanakkor jegyezziik, hogy (2.5]) nincs

KEP alakban.

Az alabbi két feladat kidolgozéasat az Olvasora bizzuk.

2.1.14. Feladat. Oldjuk meg az alédbbi kezdetiérték problémat!

{ y(t) = 2¢/Ty(t)]

y(to) =0
2.1.15. Feladat. Oldjuk meg az alabbi feladatot!
ty(t) = —y(t) (2.6)

Definialjuk a korrekt kittizési feladat fogalmat.
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2.1.16. Definicié. Amh. a KEP korrekt kitdzést, ha
1. 1étezik megoldasa;
2. megoldésa egyértelmd,
3. stabil: a megoldas folytonosan fiigg a bemend adatoktol.

A harmadik tulajdonsaggal kicsit kés6bb foglalkozunk, most az els6 kettére
fokuszalunk. Az tudhato, hogy a KEP-nek létezik megoldasa, ez Peano tétele,
amit bizonyitas nélkiil kozliink.

2.1.17. Tétel. (Peano)
KEP-nek létezik megolddsa.

Amit bizonyitani fogunk az az, hogy bizonyos plusz feltételek mellett
létezik és egyértelmt a KEP megoldasa. Ehhez a2 I IlPéldaban bemutatott
technikat alkalmazzuk, de mér az altalanos esetben, amit a 2.1.10. Tételben
foglaltunk ossze. Ez a tétel viszont fixpontokrol allit valamit, tehéat els6
lépésben at fogjuk irni a KEP-et megfelels alakra.

2.1.18. Lemma. Tekintsik a
t
vty =+ [ 1(s5(s) ds (INT)
to

integralegyenletet. Ekkor KEP és INT ekvivalensek a folytonosan differencidlhato
figguények korében.

Bizonyitds. Derivalva INT-et KEP-et kapjuk, illetve integralva KEP-et ¢o-tol
t-ig INT-et kapjuk. O

Ez azt jelenti, hogy tekinthetjiik INT-et KEP helyett és ez mar pontosan
olyan alakid, amit szerettiink volna.

2.1.19. Tétel. (Picard-Lindelif)
Tfh. f a mdsodik valtozojaban Lipschitzes, azaz 3L, hogy

‘f(tvyl) - f(t7y2>| <L ‘yl - y2‘

teljestil ¥(t,y;) € Q). Ekkor KEP-nek létezik megolddsa és az egyértelmd is.
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Bizonyitds. El6szor tekintsiink egy T = [a, b] X [c, d] C Q nemelfajulo téglalapot
(biztonsagi téglalap), mely a belsejében tartalmazza a (¢, o) pontot. Legyen
M = maxr [f(t,y)]-

Majd legyen e > 0 olyan, hogy [to —&,to + €] X [yo — Me,yo + Me] C T,
tovabba eL = q < 1.

Legyen S = {u e Clty —e,t +5] : doo(u yo) < Me} . Tekintsiik az F :

S —Clty—e,tg+e|, Flu)=yo+ f f(s ) ds operatort. Ekkor

1. (S,ds) TMT, (ezt nem bizonyitjuk)

2. F:S5 — S, hiszen legyen u € S,

¢Aﬂ@w@=mmw+/}@u@wu—m:nmx/ﬂammdss

t t
max /\f(s,u(s))| ds| < max /M ds| < Me,

3. F kontrakcio, hiszen

d&ﬂ@ﬁ@»zmm%+/f@ww— %+/ﬂm@ﬁ® -

max /f s,u(s)) — f(s,v(s)) ds| < max /|f s,u(s)) — f(s,v(s))| ds| <

max /Ldoo(u,v) ds| < Le duo(u,v).
—~

to =q<1

Vagyis teljesiilnek a Banach-féle fixpont tétel 2.1.10] feltételei, tehat 3ly*,

hogy F(y*) = y*, azaz y* az egyetlen megoldasa INT-nek. Hozzatéve még,

hogy F'(y*) folytonosan differencialhato, tehat y* is az, igy hasznalva Lemma

2118t kapjuk, hogy y* az egyetlen megoldasa KEP-nek. O

Nézziink bele egy kicsit a részletekbe. Milyen iteraciot is generalunk a
bizonyitas folyaman? Ezt fogjuk megnézni egy egyszerd példan.
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2.1.20. Példa. Tekintsiik a kovetkezd KEP-et!

y(t) = y(1)
1

Ennek megoldésa természetesen nem okoz problémét, a megoldas y(t) = €',
de itt most nem ez a cél. Els6nek atirjuk ekvivalens integralegyenletté:

t

y(t) = yo + / F(s,y(s)) ds =1+ / y(s) ds.

to

majd ennek segitségével definidlunk egy iteraciot:

t

to
Ha néhény tagot kiszamolunk megsejthetjiik, hogy

*) 2 tk
Yy (t):1+t+i+§+...+ﬁ

amit teljes indukcioval igazolhatunk, ezt az Olvasora bizzuk. Hatra van még

annak igazolasa, hogy ez a fliggvénysorozat a megoldashoz, vagyis ef-hez

tart. Most mar tudjuk, hogy ez attol is fiigghet, hogy milyen metrikat

valasztunk. Hasonloan a R.I.19.Tétel bizonyitasidhoz, itt is a d, mellett

dontiink. Felhasznélva e’ Taylor-sorat (5.1)) kapjuk, hogy

[e.e]

tn
P

n=k+1

deo (eta y(k) (t)) =

Itt alljunk meg egy pillanatra! Nem mindegy, hogy egy véges intervallumon
dolgozunk, vagy az egész R-en. Barmely véges intervallum esetén M > 0,

hogy

oo

de (e @) < 3 2

n!
n=k+1
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A befejezéshez adunk egy kis segitséget, de az Olvasora bizzuk. Vegyiik észre,
hogy egy indextdl kezdve:

M™ Mn+1
> 9 ,
nl = (n+1)!

ami azt jelenti, hogy amit darabonként hozzdadogatunk, az legalabb felezGdik,
ami azt is jelenti, hogy az utols6 hozzaadott értéke legalabb annyi, mint az
0sszes utana jovo Osszege.

Elviekben ez a példa azt is sugallja, hogy ha nem tudunk megoldani egy
KEP-et, akkor ezzel az tugynevezett Picard iterdcidval (mely az egyszert
iteracio egy specidlis esete) kozelithetjiik a megoldasat. Ez sajnos csak
elviekben van igy, hiszen az esetek tObbségében az integralas okozza azt,
hogy nem tudjuk megoldani az adott feladatot, viszont a kozelité modszer
lépésenként egy integralast jelent. Vagyis ez egy elméleti eszkoz, de annak
kivalo.

2.1.21. Megjegyzés. Térjiink vissza az 2.1.121Példahoz! A megoldés nem
volt egyértelmi. Ebbgsl a RLT.T9 Tétel miatt kovetkezik, hogy az egyenlet
jobb oldala nem Lipschitzes (Miért? Az Olvaso gondolja meg!). Az Olvaso
ellendrizze le, hogy tényleg igy van!

Térjiink vissza az 2113l Példahoz! Itt ha y(0) # 0, akkor nincs megoldés.
Miként viszonyul ez a 2.T.17. Tételhez?

Igaz-e, hogy ha a jobb oldal nem Lipschitzes, akkor tobb megoldas van? A
valasz az, hogy nem igaz! Ennek igazolasat az Olvasora bizzuk, segitségként
a

y(t) = y(t) log|y(t)]
egyenletet ajanljuk a figyelmébe.

2.2. Stabilitas

A harmadik abban a listaban, amiben a korrekt kitiizésti feladat tulajdonsagait
gytjtottiik ossze. Stabilitas: a kimenet (megoldas) folytonosan fiigg a bemenettol.
Mit is jelent ez? Egyrészt vilagos, hogy a kezdeti érték része a bemenetnek,

de a jobb oldal is! A folytonos fiiggés els6 kozelitésben gy fogalmazhatd meg,
hogy ha a bemenetet kicsit megvaltoztatjuk, akkor a kimenet is csak kicsivel
valtozik. Miért fontos ez? Emlékezziink vissza, hogy a KEP egy modellezési
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folyamat végeredménye és mint ilyen, nem teljesen pontos, tehat lesz egy
kis eltérés a modell és a valosag kozott. De ha a KEP korrekt kittizési,
akkor azok a KEP-ek, amik "kézel" vannak hozza (ha jol modelleztiink akkor

a valosag is ilyen) "kozeli" megoldasokat is szolgaltatnak. Vegyiik észre,
ha nem igy lenne, akkor teljesen reménytelen lenne a helyzetiink, hiszen
megoldanank egy modellhez tartoz6 KEP-et és fogalmunk sem lenne, hogy

ez a megoldés hogy viszonyul a valosaghoz: kozel van hozza vagy lehet, hogy
mégsem?

A stabilitas tehat egy a gyakorlathoz kot6d6 fontos fogalom. A kovetkezékben

ezt jarjuk koriil.

Gronwall-egyenlGtlenségek. Ezek az egyenlGtlenségek gyakorlatilag egymasbol
"nének ki" és az alapot fogjak szolgaltatni a végss stabilitasi becsléshez. A
bizonyitasoknal a kulcs a korabban mér hasznalt beszorzasos triikk.

2.2.1. Lemma. Ha u € Cla,b] N C*(a,b), K €R és
u(t) < Ku(t)

Vt € (a,b), akkor
u(t) < u(a)et=

Vt € [a, b].
Bizonyitds. Szorozva e %! > 0-vel és atrendezve:
u(t)e M+ u(t)(—Ke ) = (u(t)e ") <0.

Vagyis u(t)e ®* monoton csokkend, tehat u(a)e ™" > wu(t)e 5t Vt € [a,b)].
]

Ennek az integralalakos verzioja a kovetkezd.

2.2.2. Lemma. Ha u € Cla,b], K >0 és

Vt € [a,b], akkor

Vt € [a, b].
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Bizonyitds. g € Cla,b|NC(a,b) és g(t) = Ku(t) < Kg(t) Vt € (a,b). Vagyis
alkalmazhatjuk a Lemma 22Tt g-re. Tehat u(t) < g(t) < g(a)eXt=4 =
u(a)eft=a), .

2.2.3. Lemma. Ha u € Cla,b], K >0, ¢ € Cla,b] N C'(a,b) és

u(t) < g(t) = c(t) + K/u(s) ds

Vt € [a,b], akkor

t
u(t) < c(a)ef=2) 4 /c’(s)eK(t_S) ds

Vt € [a, b].

Bizonyitds. g € Cla,b] N C'(a,b) és g(t) = ¢(t) + Ku(t) < ¢(t) + Kg(t)
Vt € (a,b). Szorozva e Kt > (0-vel és atrendezve:

gt} + g(t)(=Ke ™) = (g()e™™) < e(t)e ™.

Integralva:
t t

[ Lo Yms as < [ et as.

a a

A bal oldal: g(t)e 5t — g(a)e 5 = g(t)e K — c(a)e 59, végiil megszorozva

Xt _vel és atrendezve:

u(t) < g(t) < cla)ef=2 + /c’(s)eK(t_S) ds.

a

O

Nekiink a késGbbiekben ennek csak egy specialis esetére lesz sziikségiink,
ami a kovetkezo.
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2.2.4. Kovetkezmény. Ha c(t) = o+ B(t — a), vagyis:

u(t)§a+ﬂ(t—a)+K/u(s) ds

Vt € [a,b], akkor (kiintegrdlva a jobb oldalt, amit az Olvasdra bizunk):

u(t) §<meK“_a)+—}€(eK“_@-—1).

Egyértelmiiség és stabilitds. Els6nek megint adunk egy egyértelmiiségi
bizonyitast, de most masképp, egy Gronwall-egyenlGtlenség segitségével fogjuk
bizonyitani.

2.2.5. Lemma. Tekintsik az aldbbi kezdetiérték problémdt!
y(to) = yo,

ahol f folytonos, és a mdsodik vdltozdjdban Lipschitzes. Ekkor KEP megolddsa
egyértelm.

Bizonyitds. Ha két megoldasunk lenne y(V) és y?) | akkor az ekvivalens integralegyenletet
hasznélva:

() - |—%+/fsy m—%—/fu/ ) ds| <

t

/uawws f@y()ﬂ®</¢MW$—¢WMd&

to
Legyen u(t) = |y (t) — y@(t)], ekkor:

t

MOSL/u@d&

to

Alkalmazhatjuk a Lemma2.22+: 0 < u(t) < u(te)e %) = 0, mivel u(ty) =
0. Tehat u = 0, vagyis y™M () =y (). O
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Most kovetkezik a stabilitasi tétel, mely szintén Peano nevéhez kotodik.

2.2.6. Tétel. (Peano)
Tekintsiik a kovetkezd két KEP-et!

{ y(t) = fi(t,y(1)) { y(t) = fa(t,y(1))
y y

(to) = Y10, (to) = Y20,
ahol feltessziik, hogy

e |y10 — y20| < 0,

o f1 és fo folytonosak, és a masodik viltozdjukban ugyanazzal az L konstanssal
Lipschitzesek, tovabbd

Ekkor azy™ : I - R, y® : I, > R, J =1, NI, # 0 megolddsokra:

o
y0(E) — yP(0)] < gebil 4 2 (et - 1)

vt e J.

Bizonyitds. t > to eset: (A masik eset hasonlo.) Az ekvivalens integralegyenletet
hasznélva:

w“m—y<wwm+/ﬁsy »@—m—/ﬁsy ) ds| <
\ym—y2o\+I/f18y ds—/fzsy ) ds| <

a+/msy )) ds — fals, y@(s))] ds <

a+/msy )) ds — fals, y® uu+/msy ) ds — fa(s,y®(s))] ds <

a+L/|y J(s)| ds + 6(t — to) .
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Legyen u(t) = [y (t) — y@(t)], ekkor:
t

u(t)§a+5(t—t0)+L/u(s) ds,

to

amire alkalmazhatjuk a Kovetkezmeény 2.2.4ket, ami a kivant egyenlétlenséget
adja. O

2.2.7. Megjegyzés. Ha a két egyenletet tigy fogjuk fel, hogy egyik a valosag,
a masik a mi kozelitésiink, akkor |y10—1y90| < o jelentése a kezdeti hiba, ami a
mérések pontatlansagabol szarmazik. 30 > 0 : | f1(¢, p)— fa(t, p)| < § jelentése
pedig az, hogy a torvény, amit hasznalunk szintén tartalmaz mérésen alapuld
konstansokat, amik csak ,kicsit” rontjak el az egyenlet jobb oldalat.

Az egyenlGtlenség pedig azt mondja, hogy a megoldas és a kozelitésiink
kiilonbsége (hiba) legfeljebb exponencialisan névekszik az idében.

Ez az a tulajdonsag, melyet elsére még csak kozelitélegesen gy fogalmaztunk,
hogy ha a bemené adatokat ,kicsit” megvaltoztatjuk, akkor a megoldas is
csak ,kicsit” fog megvaltozni. Most mér pontosan értjiik, hogy mit jelent
a megoldasnak a bemend paraméterektdl valo folytonos fiiggése, més szoval
stabilitasa.




3. fejezet

Kezdetiérték problémak
numerikus megoldasi modszerei

A korabbi fejezetekben elGszor bizonyos tipusok megoldasi modszereivel foglalkoztunk,
majd mikor lattuk ennek a kvantitativ megkdzelitésnek a hatranyait, atvaltottunk

a kvalitativ megkozelitésre. Ezt kovette egy elméleti rész. Most visszatériink

a kvantitativ megkozelitéshez. Természetesen kicsit valtoztatunk az eredeti

terven. Nem célunk megoldasi receptek, megoldoképletek elGallitdsa, most
megelégsziink a megoldas kozelitésével. Ez valojaban nem lemondés valami
tokéletesnek az elérésérdl, azt mar a modellezés folyaman tobbé kevésbé meg

kell tegyiik. Raadasul - elviekben - teszGleges pontossagu kozelitést fogunk

tudni elGallitani.

3.1. Numerikus megoldasi modszerek — bevezeto

Az alabbiakban bemutatjuk a legegyszeriibb modszereket (megjegyezziik,
hogy mi itt csak tgynevezett egylépéses modszerekkel foglalkozunk, de ezen
kiviil vannak még mas modszercsaladok is) és targyaljuk a felvet6ds alapvetd
gyakorlati kérdéseket. A késGbbiekben precizen bebizonyitjuk, hogy a bevezetett
modszerek a megoldashoz tart6 sorozatot allitanak el6 (bizonyos feltételek
teljesiilése mellett).

67
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3.1.1. Numerikus modszerek konstrualasa

Tekintsiik az alabbi kezdetiérték problémét!

y(t) = f(ty(®), ¢ (to, 7]

y(to) = vo

(KEP)

ahol f folytonos, és a masodik valtozojaban Lipschitzes. Tudjuk, hogy ez
esetben a megoldas létezik és egyértelmd, 2. 1.9 Tétel. Figyelem, most csak
egy véges intervallumon dolgozunk!

El6szor harom alapveté modszert fogunk bevezetni. Ezek kapcsan mér
gyakorlatilag majdnem minden fontos kérdés targyalhato, a komplexebb modszerek
targyalasa technikailag jelent csak nagyobb kihivast, az elvek ugyanazok
maradnak.

Az explicit-Euler médszer. Roviden EE. Vessziik egy ekvidisztans felosztasat
a [to, T'] intervallumnak. A 1épéskozt jeloljiik h-val, az intervallumot N részre
osztva kapjuk, hogy t, =tg+nh, n=20,..., N.

Az y(t) megoldast csak ezen osztépontokban kozelitjiik, és ezen kozelitésekbdl
allitjuk els az y" = (yg, vl ..., y%) € RN vektort, tehat szandékaink
szerint y* ~ y(t,), n = 0,... N, ahol y(t) a KEP megolddsa. A modszer
pedig az y" vektor elsallitasara a kovetkezo:

y(})L =%, N= 0 .
(explicit-Euler modszer)

yz:yz—1+hf(tn—1vy2—l)v n:17..,7N

Geometriailag gy képzelhetjiik el, hogy minden egyes lépésben érintG-iranyban
lépiink tovabb. Masik megkozelités szerint tekintsiik a kovetkezd kozelitést:

y(tn) - y(tn—1>

h R Y(tn-1) = f (tne1,y(tn1))

ahol a derivaltat kozelitettiik egy kiilonbségi hanyadossal. Majd elhagyva a
derivaltat atrendezéssel kapjuk az (explicit-Euler modszer])-t. Tehat az eszme
az, hogy az egyenletet kozelitjiik. Vegyilik észre, hogy a kapott modszer
egy rekurzio, mégpedig explicit, tehat szépen végig tudunk lépkedni az y!
kezdGértekrsl egészen az utolsod yl tagig.
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Az implicit-Euler médszer. Roviden IE. Itt az y" vektor elgallitdsara a
kovetkez6 rekurziot alkalmazzuk.

yg:y07 n =20

(implicit-Euler modszer)
yh=yh  +hflt,,y"), n=1,...,N

Ez a modszer annyiban kiilonbozik az EE-t61, hogy nem az aktualis meredekség
mentén lépilink tovabb, hanem ugy lépiink, hogy a beérkezési helyen vett
meredekség iranyabol érkezziink. A mésik interpretacioé szerint:

y(tn) = y(tn-1)
h

~y(tn) = f (tn,y(tn)) ,

ahonnan atrendezéssel kapjuk (implicit-Euler modszer|)-t. Ez a rekurzi6 viszont
implicit, y" nincs kifejezve, hanem minden 1épésben egy egyenletiink van r4,
amit meg kell oldanunk.

A Trapéz-mobdszer. Roviden csak T. Ez a modszer szintén implicit, az
el6z6 két modszer kombinaldsaként lehet interpretalni.

h
v =na+ g (Flaev vl o) + ftewn) . n=1,..N

(Trapéz-modszer)
Mindharom eddigi moédszer osztozik abban a tulajdonsagban, hogy a
kovetkezs érték — azaz y” — kiszdmitasahoz csak a t, 1, h és y' | értékeket
hasznalja fel. Az ilyen modszereket egylépéses modszereknek nevezziik.
Vizsgaljuk meg a fenti modszerek miikddését néhany konkrét kezdetiérték
probléman!

3.1.1. Példa. Elsgként tekintsiik az an. teszt-egyenletet! (Ez kordbban mar
el6fordult, lasd (LI.2).Példa.) Legyen A € R tetszGleges. Megjegyezziik,
hogy lehetne tetsz6leges komplex szam is.

y(t) = Ay(t), te(0T]
(teszt-egyenlet)

A megoldés y(t) = e,
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Ekkor az EE a kovetkezd mdédon miikodik.
Y=yt R = (RN = = (RN = (14 A

Hasonlitsuk &ssze a megoldas végpontban felvett értékét y(T) = e és a
modszer altal szolgaltatott kdzelitest yh = (1 + hA)N = (1 + L)V, Tudjuk,
hogy ha N — oo, akkor (1 + L2)N — €T vagyis ha a felosztast stritjiik,
akkor az EE altal kapott kozelités tart a pontos értékhez. Ez egy jo hir, erre
az egyenletre ez a modszer tetszbleges pontossagu kozelitést tud elgallitani.

Az IE a kovetkezd moédon miikodik.
yh =yl 4+ hayl,

amibdl - a teszt-egyenlet egyszertd volta miatt - ki tudjuk fejezni az ismeretlent.

1 1" 1"
h _ h _A h _
y"_1—hxy"—1_‘“_<1—m) yo_(l—h)\) '

Mivel (1 — L2)N — 7T ha N — oo, igy az IE altal kapott kozelités is tart
a pontos értékhez.

A T a kovetkez6 modon miikodik.

h
Y=y + 3 (Ayh_y + Ay

amibdl szintén ki tudjuk fejezni az ismeretlent.

1+ B 142" 14+22\"
R 2 h _ 2 ho_ 2
yn_ _h_)\yn—l_"’_< _ hA yO_ N
2 2 2
Mivel N
X X
(1+W> _ €2 — AT
A\ N Y ’
(1-3%) e 2

ha N — oo, igy a T altal kapott kozelités is tart a pontos értékhez.

A teszt-egyenlet olyan egyszert, hogy mindharom esetben vissza lehetett
fejteni a rekurziot, igy a modszerek realizdlasahoz nem volt sziikség szamitogépre.
De ebbdl a szempontbdl ez kivételes eset volt, legtobbszor a szamitogép
hasznalata nem kiiszébdlhetd ki.



3.1. NUMERIKUS MEGOLDASI MODSZEREK — BEVEZETO 71

3.1.2. Példa. Tekintsiik a kovetkezs KEP-et!

1
;-

A megoldas y(t) =

Az EE alkalmazasa a kovetkezd rekurziot jelenti.

y,’i = yZ—l —h (92—1)2 c

Ennek a visszafejtése mar korant sem olyan egyszert, mint az el6z6 példa
esetében. Adja magat, hogy szamitogépet hasznaljunk.

Ennél is tobb kérdést vet fel az IE alkalmazéasa.

yr=ylt —h (")

Ebbdl ki tudjuk fejezni az ismeretlent.

1+ /1 +4hy" |

2h

yh =

Ennek a kézzel valo visszafejtésére mar nem is gondolunk, rdadasul egy tjabb
problémaval is szembe kell nézziink. Miszerint a +-bol melyiket valasszuk?
Az Olvasé indokolja meg, hogy a +-t!

Ez azt jelenti, hogy az ismeretlen kifejezése mar ebben az egyszert esetben
is technikai nehézséget, tovabb4 meggondolnivalot foglal magaban.

A T alkalmazasat az Olvasora bizzuk.

3.1.3. Feladat. Az el6z6 feladatnak az ikertestvére a kovetkezs. Legyen
T € (—1,0) egy rogzitett szam.

o+ =

A megoldés ez esetben is y(t) =
Olvasora bizzuk.

Ennek a példanak a kidolgozasat az
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3.1.4. Példa. Tekintsiik a kovetkezs KEP-et!

A megoldas y(t) = Int.

Az EE alkalmazasa a kovetkezd rekurziot jelenti.
Yn = yh o+ he Vi1 .

Ennek megoldasa szamitogépet igényel.

Az IE alkalmazasa a kovetkez6 rekurziot jelenti.
yh=yh |+ heVn.

Ebbol kéne "t kifejezni, ugyanakkor ez lehetetlen! Az implicitségbdl fakado
probléma itt is elGkeriil.
T alkalmazasakor hasonlé probléméval talaljuk szemben magunkat.

3.1.2. Az implicitség kezelése

Az el6z6ekben azzal szembesiiltiink, hogy egyrészt a szamitogép alkalmazasa
gyakorlatilag kikeriilhetetlen, masrészt implicit modszer alkalmazéasa esetében
el6fordulhat, hogy olyan (nemlineéris) egyenletet kéne megoldanunk (raadasul
minden lépésben), amire nem vagyunk képesek. Ez latszolag azt sugallja,
hogy el kell felejtsiik az implicit modszereket.

Miel6tt igy dontenénk, tegyiik fel a kovetkezd kérdést. Van-e valamilyen
Osszehasonlités, ami azt mutatja, hogy az implicit modszerek jobbak valamilyen
szempontbol, mint az explicit modszerek? Ha igen (latni fogjuk, hogy igen),
akkor majd elkezdiink foglalkozni az implicitségi probléma kezelésével!

Explicit vs implicit.

3.1.5. Példa. Térjiink vissza a teszt-egyenlet vizsgalatara! Legyen most
A= —100 és T =1, tehat

g(t) = —100y(t), te€ (0,1]
y(0) =1
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A megoldas y(t) = e 1% és y(1) = e 1P =~ 0.
Az EE esetében azt kaptuk, hogy

—100\ "
h

— 1+ == .
YN (+ N)

Legyen N = 25, tehdt a lépéskoz h = 5= | Ekkor yh; = (—3)%, ami koréntsem
kozeliti jol az y(1) ~ 0 értéket, raadasul negativ!

Legyen N = 49, vagyis a lépéskoz h = 4%! Ekkor yf, ~ —7.1, ami még
mindig rossz kozelités, rdadasul szintén negativ.

Legyen N = 50! Ekkor y" = (=1)", n = 0,1,...,50, ami szintén nem
tekinthet6 jo kozelitésnek.

Az Olvasora bizzuk annak meggondolasét, hogy [y < |y | teljesiiléséhez
(ami itt egy természetes elvaras) N-et ugy kell megvéalasztanunk, hogy N >
50, tovabba ha azt is szeretnénk, hogy pozitiv értékeket kapjunk, akkor ugy,

hogy N > 100. Ha N < 100, akkor a numerikus kozelités oszcillal.

Ezzel ellentétben az I[E meglepGen jo kozelitést ad durva felosztas esetében

is:
1

| Jooyt
N

mely példaul N = 10 esetében y) ~ 3.8554¢ — 011. Ami azt jelenti, hogy
lényegesen kevesebb lépéssel is jo kozelitést tudunk adni.

yh =

Mi a tanulsag ebb6l? Gondoljunk egy olyan KEP-re, melynek megoldasat
nem tudjuk zart alakban megadni és a numerikus modszereink alkalmazasahoz
nem elegend6 papir-+ceruza, tehdt mar az EE esetében is szamitogéphez kell
folyamodjunk. Egy modszer koltsége nagyjabol tgy szamithato ki, hogy:

lépések szama - lépésenkénti koltség .

Lattuk, hogy az el6z6 példaban az EE esetében a 1épések szamat az IE
lépésszamanak sokszorosanak kellett valasztani az elfogadhato kozelités eléréséhez.
Tehéat ha valami modon sikeriilne az implicitség problémajat kezelni (mégpedig
relative olcson, ami azt jelenti, hogy a lépésenkénti koltség nem lehet nagy),
akkor sok esetben az implicit modszerek lényegesen hatékonyabban miikédnének,
mint explicit tarsaik.

Az alapétlet az, hogy a lépésenként megoldand6 nemlinearis egyenletet
nem megoldjuk - hiszen ez sokszor lehetetlen - hanem csak kozelitjik a
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megoldasat. A numerikus modszeriink eleve vét valamekkora hibat lépésenként,
igy azzal, hogy erre rarakodik még egy kis hiba, az nem okoz gondot. Persze
ez a rarakodo hiba nem szabad, hogy tul nagy legyen.

Most attekintjiik a legalapvet&bb modszereket, melyek alkalmasak egyenletek
megoldasanak kozelitésére.

Egyszert iteraci6. Ez a modszer a Banach-féle fixpont tételen alapul,
lasd Tétel Ennek allitasat itt is megismételjiik.

Legyen X # () TMT. Ha F : X — X kontrakci6 a ¢ € [0,1) kontrakcios
allandoval, akkor

1. Aa*: F(z*) = a*.
2. Az 20 = F(z®1) 20 € X tetszoleges, iteraciora ) — z* .

3. e®) = d(2®, ) < gd(z* V), %) = g1 |

4. d(z® ) < L= d(z© 2W).

Ez természetesen egy elméleti eredmény. Nekiink nem &ll médunkban
végtelen sok iteracios 1épést tenni, viszont nem is kell! Az egyszerid iteracio
linearisan konvergal, tehat ha ¢ elég kicsi és a fixpont kozelébdl inditjuk az
iteraciot, akkor par lépésben elegendGen kozel keriiliink a fixponthoz.

Most megvizsgalunk az el6z6ekben szerepelt példak koziil néhanyat. Megjegyezziik,
hogy az BI2Példa, B T3 Feladat és a BI4lPélda esetében az EE (és az
explicit modszerek altalaban) jol miikodnek, tehat nem sziikséges implicit
modszert valasztani. Viszont ezeken a példakon jol be lehet mutatni az
egyszer(d iteracié miikodését.

3.1.6. Példa. Tekintsiik az B.1.21Példat! Itt az IE alkalmazasa a kovetkezst
jelentette.

h h R\2
Yn = Yn—1 — h (yn) )
amibdl ki lehetett fejezni az ismeretlent, de mi most mas utat valasztunk.

Legyen X = ([0,4"_,],|-]), ami TMT. Legyen tovabba F(z) = yh_; —
ha?. Ekkor h,y" | <1 esetén F: X — X, hiszen

0< F(z)=yp_, —ha® <yp_,.



3.1. NUMERIKUS MEGOLDASI MODSZEREK — BEVEZETO 75

Vegyiik észre, hogy y" | < 1 teljesiil, ha h<1 és a lépéskozt mi valaszthatjuk
meg! Minél kisebb a lépéskoz, annal tobb lépést kell tegyiink, novelve a
koltséget, viszont a kapott megszoritas egyaltalan nem erds.

Tovabba, ha h < i (ami még szintén nem erds megszoritas), akkor F
kontrakcio, mert

d(F(z), F(y)) = lyh_y — ha® — (yh_y — hy?)| =
hlz +yllz — y| < 2hyt |z —y| < 2hd(z,y),

vagyis ¢-t valaszthatjuk 2h-nak. Tehat minél kisebb h, annél gyorsabban
konvergal az iteracio, viszont a kicsi 1épéskoznek is megvan a hatranya. A
konkluzio az, hogy h csokkentése kevesebb "belsG" iterdcios 1épést igényel,
de tobb "kiilsg" lépést. A koltség a kettd szorzata, tehat kompromisszumot
kell talaljunk.

Tovabbi kérdés, hogy honnan inditsuk az iteraciot. Ha h elég kicsi, akkor
y" | és a keresett y” kozel vannak egymashoz, tehat kézenfekvs, hogy y!
legyen az iteracié kezdGértéke. Tehat a "belsG" iteracio ekkor

(yh)(k) —yh  —h ((yh)(k—l))2
(yﬁ)(o) = yZ—l .

Habar altalanos érvényi szabaly nincs, de altalaban igaz az, hogy 5-nél tobb
egyszerd iteracios lépést nem érdemes tenni. Ha igy nem kapnénk megfelel6
eredményt, akkor inkabb A-t kell csdkkenteni.

Ha példaul a példankban A = 0.05 valasztassal éliink, akkor iteracios
lépésenként legalabb tizedel6dik a hiba. A kezdeti hibarol tudjuk, hogy
kisebb, mint 1 (ami egy nagyon-nagyon durva felsé becslés), akkor 5 iteracios
lépés utan a hiba kisebb lesz, mint le — 5 (ami szintén nagyon-nagyon durva
fels6 becslés).

3.1.7. Példa. A B1.3 Feladat kidolgozasat az Olvasora bizzuk.

3.1.8. Példa. Tekintsiik[B.1.4Példat! Az IE alkalmazésa a kovetkezs rekurziot
jelentette.

yn=yh_ + he ¥ .

Ebben az esetben nem is allt médunkban y” kifejezése, tehat a megoldast
eleve csak kozelithetjiik.



76 3. FEJEZET.

Legyen X = ([0,00), |- |), ami TMT. Legyen tovabba F(z) =y ,+he™®.
Ekkor y" ; > 0 esetén (ami teljesiil, az Olvaso gondolja meg, hogy miért)
F: X — X, tovibba, ha h < 1, akkor F' kontrakci6, mert a Lagrange-féle
kozépérték tétel szerint Jw € (x,y):

e’ —eV=F(w)(z-y)=—e"(-y)),
ahol tudjuk, hogy | — e | < 1, tehat

d(F (), F(y)) = lyh_y — he™ — (yp_, — he™¥)| =
hle™™ —e Y| < hlz —y| < hd(x,y),

vagyis ¢-t valaszthatjuk h-nak.

Altalaban nem ellenérizziik le a Banach-féle fixpont tétel feltételeit, ez
ugyanis sokszor vagy nehézségekbe iitkozik, vagy bizonyos esetekben nem is
lehetséges. Alkalmazzuk az egyszerii iteraciot, és ha nem kapnéank megfelelé
eredményt, akkor csokkentjiik a lépéskozt.

Sajnos az egyszerd iteracié alkalmazasa héatranyokkal jar, mint ezt a
kovetkez6 példa mutatja.

3.1.9. Példa. Térjiink vissza a teszt-egyenlet vizsgélatara a A = —100
esetben!
Az IE esetében azt kaptuk, hogy

yr =y, — 100hy):,

amibdl ki tudnank fejezni az ismeretlent, de most nem ezt tessziik, hanem
egyszer( iteraciot alkalmazunk.

Tekintsiik az F'(z) = y"_,—100hx leképezést. Ez esetben a kontrakciofeltétel
azt jelenti, hogy

lyk_y — 100hz — (yr_, — 100hy)| = 100h|z — y|,

mely h < ﬁ esetében teljesiil. Rdaadasul érdemes lenne ennél lényegesen

kisebbnek valasztani h-t, hiszen csak igy tudnank az egyszert iteracioé sebességét
feltornaszni a megfelel6 szintre. Ez pedig mindent tonkretesz, az IE-t pont
azért valasztanank, hogy a lépésszamot csokkentsiik, hiszen ilyen lépéskozzel
mar az EE is megfelel6 eredményt adna.

Megjegyezziik, hogy ez nem jelenti azt, hogy minden esetben el kell
tekinteni az egyszert iteracio alkalmazéasatol, de van, ahol igen.

Ez azt jelenti, hogy mas lehet6ségek utan kell nézziink. Ilyen a kovetkezd.
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Newton-iteracié. Ennek lényegét a kovetkezG tételben foglaljuk Gssze.

3.1.10. Tétel. Legyen f € C?(a,b), valamint f'(z) # 0, Vx € (a,b). Legyen
tovabbd x* € (a,b) gydke f-nek, vagyis f(x*) = 0. Tekintsik az

(k—=1)
2 = =1 fa) (Newton-iteracio)

F0)

iterdcict, ahol a kezddértékre igaz az, hogy |v©) — x*| < r, ahol

r = min { 2 minelos | £'(2)
maselos) | (1)

,|a—:v*|,|b—x*|} )

Ekkor ) — 2* és a konvergencia kvadratikus.

*

Bizonyitds. Jeloljiik a hibat a kovetkezéképp: e®) = z®) — g*
sorfejtést alkalmazunk. 3¢, € (a,b), hogy

Taylor-

0= f(l’*) _ f(x(k—l)) + f/(x(k_l))(x* . I(k_l)) N f//;gk) (l’* _ x(k—l))2 :

melyet atrendezve kapjuk, hogy

(k—-1) M * f”(gk) (E(k_l)>2

FEED) T 27t

(k) — (k) _ px — —
eV =u =z Ve

tehat

® maXyeay | [ ()] (k—1) |2
] < e
2minge(q,p) |f'()]

A kezd&pont valasztasabol pedig teljes indukcioval kovetkezik, hogy

maXgeias | f”
‘E(k)} < X elat] | f ,(x)‘ ‘g(k—l)f < ‘E(k—l)} <r,

2m1nz€[a,b] |f (ZIZ’)|

illetve
o\
}E(k)} < 1 }E(k—l)}2 <...<r <‘€_>
r r
0J

3.1.11. Megjegyzés. e A Newton-iteracio egy szemléletes geometriai

jelentéssel bir. Mi ez a geometriai jelentés? Az Olvasonak némi segitséget
nytjthat az abra.
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3.1. abra. A Newton-iteracio6 geometriai szemléltetése.

e A kvadratikus konvergencia csak lokalis! Mit is jelent ez? Vizsgaljuk
meg az alabbi egyenl6tlenséget:
£®] < g|e®V)?
Legyen g = 103 és tegyiik fel, hogy a becslés valamennyire éles. Legyen
a kezdeti hiba értéke ¢ = 1072, ekkor

W] <103 [1072)* = 1072
| :

ami azt jelenti, hogy kudarcot vallottunk, hiszen nem tudjuk biztositani,
hogy a hiba csokkenjen (s6t)! Ennek oka, hogy a kezdeti hiba nem volt
elég kicsi. Az Olvas6 adja meg, hogy milyen kicsi kell, hogy legyen,
ahhoz, hogy az iteracié jol miikodjon!
3.1.12. Példa. Tekintsiik a[B.1.21Példat! Itt az IE alkalmazasa a kovetkezot
jelentette.
2
Y =Yn1 — D ()",
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amit atrendezve és az ismeretlent x-el jelolve kapjuk, hogy
f([lf) :yZ—l_th_l'a

¢és szeretnénk megoldani az f(x) = 0 egyenletet. f'(z) = —(2hz + 1) &3
f"(x) = —2h.
A Newton-iteracio a kovetkezéképp miikodik.

h (=D)L (k=1
2B — -1y Y1 ( )

2hpk—1) 4+ 1
2 = Z/Z—l :
Mivel
maxXyefap | [ ()] _2h
2mingepy [f/(z)] 2 ’
igy

}g(m} <h ‘Ew—l)f :

vagyis a konvergencia nagyon gyors, a kezdéérték pedig béven benne van a
kivant intervallumban.

3.1.13. Példa. A korabban szerepelt tobbi példa kidolgozasat Newton-iteracioval
az Olvasora bizzuk.

Osszehasonlitas. Hasonlitsuk ssze a kiilonbozo alternativakat!

3.1.14. Példa. Els6nek térjiink vissza a teszt-egyenlet vizsgilatara a A =
—100 és T =1 esetben!

Azt kaptuk korabban, hogy EE esetében N > 50, egy minimalis megszoritas,
illetve ha pozitiv kozelitGvektort szeretnénk, akkor N > 100, de inkabb
N > 100 sziikséges a megfelel6 kozelités eléréséhez.

Az IE mar N = 10 esetén is jo kozelitést adott, ha a lépésenként keletkezd
egyenletet pontosan oldjuk meg. Most tekintsiink el attol, hogy ez ebben az
egyszerd esetben kénnyen lehetséges, mert dltalaban nem szamithatunk erre.
Lattuk, hogy B.1.9lPéldaban, hogy egyszerii iteracio alkalmazésa esetében a
kontrakciofeltétel pont N > 100 megkotést jelent (és a gyors konvergencidhoz
N > 100), tehat semmit sem nyernénk ezzel.

Mi a helyzet, ha Newton-iteraciot alkalmazunk? Az f(z) = 0 egyenletet
szeretnénk megoldani (azaz csak kozeliteni a megoldasat!), ahol f(z) =
y" | — (1 + 100h)
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A Newton-iteracio pedig a kovetkezs

h o — =11 4+ 1004 h
2B — =1 Yn—1 ( ) _ Yn

1+ 100h 14 100h°

tehat barhonnan inditva az iteraciot egy lépésben a pontos megoldast adja!
Ez els6re meglepGen hangzik, de ha megértettiik a Newton-iteracio geometriai
jelentését, akkor trivialis (az Olvasé gondolja meg, hogy miért).

Tehat ez esetben realizdlni tudjuk az implicitségb6l szarmazo el6nyt,
valaszthatunk durva felosztast is.

Ez a példa tul kellemes volt a Newton-iteraci6 szempontjabol, igy kénnyen
tudott lényegesen jobb eredményt produkalni, mint az EE, vagy mint ha
az 1E-t az egyszeri iteracioval kombinaltuk volna. A kovetkezGkben egy
lényegesen kellemetlenebb feladaton hasonlitjuk 6ssze ezen modszereket.

3.1.15. Példa. Tekintsiik a kovetkezd KEP-et!
g = (w2 - 2 =L re, o)
t t2 ) bl
y(1) =1.

A megoldas y(t) = 1. Az aldbbiakban mellékeljiik a harom kodot.

function egypertEE (N, lambda, T)

% y' (t)=lambdax (txy"2 (t)—1/t)—1/t"2;

$ y(l)=1

% numerikus megoldasa az EE mddszerrel az
1,T] intervallumon

$format long
h=(T—1) /N
t=linspace(1l,T,N+1); % az intervallum felosztasa

[)

y=zeros(1l,N+1); % a numerikus megoldas vektora
pontos=zeros (1,N+1); % pontos megoldas vektora
hibavektor=zeros(1,N+1); % hibavektor

% a pontos megoldas betoltese:
for j=1:(N+1)
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pontos (j)=pll(t(J));
end

% numerikus megoldas kiszamolasa:

y(1)=1;
tic
for j=1:N

y(J+1)=y (J) +th* (lambdax (t () * (y (J)) "2=1/t (3))—=1/(£ (3)) "2);
end
time=toc

% hiba
hibavektor=y—pontos;

% maxhiba
maxhiba=max (abs (hibavektor))
% abrazolas:

subplot (1,3,1)

plot (t,y)

title('Numerikus megoldas"')
subplot (1, 3,2)

plot (t,pontos, 'g'")
title('Pontos megoldas')
subplot (1, 3, 3)

plot (t,hibavektor, 'r'")
title('Hiba'")

$x1lim([1 t(length(t))]1);
end

% a (pontos) megoldas:
function ered=pll (t)
ered=1/t;

end

function egypertIEfixpont (N, it, lambda, T)
y' (t)=lambdax* (txy*2 (t)—1/t)—1/t"2;
y(1)=1

numerikus megoldasa az IE mdédszerrel az
[1,T] intervallumon

N — felosztas

it — egyszeru iteracio iteracioszama

00000000000000

o o o° o° oo o
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$format long

h=(T—1) /N

t=linspace(1l,T,N+1); % az intervallum felosztasa
y=zeros(l,N+1); % a numerikus megoldas vektora
pontos=zeros (1,N+1); % pontos megoldas vektora

[o)

hibavektor=zeros(l1,N+1); % hibavektor
% a pontos megoldas betoltese:
for j=1:(N+1)
pontos (j)=pll(t(]));
end

% numerikus megoldas kiszamolasa:

y (1)=1;
tic
for j=1:N

y(J+l)=fixiter(t (j+1),y(J),y(J),lambda, h,it);
end
time=toc

% hiba

hibavektor=y—pontos;

% maxhiba
maxhiba=max (abs (hibavektor))
% abrazolas:

subplot (1,3,1)

plot (t,y)

title('Numerikus megoldas"')
subplot (1, 3,2)

plot (t,pontos, 'g'")
title('Pontos megoldas')
subplot (1, 3, 3)

plot (t,hibavektor, 'r'")
title('Hiba'")

end

3. FEJEZET.

o° op°

a (pontos) megoldas:
function ered=pll (t)
ered=1/t;

end

% fixpontiteracio:
function x=fixiter(t,y,x,lambda,h,it)

for i=1:it



3.1. NUMERIKUS MEGOLDASI MODSZEREK — BEVEZETO

x=y+h* (lambdax (t*x"2—1/t)—1/t"2);
end
end

83

function egypertIENewton (N, it, lambda, T)

% y'(t)=lambdax* (txy"2 (t)—1/t)—1/t"2;

% yv(1)=1

% numerikus megoldasa az IE+Newton médszerrel az
$ [1,T] intervallumon

% N — felosztas

% it — Newton—iteracio iteracioszama

$format long
h=(T—1) /N % lepeskoz
t=linspace(1,T,N+1); % az intervallum felosztasa

[)

y=zeros(1l,N+1); % a numerikus megoldas vektora
pontos=zeros(l,N+1); % pontos megoldas vektora
hibavektor=zeros(1,N+1); % hibavektor
% a pontos megoldas betoltese:
for j=1:(N+1)

pontos (j)=pll(t (J));
end

o

% numerikus megoldas kiszamolasa:

y(1)=1;
tic
for j=1:N

y (J+1)=Newton (t (j+1),y(3),y(3J),lambda,h,it);
end
time=toc

% hiba

hibavektor=y—pontos;

% maxhiba
maxhiba=max (abs (hibavektor))
% abrazolas:

subplot (1,3,1)

plot (t,y)

title ('Numerikus megoldas"')
subplot (1, 3, 2)
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plot (t,pontos, 'g'")
title('Pontos megoldas')
subplot (1, 3, 3)

plot (t,hibavektor, 'r'")
title('Hiba')

end

Q
)

Q

% a (pontos) megoldas:
function ered=pll (t)
ered=1/t;

end

Q
)

% Newton—iteracio:
function x=Newton (t,y,x,lambda,h,it)
for i=1:it
X = x — (y+h* (lambdax (t*x"2—1/t)—1/t"2)—x)/ (2xh*lambda*t*x—1);
end
end

3.1.16. Feladat. ElGszor is az Olvaso értse meg a kodokat! Ehhez kisérletezzen
veliik.

e Modositsa az Olvaso az EE kodjat ugy, hogy a Heun-moédszert alkalmazzal
e Modositsa az Olvaso az EE kodjat ugy, hogy a RK4 modszert alkalmazza!

e Modositsa a megadott kodokat (mindharmat) a kévetkezs altalanosabb
probléma megoldasahoz! k& legyen bemendé parameéter.

y(t) = A (tky’““(t) — %) -~ tl? t e (1,25
y(1)=1.

A kodokat didaktikusra irtuk, altalaban csak a végs6é pontbeli kizelitésre
van sziiksége az embernek, igy a tobbi értéket eltarolni pazarlds. Mi viszont
osszehasonlitani szerettiik volna a mddszereket, mégpedig minden id6rétegen.
Tovabbi egyszertisitést lehet elérni, ha nem irjuk kiilon fliggvénybe az egyszer,
illetve Newton-iteraciot és hivjuk Sket minden lépésben, hanem direktben
beépitjiik az alapkodba. A fiiggvényhivas koltséges tud lenni. Viszont a kod
igy sokkal attekinthet&bb.

Most pedig térjiink ra az 6sszehasonlitasra! Legyen A = —50, ekkor azt
kapjuk, hogy
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e EE esetében
N = 800 esetén a maxhiba Inf,
N = 1000 esetén a maxhiba 0.4749,

N = 1195 esetén a maxhiba 0.0081 és N > 1200 esetében kezd igazan
jol miikodni a modszer.

o [E+tegyszerid iteracio esetében azt kapjuk, hogy N > 1200 esetében
kezd jol miikodni a moédszer. Tehat nem kifizet6ds ezt valasztanunk.

e [E+Newton-iteracié esetében, 3 iteracios lépéssel
N = 120 esetén a maxhiba 0.0013,
N = 240 esetén a maxhiba 7.5103e — 004.

Ezek az eredmények azt mutatjak, hogy érdemes az IE+Newton-iteraciot
valasztanunk.

Az Olvaso kisérletezzen egy kicsit a programokkal! Példaul levihetjiik -e
még jobban a Newton-iteracio lépésszamat?

A kovetkezGkben Osszefoglaljuk az egyszert iteracio és a Newton-iteracio
Osszehasonlitasabol leszirt tanulsagokat:

e az egyszeri iteracio linedris konvergenciat biztosit, a Newton-iteracid
kvadratikusat,

e cgyszeri iteracio kontrakcioszama linearisan fiigg h-t6l, a Newton-itera-
ci6 konvergenciasebessége kevésbé fiigg h-tol,

e az egyszerd iteracio globalis konvergenciat biztosit (kezdGértéktsl fiiggetlen),
a Newton-iteracio csak lokalisat, de ugyis kozelr6l inditjuk az iteraciot
(ez persze fiigg h-tol), igy ez a hatrany nem jelentds.

Mindezek alapjan a Newton-iteracio tiinik kedvezGbbnek. A konkluzi6 az,

hogy Newton-iteraciot érdemes alkalmazni, az y | kezdGértékbél inditva

és 3-nal tébbet nem érdemes iteralni, sokszor 1 1épés is elegends! Vannak
ugyanakkor tovabbi szempontok is, amik f6ként magasabb dimenzioban jelentkeznek.
Példaul a derivalt kiszamitésa korantsem lesz problémamentes, ha egyaltalan
lehetséges. Ez egy dimenzidoban (ahol eddig végig dolgoztunk) egyaltalan

nem jelentett akadalyt, igy fel sem tiint, de a késGbbiekben figyelembe kell
venniink.
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3.2. Numerikus megoldasi modszerek — elméleti
rész

Korabban lattuk, hogy az eddig bevezetett modszerek jo eredményt tudnak
szolgaltatni bizonyos példék esetében, ehhez csak a felosztast megfeleld finomsagura
venni. Ugyanakkor mindeddig olyan példakkal kisérleteztiink, ahol a megoldas
ismert volt és igy 0ssze tudtuk hasonlitani a numerikus kozelitésiinket vele.

A gyakorlatban pont olyan feladatok megoldéasat szeretnénk kozeliteni, ahol

a megoldast nem all médunkban elallitani. A kérdés az, hogy vajon ezekben

az esetekben is tudjuk garantalni, hogy a numerikus megoldasunk konvergal

a megoldashoz, mas széval a hibat tudjuk-e tetszélegesen kicsivé tenni? Ez
lehetetlennek tiinik, de latni fogjuk, hogy koréntsem az! Viszont ehhez
elkésziileteket kell tegyiink.

3.2.1. Normalt terek, folytonos linearis leképezések

Ha két vektort Ossze szeretnénk hasonlitani, akkor a kiilonbségiik hosszat
szeretnénk mérni, vagyis egyrészt van egy vektortér struktiurank (igy el tudjuk
végezni a kivonast), masrészt a hosszmeérés kapcsolodik a metrikus terekhez.
Ezt a két fogalmat kell kombinaljuk, ez lesz a normalt tér fogalma.

A szokasos modon, sikbeli (térbeli) vektorok hosszat alapul véve, készitiink
egy listat arrol, hogy ez a hosszfogalom hogyan miikodik, majd barmit, ami
megfelel ezeknek a tulajdonsagoknak elfogadjuk, hogy alkalmas hosszmérésre.

Hasonl6an a metrikus tereket targyalo részhez, itt is az Olvaso figyelmébe
ajanljuk a [MHHI3, I/4. és 1/5.] jegyzet megfelels fejezetét, ahol olyan
példékat talalhat, melyek segitik a fogalmak megfeleld mélységi elsajatitasat.

Normalt terek.

3.2.1. Definici6. Legyen X VT az R (vagy C) szamtest felett. Tekintsiik
az ||-|| : V — R{ fiiggvényt, mely rendelkezik az alabbi tulajdonségokkal.

2. [[A-z|| =\ [|z]] Ve X,VAeR (vagy C)
3. lz+yl <zl +llyll Vz,y € X (haromszog-egyenlGtlenség)

Ekkor amh. az (X, ||-||) rendezett par normdlt tér (NT), az ||x| szam pedig
az x elem normaja.
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Az (X, ||-||) NT-en a d(x,y) = ||z — y|| metrikat definial, igy a konvergens
és Cauchy-sorozat fogalma atviheté normalt térre, tovabba fliggvények folytonossaga

(folytonossag, Lipschitz-folytonossag, kontrakcio) szintén hasonloan targyalhato,
mint MT-ben.

3.2.2. Feladat. Az Olvaso ellenérizze le, hogy az alabbiak normalt teret
alkotnak!

o (R

d
(R, [[-]l), abol [[vll, = 4/ ;U?

(R, [|[l), ahol [|v], = max;<icq |vil

d
(R [[1,), abol [Iv][; = Zl il

(Cla, 0], ||llo), ahol [ fllo = maXacesy | f ()]

e (Cla, 0], -l y), ahol [[£][ Ifb\f(x)l dz

3.2.3. Definicié. Amh. az (X, ||-||) NT-beli (z,) sorozat
e konvergens, ha Ja € X: ||z, — al| = 0.

e Cauchy-sorozat, ha ||z, — x| — 0, ha m > n, n — occ.

3.2.4. Definici6. Amh. az (X, ||-||) NT Banach-tér (BT), ha teljes, vagyis
ha minden Cauchy-sorozata konvergens.

3.2.5. Feladat. Az Olvas6 ellenérizze le, hogy az el6z6 példaban szerepld
NT-ek BT-ek-e.

Egy VT-en tobbféleképp is tudunk normat definidlni. Ezek koziil némelyik
kénnyen, némelyik nehezebben szdmithato ki, ugyanakkor el6fordul, hogy az
alkalmazas olyan norma hasznélatat igényli, amellyel kényelmetlen dolgozni.
A kérdeés sokszor az, hogy egy sorozat norméja (mondjuk ami a hiba nagysagat
reprezentalja) nullahoz tart-e. Ennek a kérdésnek az eldontéséhez sokszor
szivesebben valasztandnk egy '"kellemesebb" normat. A kérdés az, hogy ezt
megtehetjiik-e. Ehhez bizonyul hasznosnak a kévetkezs fogalom.
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3.2.6. Definici6. Amh. az |||, és |||, normdk ekvivalensek az X VT-en,
ha Jey, 0 € RY: ¢ ||zf|, < ||z, < 2 |||, V2 € X.

Ha két norma ekvivalens, akkor az el6z6ekben vazolt kérdésre a vilasz
az, hogy igen lecserélhetjiik, ha a két norma ekvivalens. Az Olvasé gondolja
meg, hogy miért! Illetve azt is, hogy a definici6 latszolag aszimmetrikus, de
ez igazabol nincs igy!

Folytonos linearis leképezések. A kovetkezGkben a folytonossag fogalmat
jarjuk koriil egy specidlis esetben. Feltessziik mégpedig azt is, hogy a leképezésiink
linearis. Ha arra gondolunk, hogy a R — R folytonos linearis leképezések
pont azok, amiknek a grafja egy origon dtmend egyenes, akkor, ez latszolag
tulsagosan besziikiti a tanulméanyozni kivant leképezések korét. De, mint ezt
latni fogjuk, nincs igy.

3.2.7. Definicié. Legyen (X, |||x) és (Y,]|ly) NT, D C X, a € D. Amh.
az f: D — Y fv. folytonos az a pontban, ha Ve > 0 39 > 0, hogy ha x € D
¢ |lz—ally <9, akkor ||f(z) = f(a)lly <e.

3.2.8. Lemma. Legyen (X, ||-||x) és (Y, ||ly) NT, éslegyen A: X =Y egy
linedris leképezés. Ekkor a kovetkezd két dllitdas ekvivalens.

o A folytonos a Ox helyen.
e A folytonos.

Ennek igazolasat (mivel csak a definiciokat kell hozza hasznélni) az Olvasora
bizzuk. Ez az eredmény azt jelenti, hogy ha egy linearitas leképezés egy
pontban folytonos, akkor mindenhol az.

3.2.9. Lemma. Legyen (X, ||-||y) és (Y, ||ly) NT, éslegyen A: X =Y egy
linedris leképezés. Ekkor a kovetkezd két dllitdas ekvivalens.

1. A folytonos.
2. 3K, hogy ||Az||, < K ||z|y teljesil Vo € X.

Bizonyitds. e < a linearitast kihasznalva kapjuk, hogy A Lipschitzes
a K Lipschitz-allandoval, hiszen ||Az; — Azs|y, = [|A(z1 — 22)]ly <
K ||x1 — @3] . Ebb6I pedig kovetkezik, hogy A folytonos.
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e = : Indirekt, tfth. a masodik tulajdonsag nem teljesiil, vagyis 3(z,),

x, # Ox sorozat, melyre ||Az,|, > nlx,|y. Ekkor z, = &

, nllznll x
vektorokra ||z,||y = —, tehat z, — Ox, ugyanakkor ||Az,||, > 1, tehat
n

Az, -» 0y, ami ellentmond A folytonossaganak.
O

A masodik tulajdonsagot korlatossdgnak nevezziik (amely kiilonbozik a
R — R fiiggvények kapcsan hasznalt korlatossagtol). Be lehet latni, hogy ha
van ilyen K, akkor van legkisebb ilyen is.

3.2.10. Definicio. Legyen (X, ||| ) és (Y, |I|ly) NT. Az X-b6l Y-ba képez
folytonos linearis leképezések halmazat L(X, Y )-nal jeldljiik.

3.2.11. Definici6. Legyen A € L(X,Y), ekkor az A leképezés normdjdat a
kovetkezGképpen jeloljik és értelmezziik

1Al xyy = min{K € Ry : [|Az[ly < K |lz] x Vo € X}.

A kovetkezd lemma egy alapveté becslést mutat, amit a késGbbiekben
szamtalanszor fogunk hasznalni.

3.2.12. Lemma. Legyen (X, ||-||y) és (Y,||ly) NT, és legyen A: X =Y
eqy folytonos linedris leképezés. Ekkor

[Azlly < [[Allix v 1]l x
teljesil Vx € X.

A bizonyitast az Olvasora bizzuk, ahogy a kovetkezd &llitédsét is, mely
tovabbi lehetGségeket mutat a norma meghatarozasara.

Azl _

3.2.13. Lemma. Legyen A € L(X,Y), ekkor || Al xy) = (4l
’ zeX,x#0x X

sup |Azlly = sup  [[Az]]y .
z€X,x#0x,||lz|| x <1 zeX ||z| xy=1

3.2.14. Feladat. Az Olvas6 tanulméanyozza a kovetkez6 leképezéseket linearitas,
folytonossag szempontjabol, illetve - ha van - allapitsa meg a norméajukat!

o AL - B A = Ax A= (g })
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ugyanez a leképezés mas norméakkal: A : (R[] ) = (R%[|-]l,), A :
(RZ[1-1) = R (o), - --

o A-t cseréljiik le az I identitasmatrixra és itt is kisérletezziink mas
normékkal!
b
o ¢:(Clab],[Ill;) = (R, |-]), (g) = [g(z) dz

p: (CHa, b, [ llo) = (Cla, B, [llo)s 2lg) = o' (2)

L (Cla, O] -l p) = (Clas b - lloo)s 1(9) = 9

o [:(Cla,b], [l llo) = (Cla, 0], [l ), I(g) = g

3.2.15. Feladat. Legyen A € R%? tetsz6leges matrix. Mutassuk meg, hogy
ha

o X =R | .), Y =RE]), akkor

d
||AHL(X,Y) * mzaxz |ai;|
j=1

ezt a matrixnormat roviden || A|| _-vel fogjuk jel6lni és gyakran sornormanak
hivjak.

o X =R [l,) . Y = R%]],), akkor

d
||AHL(X,Y) = m]axz |aij|
i=1

ezt a matrixnormat roviden || A||;-vel fogjuk jelolni és gyakran oszlopnorméanak
hivjak.

e Mi a helyzet, ha X = (R%[|-].) , Y = (R%||-]],), illetve,
ha X = R%[1,) , Y = R []l.0) ?
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3.2.2. Az explicit-Euler médszer elemzése

Most ratériink annak elemzésére, hogy az EE altal elGallitott kozelités konvergal
a kezdetiérték probléma megoldasahoz, tetszéleges kezdetiérték probléma
esetén (csupan azzal a feltétellel, hogy a megoldas kell6en sima)! Ha ezt
sikeriilne belatni, akkor ez azt jelentené, hogy maga a mo6dszer megbizhato.
Nem kell a tovidbbiakban majd attol tartani, hogy némely probléma esetében
miik6dik, néha pedig nem.

Az els6 probléma az, hogy miképp tudjuk Gsszehasonlitani az y megoldast
és az y" kozelitést. Természetes modon ezt racspontokban tudjuk megtenni.

Jelolje tehat P (y) = (y(to), y(t1), ..., y(T)) € RV*! a megoldasbol készitett
vektort, mely a racspontokban felvett fiiggvényértékeket tartalmazza. A P
betii a projekcié szora utal, a fiiggvényt "levetitettiik egy racsra". Igy mar
definidlhatjuk numerikus moédszerek konvergencidjanak fogalmaét.

3.2.16. Definicié. Amh. egy numerikus moédszer konvergens, ha
lim || P"(y) — y"[|c = 0.
lim [[P*(y) — v

3.2.17. Megjegyzés. e Ezzel a normavalasztéassal a legnagyobb eltérést
vizsgaljuk, ami egy raciondlis valasztas, de nem az egyetlen lehetGség.

e Felhivjuk a figyelmet arra, hogy h — 0 mellett mind P"(y), mind y”
vektorok mérete valtozik, s6t, tart a végtelenhez!

e Bz csupan egy elméleti definicid, amit nem tudunk direktben alkalmazni,
hiszen azért kényszeriilink numerikus modszerek hasznalatara, mert
nem ismerjiik az y megoldast és igy az P"(y) vektorokat sem.

A kovetkezGkben arra toreksziink, hogy ezt az elméleti fogalmat hasznalhatova
tegyiik, annak ellenére, hogy nem ismerjiik a megoldast. Ezért bevezetiink
két masik fogalmat (konzisztencia és stabilitas), amik kivaltjak a konvergenciat,
de (valamennyire) fliggetlenek a megoldastol. Ehhez elGszor atfogalmazzuk
mind a kezdetiérték problémét, mind az EE-t.

Legyen u € Cl[ty, T] tetszbleges, az F leképezést a kivetkez6képp értelmezziik:

W) = ftud), e (to,T]

U(to)—yo, t:to

(F'(u)) (t) =
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Ekkor a KEP az
(F(y) () =0, telt,T]

alakot 6lti, ahol toviabbra is az y megoldast keressiik.

Hasonloképp at tudjuk irni az EE-t is (és az eddig bevezetett modszerek
mindegyikét). Legyen u” € RV*! tetszoleges, az F" leképezést a kivetkezéképp
értelmezziik:

h
n n—1 h
Dn Tl ofp b ), m=1,....N
(Fh(uh)> _ h f( 1, Uy 1) n

n
h
ug — Yo, n=20.

Ekkor EE az
(™), =0, n=0,....N

alakot 6lti, ahol az y" numerikus megoldast keressiik.

A konvergencia P"(y) és y" 6sszehasonlitasit igényelné, ami helyett el6szor
F-et és F"-t hasonlitjuk dssze (a megoldason).

3.2.18. Definicié. Amh. a numerikus modszer konzisztens, ha
lim || P* (F(y)) = F*(P" ()]l = 0.
—0
3.2.19. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy
IP" (F(y)) = F*(P"(y))lloo = IF"(P"(y))lloo

mely mennyiséget képlethibanak is szoktdk nevezni, azon meggondolasbol,
hogy a numerikus modszer képletének hibajat méri az y megoldason.

3.2.20. Lemma. Tfh. y € C?[ty,T]. FEkkor EE konzisztens, mégpedig
elsdrendben.

Bizonyitds. A feltett simasag miatt, lasd B.LI7 Tétel, 3, € (t,_1,t,), hogy

y(tn) = y(tn—1> + y(tn—l)h + y(in) h2 )
vagyis t . )
y(tn) _hy( n—1) = §(tn1) + y(jn)h
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Tovabba kihasznaljuk, hogy ¢ folytonos a zart [tg, 7] intervallumon, igy ott
korlatos is, tehat M, hogy |ij(t)| < M, Vt € [to, T]. Igy

y(tn> - y(tn—l)

[(FM(P"())),| = h
0, n=0.

§(8n) M

2!

= Jttwsnttn)| = | 520 <

Ezzel belattuk, hogy || F"(P"(y))|lc < &h — 0, ha h — 0 és azt is latjuk,
hogy a konzisztencia elsérendii. O

3.2.21. Megjegyzés. e Habar a konzisztencia definicidja formalisan tartalmazta
y-t, a bizonyitasban sikeriilt ezt kikiiszobolni annyiban, hogy csak azt
hasznaltuk fel, hogy y € C?[ty, T].

e Az, hogy EE konzisztens azt jelenti, hogy F" jol kozeliti F-et, vagyis
a modszer a KEP-et. Ugyanakkor nekiink ennél tobb kell.

3.2.22. Definicié. Amh. a numerikus modszer stabil, ha 35 € R, 3hy > 0,
hogy Vh < hg esetén Vu", v'-ra

[u" = vl < S[IF" (") = F*(v")]|o (3.1)
teljesiil.

Ez egy elég absztrakt fogalom, igy alljunk meg egy pillanatra! A Lipschitzesség
pont forditott relaciot jelentene. Tegyiik fel egy pillanatra, hogy létezik F"-
nak inverze, ekkor (B.I))-t at lehet fogalmazni az inverzek nyelvére, ahonnan
mar latszik, hogy a relacié pont az inverzek egyenletes Lipschitzességét jelenti.

Az Olvaso gondolja meg, hogy miért létezik az inverz!
Miel6tt belatnank az EE stabilitasat, takaritsuk be a profitot!

3.2.23. Tétel. Ha egy numerikus modszer konzisztens és stabil, akkor konvergens
1S.

Bizonyitas.
1P"(y) = y"lloc < SIF"(P"(y)) = F* ("o = SIF"(P"(y))lloc — 0.
O

Térjiink ra az EE stabilitasara, melynek igazolasa mar komolyabb kihivés.

<—h, n=1,...
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3.2.24. Lemma. Az EE stabil.
Bizonyitds. Térjiink at matrix-vektoros frasmodra!
Fiu") = A" — B"f(u") - ", (3.2)

ahol u" = (ug,uy,...,un)?, f(u") = (f(ug), f(ur), ..., flun))T, c" = (10,0,...,0)T,

1 0 ... ... 0 00 ... ... 0
-+ 1 0 0 1 0 0 0

A= 0 — 1+ 0 ., B=] 0 1 0 0
0 ... 0 —¢ = 0 0 1 0

Legyen u®, vh € RV*!, ekkor
Fru") = Fi(v") = Atu" —v") = B"(f(u") - f(v")), (3.3)

Vegyiik észre, hogy

1 0 0
1 h 0 0

AN =1 n n 0 ,
1 h ... h h

vagyis (Ah)_1 > 0, amivel azt jeloljiik, hogy elemenként nemnegativ. (Ah)_l—
el beszorozva balrol a ([B.3) egyenldséget kapjuk, hogy

(A" (Fh ) = FH M) = (" =) — (A" B (F() = £(vM).

Vegyiink koordinatanként abszolit értéket (ezt a szokott abszolut érték jellel
jeloljiik) és alkalmazzunk haromszog egyenlGtlenséget:

(AN (Fr ) = Fr M) | = (= v?) = (A7) T BR(f(al) - f(v))] >
" — v — | (A" B (f(u) — f(V)] >
[ — " — [ (A" B f(u) — f(vM]
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ahol kihasznalva a Lipschitzességet
—1
u" —v" — | (A") B[ f(u") = f(v")| >
" —v" — | (A" B L — v*| = (1 - L| (A®) 7' BY)|u" — v"|.

Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be a kovetkezs jeldlést: X" = I—-L| (A") B,
ekkor

0 0 .0 1 0 0
h 0 0 0 —Lh 1 0 ... 0
(AMT'B"=| h h O 0|, xt=| -Lh —Lh 1 ... 0
h h ... h 0 —Lh —Lh ... —Lh 1
1 0 0
Lh 1 0 0
(X" = Lh(1 + Lh) Lh 1 0
Lh(1+ Lh)N=' Lh(1+Lh)N=2 ... Lh 1

Ami azt jelenti, hogy (Xh) ! > 0, vagyis megszorozhatjuk vele az egyenl6tlenséget
balrol:

(XM (AT (F ) = Fh ) | > et = v
A bal oldalon szereplé mindkét matrix nemnegativ, igy a bal oldalt feliil
tudjuk becsiilni a kovetkez6képpen:

(XM HAN T F ) = Fr )| > [t = v
Vegyiik mindkét oldal norméjat!
| @n T F ) = |z (et =
majd a bal oldalt feliilbecsiilve (lasd BZI2 Lemma) kapjuk, hogy

|xn ™ (ATt = F ) = [t -

Kiszdmithatjuk a (X") - (A") ~ matrixot, majd a normajat (lasd B:2.15 Feladat),

amit feliilbecsiilhetiink egy felosztastol fiiggetlen mennyiséggel:

-1 -1 1+ Lh)N -1 _ el(T—to) _ 1
H (XM (AR Hw = (1+Lh)N + . < M)
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Ez azt jelenti, hogy a (8.0]) stabilitasi becslésben szerepld konstanst valaszthatjuk
L(T—to) _
e

S =elT=t) = " _pek. Az Olvaso végezze el a részszamitasokat,
ellendrizze le a normara kapott formulét! O

3.2.25. Megjegyzés. Ez azt jelenti, hogy

M
—h,

eL(T—to) _A 1 -
I1P*(y) = ¥"[loe < <T LT to)) -

vagyis az EE els6rendben konvergens.
Ha figyelembe vessziik azt is, hogy az y, értéket ismerjiik (ez nincs mindig
igy, néha csak kozelit értéket tudunk!), akkor kedvez6bb stabilitasi konstanst
L(T—to) o 1
e

is kaphatunk: S =
is kaphatunk: S 7

3.2.3. Tovabbi modszerek elemzése

Az el6zGekben végigjartunk egy hosszi utat, melynek soran belattuk, hogy
az EE modszer konvergens, mégpedig elsérendben. Ez azt jelenti, hogy ha
felezziik a h lépéskozt, akkor a hiba is nagyjabol megfelez6dik. (Az Olvaso
indokolja meg, hogy miért csak nagyjabol!) A bizonyitas két részbdl allt, a
konzisztencia igazolasa nem volt kiilonosebben nehéz, csak Taylor-sorfejtést
igényelt, migy a stabilitas igazolasa mar komolyabb kihivés volt.

A kovetkezGkben megnézziik, hogy miképp tudjuk mas modszerek konvergenciajat
igazolni. Az altalanos B.2.231 Tétel ezekre is igaz, igy - hasonldoan az EE-hez
- felbonthatjuk a bizonyitast két részre. A konzisztencia igazolasa teljesen
hasonl6an fog menni. A stabilitas esetében, mely a legegyszertibb modszer
esetében is problematikus volt, azt varnank, hogy még problematikusabb
lesz. Szerencsére ez nincs igy! Megmutatjuk, hogy stabilitds szempontjabol
a modszereink visszavezethetGek az EE modszerre.

Tovabbi egylépéses modszerek konzisztenciaja.

Implicit-Euler médszer. Az F" leképezés ebben az esetben
b —uh_

(]__h(uh))n: - 1—f(tn,uﬁ), n=1....N

h _
ug — Yo, n=20.
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Hasonloképp jarunk el, mint az EE esetében. Ha y € C?[to, T], akkor 3¢, €
(tn—la tn)a hOgy

i) = yltn) — ot + LS,
vagyis
) slt) _ ) 36

Kihasznaljuk, hogy 3M, hogy |ij(t)] < M, Vt € [to, T]. Igy

y(tn) = y(tna) _ f(tn,y(tn))‘ - ‘zj(ﬁn)h‘ < %h, n=1,...

[(F(P"(y)),| = h 2007 2

Vagyis || FH(P"(y)||eo < 2h — 0, ha h — 0 és latjuk, hogy a konzisztencia

az IE esetében is elsGrend.

Trapéz modszer. Tth. y € C3[ty, T)]. Ekkor T konzisztens, mégpedig
masodrendben. Taylor sorfejtést alkalmazva kapjuk, hogy 3¢2, €2 € (t,_1,t,),
hogy egyrészt

Y(tn) — y(tn-1) - §(tn1) y(grlz) 2
mAsrészt
. . j(tn— v
(ta) = §(tas) + 2 ol Uy Ef, 2.

Innen kapjuk, hogy

[(F"(P (), | = h
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A Heun-moédszer. Eza modszer explicit és jol szemlélteti az igynevezett
(explicit) Runge-Kutta modszerek felépitését.

( Ynl :yZ—l
V2 =yl |+ hf(ta-r,yl_)
\ h
?JQ:yZ—l+§(f(tn—17ynl)+f(tn>yf))’ n:1>"'aN
L Y =v, n=0.

(Heun-modszer)
Segédvaltozokat definidltunk melyek segitségével allitjuk el a kovetkezs idérétegen
vett kozelitést. A modszert tugy is felfoghatjuk, hogy explicitté tettiik a
trapéz-modszert, hiszen a jobb oldalon y” helyett ennek egy kozelitését Y2
hasznéaltunk (egy lépés az EE-vel).

A Heun-modszer masodrendben konzisztens, melynek igazolasat az Olvasora
bizzuk.

Az RK4-moédszer. Még magasabb konzisztenciarendet érhetiink el az
ugynevezett "klasszikus" negyedrendid Runge-Kutta modszerrel:

( Yi = Yn-1
h

}/2 = Yn—1 + §f(tn—1a Yi)
h

Ys =yn 1+ §f(tn—%v Y2)

}/Zl = yn—l + h’f(tn—%7 YE;)

6

(RK4)
ahol z,, 1 = o+ (n — 3)h. Itt a negyedrendd konzisztencia igazolasa mér

elég hosszadalmas lenne, igy ezt nem részletezziik.

Egylépéses modszerek stabilitdsa. A konzisztencia igazolasdhoz csak
Taylor-sorfejtés sziikséges, némely esetben ez persze tiirelmet igényel, de ez

h
Yo = 1+ ¢ (Sl Y) + 20 (6,3, Y2) + 20 (L,_y, V) + [ (10, Y2)) o m=1,...,N
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csak technikai problémat jelent. A stabilitas igazoldsa viszont mar més
torténet. Az EE esetében végigjartuk a hosszi utat és értheten ennél
bonyolultabb modszerek esetében, ha lehet, akkor ezt szeretnénk elkeriilni.
Szerencsére erre lehetdség is nyilik!

Ha a moédszer explicit, akkor F* felithato a kovetkezd alakban.

h h
u, — U ~
L fhytpy,ul ), n=1,...,N

(F'(u") = h
Ug — Yo, n=>0 )
ahol f szintén folytonos és ha h elég kicsi, akkor a harmadik valtozojaban

egyenletesen Lipschitzes, ami azt jelenti, hogy a Lipschitz konstans h-to6l
fiiggetlen.

3.2.26. Példa. Tekintsiik a (teszt-egyenlet)-et és alkalmazzuk ra a Heun-
modszert! Ekkor

Un —Yn1  A2HDRN)

yn—l?
h 2
(F' ™), = —_—

f

n=1...,N

y(})L_y07 n:(),

mely f valoban folytonos és a harmadik valtozojaban Lipschitzes:

A2+ hA
M >\ +1=1L,
2
amennyiben h elég kicsi.
Implicit esetben
uh N uh 1 ~
" F(hytp_g,ul h =1,...,N
(Fh(uh))n _ h f( ) 1aun—1>un)’ n ’ )

h -
Uy — Yo, n—O,

alakban irhatjuk fel a modszert, ahol f szintén folytonos és a harmadik,
illetve negyedik valtozdjaban egyenletesen Lipschitzes.
Az tgynevezett implicit fiigguény tétel kovetkezményeként, amennyiben
h elég kicsi, 3f gy, hogy u egy kornyezetében F" megadhato
ul — ul

n—1 s h _
(}"h(uh»n: h f(hytn_q,ul ), n=1,...,N

h —
Uy — Yo » n_07
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alakban, ahol f szintén folytonos és a harmadik valtozojaban egyenletesen
Lipschitzes. Vagyis az implicit alakot at tudjuk konvertalni explicit alakra
(elviekben).

Ez persze nem azt jelenti, hogy minden esetben ténylegesen meg tudjuk
mondani, hogy mi az f—hoz tartozo f, de azt allithatjuk, hogy létezik és
rdadéasul egyenletesen Lipschitzes is (egy kornyezetben). Tehat, ha h-t elég
kicsinek valasztjuk, akkor minden modszer hasonléan kezelhets, mint az EE.

3.2.27. Példa. Tekintsiik a (teszt-egyenlet)-et és alkalmazzuk ré az IE-t!
Ekkor

yfi - yZ—l A

h

— Yoy, n=1,...,N
Fhomy) = h 1— A\t
(F*y"), = 4

yg_y07 n:Oa

mely f valoban folytonos és a harmadik valtozdjaban Lipschitzes:

A
1—hA

’22|A|=L,

amennyiben h elég kicsi.

3.2.28. Példa. Tekintsiik a B.1.4lPéldat és alkalmazzuk ra az [E-t! Ekkor

yn_hyn—l_e\—ijz’ nzl,. 7]\/-
(fh(yh))n = K

yg_y07 n:(],

melyet nem tudjuk atirni explicit alakra, ahogy ezt korabban megallapitottuk.
(Ez implikilta az egyszerti iteracio és a Newton-iteracio attekintését.) Figyelem,
ez nem jelenti azt, hogy nem létezik a megfelels f fiiggvény (a megfelels
tulajdonsagokkal)! Csupan annyit, hogy zart alakban nem tudjuk megadni.

Ez azt eredményezi, hogy tesz6leges egylépéses modszer esetében az EE
esetében vett stabilitdsi bizonyitds egy az egyben megismételhets. (Ehhez
ugyanis nem kell konkrétan megadnunk f-et, csak a létezése kell és a Lipschitzessége.)
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3.2.4. Matlab

A Matlab rendelkezik beépitett megoldoalgoritmusokkal. Ha tudjuk, hogy
melyik milyen tipust problémara vald, és hogyan kell hasznalni, akkor nem
kell kiilon megirnunk a kodot.

e Ezek a beépitett algoritmusok nem allandé 1épéskozzel dolgoznak. Ez
azért jo, mert ahol a megoldés sima, akkor nagy 1épést is tehetiink ugy,
hogy a hiba nem lesz jelent6s, mig ahol a megoldas gyorsan valtozik,
akkor kell kis lépéskoz. Ezzel az eljarassal munkat spoérolhatunk meg,
hiszen kevesebb lépésre lesz Osszességében sziikség. Az egy kiilon teriilet,
hogy miképp érdemes a lépéskozt valasztani, hiszen a megoldast nem
ismerjiik.

e Alapbodl valamely explicit modszert szeretnénk alkalmazni, hiszen ennek
a szamitasigénye kisebb lépésenként, mint az implicit moédszereké. Ugyanakkor
kordbban lattuk, hogy vannak olyan tipusi problémak, az uagynevezett
merev feladatok, melyek esetében mégis implicit modszerek mellett
érdemes donteni. A probléma altalaban az, hogy alapbol nem tudjuk,
hogy merev-e egy feladat, avagy sem. Ennek eldontése komoly feladat,
mi itt csak annyit tanacsolhatunk, hogy probélkozzunk elGszor egy
explicit modszerrel és ha ez szemmel lathatolag nagyon lasst, vagy
nem ad megfelel6 eredményt (ezt persze szintén nem mindig egyszertd
eldonteni), akkor valtsunk implicit modszerre.

A kovetkezGkben bemutatjuk a két legfontosabb beépitett megoldoalgoritmust.
A legnépszertibb nem merev megold6 az ode4b algoritmus, mely nem
merev feladat esetében gyorsan nagy pontossagra képes.

function bis (lambda, reltol, abstol)
% oded45 applied to the test equation
% e.g. bis(—10,1le—6,1le—7)

options = odeset ('RelTol',reltol, 'AbsTol',abstol);
[T,Y] = ode45(@testeq, [0 2],1,0ptions, lambda);

s=size(T);
steps=s(l)—1 % number of steps
S=zeros (steps,1);



102 3. FEJEZET.

for i=l:steps
S(1)=T (i+1)—-T(i);
end

for j=1l:s (1)
solution (j)=exp (lambdaxT (j)); % the solution of the IVP
end

errorvect=abs (solution'—Y);
maxerror=max (abs (errorvect))

subplot(1,3,1)

plot (T, Y)

title(['Numerical approximation'])
subplot (1, 3,2)

plot (T,errorvect)

title(['Error'])

subplot (1, 3, 3)

plot (S)

title(['Stepsize'])

end

Q
)

function dy = testeq(t,y,lambda)
dy = lambdaxy;
end

Merev differencidlegyenletek kezelésére az odelbs a legnépszertibb valasztas.
A B.II5Példan mutatjuk be a miikodését, mely A < 0 esetben merev.

function egypertbis(lambda,reltol, abstol)
y' (t)=lambdax* (t*xy"2(t)—1/t)—1/t"2;
y(1)=1

numerikus megoldasa

o° o0 o° o°

options = odeset ('RelTol',reltol, 'AbsTol', abstol);
[T,Y] = odelb5s(@diffl, [1 25],1,options, lambda);

s=size (T);
steps=s(l)—1 % number of steps
S=zeros (steps,1);

for i=1l:steps
S(1)=T(1+1)—-T(1);
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end
for j=1l:s(1)

solution(j)=pll(T(3j)); % the solution of the IVP
end

errorvect=abs (solution'-Y);
maxerror=max (abs (errorvect))

subplot (1,3,1)

plot (T, Y)

title(['Numerical approximation'])
subplot (1, 3,2)

plot (T, errorvect)

title(['Error'])

subplot (1, 3, 3)

plot (S, '.")

title(['Stepsize'])

end

Q
)

% a (pontos) megoldas:
function ered=pll (t)
ered=1/t;

end

Q

% a diffegyenlet:

function dy=diffl(t,y, lambda)
dy=lambdax (t*y"2—1/t)—1/t"2;
end

Az Olvaso6 figyelmébe ajanljuk, hogy oldja meg ezt a példat odedb-tel is
és vonja le a tanulsagokat! Tovabbi beépitett algoritmusok is rendelkezésre
allnak, melyek pontos leirasat megtalalhatjuk a Matlab Help-jében.







4. fejezet

Kozonséges
differencialegyenletrendszerek

Eddig olyan egyenletekkel foglalkoztunk melyek egy ismeretlen fiiggvényt
tartalmaztak. A kovetkezG viszont nem ilyen.

/

u(t) = tu(t) + t*v(t)

v(0) =2
W(t) = ult) — fgf)t
w(0) =1

\
Harom ismeretlen fliggvény, u, v, w szerepel harom egyenletben és ezek
az egyenletek nem kezelhetGek kiilon-kiilon, mivel "Gssze vannak fiizve".
Tovabba mindegyik fiiggvényhez tartozik egy-egy kezdetiérték is.

Az ilyen tipusu probléméak megfogalmazhatoak az alabbi modon:

4.0.1. Definicié. Legyen 0 C R x R? nyilt és korlatos halmaz, £ : Q —
R? folytonos fiiggvény. Hasonloan az egydimenzios esethez, kezdetiérték
problémanak nevezziik a kévetkezs egyenletet.

y(to) = yo -
{y(t) ~ (1, y(1) (KEP)

ahol y : R — R? a keresett fiiggvény.

105
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4.0.2. Példa. A bevezets példa lefordithato6 a definicioban megadott nyelvre:

tu(t) + to(t)

u(t) 1
vy = [v@) |, yor=2]. fey@e)=|"0-vB+ ?tw(t)
w(t) 1 u(t) — ;jf%)t

4.0.3. Példa. Tekintsiik a harmonikus oszcillator egyenletét ((L6]) és vezessiink
be a v(t) segédfiiggvényt, mely a test (elGjeles) sebességet adja meg. Ekkor
a masodrendi egyenlet atirhato elsérendd rendszerré:

mi(t) = —kx ~ :
K IR

Matrix-vektoros irdsmoddal ez még kompaktabb forméba énthets:

() = (2 o) ()

amit sokszor még révidebben
z\" (0 1\ (x
v) \-%£ 0)\v

A Matlab képes kezelni a mar atirt alakot is:

alakban adunk meg.

syms x(t) v(t) m k

eqns = [diff (x,t)==v, diff (v,t)==—k/mxx];
sol = dsolve (eqgns)

solx(t) = sol.x

solv(t) = sol.v

Vialaszként a kovetkezSket kapjuk:

sol =
struct with fields:

v: [1x1 sym]
x: [1x1 sym]
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solx(t) =
(C2+exp (— (tx (=k*m) ~ (1/2)) /m) « (=kxm) ~ (1/2)) /k — (Clxexp ((tx(—=k*m)"(1/2))/m)= (=kxm)"(1/2))

solv (t) =
Cl*exp ((t*(—k*m) "~ (1/2))/m) + C2*exp(— (t*(—k*m) " (1/2)) /m)

Abban az esetben, mikor k = m = 1:

syms x(t) wv(t)

egqns = [diff(x,t)==v, diff(v,t)==—x];
sol = dsolve (eqgns)

solx(t) = sol.x

solv(t) = sol.v

Viélaszként a kovetkezSket kapjuk:
sol =
struct with fields:

v: [1x1l sym]
x: [1x]l sym]

solx (t) =
Cd4+xcos(t) + C3xsin(t)

solv (t) =
C3*cos(t) — Cd*sin(t)
Ha visszatériink az altalanos esetre, de csatoljuk az z(0) = —1 és v(0) = 0

kezdeti feltételeket, akkor:

syms x(t) v(t) m k

eqns = [diff (x,t)==v, diff(v,t)==—k/mxx];
cond = [x(0)==—1, v(0)==0];
sol dsolve (egns, cond)

solx(t) = simplify(sol.x)
solv(t) = simplify(sol.v)
Valaszként a kovetkezoket kapjuk:

sol =
struct with fields:
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v: [1x1 sym]
x: [1x1 sym]

solx(t) =
—cos ((k™(1/2)*t) /m~(1/2))

solv(t) =
(kxsinh ( (t* (=kxm) " (1/2))/m))/ (—kxm) " (1/2)

Az utolso valasz kicsit zavarba ejt6 lehet, az Olvaso jarjon utana!

Ez az eljaras elvégezhetd altalanosabb esetben is. Tekintsiik az

y ™ (1) = ag)y(t) + ar(O)y(t) + ... + anr Oy (1) + f(2)

n-ed rendii lineéris differencialegyenletet, ahol y*)(¢) az y(t) fiiggvény k-adik
derivaltjat jelenti. Bevezetve az yo(t), y1(t), ... yn_1(t) segédfiiggvényeket,
ezt at tudjuk irni egy linedris rendszerré:

Yo\ 0 1 0 ... 0 Yo 0
1 0O 0 1 ... 0 Y1 0
: = oo : +
0 0 ... 0 1
Yn—1 ag ap ... en. Qpq Yn—1 f

4.0.4. Példa. Az atalakitas egy része elvégezheté nemlinearis esetben is.
Tekintsiik a harmonikus oszcillator egyenletének egy valtozatat, amikor a

visszatérité eré nem linearis: F'(t) = —k sign(x(t)) \x(t)|% Ekkor :
) ‘ : #(t) = v(t)
) = e EIEOE 0 = L s o)
Vagyis

() u(t) 1
<v<t>) - (—gsignw» |x<t>|§> |

4.0.5. Megjegyzés. e Ahogy azt a példak is mutatjak, magasabbrendd
egyenletek atirhatoak elsérendd rendszerré.
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e Els6rendid rendszerek esetében a 2.1.19.Tétel szintén érvényes, vagyis,
ha feltessziik, hogy f Lipschitzes a masodik valtozojaban (mely azt
jelenti, hogy f(t,y(t)) = f(t,y1(t),ya(t),...,ya(t)) jobboldalra igaz,
hogy y; Lipschitzes V1 < i < d), akkor létezik és egyértelmi a megoldas.

e Ugyanakkor, mivel mar egy dimenzioban is problémat okozott, hogy
differencialegyenletek megoldasat zart alakban megadjuk, itt ez hatvanyozottan
igaz. Gyakorlatilag (néhéany kivételtél eltekintve) csak allando egyiitthatos
linearis rendszereket tudunk megoldani. Igy, egyrészt attekintjiik ezt
az esetet, masrészt eltérbe keriil a kvalitativ megkozelités, illetve a
numerikus modszerek hasznélata.

4.1. Linearis rendszerek

4.1.1. Allandé egyiitthatés linearis rendszerek megoldasa

Els6rendii, allando6 egyiitthatos homogén differencidlegyenletrendszerek.
Haladjunk az egyszeriit6l a bonyolultabb felé, igy a kovetkezGkben az

y(t) = Ay(t) (4.1)

dllando egyiitthatos linedris homogén rendszerekkel foglalkozunk, ahol A €
R4 egy matrix. Vegyiik észre, hogy a FL0.3Példa harmonikus oszcillatora
pont ilyen alakra volt hozhato.

Tekintsiik a kovetkez6 analdgiat, ahol a korabban sokszor elGkertilt teszt-
egyenletet (hiszen ez a skalar megfelelGje) vetjiik ossze ([AI))-rel. Legyen tehat

a € R:
{y(o) = Yo " {Y(O) = Yo
y(t) = ay(t) y(t) = Ay(t)

yt) =e"yy e y(t)=ey, ?

A skalar esetet kimeritGen ismerjiik és az egyenletek analogidja nem kérdéses,
ugyanakkor nem vilagos, hogy ebbdl kovetkeztethetiink-e egy alakilag hasonlo
megoldasra. Vegyiik észre, hogy az sem vilagos, hogy mit értiink az e??
kifejezésen és miért feltételeztiik, hogy a megoldas eA? y, alaki és miért nem
yo et alaka?

El6szor is leszogezziik, hogy érdemes az analdgiat kdvetni, de ehhez meg
kell valaszoljuk a felmeriilt kérdéseket és még tovabbiakat is.
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Els6nek a matrix exponencialis fiiggvényének fogalmat vezetjiik be.

A=y (‘z? | (4.2)

k=0

mely formula értelmesnek tiinik, mert ezen matrixmiiveletek értelmezve vannak,
egyediil az kérdéses, hogy a végtelen Gsszeg értelmezheté-e. Egy pillanatra
tegyiik fel, hogy valamely t-re igen. A kérdés az, hogy erre a t-re milyen
objektum eA!? Egy matrix! Az Olvaso vegye észre, hogy ez azt is megmagyarizza,
hogy miért e!y, alakkal és miért nem yge®! alakkal probalkozunk! Ha, ¢-t
valtozonak tekintjiik, akkor pedig egy R — R¥*¢ (valos szamhoz métrixot
rendeld) fiiggvény. Most megmutatjuk, hogy (A2]) minden ¢ € R esetén

értelmes:
Z

k=0
Kovetkez6ként bebizonyitjuk az alabbl lemmat:

Z ||A|| |t| < oMl < o

4.1.1. Lemma. J

— At = ATA = Aeh.

dt
Bizonyitas. Ez egyrészt a differencidlhatosagot jelenti, és ahogy varjuk a
derivalt AeAt. Masrészt A felcserélhetSségét az exponencidlis fiiggvényével.

T stz

A differencialhatosag valos-valos fiiggvényekre vonatkozo [5.1.10LDefinicidjat

kicsit atfogalmazzuk: lim @) = f(a) = f’(a) helyett a (lim J) = fla) f’(a)‘ =
a Tr — Q a r —a

0 vizsgalatéaval ellenérizziik, hogy a jel6lt valoban a derivaltfiiggvény-e. Ennek

magasabbdimenzi6s valtozata csak annyiban kiilonbozik, hogy abszolutérték

helyett normét hasznalunk.

CA(HAL) _ At

l =< ] = g e (5L

AL At Ny = Ao ||© At

, Ay || (e —T—AALN || e ]] [ = (AAt)F
Aoy 1% H( At )' = aibo A kz:; T
e - dAf A A o= oy AL 1AH
A A kz:; B A Ay ZW' W

. Al
o 180 3 5T < g s e o
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T sz

A felcserélhet@ség igazolasahoz csak a matrixexponencialis (£.2)) definiciojat
kell hasznéaljuk. O

Innen mar kovetkezik, hogy a megoldds valoban y(t) = eAty,.

A matrixexponencidlis kiszamitasa. Van egy formulank a megoldésra,
de ez korantsem jelenti azt, hogy nincsenek gyakorlati nehézségek a megoldas
tényleges kiszamitasa soran. Ha azt a kézenfekv6 utat valasztjuk, hogy
meghatarozzuk az e matrixexponencialist, majd képezziik a eA? y, szorzatot,
akkor a kérdés az, hogy miként szamitjuk ki a métrixexponencialist. Hogy
az Olvaso is megérezze ennek nehézségét, oldja meg a kovetkezo feladatot!
Itt a legegyszeribb esett6l haladunk a bonyolultabbak felé, de csak két
dimenzi6ban.

1. Szamitsuk ki definici6 szerint az alabbi méatrixokra eA-t!

() ((2) g) (b) <(1] (1)) (c) <—01 (1)> (d) ((1) })

Els6nek megjegyezziik, hogy a (c) rész a harmonikus oszcillatorhoz tartozo
matrix, amennyiben m = k£ = 1. Masrészt arra juthatunk, hogy ha A
diagondlis méatrix, akkor a feladat nem okoz problémat, ellenben ha nem
diagondlis, akkor az exponencidlis fiiggvény kiszamitasa méar 2D-ben is komoly
munkat jelent, ha nyers erével probaljuk meghatarozni. A kérdés az, hogy
van-e valamilyen modszer, mely leegyszertsiti ezt a szamitast.

4.1.2. Megjegyzés. Tekintsiik elGszor azt az estet, amikor A diagonalizalhato,
vagyis A = SDS™!, ahol S € R%*? az oszlopaiban tartalmazza A sajatvektorait,
illetve D € R%‘ diagonalis matrix, mely a diagonalisaban tartalmazza A
megfeleld sajatértékeit. Az Olvaso gondolja végig, hogy a diagonalizalhatosag
pontosan azt jelenti, hogy A-nak van d db fiiggetlen sajatvektora és ebben
az estben AS = SD teljesiil. Ezt fel tudjuk hasznalni a matrixexponencialis
kiszamitasanak egyszertsitésére, hiszen

AF = SD*S™ !,

és igy

Al —~ (DN)*\ o1 o Dt
e _S<Z X S—! = SePis 1,

k=0
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ahol eP! mar konnyen kiszamithato.

A problémas eset az, ha A nem diagonalizalhato. Ekkor is igaz az, hogy
kozel diagonalis alakra hozhato, Gn. Jordan-féle normalalakra. Ekkor A =
SJS~!, ahol J diagonalis és majdnem diagonalis blokkokbol &ll, melyek a
kovetkez6képp néznek ki.

A1 0 0
0 A 1 0
0 0 X 1 0
o 0 0 ... XA 1
0 ... ... ... 0 A

Szamitsuk ki definicio szerint az alabbi métrixokra e?!-t, és igy kezelhetové
tudjuk tenni a nem diagonalizalhato esetet is!

\ 1 A1 0
(a) <O )\) (b) 0 A1 (c) Végiil tesz6leges méretre!
0 0 A

A matrixexponencidlis kiszamitasat le tudjuk egyszertsiteni a sajatértékek
és sajatvektorok meghatarozasara. De nagyméretd matrix esetén még ez is
problematikus lehet.

Vannak tovabbi lehetGségek is a matrixexponencialis kiszamitasara, mint
példaul a Hermit-féle interpolacios polinomot hasznalé modszer, de mi egy
alapvetGen mas utat valasztunk.

Mi lenne, ha a métrixexponencialis kiszamitasa nélkiil rogton a ey,
kifejezést probalnank meg kiszamitani?
Legyen v egy sajatvektora az A matrixnak A sajatértékkel. Ekkor

= (AL)k 2tk =tk ()
eAly = Z i v = Z f (Akv) = Z i ()\kv) = Z e v =elv

k=0 k=0 k=0 k=0
vagy egy kevésbé logikusnak tding, masik igazolast is tekinthetiink, mely
késgbb fog hasznosnak bizonyulni:

2 th (A = AD)”
Aty — e(A—)\I)t—i-)\ItV _ e/\te(A—AI)tV — M Z ( ) _—
— k!

[e.e]

tk
e Z o (A = AI)'v =My

k=0
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Az utolsé egyenldség onnan adodik, hogy (A — )\I)kv =0,hak=12...,
illetve (A — A1)’ v = Iv = v, hiszen v sajatvektor.
Tegyiik fel, hogy a kezd&vektor elgall sajatvektorok linearis kombinaciojaként:

d
Yo = Z a; Vi,
i=1
ekkor

d

eAtyO = Z aie)‘itvi .
i=1

4.1.3. Példa. Tekintsiik a kovetkezs rendszert:

y1(t) = ya(t) — v2(?)

Ya(t) = —dy1(t) + ya2(t)
y:1(0) =1
y2(0) =1

melyet atirunk a szokott modon:
w®Y _ (1 =1y (m) (1
ya(t) =4 1) \5pa(t))’ 1
majd meghatarozzuk a sajatérték-sajatvektor parokat: \; = 3, vi = <_12),

A=—1, vy = (;) A megoldas tehat

y(t) = ae® (_12) + age”! G)

alakban adhat6 meg, ahol az «; egyilitthatokat a kezdGvektor segitségével
hatarozhatjuk meg. A kezd&vektort elGallitjuk a sajatvektorok linearis kombinaciojaként
(ez egy lineéris egyenletrendszer megoldasat igényli):

()=3(5)3()

tehdt oy = 1, ap = 3, a megoldas pedig y(t) = ;e* <_12> +3et <é>, vagyis

1.3t 4 3t
y(?) 1.3t 3. —t]
2¢ 2¢
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Vegyiik észre, hogy ez pont a diagonalizalhato esetet fedi le, van két
fiiggetlen sajatvektorunk, amik igy bazist alkotnak, vagyis tetszéleges yq
egyértelmiden felirhatd, mint ezek linearis kombinécioja. A kérdés itt is az,
hogy mi a helyzet a kellemetlen nem diagonalizalhatd esetben? Ez akkor
fordul el6, ha egy tobbszoros sajatértékhez nem tartozik annyi sajatvektor,
mint amennyi a multiplicitasa. A cél az, hogy ebben az esetben a sajatvektorok
rendszerét ki szeretnénk egésziteni bazissa, de nem tetszéleges vektorokkal,
hanem olyanokkal, amik esetében a matrixexponencidlissal vett szorzat egyszertien
kiszamithato. Azt nem varhatjuk, hogy olyan egyszertien, mint a sajatvektorok
esetében, de kozel olyan egyszertien. Ennek a szerepnek fognak megfelelni az
altalanositott sajatvektorok.

4.1.4. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az u # 0 a \ sajdtértékhez tartozo
p-edrendd dltaldnositott sajatvektor, ha

(A-M)Pu=0, (A-XD)u+#0,k=1,....p—1

A definicio szerint a sajatvektorok pont az elsérendd altalanositott sajatvektorok.
Megmutathato, hogy minden R¥*¢ matrix esetében a sajatvektorok rendszere
kiegészithetG bazissa az altalanositott sajatvektorok segitségével. (Ennek
igazoldsa nem trivialis, kicsit hosszadalmas is, igy itt eltekintiink téle. Az
érdekl6ds Olvasé megprobéalhatja bebizonyitani, mert nem is annyira nehéz.)

4.1.5. Példa. Tekintsiik a kovetkezd matrixot:

A= (40)

Ennek van egy kétszeres sajatértéke és csak egy sajatvektor tartozik hozza.

A=1, V:(_ll),

Ugyanakkor talalhatunk egy masodrendd altaldnositott sajatvektort. A definiciot
alkalmazva az (A — AI)* u = 0 egyenlet egy megoldésat szeretnénk megtalalni,
de praktikusan inkabb az

egyenlet megoldasaként talaltuk meg a(z egyik) megfelels vektort. Figyelem,
ahogy a sajatvektor is csak skalar szorzo erejéig egyértelmi, igy az altalanositott
sajatvektor is csak bizonyos értelemben egyértelmi. TetszGleges skalarszorosa
is megfelel, de tetszbleges linedris kombinécidja a sajatvektorral is megfeleld.

(A-ADu=v, u:(

NN =
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Az altalanositott sajatvektorok valoban kellemesen kezelhetGek: tekintsiik
a A sajatértékhez tartozo p-edrendid u altalanositott sajatvektort. Ekkor

At (A—AT)

PAty — (A-ADERAIE A, ty —

Lt (A = AT Dol gk k
At _ X
e (E i u=e E k:!(A_)\I) u.

k=0 k=0

Vagyis a végtelen 0sszeg valojaban itt is csak egy véges Osszeg, pontosan p
Osszeadando taggal. Az altalanos eljaras pedig a kovetkezd:

Yo = Z%’Vz' + Zﬁjuj

ahol v;-k a sajatvektorok, mig u;-k az altalanositott sajatvektorok, melyek
egyiitt bazist alkotnak. Ekkor

eAtyO — At <Z ;v + Zﬂjuj) =4 Z OéieAtVi + Z ﬁjeAtllj :

ahol az egyes tagokat mar tudjuk, hogy miképp kell kiszdmolni.
4.1.6. Példa. Oldjuk meg az

{y(O) = Yo
y(t) = Ay(t)

egyenletet, ahol a matrix a [A.I.5lPélda matrixa, a kezdévektor pedig

A=(_21 (1)) yOI@'

Melynek mar kiszamitottuk a sajatértékét és sajatvektor, altalanositott sajatvektor
rendszerét:
1 1
A=1, v= (_1) , u= (i) .
2
At

eMv =elv, AMu=c (ut+t(A—-A)u)=ec (uttv),

Ekkor

vagyis a megoldas
y(t) = ae'v + e’ (u+ tv)
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alakd. Az egyiitthatokat a kezdeti feltétel szolgéltatja:
Yo =av + fu,

aminek a megoldésa o = 1, § = 2. Tehat:

- () () (8] (%)

Valtoztassunk egy kicsit a kezdeti feltételen. Tekintsiik a kovetkez6 rendszert:

y(to) = ¥o
y(t) = Ay(t)
Konnyt leelenérizni, hogy
y(t) = Ay,

megoldas.

Els6rendi, dllandé6 egyiitthatés inhomogén differencidlegyenlet rendszer.
Tekintsiik az alabbi kezdetiértékproblémat,

y(to) = yo
y(t) = Ay(t) + b(t)

ahol A € R¥4 b : R — R? folytonos fiiggvény. Alkalmazzuk a beszorzos
triikkot:

e A (y(t) = Ay(t) = e A'b(1),
ahol a bal oldalt 4t tudjuk alakitani:

(e My (1) = e Ab(r)

amit kiintegralunk ¢y-tol t-ig, a bal oldalra alkalmazzuk a Newton-Leibniz

szabalyt:
t

ALy (1) — e Ay (ty) = / e~A%b(s) ds

to

vagyis
t

y(t) = eAltto)y, 4 /eA(t_s)b(s) ds. (4.3)
to

Ez rendszerekre a konstans variacios formula. Vessiik ossze ([£3)-t (L3)-el!
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4.1.7. Példa.
Ui(t) = yi(t) — w2(t) +1
U2(t) = —4y1(t) + yalt) + 1

Vegyiik észre, hogy ennek homogén része méar szerepelt a [A.1.3lPéldaban.
Irjuk 4t a feladatot matrix-vektoros alakra:

(o) = (2 (i) + ()

Alkalmazzuk (A3)-t. Ez egyrészt azt jelenti, hogy meg kell hatarozzuk
eAlt=to)y t ami a homogén egyenlet megoldasa, vagyis

t
Mésrészt meg kell hataroznunk [ eA(=*)b(s) ds-t. Ehhez elgszor felbontjuk
to
b(t)-t a sajatvektorok linearis kombinéacidjara (ez egy linearis egyenletrendszer
megoldésat igényli):

=)= (-
omitn e B () [+ () -
[ () Bl ()] o

feea B () e ) (0) o

{j~ b o] -
(&

| ®

to

to
L a5y Lap _myestto | (1 1 1 ~(1=to)
36 (3t 6(3150 5)e o) T 4(t+1) 4(t0+1)e
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Ezutan méar csak a ketts osszegét kell venniink.

_ 1 g 1
y(®) leg(t v (—2) 2¢ 4 <2>
i _ ) _ i _ 3(t—to) 1 } _ 1 —(t—to) 1
{36(315 5) 36(3t0 5e 9 + 4(15—1—1) 4(t0+1)e Nk

Ha egy kezdeti feltétel is meg lett volna adva, akkor ezt behelyettesitve a
megoldasba, meghatarozhatoak az ay, ay egyiitthatok is. Legyen pl. a
kezdeti feltétel

ekkor

vagyis oy = — %, ap = i, a megoldas pedig

1 1
y(t) = —iei”(t‘l) (_12) + 1e—('f—” G) +
1 L g4 1 1 1 4 (1
—(3t—5)+ — (1) — = .
{36(315 5) + 1g¢ o)ttt - ge )

Eddig nem ejtettiink szot a megoldas egyértelmiiségér6l. A konstans
variacios formula levezetése mutatja, hogy a megoldas egyértelmd. Ezt alkalmazhatjuk
a homogén esetben is. Van egy masik egyszer mod is, hogy az egyértelmiséget
igazoljuk: kdnnyen lathato, hogy a jobb oldal folytonos és a mésodik valtozojaban
Lipschitzes (az Olvaso gondolja meg, hogy miért!) és igy a Picard-Lindelof
tétel szerint a megoldés 1étezik és egyértelmd.

Ez azt is jelenti, hogy a kordbban targyalt méasod és magasabbrendd
differencidlegyenletek megoldasanak létezését és egyértelmiségét kezelni tudjuk.
Példaul az allando egyiitthatos linearis esetben igy mar tudjuk, hogy létezik
és egyértelmi a megoldas.

Gyakorldé feladatok:
Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket!
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1.
T =3z + 2y
= —x rT=8x+y Y =2x
(a){ gy {y:—2x+5y © Va0 =1
y(0) = —1
2.
T=—-2x—y T =2x
(a) {y:x—4y (b) {y=x+2y
3.
T=—y T=x+Yy
(@) {y:x 0) {y:3y—2x
4.
r=x+y
y=x+y+t T =x+e
“ Yoo “ {y:w.y
y(0)=1

5. Tekintsiik a linearis oszcillatorokat, vagyis a L2 L2717 és a 2.8
Példakban targyalt masodrendii linearis differencialegyenleteket. Irjuk
at ezeket els6rendi redszerré és oldjuk meg Gket! A megoldasokat
vessiik 0ssze a korabbi moédon kapott megoldasokkal!

6. Ellenérizziik le az eredményeinket Matlab hasznélataval!

4.1.2. Allandé egyiitthatos linearis rendszerek fazisképe

Ahogy egy dimenzioban lattuk, hogy az egyenletek egy részére nem tudunk
zart alakban megoldést mutatni, igy ez természetesen igaz magasabb dimenzioban
is, s6t itt ez a probléma még hatvanyozottabban igaz. Ez azt jelenti, hogy a
kvalitativ modszerek még inkabb elGtérbe keriilnek. Nemlinearis rendszerek
esetében a numerikus modszerek mellett gyakorlatilag ez az egyetlen eszkoz,
ami a rendelkezéstinkre all. De miel6tt ratériink a nemlinearis rendszerek
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kezelésére, megvizsgaljuk ebbdl az 1) nézépontbol az allandoé egyiitthatos

linearis rendszereket. A terv az, hogy a linearis esetben ismerjiik a megoldast

és ez alapjan majd tudunk fazisképet rajzolni, majd ebbdl levonjuk a kovetkeztetéseket,
hogy a megoldas felhasznalasa nélkiil is képesek legyiink erre. Ugyanis nemlinearis
esetben majd a megoldéas nem &ll a rendelkezésiinkre (a legtobb esetben), igy

enélkiil kell tudjunk fazisképet rajzolni, majd a fazisképbdl kovetkeztetni a
megoldas viselkedésére. Praktikus okokbodl itt csak két dimenziora szoritkozunk.

Kétdimenzids allandé egyiitthatés homogén differencidlegyenletrendszer
fazisképe. El6szor példdkon keresztiil, aztan szisztematikusan targyaljuk
kétdimenzios allando egyiitthatos homogén differencidlegyenletrendszerek fazisképét.

4.1.8. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert.

U2(t) = ya(t)

Ez rendkiviil egyszert, a megoldas

v = (25

A célunk az, hogy kapcsolatot talaljunk y; és y, kozt és t-t kikiiszoboljiik.
Lathato, hogy
v2=Cuy

ahol C' € R tetszbleges. Ez azt jelenti, hogy ha vizualizalni akarjuk a
megoldasokat, akkor ezek origon &tmend egyenesek az y1-y» koordinatarendszerben.
Az id6 mulasat is szokas feltiintetni, ami ebben az esetben azt jelenti, hogy

az origotol tavolodunk. Ezt konnyen megrajzolhatjuk kézzel is, de a Matlab

is képes ra:

h=.2;

[vl,y2] = meshgrid(—2:h:2);
dyl = y1;

dy2 = y2;
streamslice(yl,y2,dyl,dy2);
title('Féziskép')

Tegyiik fel egy pillanatra, hogy szamunkra csak az abra adott. Mit tudunk
ebbdl lesziirni a megoldéasok viselkedésére? A kezdeti feltétel egy (y10, y20)
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Faziskép

N
1

15F

)]

—_

05F

)]

o
T

4.1. dbra. A (£.4) rendszer fazisképe.

pontot jelol ki a sikon. Ez rajta van pontosan egy origon atmens egyenesen.
Ahogy az id6 mulik, Ggy elindulunk a kezd6pontbol és tavolodunk az orig6tol
az egyenesen. Kivéve, ha a kezd6pont az origd, hiszen ez stacionarius pont.
Ez azt jelenti, hogy pontosan meg tudjuk mondani, hogy mi fog torténni.
Egyetlen dolog marad rejtve, ez pedig az, hogy milyen gyorsan telik az idé.
Gondoljuk meg, hogy pontosan ugyanez a faziskép tartozik a

{ in(t) = 2 (1)
Y2(t) = 2u2(1)
rendszerhez is! De ebben az esetben gyorsabban "siklunk" az adott egyenesen.
Ha a
{ yi(t) = =y (t)
Y2(t) = —ya(t)

rendszert tekintjiik, akkor pedig ellenkez6 irdnyban haladunk az adott egyenesen.
4.1.9. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert.

{ () = (1)

U2(t) = —ya(t) (45)
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Ez is rendkiviil egyszerd, a megoldas

A célunk most is az, hogy kapcsolatot talaljunk vy és ys kozt és t-t kikiiszoboljiik.
Lathato, hogy

Y1y2 = C
ahol C' € R tetszbleges. Ezek a gorbék hiperbolak az y;-y, koordinatarendszerben,
illetve az y; = 0 és yo = 0 egyenesek. Az id6 mulasat is feltiintetjiik:

visszatérve a megoldasokhoz lathatd, hogy az els6 siknegyedben vy, értéke
novekszik (yo-¢ pedig csokken), ami mar kijeloli az idé mulasat jel6ls nyil
iranyat. Ez a tobbi térnegyedre is elvégezhets (beleértve a tengelyeket is).
Igy kapjuk a kovetkez6 abrat. Az Olvaso kovetkeztessen az abrabol a rendszer

1F

Faziskép

0

4.2. dbra. A (L.3) rendszer fazisképe.

viselkedésére: mi torténik, ha t — co?
4.1.10. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert.

{ in(t) = (1) (46)

U2(t) = 2ya(2)
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Ez is rendkiviil egyszerd, a megoldas

A célunk most is az, hogy kapcsolatot talaljunk vy, és ys kozt és t-t kikiiszoboljiik.
Lathato, hogy
y2=Cyi, vagy =0

ahol C' € R tetszsleges. Ezek a gorbék parabolék az y;-y» koordinatarendszerben,
illetve az y; = 0 és y» = 0 egyenesek. Lathato, hogy tavolodunk az origotol
(kivéve, ha onnan indulunk).

Faziskép

7 \\

-2

n

1.

)]

—_

I
4

4.3. dbra. A (4.6) rendszer fazisképe.

4.1.11. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert.

(1) = (1)
{ inlt) = (1) 47

Ez a méar sokszor el6fordult harmonikus oszcillator egyenlete, ha a tomeg
és rugodalland6 hanyadosat 1-nek vessziik. Vezessiink be polarkoordinatakat:
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y1(t) = r(t) cosp(t), ya2(t) = r(t) sinp(t). Ekkor

{ 7(t) cos p(t) — (r(t) sinp(t)) o(t) = r(t) sinp(?)
7(t) sin(t) + (r(t) cos p(t)) @(t) = —r(t) cos p(t)

majd az els§ egyenletet cos(t)-vel, a masodikat sin p(t)-vel szorozva és
Osszeadva:

() =0,
vagyis r konstans. Tovabba ha az els6 egyenletet sin ¢(t)-vel, a masodikat
cos p(t)-vel szorozva és a méasodikbol kivonva az els6t: r(t)p(t) = —r(t),
vagyis vagy r(t) = 0 vagy
p(t) = —1.

Ez pontosan azt jelenti, hogy egy kéron mozgunk az 6ramutatd jardsaval
megegyezG iranyban (és egységnyi sebességgel). Vagyis a faziskép koncentrikus
korokbal all.

Faziskép

0

4.4. abra. A (A1) rendszer fazisképe. Ha figyelmesebben megnézziik, a
Matlab altal készitett abra egyaltalan nem pontos.

Kezdjiik el tematikusan vizsgalni az ilyen rendszereket! A cél, hogy
osztalyozzuk a lehetséges eseteket, hogy késébb mar csak azt kelljen leellenGrizni,
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hogy melyik osztalyba tartozik az adott rendszer, ami alapjan mar tudni
fogjuk, hogy nagyjabol milyen a fazisképe. Az osztalyokat a sajatértékek
adjak meg és az osztalyon beliil a sajatvektorok mondjak meg pontosabban
a faziskép jellegét.

Induljunk ki egy y = Ay 2-dimenzios linearis rendszerbél, ahol A € R?*2,
Ha A diagonalizalhato A = SDS™!, S € R**2, akkor y = Ay = SDS™ly,
majd bevezetve az x = S~y 1j valtozot a rendszer a kovetkezs alakot olti

x = Dx.

Ha A nem diagonalizalhato, akkor is Jordan normalalakra hozhato. Elég
ezekre megrajzolnunk a fazisképet, majd visszatranszformalni azt. A kovetkezd
tipusok lefedik az Osszes lehetséget.

0 (3 W) W (5)

El6szor azokban az esetekben rajzoljuk meg a fazisképeket, melyeknél csak
az origd az staciondrius pont, azaz a matrix determinansa nem 0.

I. A megoldas z1(t) = Cie™, xy(t) = Chett. Ebbél a trajektoriak képlete:

/A
a= () e
1

A X\ # 0 # p értékekhez tartozo fazisképeket 3 osztalyba soroljuk:

(1) A, > 0. Ebben az esetben az stacionarius pontot instabil csomdnak
nevezziik. Ez azt jelenti, hogy a trajektoriak az origotol tavolodnak
és kozben nem csavarodhatnak meg koriilotte végtelen sokszor.
Héarom aleset van. (a) 0 < pu < A; (b)) 0 <A< p; (¢) 0 < pu= A

(2) A\, < 0. Stabil csomd. Ez azt jelenti, hogy a trajektoridk az
origbhoz kozelednek és kozben nem csavarodhatnak meg koriilotte
végtelen sokszor. Harom aleset van. (a) p < A < 0; (b) A < u < 0;
(c) p=A<0.

(3) A < 0. Nyereg. Az elnevezés onnan jon, hogy pontosan ilyen
trajektoriat rajzolna le egy bilidrdgolyd, ha egy nyereg feliiletére
helyeznénk és fentrsl néznénk. Két aleset van.
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I1. A megoldas x1(t) = (C} + Cat)eM, x5(t) = Coe™. Ebb6l a trajektoriak

képlete:
Cl 1 i)
= e [ =
X1 x2(02+)\ ncz)

A X # 0 értékekhez tartozo fazisképeket 2 osztalyba soroljuk:

(1) XA > 0. Instabil elfajult csomod.
(2) XA < 0. Stabil elfajult csomg.

III. Vezessiink be polarkoordinatédkat: x; = rcose, ros = rsinp. Az 4j

valtozokra az
{ r=ar
=4

differencialegyenletrendszert kapjuk (az Olvaso jarjon utana miért, ehhez
tampontot nydjt a LIIIlPélda). Ezek alapjan a f # 0 értékekhez
tartozo fazisképeket 3 osztalyba soroljuk:

(1) a > 0. Instabil fokusz. Ez azt jelenti, hogy a trajektoriak tavolodnak
az origotol és végtelen sokszor csavarodnak meg koriilotte.

(2) a < 0. Stabil fokusz. Ez azt jelenti, hogy a trajektoriak kozelednek
az origbhoz és végtelen sokszor csavarodnak meg koriilotte.

(3) @ = 0. Centrum. A trajektoridk zart gorbéket rajzolnak ki az
origd koriil.

Négy olyan elfajult faziskép van, melyeknél nem csak az origo6 az stacionarius
pont (azaz a matrix determinansa 0): az I. esetben A = 0 és u > 0; az L.
esetben A = 0 és u < 0; az L. esetben A =0 és = 0; a II. esetben A = 0. Az
Olvaso6 gondolja végig ezeket az eseteket!

Az &ltalanos esetben ezeket kell visszatranszformélni. Konnyen igazolhato,
hogy ennek soran az I. és II. esetben a csomok, illetve a nyereg tengelyei
elfordulnak, és éppen az A matrix sajatiranyaival fognak egybeesni. Komplex
sajatértékek esetében pedig "lényegében" nem jelent valtozast a visszatranszformalas.

Erdemes észrevenni, hogy a faziskép tipusa a sajatértékek kiszamitasa
nélkiil, a matrix determinansa (D) és nyoma (Tr) segitségével meghatéarozhato,
az alabbi abra szerint. (A parabola egyenlete Tr? = 4D.)
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|

Stabil fékusz Instabil fokusz

wnauad

Stabil csom6 Instabil csom¢

Tr

Nyereg Nyereg

4.1.12. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert.

=3 2
?{1 Y1+ 2y (4.8)
Y2 = 21

A sajatérték-sajatvektor péarok:

>\1:4, Slz<?>, >\2:—1, 52:<_12)

A stacionarius pont tipusa nyereg, az s; iranyu trajektorian az origétol
tavolodunk, mig az s, irdnyu trajektorian az origbhoz kozelediink. A tobbi
trajektoria hiperbola melyeken az iranyt az s;-s, irdnyok jelolik ki.

4.1.13. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert.

g
yl Y1+ Y2 (4.9)
Y2 = —2y1 + Oy

A sajatérték-sajatvektor parok:

A =T, 51=<_11), Ay =6, S2=<_12)-

A stacionarius pont tipusa instabil csom6. Az s; irdnyu trajektorian gyorsabban
tavolodunk az orig6tol, mint az s, irdnyu trajektorian.
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A sajatértékek:

M =241, Ao=2—1.
A stacionarius pont tipusa instabil fokusz (a valos rész pozitiv, ezért instabil,
illetve a sajatértékek komplexek, ezért fokusz). A sajatértékeket nem sziikséges
meghatarozzuk. Az yo-tengelyt a pozitiv részén balrdl jobbra metssziik at.

Ezt leellendrizhetjiik pl. ha az els6 egyenletbe behelyettesitjiik a (0, 1) pontot:
ebben a pontban 1; = 1, vagyis pozitiv, igy y;-irdnyban novekszik.

Faziskép

; =

'f %////W

-2 1 1.5 2

n

1.

)]

—_

o

o

4.7. dbra. A (£.I0) rendszer fazisképe.

4.1.15. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszereket.

{%::—Zx—y (4.11)

y=x—4y

N

{‘? Tty (4.12)
y=-—x—-2

{iz—2x+y (413)
(0
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{i:_M_y (4.14)

y=x—2y

Mindegyik esetben az egyetlen sajatérték a A = —3, mig az egyetlen sajatérték,
sorrendben:

=) s=() s=(L) =1

A staciondarius pont tipusa degeneralt stabil csom6. Az s irdnyu trajektorian

kozelediink az origbhoz, a négy eset tanulmanyozasaval az Olvaso kitapasztalhatja,
a lehetséges aleseteket.
Faziskép

251

2r =

;; ) =

0.5 0 0.5

2 -

4.8. dbra. A (AII) rendszer fazisképe.

Gyakorlé feladatok:

1. Rajzoljuk meg az aldbbi rendszerek fazisképét és Aallapitsuk meg a
tipusukat!

(a)

T =—x
y=x-2y
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Faziskép

'
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4.11. dbra. A (£I4) rendszer fazisképe.

(b)
T=x—Y
y=—4dr+vy
(c)
T=2r+y
y=—c+4y
(d)
T =2x
y=x+2y
(e)

T =—x+2y
y=-2r—y
(f) Hasznéljunk ehhez Matlabot!

2. Rekonstrualjuk a fazisképiikbdl a linearis rendszereket!
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Faziskép (5) ] Faziskép (6)

4.2. Nemlinearis autoném rendszerek

Itt mar elvétve akad olyan eset, ahol a megoldast hasznilhat6 alakban meg
tudnank adni. Vagyis kvalitativ médszerek keriilnek elGtérbe.

4.2.1. Nemlinearis autoném rendszerek fazisképe

Egyszertiség kedvéért x és y fogja jeldlni a két ismeretlen fiiggvényt, igy nem
kell indexeket hasznaljunk. Példédkon keresztiil mutatjuk be, hogy hogyan
érdemes megrajzolni nemlinearis auton6m rendszerek fazisképét.

4.2.1. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert!

{izi”_xy (4.15)

j=a>—y

e Vizsgaljuk meg az fi(z,y) = x — zy elgjelét! Ebbdl arra tudunk
majd kovetkeztetni, hogy a trajektoridk hol haladnak balra, illetve
jobbra (hiszen & = f;). Ezt abrazolni fogjuk. A legegyszeriibb ugy
eljarni, hogy megkeressiik, hogy hol teljesiil fi(x,y) = 0, ezek a gorbék
tartomanyokra osztjak a sikot és ezen tartomanyokban azonos f; elGjele,
hiszen folytonos. Tehat, tartomanyonként elég leellenérizni egy pontra
az elGjelet, ami az egész tartomanyra érvényes lesz. A kdvetkez6 sematikus
2.1l Abrat készithetjiik.
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4.12. abra. Az f; elGjele altal meghatarozott irdnyok.

o Vizsgéljuk meg az fo(z,y) = 2° — y elGjelét! Ebbsl arra tudunk
majd kovetkeztetni, hogy a trajektoridk hol haladnak le, illetve fel.
A kovetkezd sematikus 2Tl Abrat készithetjiik.

4.13. abra. Az f5 elGjele altal meghatarozott irdnyok.
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o Ezek utan mar csak a két abrat kell "egybeolvasztani", lasd E2.1l Abra.

4.14. abra. Az egyesitett abra.

A trajektoridk a nyilakat kovetik. Vegyiik észre, hogy a vastag, illetve a
szaggatott vonalak metszéspontjai az stacionarius pontok, hiszen ezekben
a pontokban f; és fo is nulla, tehat se vizszintesen, se fiiggGlegesen nincs
elmozdulés, vagyis (0,0), (—1,1), (1,1). Mellékeljiik a Matlab altal készitett
fazisképet.

h=.2;

[x,y] = meshgrid(—2:h:2);

dx = xX—X.*y;

dy = x.%"2—y;

streamslice (x,y,dx,dy);

title('Féziskép')

A linearis rendszerek esetében voltak elnevezéseink az egyes stacionarius
pontok tiptusara. Ezeket az elnevezéseket fogjuk hasznalni nemlineéris esetben
is. Példaul, lathato, hogy az origo itt nyeregként viselkedik, mig a (—1, 1),
(1,1) esetében azt latjuk, hogy a trajektoriak korbejarjak Sket, tehat fokuszként
viselkednek, de az ennyib&l még nem deriil ki, hogy stabil, vagy instabil
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Faziskép

-2

4.15. dbra. A (£.I5) rendszer fazisképe.

fokuszként. A Matlab abraja mindenesetre azt sugallja, hogy stabil fokusz
mindkettd, de erre nem hagyatkozhatunk, mint bizonyiték, csak mint sejtés.

4.2.2. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert!

b 2__4 2
" (4.16)
y=8-4y

o Az fi(x,y) = y? — 422 elGjele alapjan a 22 Abrat készithetjiik.
o Az fo(x,y) = 8 — 4y eljele alapjan a L2 2 Abrat készithetjiik.

o Ezek utan mar csak a két abrat kell "egybeolvasztani", lasd E2.2 Abra.
Lathato, hogy a (—1,2) nyereg, mig a (1,2) stabil csomo.

Mellékeljiik a Matlab altal készitett fazisképet.

.2;
,v] = meshgrid(—4:h:4);
= yv."2—4xx."2;

streamslice(x,vy,dx,dy) ;
title('Faziskép')
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4.16. abra. Az f; elGjele altal meghatarozott irdnyok.

Gyakorld feladatok:

1. Rajzoljuk meg kézzel és Matlabbal is az alabbi rendszerek fazisképét!
Keressiik meg a stacionarius pontokat! Amennyiben a rajz alapjan
lehet, allapitsuk meg a stacionarius pontok tipusat.

(a)
{iZﬂy—U

y=y(lr—1)

(b)

i=x+y?
y=r+y

t=x—1%— 1y
y =3y —xy — 2y°
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4.17. abra. Az f5 elGjele altal meghatarozott irdnyok.

2. A fazisképiikbél, lasd BlAbra, rekonstrualjuk a rendszereket!

4.2.2. Stacionarius pontok és stabilitasuk

Eddig is beszéltiink stacionéarius pontokrol, illetve a stabilitasukrol, de ezt
heurisztikusan, nem definiciokra tamaszkodva tettiik. Egyrészt indokolt ezeknek
a fogalmaknak a tovabbi vizsgalata, hiszen a (415 rendszer esetében a
faziskép nem szolgaltat elegendé informaciot bizonyos stacionarius pontok
stabilitasarol. Ahhoz, hogy ezen fogalmakat kdzelebbrsl megvizsgaljuk elengedhetetlen,
hogy pontosan definidljuk 6ket.

Tekintsiik az

y(t) =f(y(t)) (4.17)

autoném differencialegyenlet rendszert, ahol M C R? tartomany, f : M — R¢
Lipschitzes (amivel biztositottuk az egyértelmi megoldés létezését minden
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4.18. abra. Az egyesitett abra.

értelmes kezdetiértékre). Jeloljiik ¢(-, p)-vel a rendszer p-bél indulé megoldasanak
trajektoriajat.

4.2.3. Definicié. Amh. a p pont az (LI7) rendszer stacionéarius pontja, ha
o(t,p) = p, vt € RT.

A stacionarius pontok meghatarozasara van egy egyszeri recept, ami a
kovetkezd (trivialis) lemmén alapul.

4.2.4. Lemma. A staciondrius pontokat az f(p) = 0 egyenletrendszer megolddsai
adjdk.

Receptiink tehat van a stacionéarius pontok meghatarozasara, de ez nem
jelenti azt, hogy ez mindig realizdlhato! Ugyanis ehhez egy nemlinearis
egyenletrendszer megoldésait kellene megtaldlnunk, ami sokszor lehetetlen.
Ilyenkor ezeket kozelithetjiik (pl. Newton-iteracioval).

A kovetkezSkben definidljuk stacionarius pontok stabilitasat. Harom
kategoriat kiilonboztetliink meg, stabil, aszimptotikusan stabil és instabil
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4.20. abra. A fazisképiikbdl rekonstrualjuk a rendszereket!

stacionarius pontokat. Heurisztikusan ezeket a kategoridkat ugy képzelhetjiik
el, mint kiilonboz6 feliiletekre lehelyezett bilidrdgolyokat. Ha stacionarius
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pontba helyeztiik, akkor onnan nem fog elmozdulni. A kérdés az, hogy ha
innen egy kicsit kitéritjiik, akkor mi fog torténni? Az instabil stacionarius
pontot ugy képzelhetjiik el, mint egy dombtet6t. Ha pontosan ott van a
biliardgolyo, akkor ottmarad, de ha picit is kimozditjuk onnan, akkor elgurul.
Az aszimptotikusan stabil stacionédrius pontot Ggy, mint egy volgy legmélyebb
pontjat, amennyiben feltessziik, hogy van kozegellenallds. Ha innen kitéritjiik
a biliardgolyot, akkor nem fog elszokni, s6t visszatér a legmélyebb pontra.
Mig a stabil stacionéarius pontot gy, mint akar egy vizszintes feliiletet,
ha kimozditjuk innen, akkor nem fog elszokni (de ebben az esetben nem
varjuk el, hogy vissza is térjen oda, ahonnan kimozditottuk). De ugy is
elképzelhetjiik, mint egy volgy legmélyebb pontjat, de most feltessziik, hogy
nincs kozegellenallas és surlodas sem, igy a biliardgolyd megérzi az energiajat.
Ha kimozditottuk a stacionarius pontbol, akkor magasabb energiaszintre
hoztuk, és az energiamegmaradés miatt habar ideglenesen visszatérhet helyileg
a volgy aljara, de nem lesz nulla a sebessége. Masrészt elszokni viszont nem
fog tudni. Ebbdl le is vonhatunk egy tanulsagot: nem a hely felel meg ebben
par!

Most ezeket a "naiv" elképzeléseket formaba ontjiik a kdvetkezd definicio
segitségével.

4.2.5. Definici6. Amh. az (4I7) rendszer p stacionarius pontja

e stabil, ha Ve > 0, 30 > 0, hogy ha q € M, ||q—p| < 9, akkor
lo(t,a) — pll <e;

e aszimptotikusan stabil, ha Ve > 0, 30 > 0, hogy ha q € M, ||q — p|| <
0, akkor [[¢(f, ) —p[| < e eés lim [lp(t,q) —pll = 0;

e instabil, ha nem stabil.

Mit jelentenek ezek a definiciok a legegyszertibb esetben? Ezt fedi le a
kovetkezd tétel.

4.2.6. Tétel. (Allando egyiitthatds linedris rendszerek stabilitdsa) Tekintsiik
azy = Ay linedris rendszert, ahol A € R4, Ennek a 0 staciondrius pontja.
Ez a staciondrius pont

1. instabil, ha AN\ sajdatértéke A-nak, melyre Re X > 0;
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2. aszimptotikusan stabil, ha A-nakV)\; sajatértékére fenndll, hogy Re \; <
0.

3. Ha A-nak VY )\; sajatértékére fenndll, hogy Re)X; < 0 €s

(a) minden olyan sajatértékre melyre Re \; = 0 teljesil, akkor pontosan
annyi linedrisan fiiggetlen sajatvektor tartozik ehhez a sajatértékhez,
mint amennyi a multiplicitdsa, akkor az origo stabil;

(b) 3N : ReX; =0, és kevesebb linedrisan figgetlen sajatvektor tartozik
ehhez a sajatértékhez, mint amennyi a multiplicitdisa, akkor az
origo instabil.

Bizonyitds. Megoldasbol kovetkezik. O

Ez azt jelenti, hogy linearis allando egyiitthatos homogén esetben a stacionarius
pont stabilitasa a sajatértékektdl és a sajatvetorrendszertdl fiigg. Ez azért
fontos, mert a nemlineéaris autoném rendszerek egy stacionérius pont kornyezetében
lokalisan majdnem mindig gy viselkednek, mint egy lineéris allando egyiitthatos
homogén rendszer az origd kornyezetében.

Stacionarius pontok stabilitasvizsgalata linearizalassal. Tekintsiink
egy autonom nemlinearis rendszert (AI7), melynek stacionarius pontja p.
Legyen x(t) = y(t) — p és alkalmazzunk Taylor-sorfejtést (feltételezve, hogy
f elég sima)!

x(t) = y(t) = f(x(t) + p) = £(p) + f'(p)x(t) + r(x(t)),

ahol f(p) = 0, illetve r tartalmazza a magasabbrendii tagokat, vagyis ”Tf:ég)”)” —

0, ha x(¢) — 0. Ezt elhagyva kapjuk a linearizalt rendszert:

x(t) = £ (p)x(t) . (4.18)

Ha y(t) kozel van p-hez akkor x(t) kozel van a 0-hoz és reményeink szerint a
linearizalt rendszer megoldésa hasonloképp viselkedik, mint az eredeti rendszer
megoldasa, vagyis a linearizalt rendszer 0 stacionarius pontjanak stabilitastipusabol
kovetkeztethetiink az eredeti rendszer p stacionarius pontjanak stabilitastipuséra.
Ezt azért remélhetjiik, mert r(x(t)) "kisebb", mint x(¢), tehat a rendszer
viselkedését p kornyezetében f’'(p)x(t) fogja meghatéarozni és r(x(t)) hatéasa
elhanyagolhato, kivéve bizonyos eseteket.
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4.2.7. Tétel. Tekintsink o (AI117) autondm nemlinedris rendszert, melynek
staciondrius pontja p €és tekintsik a hozzd tartozé ([AI8) linearizdlt rendszert.
Tegyiik fel, hogy a jobb oldal kelléen sima. Ha az f'(p) mdtriznak

e van olyan \ sajdtértéke, melyre Re\ > 0, akkor a p staciondrius pont
instabil;

e minden \; sajatértéke olyan, hogy Re); < 0, akkor a p staciondrius
pont aszimptotikusan stabil.

Bizonyitds. Itt csak skalar esetben bizonyitjuk és csak az allitas felét. A
magasabb dimenzios eset felének bizonyitasat csak felvazoljuk.
Taylor sorfejtést alkalmazunk.

#(t) = y(t) = f(y(t) = flp+ (1)) =

50 + @) + 5 Da20) = pp)atr) + ),
ahol

ra(t) =L ”(g(t))f(t) 1&(t) € Bay (p)

Tth. f'(p) = A <0, ekkor Ve > 0 kell mutassunk egy § > 0-t, hogy |z(0)| < o
esetén

e cgyrészt |z(t)] < e,
e masrészt |z(f)| — 0.
Ha f € C%2B.(p) és |z(t)| < ¢, akkor IM > 0, hogy

[F(E@)) < M.

A
Legyen 0 := min {5, _M} . Ha |z(t)| < 0, akkor

A

r(z®)] < =5 lz(@)].
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Alkalmazzuk a beszorzos triikkot:

() = Aw(t) + r(a(t))

t

z(t)e 4 = z(0) + /e‘AS'r(az(s)) ds

t
A

[e(1)le* <[2(0) / e ds < [o(0) + [ e A alo)] ds

Legyen u(t) = |z(t)|e=4, u(0) = |2(0)], ekkor:

vagyis
[2(t)] < |2(0)]e?",

ahol a jobb oldal monoton médon tart 0-hoz, ami bizonyitja az allitast.

Magasabb dimenzioban is ezt az utat érdemes kévetni. Konnyen el lehet
jutni a kovetkezG egyenl6tlenségig:

()] < le*=(0) ||+/||6 “r(x(s))] ds,

majd be lehet latni a kovetkezs allitast (ezek bizonyitasat nem mellékeljiik):

e JK,a > 0: |eflq| < Ke™||q]| teljesiil Vq esetén;
e 30>0: |r(q)| < %Hq“ teljesiil ||q|| < & < ¢ esetén.

Ezutan a befejezés ugyanigy megy, mint a skalar esetben. O
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4.2.8. Példa. Tekintsiik a (4.15]) rendszert. Itt korabban nem tudtuk eldonteni
a(—1,1)ésaz (1, 1) stacionarius pontok stabilitasat. Alkalmazzunk linearizalast!

/ _ Z Y _ -y —x

ox oy
vagyis
/ o 0 1 / o O _1
= (% ). raa= (2 ).
A sajatértékek mindkét esetben Ao = —% + gi, vagyis Re A < 0 minden

sajatértékre, igy mindkét stacionarius pont aszimptotikusan stabil.

4.2.9. Megjegyzés. Fontos, hogy észrevegyiik, hogy a tétel abban az esetben,
amikor a linearizalt rendszer minden sajatértékének valos része nempozitiv,
arr6l nem allit semmit. Ez nem véletlen. Tekintsiik az alabbi példékat!

(A) ) =9()  (B) 9(t) =)

Mindkét rendszernek (igaz csak egydimenzios) stacionarius pontja a 0 pont,
de mig az (A) esetben instabil, addig a (B) esetben aszimptotikusan stabil.
Ugyanakkor mindkét rendszer esetében a hozza tartozo linearizalt rendszer

#(t) =0,

vagyis az egy darab sajatérték 0. Ezekben az esetekben a linearizalt rendszer
nem arul el semmit az eredetir6l.

(4) { PR { e

y=r+y° y=x—y

Mindkét rendszernek stacionarius pontja az origd, de mig az (A) esetben
instabil, addig a (B) esetben aszimptotikusan stabil. Ezt itt még nem tudjuk
igazolni, csupan a bizonyité erével nem bir6 dbrakat mellékeljiik, de a kdvetkezd
alfejezetben erre is sor keriil. Ugyanakkor mindkét rendszer esetében a hozza
tartoz6 linearizalt rendszer

T =y

y=x

ami gyakorlatilag egy harmonikus oszcillator egyenletrendszere. A sajatértékek
A2 = %1, igy Re A o = 0. Ezekben az esetekben sem vezet célra a linearizalas.
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1. Az el6z6 alfejezet gyakorlo példaira alkalmazzunk linearizalast!
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4.2.3. Stacionarius pontok stabilitasvizsgalata Ljapunov
modszerrel

4.2.10. Példa. Kezdjiik az el6z6 alfejezet azon példajaval, ahol nem miikodott

a linearizélés.
&= —y— a3
. 3
y=x—y

A kérdés az origo stabilitdsa. Vezessiink be egy V : R? — R segédfiiggvényt!
Ezt az © — y fazissik feletti feliiletként lehet elképzelni. Mig a trajektoriak
a fazissikon haladnak, addig V' (z(t), y(t)) a t id6pontban a trajektoria adott
pontjaban felvett V' értékét méri. Mintha a trajektoriat a feliiletre vetitenénk
és mérnénk a magassagot. Itt a kovetkezs valasztassal éliink.

Viz,y) i=2>+ ¢,

és legyen
Vi) = V(x(t),y(t)).-

Ennek segitségével mérni tudjuk a trajektoriak feliiletre vett vetiiletének a
magassaganak valtozasat. Ebben az esetben azt kapjuk, hogy

V() = —2(2'(t) + (1)) <0,

amennyiben (z(t),y(t)) # (0,0). Mire kovetkeztethetiink ebbdsl? A feliilet

egy forgasparaboloid, melynek minimumbhelye a (0,0). Tovabba azt kaptuk,

hogy a magassag csokken (amennyiben nem a minimumhelyen vagyunk). Ez

mindenesetre azt jelenti, hogy a trajektoridk nem tavolodhatnak az origotol,

vagyis a (0,0) stacionarius pont stabil. Sejtésiink szerint aszimptotikusan

stabil is, de ennek belatasa nem trivialis (annak ellenére, hogy annak tiinik).
AV segédfiiggvényt Ljapunov-fiiggvénynek nevezziik.

A kovetkez6kben precizen definidljuk a Ljapunov-fiiggvény fogalmat és az
eljarat, amit a példaban alkalmaztunk.

4.2.11. Definici6. Legyen U C M nyilt halmaz. A V € CY(U,R) Ljapunov-
figgvény [EIT) rendszer szerinti derivdltja (avagy Lie-derivdltja) az alabbi
fiiggvény

LeV = (V' f), wvagyis (L¢V)(p) = (V'(p).f(p)), peU
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4.2.12. Lemma. Legyeny az (LI7) rendszer egy megolddsa, ekkor a V() =
V(y(t)) képlettel értelmezett figguényre teljesil, hogy V*(t) = (LeV') (y (%)) .

Bizonyitas.

V() = (V' (x(1)), x(t)) = (V'(x(1)), £(x(1))) = (L;V)(x(t))
O

Els6 integral. Van egy specialis eset, amit érdemes kiemelni, mert gyakolati
szempontbol is fontos szerepet jatszik.

4.2.13. Definici6. Amh. a V € CYU,R) Ljapunov-fiiggvény a (£.I7)
rendszer elsd integrdlja, ha LV = 0.

Vizsgaljunk meg néhany fontos példat.

4.2.14. Példa. Tekintsiik a[[.2. Tl Példat, amit rogton atirunk elsérend rendszerré.

T =0
mi = —kx ~ ) k
V=——0
m
Itt egy megfelel6 Ljapunov-fiiggvény az energia segitségével definidlhato, igy
V' helyett inkdbb E-vel jeloljiik.
E(z,v) = %mzﬂ + %ka :
amely megadja a fazissik adott pontjahoz tartozo Osszenergiat, mely a mozgasi
és a rugodban tarolt energia O6sszege. Konnytd latni, hogy E a rendszer elsd
integralja, ami azt jelenti, hogy az Osszenergia nem véltozik. Mit jelent
ez? Ha a fazissikon abrazoljuk E izoklinait (azonos energiaszintii pontjaibol
allo gorbéket), akkor tudjuk, hogy ha rajta vagyunk egy iziklinan, akkor
mindvégig rajta is maradunk. Mar csak azt kell meghatarozni, hogy milyen
irAnyban mozgunk az adott izoklindn, amit behelyettesitéssel konnyen meghatarozhatunk.
Ebben az esetben az FE feliiletnek minimumbhelye van az origoban és
mashol nincs, ami azt jelenti, hogy az izoklindk zart gorbék az origd koriil.
Ez azt jelenti, hogy végtelen sok periodikus palyank van és az origd stabil,
de nem aszimptotikusan stabil.
Mellékeljiik a Matlab segitségével abrazolt izoklinakat.
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1;

0.
1.
4.

h
k ’
m ’

[x,v] = meshgrid(—4:h:4,—2:h:2);
E k/2.%x.°24m/2 .xv."2;

$colormap(gray (256))
contour (x,v,E);

Xy

4.21. abra. A harmonikus oszcillator izoklinai.

4.2.15. Példa. Masodiknak tekintsiik a [[.2.10LPéldat, mely a matematikai
ingat targyaltal

Y= —=sind > ) g .
[ w:—jsmﬁ

Ebben az esetben is jo valasztas Ljapunov-fliggvénynek az energia.

EMW,w) =

W2
5 cos v,

~|

melyr6l konnyi belatni, hogy a rendszer elsé integralja.
Ertelmezziik az abrat!
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theta,omega] = meshgrid(—4+pi:h:4xpi,—2:h:2);

$colormap( flipud(gray(256)) )
contour (theta, omega, E) ;

2 =

1.5

1

0.5

0

4.22. dbra. Az egyszerd inga izoklinéi.

4.2.16. Példa. Folytassuk egy biologiai modellel! Képzeljiink el egy szigetet,
ahol korlatlan mennyiségt fii n6. Ezenkiviil két ottlako allatfaj van csupan
a szigeten: nyulak és rokak. A korlatlan tapanyag exponencialisan névekedd
nyulpopuléciot eredményezne, ha nem volnanak rokdk. Ezt & = x egyenlet
irné le (az egyszertiség kedvéért, minden konstanst egynek valasztunk, mellyel
nem befolyasoljuk a rendszert kvalitativ szempontbol). A rokak hatasat gy
jelenitjiik meg, hogy a rokak és nyulak taldlkozasa negativan befolyésolja a
nyulpopuléciot, mely talalkozasok gyakorisiga az xy mennyiséggel aranyos
(az Olvas6 indokolja meg, hogy miért). A rokak nyulak nélkiil kihalnanak:
y = —y, de ezt modositja a nyulak jelenléte, az xy tag itt pozitivan befolyasolja
a rOkapopulaciot. Ezek alapjan a kovetkez6 rendszert tudjuk felirni.

C (] —
x' zd=y) (Lotka—Volterra rendszer)
y=ylz—1)
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Mely szamunkra csak akkor érdekes, ha x,y > 0. (z-et és y-t ne darabszamnak,
hanem mondjuk a populacio 6ssztomegének tekintsiik!)

Ha megrajzoljuk a fazisképet, akkor azt latjuk, hogy az egyensilyi pontok
az (0,0) és (1,1). Lathato, akdr a faziskép alapjan, akar linearizélassal,
hogy az (0,0) instabil, nyereg, de az (1,1) esetében csak azt latjuk, hogy a
trajektoriak korbejarjak, de a stabilitdsa nem deriil ki, s6t a linearizalas sem
vezet, eredményre.

Vezessiik be az alabbi Ljapunov-fiiggvényt:

V(z,y) =z +y—logy — logx

mely a rendszer elsG integralja. Ha megvizsgaljuk a V' fiiggvényt, akkor
kapjuk, hogy ennek az (1,1) (lokalis) szélsGértékhelye igy az izoklinak zart
gorbék koriilotte. Ez azt jelenti, hogy végtelen sok periodikus palyank van,
az (1,1) stacionarius pont stabil, de nem aszimptotikusan stabil.

h=0.1;

[x,y] = meshgrid(0:h:5,0:h:5);
V = xty—log(y)—log(x);
$colormap(gray (256))

contour (x,v,V);

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

4.23. abra. A Lotka-Volterra rendszer izoklinai.
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Lathatjuk, hogy az els6 integral igy nagyon hasznos fogalom, a kérdés
mar csak az, hogy miképp lehet ilyet konstrualni?

Fizikai hattertd példaknal lattuk, hogy az energia, mint Ljapunov-fiiggvény
jol tud mikodni, hiszen azokban az esetekben, amiket vizsgaltunk tudtuk,
hogy az energia megé6rzddik. Barmilyen meg6rz6d6 nem trivialis mennyiség
jo els6 integralnak.

De mi a helyzet a Lotka-Volterra rendszerrel, ami biol6giai hatterd?
Mutatunk egy modszert, ami kétdimenzios autoném rendszerek esetében
miikodik, fliggetleniil attol, hogy mit modelleziink vele. A faziskép trajektoriait
megadhatjuk, mint egy {y(z)} fiiggvénycsalad. Ezt a fiiggvénycsaladot meg
tudjuk adni, mint egy differencidlegyenlet megoldasai. A differencialegyenlet
pedig a kovetkezd:

I f2 ('Ta y)

Y fl ('Tv y) ,
ahol v az y(x) figgvény z szerinti derivaltjat jeloli. A formula konnyen
megkaphato, ha a rendszer mésodik egyenletét formalisan elosztjuk az elsGvel.
(Az Olvaso indokolja meg, hogy miért miikodik ez az eljaras!)
Tekintsiik tjra a Lotka-Volterra rendszert. Ezek szerint

,_y(:L’—l)
YTy

mely egy szétvalaszthato valtozoju differencialegyenlet. Atrendezve és integralva
kapjuk, hogy

logy —y=a2 —logx + C,

ahol C' € R. A megfelels els6 integralt innen atrendezéssel kapjuk:
V(z,y) :=x+y—logz —logy,

melyrdl tudjuk, hogy a trajektoridk mentén konstans, ami pont azt jelenti,
hogy V*(t) = 0, vagyis els6 integral.

Ljapunov tételek. A kovetkezGkben a Ljapunov tételeket targyaljuk, melyek
segitségével stacionarius pontok stabilitdsa, aszimptotikus stabilitasa, vagy
instabilitasa igazolhato.

4.2.17. Tétel. (Ljapunov stabilitdsi tétele) Legyen p o ([EIT) rendszer staciondrius
pontja. Legyen U C M eqy nyilt kornyezete p-nek és legyen V : U — R olyan
folytonosan differencidlhato Ljapunov-fiigguény, mely rendelkezik a kévetkezd

két tulajdonsdaggal:
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1. V(p) <V(a), Yq € U\ {p};
2. (LsV)(a) <0, Vg e U\ {p} .
Ekkor a p staciondrius pont stabil.
Bizonyitds. A bizonyitas lépéseit pontokba szedjiik az dtlathatosag kedvéért.

e Vegyiink egy olyan gombdt amely mar teljes egészében benne van a
jobb oldal értelmezési tartomanyaban: Jp < ¢, B,(p) C U

e Tekintsiik ennek a hatarat, mely korlatos és zart. Mivel véges dimenzioban
vagyunk igy alkalmazhatjuk erre a hatdrhalmazra és a V' fiiggvényre
£.1.9 Weierstrass-tételét: do = min{V(q) : ||q — p|| = o}, ekkor a >
V(p), hiszen p globélis minimumhelye V-nek U-ban.

e Tekintsiik azon pontok halmazat, ahol V' értéke kisebb, mint a: G =
{q € B,(p) : V(q) < a}, mely egy nyilt halmaz V folytonossaga miatt,
tovabba tartalmazza p-t. Ekkor 30 > 0 : Bs(p) € G, V(q) < a,
Vq € Bs(p), tehat van ilyen nyilt gomb is ezzel a tulajdonsaggal p
kézépponttal.

e Ha Bj(p)-b6l indulunk, akkor nem hagyjuk el B.(p)-t. Hiszen ha q €
Bs(p), akkor V(e(t,q)) < V(p(0,q)) =V(q) <o, t €RT.

O

4.2.18. Példa. Tekintsiik az [L.2.T4Példat! A kérdés p = (0,0) stacionarius
pont stabilitdsa. Itt mar talaltunk egy E(z,v) = mov? + 1ka? els6 integralt,
vagyis az F fiiggvényre teljesiilt, hogy (L¢F) (q) = 0, Vq € R?. Tehét a
tétel elso feltétele teljesiil. Masrészt konnyen lathato, hogy p minimumbhelye

E-nek, igy a feltétel masik pontja is teljesiil, tehat p stabil.
4.2.19. Példa. Tekintsiik a csillapitott oszcillator egyenletét!

T =0
mi = —kx -+ S(’U) s ~ . k‘ S('U)
vV=——T+ —
m m
ahol vs(v) < 0, ha v # 0, illetve s(v) = 0, ha v = 0. Vagyis feltettiik,
hogy van valamilyen s fiiggvénnyel megadott csillapitas (légellenéllas, vagy
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surlodas), ami a sebességtdl fiigg és vele ellenkezs iranyba hat. Ljapunov-
fiiggvénynek most is az energiat valasztjuk: E(z,v) = 3mv® + 1ka?. Ekkor

E*=vs(v) 0.

Az egyik feltétel tehat teljesiil, mig a masodik feltételt mar az el6z6 példaban
leellendriztiik. Az origd tehat stabil. Hozza kell tegyiik, hogy ennél tobb is
igaz, de ennek igazolasara nem alkalmas ez a tétel.

4.2.20. Tétel. (Ljapunov aszimptotikus stabilitdsi tétele) Legyen p o (417)
rendszer staciondrius pontja. Legyen U C M eqy nyilt kérnyezete p-nek és
legyen V- : U — R olyan folytonosan differencidlhato Ljapunov-fiigguény,
mely rendelkezik a kovetkezd két tulajdonsdggal:

1. V(p) <V(q), Vq € U\ {p};
2. (L¢V)(q) <0, Vg e U\ {p}.
Ekkor a p staciondrius pont aszimptotikusan stabil.
Bizonyitds. A bizonyitas lépéseit pontokba szedjiik az atlathatosag kedvéért.

o A feltételekbdl kovetkezik a p stacionarius pont stabilitasa, lasd Ljapunov
stabilitasi tételét. Legyenek ¢, o, 6 mint az elGbbi tételben.

e Fogalmazzuk meg az allitast: Vq € Bs(p) esetén Vn > 037 > 0Vt > T,
esetén ¢(t,q) € B,(p). Ez jelenti azt, hogy a trajektoridk tartanak a
stacionarius ponthoz.

e Indirekt utat valasztunk ennek igazolaséara, vagyis tegyiik fel a kovetkezGt:
dq € Bs(p), In >0 VI >0 3t > T', hogy ¢(t,q) ¢ B,(p).

e 1)-hoz (ebben a szereposztasban 7 a régi €) a stabilitdas miatt 39, > 0,
hogy ¢(t,q) € By(p), ¥q € Bs,(p).

e Mi indirekte feltettiik, hogy kijutunk a B, (p) gombbdl, ami azt jelenti,
hogy nem mehetiink bele a Bj, (p) gémbbe. Tehat p(t,q) € H =

B,(p) \ Bs,(p)

e H korlatos és zart, tehat £.1.9l Weierstrass-tétele szerint: dming V' >
—00, illetve dmaxy LeV = 5 < 0.
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e Ugyanakkor
t
V() = V*(0) 4 /V*(s) ds < V*(0) + Bt — —o0
0

mely ellentmondas. Ezzel bizonyitottuk az allitast.
O

4.2.21. Példa. Tekintsiik ajra ezen alfejezet bevezets L2 I01Példajat. Itt
mutattunk egy Ljapunov-fiiggvényt, melyre az el6z6 tétel mindkét feltétele
teljesiil, igy az origd aszimptotikusan stabil, ahogy azt korabban sejtettiik.

A kovetkezo tétel az el6z6 egy élesebb valozata, amit bizonyitas nélkiil
kozliink.

4.2.22. Tétel. (Barbasin-Kraszovszkij tétel/ La Salle-elv) Legyen p a (A17)
rendszer staciondrius pontja. Legyen U C M eqgy nyilt kérnyezete p-nek és
legyen V' : U — R olyan folytonosan differencidlhato Ljapunov-fiigguény,
mely rendelkezik a kovetkezd hdarom tulajdonsdggal:

1. V(p) <V(q), Vg e U\ {p};
2. (LgV)(q) <0,YVqe U\ {p};:

3. at— p megolddison kivil az U halmazban nem halad olyan megoldds,
melynek mentén V' értéke dllando.

Ekkor a p staciondrius pont aszimptotikusan stabil.

4.2.23. Példa. Vegyiik ujra el a csillapitott oszcillator egyenletét, lasd
42191 Példa! Lattuk, hogy E* = v s(v), s6t tudjuk, hogy

E* <0, hav#0.

Ha olyan pontban vagyunk, ahol v # 0, akkor ezen a trajektorian nem lesz
allando E értéke. Tegyiik fel, hogy olyan pontban vagyunk, ahol v = 0, de
x # 0. Helyettesitsiik be ezt a pontot a



4.2. NEMLINEARIS AUTONOM RENDSZEREK 157

k
egyenletbe! Mivel s(v) = 0 ebben a pontban, igy itt v = ——xz # 0, ami

m
azt jelenti, hogy elhagyjuk a v = 0 egyenest. Innen lasd azt az esetet, ahol
v # 0. Ezzel belattuk az el6z6 tétel mindharom feltételének teljesiilését, igy
az origd aszimptotikusan stabil.

4.2.24. Tétel. (Ljapunov instabilitdsi tétele) Legyen p o (AIT) rendszer
staciondrius pontja. Legyen U C M egy nyilt kérnyezete p-nek és legyen
VU — R olyan folytonosan differencidlhato Ljapunov-fiigguény, mely
rendelkezik a kovetkezd két tulajdonsdggal:

1. p nem lokdlis minimumhelye a V' fiigguénynek;
2. (LsV)(a) <0,Vq e U\ {p}.
Ekkor a p staciondrius pont instabil.
Bizonyitds. A bizonyitas lépéseit pontokba szedjiik az dtlathatosag kedvéért.

e Fogalmazzuk meg az allitast: 3¢ > 0 Vo > 0 Ips € Bs(p) melyre 3t > 0
esetén ¢(t, ps) ¢ B=(p).-

e Mivel p nem lokélis minimumhelye V-nek, igy V6 > 0 3q € B;(p),
hogy V(q) < V(p). Legyen ps egy ilyen tulajdonsagu q.

e Valasztunk egy tetszéleges cs € (V(ps), V(p)) értéket, ekkor p-nek van
olyan kornyezete, mely szigoriian "magasabban" van, mint ps: 9n > 0,
hogy V(q) > ¢5 Vq € B, (p).

e Mivel LgV < 0, igy nem mehetiink bele ebbe a kornyezetbe: o(t, ps) ¢
B,(p)

e Innen indirekt modon bizonyitunk: tth. (¢, ps) € B.(p).

e Ekkor ¢(t,ps) € B:(p) \ B,(p) és innen ugyanaz a befejezés, mint az
aszimptotikus stabilitasi tételnél.
]

4.2.25,. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert!

T=yY—x
y=r+y



158 4. FEJEZET.

Ez egy linearis rendszer, melynek egyetlen stacionarius pontja az origé. Ennek
stabilitasat ugyan eldonthetnénk linearizalassal is, de itt Ljapunov modszerét
valasztjuk. Legyen V (x,y) = 22 —y?, ekkor V*(t) = —(22(t) +42(t)). Vagyis
az el6z6 tétel masodik feltétele teljesiil. Tovabba konnyen lathato, hogy az
origbd nem lokalis minimumhelye a V' fiiggvénynek, igy a tétel els6 feltétele is
teljesiil. Tehat az origd instabil.

Gyakorld feladatok:

1. Alkalmazzunk linearizalast az alfejezet példaira. Mikor miikodik a
linearizaslas és mikor nem?

2. (a) A LZT4Példa esetében rajzoljuk meg a fazisképet (ehhez mar

csak az iranyokat kell megallapitanunk a trajektoriakon) és ellendrizziik

le, hogy az energia valoban els integral! Konstrualjuk meg az els6
integralt a tanult modon!

(b) A M2TI5lPélda esetében rajzoljuk meg a fazisképet (ehhez méar

csak az iranyokat kell megallapitanunk a trajektoriakon) és ellendrizziik

le, hogy az energia valoban elsd integral, tovibba mutassuk meg,
hogy valoban ez a formula adja meg a rendszer Gsszenergiajat!
Konstrualjuk meg az elsé integralt a tanult modon!

(c) A E2T6lPélda esetében rajzoljuk meg a fazisképet (ehhez méar

csak az iranyokat kell megéllapitanunk a trajektoriakon) és ellendrizziik

le, hogy az adott fiiggvény valoban els6 integral. Tovabba mutassuk
meg, hogy ezen fiiggvénynek valoban lokalis szélsGértékhelye az
(1,1) pont! Magyarazzuk meg, hogy mit jelent mindez a biologiai
modellre vonatkoztatval

3. Keressiik meg az alabbi rendszerek els6 integraljat és ez alapjan rajzoljuk
meg a fazisképiiket!

(a)

T =1y
y=x—2°

T = cosxsiny
Yy = —cosysinx

(b)
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(c) Lotka—Volterra rendszer, altalanos eset:

4. Az eddigi példak els6 integraljainak rajzoljuk ki Matlabbal az izoklinait!

5. Keressiink az alabbi rendszerekhez Ljapunov-fiiggvényt V (z,y) = az®+
by? alakban, majd alkalmazzuk a megfelels Ljapunov tételt a (0,0)

i =x(a—y)
y =y(r—b)

stacionarius pont stabilitasanak eldontéséhez!

(a)

(b)

6. Tekintsiik a Lotka—Volterra rendszert vadaszattal:

& = —x + 5y?
y= -3y

= —32% — 2y
i = 3y* — 224
¥ = byx? + 3y
&= —ay?
=1

&= —2y — 22y5 + 4ay?

{yzza—ﬂy—y

{:&:x(l—y—H)
y=yler—1-H)
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ahol H > 0 a vadaszati alland6. Elemezziik a rendszert! Tovabbé
allapitsuk meg, hogy a vadaszat melyik fajnak kedvez! (Ehhez vizsgaljuk
a populaciok idgbeli atlagat.)

4.2.4. Periodikus palyak

Poincaré-Bendixson tétel. Az el6z6 alfejezetben mar lattunk olyan példakat,
ahol egy rendszernek volt periodikus palyaja. Ezekben az esetekben nem
csak egy periodikus palya volt, hanem végtelen sok. Ha nem végtelen sok
periodikus palyaja van egy rendszernek, akkor ennek igazolasdhoz mas technikat
kell alkalmazzunk. Kiilon hangsilyozzuk, hogy ez a technika csak két dimenzioban
miikodik! Egy példan szemléltetjiik a miikodését.

4.2.26. Példa. Tekintsiik a kovetkezd rendszert!

: 3
T=x—y—uT
{y=x+y—y3 (4.19)

Ezt a rendszert ugy is felfoghatjuk, mint egy harmonikus oszcillatort egy

ahol a kontroll az utolsé tag. Nélkiile a rendszer trajektoriai koncentrikus
korok lennének, de ez a tag ezt megvaltoztatja. Ha elég kozel vagyunk az
origbhoz, akkor ez a tag az origotol elfelé "taszitasként" 1ép fel, mig ha elég
tavol, akkor az origo felé "vonzasként". Ezt alatamasztja a Matlab altal
rajzolt faziskép is. Az é&bra azt sugallja, hogy van egy periodikus palya.
Az alabbiakban pontokba szedtiik annak lépéseit, hogy miképp tudjuk ezt
igazolni.

1. Konnyen megmutathatd, hogy az egyetlen stacionarius pont az origo.

2. Tekintsiik a V(z,y) = 22 +y? Ljapunov-fiiggvényt, aminek segitségével
igazoljuk, hogy a H = {(x,y) : 1 < 2% + y* < 2} korlatos és zéart halmaz
pozitivan invaridans. EbbdGl a halmaz korlatossaga és zartsaga trivialis.
Az hogy pozitivan invaridns, az azt jelenti, hogy ha ebbdl a halmazbol
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Faziskép

=

o
i

-3 -2 -1 0 1 2 3

w

<)

4.24. dbra. A (£.19) rendszer fazisképe.

indulunk, akkor ebben a halmazban is maradunk ¢ € R* esetben. Jelen
estben ez a kontroll tag hatdsanak koszonhetd.

A pozitiv invariancia igazolasahoz be lehet latni, hogy

(a) (LeV) (x,y) > 0, ha (z,y) : 1 > 2% + y?, ami azt jelenti, hogy
a H halmazbol nem juthatunk ki az K, = {(z,y) : 1 = 2® + y?}
hatéarol6 koron at;

(b) (LeV) (z,y) < 0, ha (z,y) : 2 < 2% + y?, ami azt jelenti, hogy
a H halmazbol nem juthatunk ki az Ky = {(z,y) : 2 = 2* + y*}
hatarolo koron at.

Vagyis benne maradunk a halmazban.

3. A (manudlisan rajzolt) faziskép azt mutatja, hogy a H halmazban
koérbejarnak a palyak.

4. Tekintsiik az x-tengelyen a 2 = [1, \/ﬂ Poincaré-metszetet és értelmezziik
a P: Y — ¥ visszatérési leképezést ugy, hogy P(x) legyen az az y € X
pont melyet ugy kapunk, hogy az x-bél indul6 trajektoria kovetkezs
metszéspontjat vessziik >-val. Megmutathato, hogy P folytonos leképezés.



162 4. FEJEZET.

5. A Bolzano-tétel segitségével igazolhato, hogy P-nek van fixpontja. Ami
pontosan azt jelenti, hogy H-ban van periodikus palya.

Ez a gondolatmenet altaldnosan is végigvihetd, amit a kovetkezd tételben
foglaltunk 6ssze (bizonyitéas nélkiil, bar ennek sok lépése pont gy megy, mint
a [1.2.200Példa bizonyitasanal).

4.2.27. Tétel. (Poincaré-Bendizson tétel gyenge alakja) Tekintsink egy kétdimenzids
[@I0) autonom rendszert, melyben a megolddsok értelmezve vannak YVt € R
esetén. Ha létezik olyan H C M halmaz mely

e korlatos és zart
e pozitivan nvaridns
e nincs benne staciondrius pont

akkor a H halmazban van periodikus palya.

Bendixson-kritérium. Mig az el6z6 paragrafusban azt mutattuk meg,
hogy miként lehet periodikus palya létezését bizonyitani, addig ebben a
paragrafusban arra mutatunk technikat, hogy miként lehet kizarni periodikus
palya létezését.

4.2.28. Tétel. (Bendizson-kritérium) Leqyen E C R? egyszeresen dsszefiiggd
nyit halmaz, melyben divf eldjele azonos. Ekkor nincs olyan periodikus
palya, mely teljes egészében E-ben halad.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitjuk az allitast. Tth. 3(xz(t),y(t)) periodikus
palya E-ben. Ez egy zart gorbét definidl, melyet I'-val jeloliink. Ennek
normélvektora (y(t), —x(t)).

Alkalmazzuk Gauss divergencia tételét:

/divf dQ = /(f, n) dI", (Gauss divergencia tétel)
0 T

ahol a bal oldal nem 0, mig a jobb oldal 0, ami ellentmondas. Ezzel igazoltuk
az allitast. O
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4.2.29. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert!

b=z —zy? + 9>
=3y —a’y + 23

Szamitsuk ki f divergencidjat:

divf = % %—j; =1-y*+3—a2>=4— (2" +¢%) .
Ko6nnyen lathato, hogy ennek értéke pozitiv a By((0,0)) nyilt kérlapon, mig
negativ a korlap lezartjan kiviil. Mindkét halmaz nyilt, de csak a korlap
egyszeresen 0sszefliggs. Ez azt jelenti, hogy a tétel alapjan arra kdvetkeztethetiink,
hogy nincs a korlapon beliil halad6 periodikus palya, illetve olyan sem, amit
bele tudunk foglalni egy tartomanyba, mely része a korlapon kiviili tartomanynak
és egyszeresen Osszefiiggs, vagyis nincs benne "lyuk". Vegyiik észre, hogy
ezzel nem zartuk ki olyan periodikus palya létezését, mely a korén kiviil
halad és megkeriili az origot. Természetesen az olyat sem, amely belemegy
mindkét tartomanyba.

4.2.30. Tétel. (Bendizson-Dulac-kritérium) Legyen E C R?* egyszeresen
osszefiiggd nyilt halmaz. Legyen tovdbbd g : E — R differencidlhato fiigguény,
melyre igaz, hogy div(gf) eldjele azonos. Ekkor nincs olyan periodikus pdlya,
mely teljes egészében E-ben halad.

Ennek bizonyitasat a feladatok kozt tiztiik ki.

4.2.31. Példa. Tekintsiik az alabbi rendszert!

T=1
= — ay + 2x* + by?

—2bx

Vélasszuk a g(z,y) = ae fiiggvényt. Ekkor

: - 2 —2bx
divgf = —a”e ,

mely negativ tetsz6leges a # 0 esetén. Ekkor azt allithatjuk, hogy ennek a
rendszernek nincs periodikus palyaja.

Gyakorld feladatok:
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1. Igazoljuk a [4.2.261Példa egyes pontjait! Ehhez segitségek:

1. Szamolas.
. (a) Az adott tartoméanyban z? > x?, hasonloképp y-ra.

2
2. (b) Az adott tartomanyban

2 (22 +97) < (2 +2)° = o' +y' + 20%°,

majd hasznaljuk fel (el6tte igazoljuk!), hogy

3. Rajzoljuk meg kézzel a fazisképet!

4. Rajzoljunk és haszndljuk, hogy a trajektoridk nem metszhetik

5. Vizsgéaljuk a P(x) — x fiiggvényt!
2. Bizonyitsuk be, hogy a
&= —x3 + 6x — 6y
Y = 4o — 2%y

rendszernek van periodikus palyajaa H = {(z,y) : 6 < 222 4 3y* < 12}
halmazban.

3. Bizonyitsuk be, hogy a

{x':y3+x(1—4x4—y4)

j=—a°

§x4+y4§1}

A~ =

rendszernek van periodikus palyaja a H = {(x, y)

halmazban.

4. Az alabbi rendszerekre alkalmazzuk a Bendixson-kritériumot, vagy a
Bendixson—Dulac-kritériumot. Mire kovetkeztethetiink?

(a) Az (AI9) rendszer.
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(b)

i=-y+a®—uxy
y=2x+ay

1
r+1)(1+y)*

Segitség: g(z,y) = (

5. Bizonyitsuk a Bendixson—Dulac-kritériumrol szolo tételt!

4.3. Matlab

A Matlab beépitett megoldofiiggvényei természetesen rendszereket is képesek
kezelni. De miel6tt ezeket alkalmazna az ember, érdemes leprogramozni
néhany egyszeri algoritmust, mint az EE, IE Newton-iteracioval és az RK4,
mindezeket a legegyszertibb moédon, vagyis allando lépéskozzel. Programozni
csak dgy tud megtanulni az ember, ha kisérletezik.

Tekintsiink egy fontos egyenletet, amelyen érdemes kisérletezni!

(1) = p(l = y2()y(t) — y(t)
y(0) = ¢ (Van der Pol egyenlet)

9(0) = ¢

ahol t € [0, 20]. Ismert, hogy nagy p értékekre az egyenlet merev, igy ezekben
az esetekben implicit modszert érdemes alkalmazni.

e Elsének legyen p kicsi, tehdt explicit modszerek is szoba jonnek a
megoldés kozelitésére. Az Olvaso feladata az, hogy programozza le
a RK4 modszert erre a feladatra. Segitségiil megadtuk az EE egy
lehetséges kodjat. Vegyiik észre, hogy els6 1épésként a magasabbrendd
egyenletet atirtuk elsérendd rendszerré.

function vdpEE(T,N,mu,cl,c2)
van der Pol equation
y''=\mu(l-y"2)y'=y
y(0)=c_1, y'(0)=c_2

% Explicit—Euler

o o

o\



166 4. FEJEZET.

o 2 2 9o 92 o 9o o 9o o o o 9o o o

h=T/N % stepsize
t=linspace(0,T,N+1); % grid

[

y=zeros (2,N+1); % numerical solution

% EE:

y(:,1)=[cl c2]";

for j=1:N
y(:,J+1)=y (:,J) +h*xvdp (mu,y (:,]J));

end

subplot(1,2,1)
PlOt(trY(lr :)/ '_')
xlabel ('Id6")
subplot (1,2,2)
plot(y(1,:),y(2,:))
title('Faziskép')
end

[
]

function dy = vdp (mu,y)

Q

% van der Pol equation

dy = zeros(2,1);

dy (1) = y(2);

dy(2) = mu* (1 — y(1)"2)xy(2) — y(1);
end

e Misodjara ugyanez a feladat, de most legyen p nagy, igy az Olvaso
IE moédszert Newton-iteracioval kombinaljon a megoldas kozelitésére!
Fontos megjegyezziik, hogy a Newton-iteracié magasabb dimenzidéban
a kovetkez6képp néz ki:

Legyen az egyenlet, melynek megoldasat kozeliteni szeretnénk, F(x) =
0, F : R? — R?, ekkor

x(") = x( _ (F(x™))R(x™) (Newton-iteracio)
a Newton-iteracio formuléaja.

e Végiil az Olvaso kisérletezzen a beépitett megoldofiiggvényekkel kiilonboz6
1 értékekre!




5. fejezet

Fuggelék

Ebben a részben Osszefoglaljuk azokat az analizis illetve linearis algebrai
alapfogalmakat és tételeket, amikre a konyvben tamaszkodni fogunk. Igy
ezek a részek inkabb listaszertiek - hiszen az Olvasdé mar tanulta ezeket
a témakat - de néhol sziikségét éreztiik akar a bizonyitasok alapdtletének
rogzitésére, ahol ez haszonnal jar a tovabbiak tekintetében, vagy a konyv
tovabbi részével vald kapcsolatot probaltuk minél inkdbb kihangsilyozni.

Ezért, ha az Olvas6 ugy is érzi, hogy eléggé jartas az alapokban, mégis
érdemes legalabb atfutni ezt az 6sszefoglalot!

5.1. Analizis

Sorozatok.
5.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az R-beli (x,,) sorozat

e konvergens, ha Ja € R (a hatarérték), hogy Ve > 0 9N € N, hogy
Vn > N-re |z, —a| < e.

Jel: limz,, =a / x, — a.
e Cauchy-sorozat, ha Ve > 0 IN € N, hogy Ym,n > N-re |r, — x| < €.

5.1.2. Tétel. R-beli (x,) sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat.

Ez a tétel habar trividlisnak tinhet, elég nehéz bizonyitani! Az Olvasé
probalja meg belatni a konnyt részt: ha egy valds szamsorozat konvergens,

167
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akkor Cauchy-sorozat! A mésik irdny a nehéz. Felvet&dhet a kérdés, hogy ha
ezen két fogalom igazabol ugyanazt takarja, akkor miért kell megkiilonboztetniink
6ket? Ezzel kapcsolatban két fontos dolgot kell hanstulyoznunk:

e a praktikus kiilonbség, miszerint a Cauchy-sorozat definicidja nem tartalmazza

n
az a hatérértéket, ami sokszor nem ismert pl. z, = Y 5.
k=1

e Ne felejtsiik el, hogy valos szdmsorozatokrol beszéliink, mas sorozatok
esetében a két fogalom nem lesz feltétleniil egyenértékii!

Fiiggvények hatarértéke, folytonossaga.

5.1.3. Definici6. Legyen D C R. Azt mondjuk, hogy az f : D — R fv.
hatdrértéke az a € D pontban b € R, ha Ve > 0 46 > 0, hogy ha x € D és
0 < |z —al| <4, akkor |f(x) —b| <e.

Jel: lim f = b.

5.1.4. Definicié. Legyen D C R. Azt mondjuk, hogy az f : D — R
fv. folytonos az a € D pontban, ha Ve > 0 30 > 0, hogy ha = € D és
|z —a| < 0, akkor |f(x) — f(a)] <e.

Amh. f folytonos, ha folytonos Va € D pontban.

Az Olvaso gondolja végig, hogy az f : R\ {0} — R, f(z) = 1 fiiggvény
folytonos!

5.1.5. Tétel. Legyen D C R, f : D — R és a € D. Ekkor a kévetkezd
harom dllitdas ekvivalens.

. li(llrnf = f(a).
e f folytonos az a pontban.
e Ha x, — a D-ben, akkor f(x,) — f(a).
5.1.6. Definici6é. Legyen D C R. Azt mondjuk, hogy az f: D — R fv.

e folytonos, ha folytonos Va € D pontban.
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e Lipschitz-folytonos (Lipschitzes), ha 3L € R (Lipschitz-allando), hogy

[f(@) = fy)| < L |z —yl
teljesiil Vz,y € D-re.

e kontrakcio, ha 3¢ < 1 (kontrakcios allando), hogy

[f (@) = )l < q |z -yl
teljesiil Vz,y € D-re.

Az Olvaso vizsgalja meg, hogy az alabbi fiiggvények melyik tulajdonsaggal
rendelkeznek!

f(x) = cx, ¢ € R rogzitett.

2. g(x) = 22, ahol

(a) D(g) =
(b) Valtozik-e valami, ha D(g) = (=1,1)?
(¢c) Iletve, ha D(g) = (—3,3%)?

3. h(x) = €e*, ahol

D(h) =

(a)
(b) Valtozik-e valami, ha D(g) = (—o0,0]?

4. p(x) = =, ahol

(a) D(p) =R\ {0}.
(b) Valtozik-e valami, ha D(p) = [1, o0]?

5.1.7. Lemma. Legyen D C R, f: D — R. FEkkor a[5.1.6. Definicioban
szerepld fogalmak viszonya a kévetkezd. [ kontrakcio = f Lipschitzes = f
folytonos.

5.1.8. Tétel. (Bolzano) Legyen [a,b] C R intervallum, illetve legyen f :
[a,b] — R folytonos fu. melyre f(a)f(b) < 0. FEkkor 3¢ € (a,b) melyre
f(&) =0.
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Taldan emliteni sem kell, hogy milyen fontos ez a tétell Trivialisnak is
tinik, de éppen ezért Ovatosnak kell lenni a bizonyitasanal. A kulcs az
intervallumfelezés (ez egy a gyakorlatban is alkalmazott modszer)! Megnézziik,
hogy a felez6pontban milyen elGjeld a fiiggvény. Ha 0, akkor készen vagyunk,
ha akir pozitiv, akar negativ, akkor kapunk egy fele akkora intervallumot,
melynek végpontjaira igaz a tétel feltevése. Ezt az eljarést ismételjiik és
a hatarértékben (az Olvasé igazolja, hogy a sorozat Cauchy-sorozat és igy
konvergens!) felvett fiiggvényértékrsl kell mar csak megmutatni, hogy nem
lehet més, mint 0. Ezt az Olvaséra bizzuk.

5.1.9. Tétel. (Weierstrass) Legyen D C R nemiires korldtos és zdrt halmaz,
illetve legyen f : D — R folytonos fv. FEkkor f korldtos, tovdbbd van
mazimalis, illetve minimdlis értéke.

Derivalt.

5.1.10. Definicié. Legyen D C R, f : D — R és legyen a € intD. Azt
mondjuk, hogy f differencialhato az a pontban, ha

[@) = fla)

Jlim
a T —a

Ha létezik ez a hatarérték, akkor ezt az értéket f’(a)-val jeloljik és az f

derivaltja az a helyen megnevezést hasznaljuk ra.

5.1.11. Lemma. Legyen D C R, f: D — R és legyen a € intD. Ha f

differencidlhato az a pontban, akkor ott folytonos is.

Kozépértéktételek.

5.1.12. Lemma. (Rolle) Legyen f € Cla,b] N D(a,b), f(a) = f(b). Ekkor
dec € (a,b) : f'(c)=0.

Bizonyitds. Ha f konstans, akkor tetszéleges hely megfelels. Ha nem, akkor
bels6 pontban fogja felvenni a maximumét vagy minimuméat Weierstrass
tétele (GO Tétel) szerint. Ezen a helyen f derivaltja 0. O

5.1.13. Lemma. (Cauchy) Legyen f,g € Cla,b] N D(a,b), ¢'(x) # 0. Ekkor
dc € (a,b) :
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Bizonyitds. g(b) — g(a) # 0, kiilonben Rolle tétele (51121 Tétel) szerint

b) —
g'(¢) = 0 lenne valamely ¢ € (a,b) helyen. Legyen h = f — % g
Ekkor h(a) = h(b) és h-ra teljesiilnek a Rolle tétel feltételei, tehat Ic € (a,b) :
R (c)=0. O]
5.1.14. Lemma. (Lagrange) Legyen f € Cla,b]ND(a,b). Ekkor 3c € (a,b) :
f(b) = f(a)
/ JR—
f (C) - b —a .
Bizonyitds. g = x szereposztassal alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt
(EII3l Tétel). O]

5.1.15. Lemma. Legyen f € D(a,b). Ekkor a kivetkezd két dllitds ekvivalens.
o |/ <L.
e [ Lipschitzes az L dllandoval.

Bizonyitds. Csak az alapotleteket adjuk meg, ami alapjan az Olvaso kidolgozhatja
a bizonyitas részleteit.

e =: Lagrange-féle KET (5.1.I4l Tétel).

o «: irjuk fel definici6 alapjan, aztdn vegyiink hatarértéket.

Taylor-sor.
5.1.16. Tétel. Legyen f : B,(a) = R. Tfh. f(z) = > cu(z —a)* Va €
k=0

f®(a)
ko
A B,(a) jelolés az a elem r sugard nyilt kornyezetét jelenti.

5.1.17. Tétel. Legyen f € C"[a,b] N D" (a,b), p € N. Ekkor 3c € (a,b) :

B,(a). Ekkor f € D*®(B,(a)) és ¢, =

") (g (n+1) (.
10 =3 80— o+ 0 greiro - ap,

specidlisan p = n + 1 vdlasztdssal

") (g (n+1) (4
0= oo e ar,
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i o o n f(k)(x) k ~ ;
Bizonyitds. f(x) = > o (b —x)% g(x) = (b — )P szereposztassal
k=0 K

alkalmazzuk a Cauchy-féle KET-t (5LI3. Tétel). O

Az Olvaso6 igazolja az alabbi egyenlGségeket:

Z 2— (5.1)

e® e~ T e 2k+1 T — e 2k
e’ +e z
shz = Z chpg=——" = Z
' )
k:O (2k 4+ 1)! 2 pare (2k)!
00 . a2k 00 L o
sinx = —1)———, cosz = 1) —,
,; e =
z € R esetében. Igy mar konnyt igazolni az ugynevezett Euler-formuldt:
e = cost +isint (5.2)
Illetve, hogy . ‘ ' '
. e’lSC _ e—’LI‘ eZZ‘ _'_ e—ZZ'
siny = ——, cosr=—r—
21 2

Ezek a formulédk meg is magyarazzak a sh és ch elnevezéseket.
Nem minden filiggvénysor értelmes minden valds szamra, ilyen a mér
kozépiskolabol ismert mértani sor, illetve az ebbdl integraléssal kaphato fiiggvénysor:

Oox’f, (—=1,1),
=

k=0

n(l+az) = Z ’f“x ve(-1,1].
=1

5.2. Vektorterek, linearis leképezések

Sik- és térvektorok mar kozépiskolaban hasznos segitséget nyujtottak kiillonb6zé
problémak kezelésében. Ezt a vektorfogalmat altaldnositjuk, mégpedig egy
matematikdban megszokott moédon, amit a késébbiekben is sokszor fogunk
alkalmazni. Ez pedig a kovetkezG: Osszegytijtjiik a sik és térvektorok altalunk
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fontosnak gondolt tulajdonségait, majd felejtsiik el, hogy mikrdl is készitettiik
ezt a listat és vizsgaljuk meg, hogy milyen objektumok rendelkeznek a lista
tulajdonsagaival! A sik és térvektorok biztos, de nemcsak ezek, mint latni
fogjuk!

Azért érdemes igy eljarnunk, mert egyrészt altalanos allitasokat igazolhatunk
matematikailag korrekt modon, masrészt ezek az allitdsok nem csak a sik és
térvektorokra lesznek igazak.

A vektorok két legfontosabb tulajdonsaga, hogy 6sszeadhatjuk Sket, illetve
megszorozhatjuk ket egy szammal. (Figyelem, vektort vektorral egyelGre
nem szorzunk, mert egyeldre csak a legegyszertibb tulajdonsagokat listazzuk!)
Erre a két miveletre az alabbi tulajdonsagok tinnek fontosnak és egyben
egyszertinek. Némelyik mar tul egyszertinek is tiinik, de ett6l még nem
hagyhatjuk ki Gket, s6t!

5.2.1. Definicié. Legyen V egy halmaz és tekintsik a + : V x V. — V és
:RxV =V (vagy - : C x V — V) miveleteket, melyekre teljesiilnek a
kovetkezok.

la) z+y=y+x Vz,ycV

b)) (z+y)+z=2+(y+2) Vr,y,zeV
(lc) 0y €eViz+0y=a VeV
VeeVI—zeV:iz+(—2)=0y VeV

2a) A (z4+y)=(A-2)+ (X y) Va,yeV,VAeR (vagy C)

(
(
(1d
(
(2b) A+ pu)-z=A-2)+(p-x) YreV,VA\ueR (vagy C)

(2¢) Ae(p-2)=(A-p)-x VreV,V\ pelR (vagy C)

)
)
)
)
) A
)
) A
(2d) 1-x=2 VeV

Ekkor amh. V' (a fenti miveletekkel) vektortér (VT) a R (vagy a C) szamtest
felett.

Az Olvaso6 igazolja, hogy az alabbi halmazok vektorterek!

1. R", ahol az osszeadas koordindtanként mikodik, a skalarral szorzas
pedig minden koordinatat szoroz.
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. Valos szamsorozatok, ahol az 0sszeadas elemenként miikodik, a skalarral

szorzas pedig minden elemet szoroz.

Azon val6s szamsorozatok, melyre z, o = x,.1 + x, igaz. A miveletek
ugyanigy vannak értelmezve, mint az el6z6 példaban.

. R — R fiiggvények, ahol a szokdsos az Osszeadéds és skalarral valo

SZOTZAas.

P = {valos egyiitthatos polinomok}, ahol a szokisos az Gsszeadés és
skalarral val6 szorzas.

P, ={p € P :degp < n,vagy p = 0}, ahol a deg a degree roviditése,
igy a fokszdmot jeloli. A miiveletek ugyanigy vannak értelmezve, mint
az el6z6 példaban.

"Triikkkos": V = R* a valos szamtest felett, de a miveletek furcsak:

udv=uv, \®Ouv =10

Az §(t) + py(t) + qy(t) = 0 megoldasai.

5.2.2. Definicié. Amh. W altere a V- VT-nek, ha W C V és W VT a V-beli
miiveletekre nézve (ugyanazon szamtest felett).

Mutassuk meg, hogy a {p € P : degp = 2,vagy p = 0} halmaz nem
vektortér a polinomok szokasos miiveleteivel!

5.2.3. Lemma. W pontosan akkor altere a V- V'1T-nek, ha zdrt a miveletekre.

Az OLvas6 gondolja meg ennek az igazolasat, egyrészt, mert fontos,
masrészt, mert egyszerd.

5.2.4. Definicié. Legyen V VT R (vagy C felett). Azt mondjuk, hogy a

V1, Vg, . .

., v, € V vektorok

e linedrisan figgetlenek (F), ha \jvy+Xovo+. ..+ v, =0y = N\ =

OVi=1,...,n

e linedrisan dsszefiiggdek (O), ha nem F

e generdtorrendszert alkotnak (G), ha Vo € V I\, ..., A\, € R (vagy C):

U:)\1U1+)\2’U2—|—...+)\n1)n
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e bdzist alkotnak (B), ha F és G.

5.2.5. Lemma. Legyen V VT és legyen egy bdzisinak elemszama n. Ekkor
V' minden bdzisanak elemszdma n.

5.2.6. Definici6. Legyen V VT. Azt mondjuk, hogy V' dimenzidja n jel:
dim V' = n, ha egy béazisanak elemszama n. Ha V-nek nincs véges bazisa,
akkor azt mondjuk, hogy V végtelen dimenzios.

Erdemes visszatérni a kezdeti példahoz, ahol halmazokrol kellett megmutatni,
hogy vektorteret alkotnak. Melyik hany dimenzi6s?

5.2.7. Definicié. Legyen X,Y VT ugyanazon (R vagy C) szamtest felett.
Amh. az f: X — Y fiiggvény linedris leképezés, ha teljesiilnek a kdvetkezok.

L f(z1+x2) = fla1) + f(@2) Vo1, 22 € X

2. f(A-x)=A- f(z) Vo € X, VA € R (vagy C).
Igazoljuk, hogy az alabbi leképezések linearisak!

1. Métrixszal valo szorzas.

2. Konvergens sorozatok esetében a hatarérték vétele.
3. R — R differencialhato6 fiiggvények differencialasa.

4. R — R integralhato fiiggvények integralasa.

5. L(f) = ?Of(t)e‘“ i

5.2.8. Definici6. Legyen X VT (R vagy C) szamtest felett, és D altere
X-nek. Legyen A : D — X egy linearis leképezés. Amh. A € R A-nak
sajdtértéke, ha Jv # 0x € D, hogy Av = Av. Ekkor amh. v A-nak a A
sajatértékhez tartozo sajatvektora.

5.2.9. Példa. Legyen X = {u € C[0,7] : u(0) = u(mw) = 0}, D = {u € C*(0,7) N C[0, 7] : u(0) = u(m) =
és tekintsiik a D-n kovetkezGképpen értelmezett operatort Au = —u” ! Hatarozzuk
meg A sajatértékeit és sajatfliiggvényeit!

Azon u(z) fliggvényeket keressiik, melyekre

{ —u"(z) = Au(x) (5.3)
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A karakterisztikus egyenlet
HA=0,

vagyis = v/ —\. Erdemes )\ elGjele szerint eseteket megkiilonboztetni:

1. Ha A = 0, akkor u(z) = Az + B, majd a peremfeltételeket figyelembe
véve adodik, hogy u(xz) = 0, ami nem sajatfiiggvény. Tehat ebbdl az
agbol nem kapunk sajatérték-sajatfiiggvény part.

2. Ha A < 0, akkor u(z) = AeV= 4 Be V=2 majd a peremfeltételeket
figyelembe véve adodik, hogy u(x) = 0, ami nem sajatfiiggvény. Tehat
ebbdl az agbol sem kapunk sajatérték-sajatfiiggvény part.

3. Ha A > 0, akkor u(z) = A cos VAz+Bsin v Az, majd a peremfeltételeket
figyelembe véve adodik, hogy

uy(z) = sinnx,
a hozza tartozo sajatérték pedig

A\, =n?.

Vegyiik észre, hogy végtelen sok sajatérték-sajatfiiggvény part taldltunk!
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