Fels6bb Matematika Informatikusoknak — Sztochasztika
hazi feladatok a 2. részhez
2016 sz

Minden héten Gsszesen egy pontot érnek a kitlizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2016.11.04.)

HF 1.1

A postafickomba az emailek Poisson folyamat szerint érkeznek (éjjel-nappal egyenle-
tesen), naponta atlagosan 24. Minden email a t6bbitdl fiiggetleniil i valoszintiséggel
1

spam; 3 valosziniiséggel nem spam, de nincs is vele teendd; a maradék i val6szinti-

séggel viszont azt eredményezi, hogy valamit csinalni kell.

a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy reggel 8-t6l 10 oraig 4-nél t6bb emailt
kapok?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 8-t6l 10 6raig legalabb 3 olyan email érkezik,
amivel teendd lesz?

c.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 8-t61 10 oraig legalabb 5 email érkezik, de
spam egy se? (Vigydzat: Az emailek szima és a spamek szima nem figgetlen!
Tipp: a spamek szima viszont figgetlen a tobbi email szamdtdl. Miért is?)

2.HF: (Beadési hatarids: 2016.11.14.)

HF 2.1

HE 2.2

Az X valosziniiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) = (2712)2-

a.) P(X =0)="
b.) P(X =1) ="
c.) EX =7

Egy atomreaktorban sok olyan atommag van, ami maghasadésra képes, ha egy neut-
ron eltalalja. Egy, a reaktorba bekeriil6 neutron sorsa kétféle lehet:

i.) Kirepiil a reaktorbol, vagy elnyel6dik (pl. egy nem hasadé atommaghan) anélkiil,
hogy hasadést okozna - és ezzel elvész a lancreakcio szamara. Ennek valoszintisége
legyen p.

ii.) Egy hasadasra képes magot eltaldlva hasadast okoz. O maga elnyelédik, helyette
a hasadés soran véletlen szdmu masik neutron szabadul fel: 1, 2 vagy 3, azonos
(vagyis 1%”) valoszintiséggel.

Az egyes neutronok sorsa fiiggetlen egymastol és az el6zményektSl. A p paramé-

ter értéke a reaktor méretének és alakjanak valtoztatasaval (vagyis szabalyozorudak

mozgatasaval) allithato.

Beloviink a reaktorba egyetlen neutront — legyen ez egymaga a ,nulladik generaci6”.

Az els6 generacio” alljon a legelsé neutron altal okozott hasadas soran létrejove ne-

utronokbol (ha van ilyen). A ,méasodik generaci¢” alljon az elsé generacio tagjai altal

okozott hasadasok soran létrejovs neutronokbol. Es igy tovabb, az n+1-edik generacio
alljon az n-edik generacio tagjai altal okozott hasadasok soran létrejové neutronokbol,

n=20,1,2,...-re. Jelolje Z,, az n-edik generaci6 elemeinek szaméat. Legyen X = 7,

és legyen N = >~ Z, a lancreakcioban résztvevs neutronok dssz-szama.

Valaszoljuk meg az alabbi kérdéseket

[.) hap=

W= oo lot

IL.) hap=
a.) Mi X eloszlasa?
b.) EX =?



c.) Mi X generatorfuggvenye7

d.) EZy =

e.) Mi Z, generatorfuggvenye7

f) EN

g) (Z4 = 0) =7

h.) Mennyi a valosziniisége, hogy a lancreakcié el6bb-utobb ledll, vagyis hogy vala-
melyik generécidé mér iires?

3.HF: (Beadési hatarids: 2016.11.28.)

HF 3.1 Moricka 10000-szer dob egy szabalyos dobdkockaval.
a.) Kozelitsiik a centrélis hatareloszlas tétel (CHT) segitségével annak valoszintiségét,
hogy a dobott szamok atlaga legalabb 3.7.
b.) A Berry-Esseen tétel szerint legfeljebb mennyi lehet a CHT kozelités hibaja?
HF 3.2 Egy véletlen algoritmus egy eldontendd kérdésre p = 0.55 valoszintiséggel ad helyes va-
laszt. Lefuttatjuk az algoritmust n = 1000-szer egyméastol fiiggetleniil, és megnézziik,
hogy melyik valasz jon ki tobbszor. Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintisé-
gére, hogy a végeredmény rossz — vagyis hogy a hibas valasz jon ki tobbszor, vagy az
eredmény dontetlen,
a.) a Hoeffding egyenlétlenség segitségével,
b.) a Cramér tétel segitségével.
c.) Es akkor mi jon ki, ha n = 100007
(Tipp: Legyen i = 1,2,... n-re X; = 1, ha az i-edik vdilasz helyes, és X; = 0, ha
hibds.)

Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafiigguénye

P 1—0p
I =—xln=——(1—2)1 .
(x) aznx ( ;zj)n1 .

4.HF: (Beadasi hatarids: 2016.12.09.)

1. abra. Markov lanc graf-reprezentécioja (valoszintiségek nélkiil)

HF 4.1 Az 1. abran lathato graf egy diszkrét idejt, id6ben homogén Markov lanc pozitiv
valoszintiségii egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az éllapotokat aszerint,
hogy melyik melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

x zart-e vagy nyilt,
x lényeges-e vagy lényegtelen,

x visszatérG-e vagy atmeneti,



* mennyi a peridodusa.

HF 4.2 Egy fagyisnal a sorban all6 gyerekek szama 0 és 4 kozott valtozhat (beleértve az éppen
kiszolgélas alatt allot is): ha mar 4-en vannak, és egy ujabb gyerek be akarna allni, az
apukija elrangatja. A fagyis bacsi nagyon igyekszik, de mindig csak % valoszintiséggel
sikeriil egy gyereket kiszolgalnia azel6tt, hogy egy djabb érkezne — az el6zményektdl
fiiggetleniil. Kivétel ez alol, ha 4-en vannak, mert akkor persze biztosan sikeriil (1j
gyerek nem tud jonni), illetve ha a sor iires, mert akkor nincs is kit kiszolgélni.
Tekintsiik a sorban allok szamat diszkrét iddben: a fagyis béacsi csettint egyet, vala-
hanyszor egy gyerek érkezik vagy elmegy, vagyis valahdnyszor a sor hossza valtozik.
A sor hossza mindig pontosan 1-gyel valtozik (egyszerre csak 1 gyerek tud érkezni és
elmenni is), és a fentiek szerint % valoszintiséggel csokken, a maradék i valoszintiséggel
pedig nd, az el6zményektdl fiiggetleniil (kivéve ha 4 vagy 0).

Legyen X, a sor hossza az n-edik csettintés utan (vagyis az n-edik sorhossz-valtozas

utén).

a.) Kezdetben a sor iires. Mennyi a valoszintisége, hogy 4 1épés utén ismét iires?

b.) Kezdetben a sor iires. Mennyi a valdszintisége, hogy 5 1épés utan ismét iires?
Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és rajzoljuk fel a graf-reprezentaciojat!
Adjuk meg az X,, Markov lanc atmenetméatrixat!

c
d.
e.) Keressiikk meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait!
f

~— N e N S

Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valdsziniisége, hogy 100 1épés utan
ismét tires? (Vigydzat: a feladat cseles, és az erre vald tétel csak dvatosan alkal-
mazhato. Eqy hibasan alkalmazott tételnél jobb, ha preciz indoklds nélkil megsejt-
jJik a helyes eredményt.)

g.) Bonusz kérdés: Mi a valasz az el6z6 kérdésre, ha a sor hosszara nincs felss
korlat?

5.HF: (Beadasi hatarids: vizsgan.)

HF 5.1 Mérnok Mari ajsziilott gyermeke az édesanyja megfigyelése szerint haromféle allapot-
ban lehet: 1 — ,eszik”; 2 — jalszik™ 3 — ,sir”. A gyermek idénként véletlenszertien
ugrik at egyik allapotbol a masikba, az el6zményektdl (a jelenre, mint feltételre nézve
feltételesen) fiiggetleniil, vagyis 6 egy haromallapoti, folytonos idejii Markov lanc.
Jelolje X (t) a gyerek allapotat ¢ id6ben. A beagyazott diszkrét idejii Markov-lanc @
atmenetvaloszintiség matrixa a kovetkezs:

0 02 08
Q=1(02 0 08
0 1 0

Az allapotsorrend 1,2,3 balrél-jobbra és feliilrél-lefelé. Feltessziik, hogy az 1-es alla-
potban marad Exp(2.5) ideig, a 2-es allapotban Exp(0.5) ideig és a 3-asban Exp(4)
ideig. (Mari az id6t 6raban méri.)

a.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

b.)

c.) Az id6 hany szazalékaban van az 1-es, 2-es, 3-as allapotokban? Miért?
d.)

Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

Ha a gyerek az l-es allapotban van, Marinak oranként 20 hajszala hullik ki.
Hasonlban a 2-es allapotban 5, a 3-as allapotban 100 hajszalat veszit 6ranként.
Koriilbeliil hany hajszala hullik ki Mérnok Marinak, mire a gyermek eléri a négy-
hetes kort? Miért?



