Fels6bb Matematika Informatikusoknak — Sztochasztika
hazi feladatok a 2. részhez — megoldasok
2016 6sz

Minden héten Gsszesen egy pontot érnek a kitlizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2016.11.04.)

HF 1.1 A postafiockomba az emailek Poisson folyamat szerint érkeznek (éjjel-nappal egyenle-
tesen), naponta atlagosan 24. Minden email a t6bbitdl fiiggetleniil i valoszintiséggel
1

spam; 3 valosziniiséggel nem spam, de nincs is vele teendd; a maradék i val6szinti-

séggel viszont azt eredményezi, hogy valamit csinalni kell.

a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy reggel 8-t6l 10 oraig 4-nél t6bb emailt
kapok?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 8-t6l 10 6raig legalabb 3 olyan email érkezik,
amivel teendd lesz?

c.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 8-t61 10 oraig legalabb 5 email érkezik, de
spam egy se? (Vigydzat: Az emailek szima és a spamek szima nem figgetlen!
Tipp: a spamek szima viszont figgetlen a tobbi email szamdtdl. Miért is?)

Megoldas:

a.) Legyen Xg1g a reggel 8 és 10 kozott érkezd emailek szama. Mivel az emailek
Poisson folyamat szerint érkeznek, X[g g Poisson eloszldsti. Varhato értéke 2,
mivel 6ranként atlag 1 email érkezik. Vagyis Xig 19 ~ Poi(2), vagyis P(Xg 10 =
k) =e22 k=0,1,2,...-re. Ebbol

P(X[g,lo} > 4) = 1- []P)(X[g,lo} = 0) + P(X[&lo] = 1) + -+ P(X[g,lo} = 4)] =

_ P2 2 2 2
R R TR TRAETITY A

4 8 16
= 1—-e2(1424+-+4+-+—]=1—-Te?20.053 = 5.3%.
e (+ +2+6+24) Te 0.053 = 5.3%

b.) Legyen Yg g a reggel 8 és 10 kozott érkezs olyan emailek szama, amivel teendd

lesz. Az ilyen emailek folyamata az Osszes email Poisson-folyamatanak ritki-

tasa p = i-szeresére, igy maga is Poisson-folyamat, negyedakkora rataval. Ezért

4 ()
== k=0,1,2,...-re. Ebbdl

Yv[g,l()} ~ Poi (%), vagyis ]P(Yv[g,lo} = k) = 67%

P(Yigig >3) = 1—[P(Yg10=0)+P(Ys10 = 1) +P(Yg10) = 2)] =

R <<%>° O @)2) .

0! 1! 21
) 1 4 13
= l—e2(1l4+-+424)=1—"¢2~0.014 = 1.4%.
¢ (+2+2) 8¢ 7

c.) Tekintsiik kiilon a spamek folyamatat és a nem spam emailek folyamatat. Mind-
ketts az Osszes email Poisson-folyamatanak ritkitasa, sdt: az egyik egy ritkitas
sordan megmarad6 eseményekbdl all, a masik pedig az ugyanezen ritkitas soran
kidobott eseményekbdl. ElGadésrol tudjuk, hogy ezek nem csak kiilon-kiilon Po-
isson folyamatok, hanem fiiggetlenek is.

Hogy kicsit kevesebb legyen a jelélés, mint az el6z6 két pontban, nem irok t6bb
indexet... Legyen Z a reggel 8 és 10 kozott érkez6 nem spam emailek szama, V'



pedig a reggel 8 és 10 kozott érkezs spamek szama. A fentiek szerint Z ~ Poi (%),

V ~ Poi (%) és fiiggetlenek, vagyis

P(Z>5V =0 = P(Z>5PV=0)=

3 1/3\°
— 1—e2l1+24+2(2
[ e <+2+2<2)+

~ 0.011 = 1.1%.
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2.HF: (Beadési hatarids: 2016.11.14.)

HF 2.1

HF 2.2

Az X valosziniiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) = (2_1z)2.

a.) P(X =0) =7

b.) P(X =1) =7

c.) EX =7

Megoldas:

a.) P(X =0) = g(0) = 55z = L.

b) ¢'(2) = 755 (-1) = &% ey P(X = 1) = ¢(0) = 557 = +
c.) BX =¢(1) = 525 = 2-

(Alternativ megoldds: drdn ldttuk, hogy a p paraméterd pesszimista geometriai elosz-

ldas generdtorfiigguénye gpessGeom(p)(2) = lfj, ami p = %—re éppen gPeSSGeOm(%)(z) =

léz = rlz Tudjuk tovabbd, hogy fiiggetlen wval.vdltozok dsszegének generdtor-
fiigguénye éppen a generdtorfigguények szorzata. A feladat-beli generdtorfiggvényre
g(z) = gPessGeom(%)(z) -gPessGeom(%)(z), vagyis ha U és V' fiiggetlen pesszimista geo-
metriai eloszldasi val.vdltozok p = % paraméterrel és X = U + V', akkor X generdtor-

figgvénye éppen g. A feladat kérdéseire ebbdl is azonnal adddik a vdlasz.)

Egy atomreaktorban sok olyan atommag van, ami maghasadésra képes, ha egy neut-
ron eltalalja. Egy, a reaktorba bekeriil§ neutron sorsa kétféle lehet:

i.) Kirepiil a reaktorbdl, vagy elnyel6dik (pl. egy nem hasadé atommagban) anélkiil,
hogy hasadést okozna - és ezzel elvész a lancreakci6 szamara. Ennek valoszintisége
legyen p.

ii.) Egy hasadasra képes magot eltalalva hasadast okoz. O maga elnyelsdik, helyette
a hasadés soran véletlen szdmu masik neutron szabadul fel: 1, 2 vagy 3, azonos
(vagyis 1%”) valoszintiséggel.

Az egyes neutronok sorsa fiiggetlen egymastol és az el6zményektél. A p paramé-

ter értéke a reaktor méretének és alakjanak valtoztatasaval (vagyis szabalyozorudak

mozgatasaval) allithato.

Beloviink a reaktorba egyetlen neutront — legyen ez egymaga a ,nulladik generacio”.

Az ,els6 generacio” alljon a legelsé neutron altal okozott hasadas soran létrejovs ne-

utronokbol (ha van ilyen). A ,masodik generacio” alljon az elsé generacio tagjai altal

okozott hasadasok soran létrejovs neutronokbol. Es igy tovabb, az n+1-edik generacio
alljon az n-edik generacio tagjai altal okozott hasadasok soran 1étrejové neutronokbol,

n=20,1,2,...-re. Jelolje Z, az n-edik generaci6 elemeinek szidméat. Legyen X = 73,

és legyen N = >~ Z, a lancreakcioban résztvevs neutronok dssz-szama.

Vélaszoljuk meg az alabbi kérdéseket
[.) hap=
I1.) hap=

W= oojut



a.
b.
C.
d.
e.
f.
g
h.

L)

)
)
)
)
)
)
)
)

Mi X eloszlasa?
EX =?
Mi X generatorfuggvenye7
EZy =
Mi Z, generatorfuggvenye7
EN
(Z4 = 0) =?
Mennyi a valdsziniisége, hogy a lancreakcio el6bb-utobb leall, vagyis hogy vala-
melyik generacié mar iires?

8
EZy = ma = m* = (2)* ~ 0.00317.

Megoldas:
) e
pe=PX =k [3]5]5]5]
b)m:=EX=0-2+1-142-443-2=3
generatorfiiggvénye g(z) = S0 ppk = 2204114 1,24 1,8 _ Shetetied
D% ‘torfiioove 0 prat = 52041l 4 1p2 4 158 = Shtites
)
)

1)

C.
d.
e.) Zo generatorfiiggvénye

8 8
8

2 3
2 3 2 3 2 3
5 5+z+8z +2 <5+z+z +2 ) (5+z+z +2 )

f.) Mivel m <1 (a folyamat szubkritikus), EN = - = —5 = 4.

m 1-7
g.) Az r, :=P(Z, = 0) sorozatrol tudjuk, hogy eleget tesz az r,,1 = g(r,) rekur-
716s szabdlynak rq = 0 kezdeti értékkel. Igy az r,-ek egyesével szamolhatok:
o = 0

*
* 1 =gro
*
*

% 14 = g(rs) ~ 0.90398.

h.) m < 1, vagyis a folyamat szubkritikus (és nem elfajult, vagyis P(X = 1) # 1),
ezért a kihalas valoszintisége r., = 1.

ok [o]1]2]3

pe=PX =k [ 5[ 5]5]5]
b)m:=EX=0-14+1-7+2-14+3-7=2
c.) X generatorfiiggvénye g(z) = > 7o pp2t = 120+ 321 + 327+ 120 = W_
d.) EZay = mag = m® = (3)* ~ 3325.
e.) Zy generatorfiiggvénye

2 3
1 + 1+z+52+z3 + <1+z+52+z3> + (1+z+52+z3>
4

f.) Mivel m > 1, EN = oc.

g.) Azry, :=P(Z, = 0) sorozatrol tudjuk, hogy eleget tesz az 1,1 = g(r,) rekur-
710s szabdlynak rq = 0 kezdeti értékkel. Igy az r,-ek egyesével szamolhatok:
x* ro=20
* 11 =g(ro) = g(0) :i



* 1o = g(r1) = g(5) ~ 0.33203
% 15 = g(ry) ~ 0.36972
x 1y = g(rs) ~ 0.38924.

h.) m > 1, vagyis a folyamat szuperkritikus, ezért szamolni kell: a kihalas valo-
szintisége a z = ¢(z) fixpont-egyenlet egyetlen [0, 1)-beli megoldéasa. Vagyis
meg kell oldani a

1+2422+23
4

z =
egyenletet, ami nullara redukalva
B2 -324+1=0.

Ez els6 ranézésre ijeszt6 harmadfoki, de szerencsére tudjuk, hogy ¢(1) = 1
mindig, igy z = 1 mindig megoldas. Vagyis a baloldalb6l z — 1 kiemelhetd.
Es valoban:

B -3+ 1=(z-1(+22-1),
tehdt az egyenletiink

(z—=1)(z*+22—1)=0.

Ebb6l z — 1 = 0 vagy 22 + 2z — 1 = 0. Ez utébbi mar csak mésodfoki,
megoldasai z = —1 + V2.
Osszefoglalva: a z = g(z) fixpontegyenlet megoldasai —1 — /2, —1++/2 és 1.
Ezek koziil pontosan egy esik a [0, 1) intervallumba (ahogy annak lenni kell),
és ez a kihalési valoszintiség:

Tso = P(kihalds) = —1 + v/2 ~ 0.4142
3.HF: (Beadési hatarids: 2016.11.28.)

HF 3.1 Moricka 10000-szer dob egy szabalyos dobdkockaval.

a.) Kozelitsiik a centrélis hatareloszlas tétel (CHT) segitségével annak valoszintiségét,
hogy a dobott szamok atlaga legalabb 3.7.

b.) A Berry-Esseen tétel szerint legfeljebb mennyi lehet a CHT kozelités hibaja?

Megoldas: Legyen n = 10000 és ¢ = 1,2,...,n-re X; az i-edik dobas eredménye.
Legyen S, = X; 4+ --- + X,, a dobott szamok Osszege. Feladat a P (%" > 3.7) =
P(S,, > 37000) valoszintiség kozelitése. Az X;-k fiiggetlenek és azonos eloszlasuak.

2,602,924 42 52 62
a_) m = EXZ- — 14243444546 __ 35 EXz _ 1742743 +4 +5°4+67 __ ﬂ, Vagyls 0_2 —

Var(X;) = EX? —m? = 3. Igy S, varato értéke ES = nm = 35000, szorasa
pedig DS,, = /no ~ 170 8 Vagyis ha a varhato értéket 2000-rel tul akarjuk
lépni, az a szoras koriilbeliil 11.7-szeresét jelenti. A CHT szerint

S, — 37000 — 35000
P(S, > 37000) = P e ~

M Ve

> 11.0) ~1—®(11.7) = &(—11.7),

%
=
7 N

N
B
q

ahol @ a standard normélis eloszlasfiiggvény. Ezt kevés tablazatbol lehet 11.7-ben
kiolvasni, de az mindegyikbdl latszik, hogy ®(11.7) > 0.9999, vagyis 1 —®(11.7) <
10~ A tablazatkezelom szerint viszont ®(—11.7) ~ 6.4 - 10732,



b.) Ehhez kell még az X;-k eloszlaséanak § := E(|X; — m|?) jellemzGje. Esetiinkben

1-35P +12-35 +13 =35+ 4 =35 +[5-35"+[6 =35 51
6 -8
Vagyis a Berry-Esseen tétel szerint a CHT kozelités hibajara C' = 0.4748-cal

5

0.4748 - 5L
hiba < 053 — 5~ 0.006.
Vet g, [

Vagyis a becslés hibaja sok nagyséagrenddel nagyobb (lehet), mint a becslés maga.

HF 3.2 Egy véletlen algoritmus egy eldontendd kérdésre p = 0.55 valoszintiséggel ad helyes va-
laszt. Lefuttatjuk az algoritmust n = 1000-szer egyméstol fiiggetleniil, és megnézziik,
hogy melyik valasz jon ki tobbszor. Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintisé-
gére, hogy a végeredmény rossz — vagyis hogy a hibas valasz jon ki tobbszor, vagy az
eredmény dontetlen,

a.) a Hoeffding egyenlétlenség segitségével,
b.) a Cramér tétel segitségével.
c.) Es akkor mi jon ki, ha n = 100007
(Tipp: Legyen i = 1,2,...,n-re X; = 1, ha az i-edik vdilasz helyes, és X; = 0, ha
hibds.)
Segitség: a p paraméterid Bernoulli eloszlds Cramér féle rdtafiigguvénye
1—
I(x) = o (1 —x)ln1 P

x —x

Megoldas: Legyen i = 1,2,... n-re X; = 1, ha az i-edik valasz helyes, és X; = 0,
ha hibas. Legyen S,, = X; + --- 4+ X,, a helyes valaszok szama. Kérdés a

(ot -r(3)

valosziniiség. Az X;-k fliggetlenek és Bernoulli eloszlastiak p = 0.55 paraméterrel,
vagyis m := EX; = p = 0.55.

a.) Az X;-k korlatosak 0 = a; < X; < b; = 1 korlatokkal. A Hoeffding egyenl&tlen-
séghez kelleni fog, hogy

n

> (b — a;)* = n(1 = 0)* = n = 1000.

i=1
ES,, = nm = 550, igy t = 50 valasztassal a Hoeffding egyenl&tlenség szerint

2t

22;1 (bi — a;)?

b.) A kérdés P (22 < 1) = P (22 € (a,b]), ahol a = —oc0 és b =
0.55 = m, a Cramér tétel szerint

P (i < 1) =P (& c (a.b]) < end(b) — 6—10001(%)
=35 ~ ,

P(S, <500) =P(S, <ES, —t) <exp {— } = ¢ ~ 0.0067.

N[ =

n n



ahol I a p = 0.55 paraméterd Bernoulli eloszlas ratafiiggvénye, vagyis ¢ =1 — p

jeloléssel
1 1. p 1 q 1
I[=)=—-=In>—(1—-=)In—— = —=1In(4pq).
(2) 21 ( 2)“1—l 5 nldpa)

esetiinkben /(1) = —11n(0.99) ~ 0.005025, gy 2
P(S, < 500) < e~ 1000:0.005025 _ ,=5.025 ~, () )66,
c.) n = 10000 esetén a Hoeffding egyenlGtlenséghol
P(S10000 < 5000) < e ~1.93 - 10~
jon ki, a Cramér tételbdl pedig
P(S10000 < 5000) < e 7% ~ 1.50 - 1072,

4.HF: (Beadasi hatarids: 2016.12.09.)

HF 4.1

HF 4.2

1. a4bra. Markov lanc graf-reprezentéacioja (valosziniiségek nélkiil)

Az 1. abran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc pozitiv
valoszintiségii egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az &llapotokat aszerint,
hogy melyik melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

x zart-e vagy nyilt,

x lényeges-e vagy lényegtelen,

* visszatérG-e vagy atmeneti,

* mennyi a peridodusa.
Megoldas:

x {1,2,3,4} nyilt, lényegtelen, atmeneti, periddusa 3.

x {b,6} zart, lényeges, visszatérs, periodusa 1 (vagyis aperiodikus).
Egy fagyisnal a sorban ll6 gyerekek szama 0 és 4 kozott valtozhat (beleértve az éppen
kiszolgélas alatt allot is): ha mar 4-en vannak, és egy ujabb gyerek be akarna allni, az
apukija elrangatja. A fagyis bacsi nagyon igyekszik, de mindig csak % valoszintiséggel
sikeriil egy gyereket kiszolgalnia azel6tt, hogy egy tjabb érkezne — az el6zményektdl

fiiggetleniil. Kivétel ez alol, ha 4-en vannak, mert akkor persze biztosan sikeriil (1j
gyerek nem tud jonni), illetve ha a sor iires, mert akkor nincs is kit kiszolgélni.
Tekintsiik a sorban allok szamat diszkrét iddben: a fagyis bacsi csettint egyet, vala-
hanyszor egy gyerek érkezik vagy elmegy, vagyis valahdnyszor a sor hossza valtozik.
A sor hossza mindig pontosan 1-gyel valtozik (egyszerre csak 1 gyerek tud érkezni és
elmenni is), és a fentiek szerint % valoszintiséggel csokken, a maradék i valoszintiséggel
pedig nd, az el6zményektdl fiiggetleniil (kivéve ha 4 vagy 0).

Legyen X, a sor hossza az n-edik csettintés utan (vagyis az n-edik sorhossz-valtozas
utan).



Kezdetben a sor iires. Mennyi a valoszintisége, hogy 4 lépés utan ismét iires?
Kezdetben a sor iires. Mennyi a valosziniisége, hogy 5 lépés utéan ismét iires?

t sz

a.)

b.)

c.)

d.) Adjuk meg az X, Markov lanc &tmenetmatrixat!

e.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait!

f.) Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valdszintisége, hogy 100 1épés utan
ismét tires? (Vigydzat: a feladat cseles, és az erre vald tétel csak dvatosan alkal-
mazhato. Eqy hibasan alkalmazott tételnél jobb, ha preciz indoklds nélkil megsejt-
jJik a helyes eredményt.)

g.) Bonusz kérdés: Mi a valasz az el6z6 kérdésre, ha a sor hosszara nincs felss

korlat?
Megoldas: Kezdjiik a c.) és d.) kérdéssel, utana jon az a.) és b.).

c.) Az allapottér S = {0, 1,2, 3,4}, a graf-reprezentécio

1 va iz va

0 1 2 3 4
3/4 3/4 3/4 1

d.) Az dtmenetmatrix

0 0
3/4 0 1/4 0 0
P=|0 34 0 1/4 0
0 /
0 0

a.) A 0 allapotbol a 0-ba 4 1épésben visszatérni csak kétféleképpen lehet: 0 — 1 — 0 —
1 —-0vagy 0 > 1— 2—1— 0. Ezek (feltételes) valoszintisége (feltéve, hogy 0-bol

indulunkPOl-Pm-Pm-Plo:1-%-1-%:%illetvePOl-Plg-Pgl-Pm:1-%-%-%:%,
igy

9 9 45

b.) A 0 allapothol a 0-ba 5 lépésben visszatérni sehogy sem lehet, azért

e.) A (PT — I)7T linearis egyenletrendszert kell megoldani, ahol I az egységmétrix, m =
(7‘(‘0 T Wy T3 7r4) a keresett stacionarius eloszlas (sorvektor):

~1.3/4 0 0 0
1 —13/4 0 0|[m
0 1/4 -1 3/4 0
0 0 1/4 -1 1
0 0 0 1/4 —-1) \m

3
[N}
I
cocoooo

Az egyenletrendszer a szokdsos bévitett matrix jeldléssel

~13/4 0 0 0

-1 3/4 0 0
1/4 —1 3/4 0
0 1/4 -1 1
0 0 1/4 —1

S OO OO

o O O



Eliminéciéval nagyon kénnyen kijon, hogy

~1.3/4 0 0 0[]0
0 -1 3 0 00
0 0 -1 3 0|0
0 0 0 -1 40

Az utolso egyenlet kiesett, ahogy kell. Az jott ki, hogy

3
o = 177'1
(1) T = 3m
Ty = 373
T3 = 37y

(Megjegyzés: ezt erre a nagyon specidlis grifra a a graf-reprezentdciobdl is konnyen ki
lehet taldlni.)

7y = 1 valasztassal kijon egy megoldas: © = (27 36 12 4 1). Az Osszes tobbi
megoldas ennek konstans-szorosa, tehat az egyetlen stacionérius eloszlas ennek lenor-
maltja (hogy a sordsszeg 1 legyen):

_(2r 36 12 4 1
7T_(80 80 80 30 80)'

Azt, hogy pontosan egy stacionarius eloszlas van, persze elére tudtuk abbél, hogy a
Markov lanc véges allapotteri és irreducibilis.

A Markov lanc véges allapottertd és irreducibilis. Ha aperiodikus is lenne, akkor a
Markov lancok alaptétele szerint P(Xj90 = 0) =~ 7y = % = 0.3375 lenne, a kezdeti
allapottol fiiggetleniil. Igen am, de ez a Markov lanc periodikus, éspedig a peridédusa
2. Mivel a feltevés szerint Xy = 0, n = 100 lépésben pont lehetséges eljutni a 0-ba —
a keresett val.ség nem nulla.

Intuitiv érvelés 1: 0-bol indulva a 0-ban csak minden paros lépésben jarhatunk. Mégis,
az ergodtétel szerint hosszu tavon az idének my = 33.75%-at toltjiik ott. Ezért a pdros

idépontok 2 - 33.75% = 67.5%-at toltjiik 0-ban, ezért
]P<X100 = O|X0 = O) ~ 27'('0 =0.675 = 675%

Intuitiv érvelés 2: 0-bol indulva a n = 100 ugrads utan csak a paros allapotokban
lehetiink. Ezeken beliil viszont — mivel n = 100 sok id6 — jo kdzelitéssel a stacionérius
eloszlas adja meg a tartozkodasi valdsziniiségeket: persze abban az értelemben,
hogy paros i-re az i-ben vald tartozkodas valdszintisége m;-vel ardanyos. Vagyis mi-
vel a péros i-khez tartoz6 m;-k Gsszege nem 1, jra kell 6ket normalni 1-re. Ennek
megfelelGen

z 27

) 30
P(X100 = 0| X = 0) = = = = = 0.675 = 67.5%.
Koo = 01% = 0) ~ o ottt 40 "

Preciz érvelés: A kétlépéses dtmenetmatrix

3/4 0  1/4 0 0
0 15/16 0 1/16 0
P*=19/16 0 6/16 0 1/16
0 9/16 0 7/16 0
0 0 3/4 0 1/4

Nézziink a Markov lancra csak minden péaros idGpontban. Igy a Y. = Xy, Markov
lAnv dtmenetmatrixa a fenti P?, graf-reprezenticioja

8



3/4 6/16 14
O W O w0
0 2 4
9/16 3/4
vie
1 3
15/16 7116

Lathato, hogy az Y, Markov lanc reducibilis, kommunikal6 osztalyai a {0,2,4} és
az {1,3}, mindketts zart. Ezért az S = {0,2,4} rész-allapottér onallo életet él,
és az Y, Markov lancot nézhetjiik csak ezen. Igy az alapottér mar irreducibilis, az
Atmenetmatrix pedig a fenti P? paros indexti elemeibs] All:

3/4 1/4 0
P=1[(9/16 6/16 1/16
0 3/4 1/4

Vagyis kaptunk egy véges allapotteri, irreducibilis és immar aperiodikus Markov lan-

cot. Ennek a szokisos modon kiszamohatjuk a stacionérius eloszlasat, és az jon ki,
hogy

(= =\ _ (21 12 1

T=(m m m)= (% % @)
Igy a Markov lancok alaptétele szerint

27

Ha a sorhosszra nincs korlat, a (1) egyenletrendszer megfelelGjére azt kapjuk, hogy

3
To = ZW 1
™ = 37'('2
T = 37T3
T3 = 37'('4
s = 375
T = 37Ti+1

Ebbdl 7y := ¢ valasztassal kaphato egy megoldas:

- 4 4. 4. 4 4
7T:(C 3C 3¢ 3C gC ... C )

ezek Osszege (1 + > o0 5) = (1 + 23 ) = 3¢, vagyis pontosan akkor 1, ha ¢ = 3

1-1/3
Vagyis ¢ := % valasztéassal kapunk egy stacionarius eloszlast:
_ (1 4 4 4 4
Avagy:
%, hai=0
Uy 4 . .
577, hai>1



Ellenérizhets, hogy ez tényleg stacionarius eloszlas.

Nem tanultuk, de ebben a specidlis végtelen dllapottert esetben is érvényes a Markov
lancok alaptétele és az ergodtétel, mint a véges allapottér esetén (csak a konvergencia
lassabb). Igy az f.) pont-beli érveléshél az jon ki, hogy

2
]P)(Xloo = O|X0 = O) =~ 27'('0 = g
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