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alfa-részecske keletkezik. A detektorunk a nagy energiaju részecskéket 90% valoszint-
seggel észleli, a kis energiajuakat viszont csak 20% valoszintiséggel (a tobbi részecskétsl
fiiggetlentil). Mennyi a valoszintisége, hogy egy két méasodperc hosszi idGintervallumban
legaldbb 4 részecskét észlel?

Megoldas: A nagyenergiajiu alfa-részecskék Poisson-folyamat szerint keletkeznek, 1 ra-
taval. (Az id6t mérjik méasodpercben.) Az észlelt nagyenergiaju részecskék folyamata
ennek egy ritkitasa, ezért szintén Poisson-folyamat, 1-0.9 = 0.9 rataval. Ugyanigy, a kis-
energiaju alfa-részecskék is Poisson-folyamat szerint keletkeznek 3 rataval, tehat az észlelt
kisenergiaju részecskék folyamata is Poisson-folyamat, 3 - 0.2 = 0.6 rataval. A kétféle
észlelt részecske folyamata fiiggetlen, ezért az uniojuk is Poisson-folyamat — és a ratak
osszeadddnak.

Osszefoglalva a lényeg: az dsszes észlelt részecske folyamata Poisson-folyamat, 0.9+0.6 =
1.5 ratéaval.

Legyen X a két masodperc alatt észlelt részecskék szama. Igy X ~ Poi(\), ahol A =
EX =2-1.5=3. Vagyis k = 0,1,2,...-te P(X = k) = e 2] = ¢ 331, A kérdésre a
valasz:
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P(X>4)=1-> P(X=k)=1-¢" (1 +3+ 5+ E) = 1—13e7% ~ 0.3528 ~ 35%.
k=0
. Az X valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye g(2) = c(z+22 421+ 2°+ 284211 42134 219).
a.) (1 pont) Mennyi a ¢ konstans értéke?

b.) (4 pont) Mennyi X véarhato értéke?

c.) (4 pont) Mennyi a P(X = 8) valosziniiség?

Megoldas:
a.) g(1) =1 mindig, vagyis ¢ = £.
b) EX = ¢/(1) = 1(1+ 22 4423 + 524 + 827 + 11210 4 13212 4 15214) |, = 22 — 7.375,
Avagy: a g(z) = Y oo, pr2" generatorfiiggvénybdl leolvashato az X eloszlésa:
k |1]2]4|5]8]|11|13]15
=P =k [5lslslsls15]5]53

amibdl szintén kénnyen EX = 28 IEISED — 29 — 7375,

c.) P(X =8) = ps a 2® egyiitthatoja a g(z) = > -, pe2" sorfejtésben, vagyis esetiinkben
P(X =8) = L.

. Moricka az egyetemi 6rék latogatasanak egészségiigyi kockazatairdl ir egy kamu lancleve-
let, és elkiildi 10 ismerGsének a nulladik napon. A levélben benne van, hogy a cimzett
kiildje tovabb tijabb 10 embernek. A levelet a cimzettek egymastol fiiggetlentil 90% valo-
szintiséggel olvasatlanul torlik, 4&m a maradék 10% valoszintiséggel tényleg tovabbkiildik
10 embernek, a kévetkezd napon.

a.) Varhatoan hanyan kiildenek levelet a harmadik napon?
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b.) Mennyi a valosziniisége annak, hogy el6bb-utobb senki nem kiildi tovabb a levelet?

c¢.) Mennyi a levelet tovabbkiildé emberek szaimanak varhato értéke?

Megoldas: Legyen Z,, az n-edik napon levelet kiild§ emberek szama. (Vagyis nem az az
érdekes, hogy hdany levelet kild — aki kild, az igyis pont 10-et kild, — hanem, hogy hdny
embert fertéz meg a lanclevél-kildés.) Ez a Z,, Galton-Watson elagazo folyamat. Mindenki
n = 10 embert probal megfertézni, és minden probalkozéas p = % valoszintiséggel sikeres,
igy a kozvetlen utodok szdmanak varhato értéke m = 1.

(Konkrétan az egylépéses utodszameloszlas X ~ Bin(n,p) = Bin(10, 1), de ez most
nekiink csak annyiban kell, hogy m = np = 1.)

Ezért

a.) EZg = m3 =1.
b.) m = 1, vagyis a folyamat kritikus (és nem elfajult). Ezért a kihalas valoszintisége 1.

c.) A folyamat kritikus, ezért a teljes létszam varhato értéke EN = co.

. Egy béka a szamegyenesen ugral. A nullabél indul, majd minden méasodpercben urgik

egyet: L1 valosziniiséggel helyben, % valoszintiséggel egy egységnyit jobbra, % val6szint-

séggel Sedig egy egységnyit balra — az el6zményektdl fiiggetleniil. Moricka a centralis
hatareloszlas tétel segitségével probalja megbecsiilni annak valoszintiségét, hogy a béka
150 ugras utan legalabb 10 egységnyivel jutott jobbra. Legfeljebb mennyi lesz Moricka
becslésének hibaja a Berry-Esseen tétel szerint? (A tételben szerepld konstanst vehetjiik

0.4748-nak:.)

Megoldas: Legyen X; a béka i-edik ugrasa. A szoveg szerint az X;-k fiiggetlenek és
egyenletesek a {—1,0 — 1} halmazon. Legyen n = 150 és S,, = X; + --- + X,, a béka
helye 150 ugras utan. Moricka a P(S,, > 10) valoszintiséget akarja CHT-vel becsiilni. A
Berry-Esseen tétel szerint a becslés hibajara

Co
hiba < ———,
no
ahol C' = 0.4748, 0 az X;-k (kozos) szorésa és 6 = E(|X; —m|?), ahol m = EX;. Esetiink-
ben

—1+0+1
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. Egy 45 pontos ZH-n a hallgatok hosszi évek tapasztalata szerint atlagosan 29 pontot
szoktak elérni. Adjunk nagy eltérés becslést annak valdszintiségére, hogy idén a 130
hallgato atlaga legfeljebb 20 pont lesz. (Tegyiik fel, hogy a feladatsor ugyanolyan nehéz,
mint mdskor, és a hallgatok is ugyanolyan felkésziltek, mint mdskor. Az eqyes hallgatok
eredményei figgetlenek. Negativ pontszaimot nem lehet elérni.)

hiba < = 0.04748 ~ 4.7%.
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Megoldas: Legyen n = 130 és legyen ¢ = 1,2, ... n-re X; az i-edik hallgaté pontszama.
Igy S, := Xi+- - -+X,, az évfolyam &sszpontszama. Feladat a P(22 < 20) = P(S, < 2600)
valoszintiség becslése.

A feladat szerint az X;-k fiiggetlenek és korlatosak: 0 = a; < X; < b; = 45. Egyébként az

eloszlasukrol semmit nem tudunk — nincs okunk pl. feltételezni, hogy azonos eloszlastiak
lennének. Igy a Cramér féle nagy eltérés tétel nem hasznalhato.

Szerencsére tudjuk viszont az dsszeg varhato értékét. Pontosabban, a szoveg szerint E%” =
29, amibdl ES,, = 29n = 3770. A Hoeffding egyenlétlenség alkalmazasahoz ez éppen elég:
Hoeffding szerint ¢ > 0-ra

2
P(SngESn—t)gexp{— o }
D i (b — a;)?
Esetiinkben Y7 (b — a;)* = 130(45 — 0)® = 263250, igy ¢ := 3770 — 2600 = 1170
valasztassal
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P(S, < 2600) = P(S, <ES, —t) < exp {_M

} =e¢ " x3-107".



