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1. Egy radioaktív mintában másodper
enkent átlagosan 3 kis energiájú és 1 nagy energiájú

alfa-része
ske keletkezik. A detektorunk a nagy energiájú része
skéket 90% valószín¶-

séggel észleli, a kis energiájúakat viszont 
sak 20% valószín¶séggel (a többi része
skét®l

függetlenül). Mennyi a valószín¶sége, hogy egy két másodper
 hosszú id®intervallumban

legalább 4 része
skét észlel?

Megoldás: A nagyenergiájú alfa-része
skék Poisson-folyamat szerint keletkeznek, 1 rá-

tával. (Az id®t mérjük másodper
ben.) Az észlelt nagyenergiájú része
skék folyamata

ennek egy ritkítása, ezért szintén Poisson-folyamat, 1 · 0.9 = 0.9 rátával. Ugyanígy, a kis-

energiájú alfa-része
skék is Poisson-folyamat szerint keletkeznek 3 rátával, tehát az észlelt
kisenergiájú része
skék folyamata is Poisson-folyamat, 3 · 0.2 = 0.6 rátával. A kétféle

észlelt része
ske folyamata független, ezért az uniójuk is Poisson-folyamat � és a ráták

összeadódnak.

Összefoglalva a lényeg: az összes észlelt része
ske folyamata Poisson-folyamat, 0.9+0.6 =
1.5 rátával.

Legyen X a két másodper
 alatt észlelt része
skék száma. Így X ∼ Poi(λ), ahol λ =

EX = 2 · 1.5 = 3. Vagyis k = 0, 1, 2, . . . -re P(X = k) = e−λ λk

k!
= e−3 3k

k!
. A kérdésre a

válasz:

P(X ≥ 4) = 1−
3

∑

k=0

P(X = k) = 1−e−3

(

1 + 3 +
32

2
+

33

6

)

= 1−13e−3 ≈ 0.3528 ≈ 35%.

2. AzX valószín¶ségi változó generátorfüggvénye g(z) = c(z+z2+z4+z5+z8+z11+z13+z15).

a.) (1 pont) Mennyi a c konstans értéke?

b.) (4 pont) Mennyi X várható értéke?


.) (4 pont) Mennyi a P(X = 8) valószín¶ség?

Megoldás:

a.) g(1) = 1 mindig, vagyis c = 1

8
.

b.) EX = g′(1) = 1

8
(1 + 2z + 4z3 + 5z4 + 8z7 + 11z10 + 13z12 + 15z14) |z=1=

59

8
= 7.375.

Avagy: a g(z) =
∑

∞

k=0
pkz

k
generátorfüggvényb®l leolvasható az X eloszlása:

k 1 2 4 5 8 11 13 15

pk = P(X = k) 1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

1

8

amib®l szintén könnyen EX = 1+2+4+5+8+11+13+15

8
= 59

8
= 7.375.


.) P(X = 8) = p8 a z8 együtthatója a g(z) =
∑

∞

k=0
pkz

k
sorfejtésben, vagyis esetünkben

P(X = 8) = 1

8
.

3. Móri
ka az egyetemi órák látogatásának egészségügyi ko
kázatairól ír egy kamu lán
leve-

let, és elküldi 10 ismer®sének a nulladik napon. A levélben benne van, hogy a 
ímzett

küldje tovább újabb 10 embernek. A levelet a 
ímzettek egymástól függetlenül 90% való-

szín¶séggel olvasatlanul törlik, ám a maradék 10% valószín¶séggel tényleg továbbküldik

10 embernek, a következ® napon.

a.) Várhatóan hányan küldenek levelet a harmadik napon?
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b.) Mennyi a valószín¶sége annak, hogy el®bb-utóbb senki nem küldi tovább a levelet?


.) Mennyi a levelet továbbküld® emberek számának várható értéke?

Megoldás: Legyen Zn az n-edik napon levelet küld® emberek száma. (Vagyis nem az az

érdekes, hogy hány levelet küld � aki küld, az úgyis pont 10-et küld, � hanem, hogy hány

embert fert®z meg a lán
levél-küldés.) Ez a Zn Galton-Watson elágazó folyamat. Mindenki

n = 10 embert próbál megfert®zni, és minden próbálkozás p = 1

10
valószín¶séggel sikeres,

így a közvetlen utódok számának várható értéke m = 1.

(Konkrétan az egylépéses utódszámeloszlás X ∼ Bin(n, p) = Bin(10, 1

10
), de ez most

nekünk 
sak annyiban kell, hogy m = np = 1.)

Ezért

a.) EZ3 = m3 = 1.

b.) m = 1, vagyis a folyamat kritikus (és nem elfajult). Ezért a kihalás valószín¶sége 1.


.) A folyamat kritikus, ezért a teljes létszám várható értéke EN = ∞.

4. Egy béka a számegyenesen ugrál. A nullából indul, majd minden másodper
ben urgik

egyet:

1

3
valószín¶séggel helyben,

1

3
valószín¶séggel egy egységnyit jobbra,

1

3
valószín¶-

séggel pedig egy egységnyit balra � az el®zményekt®l függetlenül. Móri
ka a 
entrális

határeloszlás tétel segítségével próbálja megbe
sülni annak valószín¶ségét, hogy a béka

150 ugrás után legalább 10 egységnyivel jutott jobbra. Legfeljebb mennyi lesz Móri
ka

be
slésének hibája a Berry-Esseen tétel szerint? (A tételben szerepl® konstanst vehetjük

0.4748-nak.)

Megoldás: Legyen Xi a béka i-edik ugrása. A szöveg szerint az Xi-k függetlenek és

egyenletesek a {−1, 0 − 1} halmazon. Legyen n = 150 és Sn = X1 + · · · + Xn a béka

helye 150 ugrás után. Móri
ka a P(Sn ≥ 10) valószín¶séget akarja CHT-vel be
sülni. A

Berry-Esseen tétel szerint a be
slés hibájára

hiba ≤ Cδ√
nσ3

,

ahol C = 0.4748, σ az Xi-k (közös) szórása és δ = E(|Xi−m|3), ahol m = EXi. Esetünk-

ben

m =
−1 + 0 + 1

3
= 0

σ2 = EX2
i
−m2 = EX2

i
=

(−1)2 + 02 + 12

3
=

2

3

δ = E(|Xi −m|3) = E(|Xi|3) =
| − 1|3 + |0|3 + |1|3

3
=

2

3
.

Ezeket visszhelyettesítve

hiba ≤ 0.4748 · 2

3

√
150

√

2

3

3
=

0.4748√
100

= 0.04748 ≈ 4.7%.

5. Egy 45 pontos ZH-n a hallgatók hosszú évek tapasztalata szerint átlagosan 29 pontot

szoktak elérni. Adjunk nagy eltérés be
slést annak valószín¶ségére, hogy idén a 130
hallgató átlaga legfeljebb 20 pont lesz. (Tegyük fel, hogy a feladatsor ugyanolyan nehéz,

mint máskor, és a hallgatók is ugyanolyan felkészültek, mint máskor. Az egyes hallgatók

eredményei függetlenek. Negatív pontszámot nem lehet elérni.)
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Megoldás: Legyen n = 130 és legyen i = 1, 2, . . . , n-re Xi az i-edik hallgató pontszáma.

Így Sn := X1+· · ·+Xn az évfolyam összpontszáma. Feladat a P(Sn

n
≤ 20) = P(Sn ≤ 2600)

valószín¶ség be
slése.

A feladat szerint az Xi-k függetlenek és korlátosak: 0 = ai ≤ Xi ≤ bi = 45. Egyébként az
eloszlásukról semmit nem tudunk � nin
s okunk pl. feltételezni, hogy azonos eloszlásúak

lennének. Így a Cramér féle nagy eltérés tétel nem használható.

Szeren
sére tudjuk viszont az összeg várható értékét. Pontosabban, a szöveg szerint E
Sn

n
=

29, amib®l ESn = 29n = 3770. A Hoe�ding egyenl®tlenség alkalmazásához ez éppen elég:

Hoe�ding szerint t ≥ 0-ra

P(Sn ≤ ESn − t) ≤ exp

{

− 2t2
∑

n

i=1
(bi − ai)2

}

.

Esetünkben

∑

n

i=1
(bi − ai)

2 = 130(45 − 0)2 = 263250, így t := 3770 − 2600 = 1170
választással

P(Sn ≤ 2600) = P(Sn ≤ ESn − t) ≤ exp

{

−2 · 11702
263250

}

= e−10.4 ≈ 3 · 10−5.
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