Sztochasztika 2 félvizsga - megoldasok

Fels6bb matematika informatikusoknak — Sztochasztika
2017. januar 3. 09:00. Munkaidé: 90 perc. Minden feladat 5 pontot ér.

1. Hasznéalhato-e a Hoeffding-egyenlGtlenség, és hasznalhato-e a Cramér nagy eltérés tétel a P(X; + Xy +
-+ X, < K) valoszintiség becslésére (triikkozés nélkiil) az alabbi esetekben? A wvdlaszokat indokoljuk!

a.) Az X;-k fiiggetlen 1 paramétert exponencialisok.

b.) Az X;-k fiiggetlen és azonos, de ismeretlen eloszlasnak, viszont P(2 < X < 5) = 1, tovabba ismert a
varhato értékiik és a szorasuk.

c.) Xy egyenletes a [0, k] intervallumon, és az X;-k fiiggetlenek.

d.) Jancsi egy szabalyos érmét dobal. Xj legyen 1, ha a k-adik és a k + 1-edik dobas is fej, egyébként
pedig legyen 0.

Megoldas: (Minden hibdtlan részfeladat 1 pont. Hibds vagy hibdsan indokolt részfeladatra nem jar pont.
Ha mind jo, akkor tovdbbi 1 pont.) A Hoeffding-egyenl6tlenség akkor hasznéalhato, ha az X~k fiiggetlenek,
korlatosak és az Osszeg varhato értéke ismert. A Cramér tétel akkor hasznélhato, ha az X,-k fiiggetle-
nek, azonos eloszlastuak, és az eloszlasuk ismert (plusz egy enyhe technikai feltétel a momentum-generalo
fiiggvényrdl). Ennek alapjan

Hoeffding Cramér
a.) | NEM, mert nem korlatosak IGEN
b.) IGEN NEM, mert ismeretlen az eloszlas
d.) IGEN NEM, mert nem azonos eloszlastak
e.) | NEM, mert nem fiiggetlenek NEM, mert nem fiiggetlenek

2. Egy nagy orszagban a sok szavazo 2 partra oszlik: 70%-uk a ,Mindenkit Utalunk” part (MU) hive, 30%-uk
pedig a ,Becsiiljetek Minket” part (BM) tamogatoja. Egy kozvéleménykutatod intézet 500 szavazot kérdez
meg a partszimpatiajarol. Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintiségére, hogy a kutatas a BM partot
mutatja erésebbnek.

Segitség: A p paraméterd Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafiiggvénye

R €t DL b
I(z) = 1p(1_x) .

A )\ paraméterti Poisson eloszlas Cramér féle ratafiiggvénye

[(a:)len%—ij)\.

Megoldas: Legyen n =500 és ¢ =1,2,...,n-re az X; valosziniiségi valtozo

_J 1, ha az i-edik megkézdezett BM-tamogato
L 0, ha nem.

Az X;-k fiiggetlenek és p = 0.3 paraméterii Bernoulli eloszlasiak. Legyen S,, = X +- - -+ X, a megkérdezett
BM-tamogatok szama. A feladat a P(S,, > 250) = P (22 > 1) valoszintiség becslése.

1. megoldas: A Cramér tételt alkalmazzuk a p = 0.3 paraméterii Bernoulli eloszlésra hogy megbecsiiljiik
alP (%” € (a, b)) valosziniiséget, ahol a = % és b= oo. A varhato érték m = p = 0.3, ezért m < a, igy

P (& > %) =P (é € (a, b)) S e@ — I(3),

n n



A segitségben megadott ratafiiggvénybe behelyettesitve x = %—et

(1) e (3) = exp [—n<%ln%—lnl_p)}:...:\/@"’

1
p(1 -3

ahol ¢ =1 — p. Konkrétan n = 500, p = 0.3-ra

L1
P (S— > 5) <VA-03-07 " A 1171071,
n

(Megjegyzés: persze nem sziikséges az (1)-beli szép leegyszerisitett képletet kiszamolni vagy eléaddsrol tudni
— elég numerikusan behelyettesiteni n = 500, x = 0.5, p = 0.3-at.)

2. megoldas: Mivel az X;-k korlatosak 0 = a; < X; < b; = 1 korlatokkal, hasznalhatjuk a Hoeffding
egyenl6tlenséget is. Y0 (b — a;)? = 500 - (1 — 0)* = 500, valamint ES,, = np = 500 - 0.3 = 150, vagyis
t = 100 valasztassal
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(Megjegyzés: lathatd, hogy a Hoeffding egyenldtlenség durvdbb felsd becslést ad, mint a Cramér tétel.)

. Az abran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valdszintiségii egylépéses
atmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel érintkezik! Minden
osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt, Q 1— =2
7

e lényeges-e vagy lényegtelen,

4
e visszatérG-e vagy atmeneti, l l
5 "6
e mennyi a peridodusa. Q O
Megoldas:

e Az {1} osztaly nyilt, mert el lehet hagyni, tehat lényegtelen és atmeneti. Periodusa 1 (vagyis aperi-
odikus), mert 1 lépésben vissza lehet térni.

e A {234} osztaly nyilt, mert el lehet hagyni, tehat lényegtelen és atmeneti. Periodusa 2, mert
visszatérni csak paros sok 1épésben lehet.

e Az {5,6} osztaly zart, mert el nem lehet elhagyni, tehat (véges méreti osztalyrol 1évén szo) lényeges
és visszatérd. Peridodusa 1 (vagyis aperiodikus), mert akarhany lépésben vissza lehet térni.

. Egy szamitogépes program négy részfeladatbol allo feladatokat old meg. Minden idGegység végén felje-
gyezziik, hogy hanyadik részfeladaton dolgozik éppen — ha pedig éppen iiresjaratban var egy 1j feladatra,
akkor 0-t — vagyis a program a 0, 1,2, 3,4 allapotokban lehet. Az 1, 2, 3 és 4 részfeladatokrol a program
mindig, az el6zményektsl fiiggetleniil % valoszintiséggel tud egy idGegység alatt tovabblépni a kivetkezd
részfeladatra (igy értve, hogy a 4 utan a 0 jon), a maradék % valoszintiséggel ugyanazon dolgozik tovabb.
Ha a program a 0 iiresjaratban van, akkor minden idGegység alatt %0 valoszintiséggel kap feladatot és
ugrik az 1 allapotba (az el6zményektdl fiiggetleniil), ellenkezs esetben marad iiresjaratban. Modellezziik
a program feljegyzett allapotainak sorozatat id6ben homogén Markov lanccal!

a.) Irjuk fel a P Markov atmenet-matrixot.

b.) Feltéve, hogy kezdetben a program a 0 &llapotban van, mi a valoszintisége a ,0001223440” megfigyelés-
sorozatnak? (A kezddallapotot is feljegyezziik.)



c.) Feltéve, hogy a kezdéallapot a 0, mi a kozelitd valoszintisége, hogy 1000 idGegység utéan ismét a 0

allapotban van a program?

d.) Hosszu tavon az id6 hany szazalékat tolti a program iiresjaratban?

Megoldas:

a.) Az n idg elteltével felvett allapotot jeldljiik X,-nel. Az allapottér S = {0,1,2,3,4}. P sorait és

= L 000

0 3 3 00

P=(0 0 5 3 0

0 0 0 35 3

0 00 3

b) P(X0X920001223440|X0:0) :POQ'PQO'P01'P12'P22'P23'P34'P44'P40:

81
64000 *

c.)

oszlopait ilyen sorrendbe irva

Az 1000 idGegység elteltével kialakuld valoszintiségeket kozelitsiik a
val! Ehhez a mP = 7 linearis egyenletrendszert kell megoldani, aho

9.9 1,
10 10 10

Markov lanc stacionarius eloszlasa-
| a 7 otelem sorvektor tartalmazza

a stacionarius eloszlast. Atrendezés utan (P — )77 = 0, ahol I az 5 x 5-6s egységmatrixot, 0 pedig
az Ot nullabol allo oszlopvektort jeloli. A linearis egyenletrendszerek szokasos matrix-jelolésével

—-0.1 0 0 0 0.5
0.1 =05 0 0 0
0 05 =05 0 0
0 0 05 =05 0
0 0 0 0.5 —0.5

0

o O OO

Ezt persze eliminacioval oldjuk meg. Egy sor kiesik, ahogy kell, és a végén (pl.) az marad, hogy

-1 0 0 0 5]0
0 -1 0 0 1}0
0 0 -1 0 1}0
0 0 0 -1 1}0

vagyis az egyenletrendzser egyik megoldésa az (5 1 11 1)T vektor. A stacionarius eloszlas ennek
valoszintiségi vektorra normalt valtozata (ahol az elemek Gsszege 1), vagyis

m=(s 55 5 3)

Végiil a feladat kérdésére a valasz:

5
]P)(X1000 = O|X0 = O) ~ Ty = §

Legyen f : S — R a az iiresjarat indikatora:
, 1, hai=20
1) =
/@) {0, ha nem
ami helyett elég egy oszlopvektort leirni:
1
0
f=10
0
0



Az ergodtétel szerint f idGatlaga majdnem biztosan tart a stacionarius eloszlas szerinti sokasagéitlag-
hoz. Sokféle kiilonb6z6 jeloléssel leirva ugyanazt:

1
0
T}LrgoanXk = /fdw—sz (0 m 7T27T37T4) 8
ics
0
B 5
= 7r0—§.

5. Egy egyszerii jelfeldolgozo eszkoz az egyes beérkezd jeleket fiiggetlen, exponencidlis eloszlast véletlen id6k
alatt dolgozza fel. A feldolgozasi id6 varhato értéke 1 méasodperc (vagyis g L perc). Amig egy bejove jel
feldolgozasa zajlik, addig az esetlegesen beérkezd tijabb jeleket az eszkoz ﬁgyelmen kiviil hagyja (vagyis
nincs feldolgozasi sor). A beérkezs jelek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan 2. Az
eszkoz igy kétféle allapotban lehet: ,szabad, passziv, jelre var”, illetve ,foglalt, feldolgozas folyamatban,
nem figyel”.

Modellezziik az eszkoz allapotat folytonos idejii Markov lanccal. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

b.) Az eszkoz a miikodése elsG pillanataban szabad. KozelitGleg mennyi a valoszintisége, hogy tiz ora
elteltével éppen foglalt lesz? Miért?

c.) Az eszkoz teljesitményfelvétele passziv allapotban 1, feldogozas soran viszont 10W. Mennyi az
atlagos teljesitményfelvétel hosszi tavon? Miért?

Megoldas: Az allapotokat jeloljiik szamokkal: legyen S = {0, 1} ahol 0 a passziv, 1 pedig az aktiv allapot.
Jeloljiik a rendszer allapotat t id6 elteltével X;-vel. Mivel csak két dllapot van, ugrani persze 0-bol csak
1-be, 1-b6l pedig csak 0-ba lehet.

a.) Az 1-b6l 0-ba ugras rataja A\jg = 60, mert a feldolgozassal eltoltott ids varhato értéke il = /\%0 = i
A 0-bol 1-be ugras rataja Aoy = 2, mert ilyen rataji Poisson folyamat szerint érkeznek a jelek. Ezek a

Aij-k lesznek a G infinitezimalis generator f6atlon kiviili elemei. A f6atlot pedig tgy toltjiik ki, hogy
minden sordsszeg 0 legyen. Igy
-2 2
G= (60 —60) )

b.) Mivel a Markov lanc véges allapottert, irreducibilis és folytonos idejii, a Markov lancok alaptétele
szerint hosszi id6 elteltével az egyes allapotok valosziniiségei tartanak a (7 egyetlen) stacionarius
eloszlés szerinti siillyokhoz. 10 6ra azaz 600 perc pedig (ilyen ratak mellett) hosszi id6. Ezért keressiik
a 7 = (my m) stacionarius eloszlast a GTn! = 0 linearis egyenletrendszer megoldasaval:

(= 0) ()= )

avagy a linearis algebraban szokasos tomor jeloléssel

-2 60 1|0
2 —60[0/"

A két egyenlet egymasnak —1-szerese, igy elég mondjuk az els6t nézni: —2my + 60m; = 0, amibdl
mo = 30m,. Példéul m = 1 valasztassal is megkapjuk az egyenletrendszer egy lehetséges megoldéasat:
= (30 1). A keresett stacionarius eloszlas ennek olyan konstansszorosa, amiben az elemek Gsszege 1:

m= (5 a1)

A Markov lancok alaptétele szerint tehat P(Xgpo = 1) = m = 3% ~ 0.0323.
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c.) A pillanatnyi teljesitményfelvétel a ¢ idSpontban f(X}), ahol az f : S — R megfigyelhetd mennyiség
olyan, hogy f(0) =1 és f(1) = 10. Ezt célszer oszlopvektorként irni:

()

Mivel a Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, az ergodtétel értelmében f(X;) idéatlaga hosszu
tavon (1 valoszintiséggel) tart az egyetlen 7 stacionarius eloszlas szerinti varhato értékhez:

1)_30 1 40

T
. _ N f_ (30 1 _
jlggof/f(Xt)dt_;ﬂif(z)_ﬂf_(ﬁ ) (10 3—1-1+i-10—i~1.29.
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