Fels6ébb Matematika Informatikusoknak - Sztochasztika
2. 7ZH minta
2015 65z

A 7ZH-n 5 feladat lesz. Ebbe nem fér bele minden feladattipusbol 1 — 1, ezért az 5 feladat
véletlenszeriien lesz kivalasztva az alabbi tipuspélddkhoz nagyon hasonl6 feladatok koziil, vala-
mint esetleg a hazi feladatokhoz nagyon hasonlo feladatok koziil. (A két csoport kozott jelentGs
az atfedés, de nincs tartalmazas.)

1. Pistike e-mail cimére munkahelyi levelek, magénlevelek és spam érkezik. Munkahelyi
levélbdl atlagosan kétoranként egy, maganlevélbdl kétoranként harom, spambdl pedig
oranként egy.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy 10:00 és 18:00 kozott pont 3 munkahelyi emailt kap?

b.) Mennyi a valoszintisége, hogy 10:00 és 12:00 kozott a haromféle levélbdl 6sszesen 4-et
kap?

c.) Mennyi a valoszintisége, hogy 10:00 és 12:00 kozott Osszesen 4 levelet kap, de ebbdl
egy se spam?

2. Legyenek X7, Xy, ... fiiggetlen valoszintiségi valtozok, melyek eloszlasa egyenletes a [0, 1]
intervallumon. Legyen
M, = max{Xy,..., X,,}

és legyen F,, az M, eloszlasfiiggvénye, vagyis F,(z) := P(M,, < x).

a.) Szamoljuk ki az F,, eloszlasfiiggvényt. Segitség: az {X1,..., X,} mazimuma persze
pontosan akkor kisebb x-nél, ha minden X; kiilon-kilon kisebb x-nél.

b.) Legyen Y, = n(l — M,) és legyen G,, az Y, eloszlasfiiggvénye. Szamoljuk ki a G,
eloszlasfiiggvényt. Segitség: P(Y, <y) =Pn(l - M,) <y)=P(M, >1—-2).

c.) Szamoljuk ki a G(y) := lim,,_,o G(y) hatérértéket.

d.) A valosziniiségi valtozok gyenge konvergenciajanak eloszlasfiiggvényes definicidja alap-
jan mutassuk meg, hogy az Y,, sorozat gyengén konvergens, és nevezziik meg a hatar-
eloszlast.

3. a.) Legyen az X valoszintiségi valtozd pesszimista geometriai eloszlasa p € (0, 1) para-
méterrel, vagyis P(X = k) = ¢"*p (k = 0,1,...), ahol ¢ := 1 — p. Szamoljuk ki
X generatorfiiggvényét — vagyis a gx(z) = Y oo P(X = k)z* fiiggvényt. (Segitség:
St ==, ha-1<z<1.,)

b.) Egy Y nemnegativ egész értéki valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye gy (z) =
%. Hatarozzuk meg ebbdl Y eloszlasat, vagyis hogy melyik £ € N értéket
mekkora valoszintiséggel veszi fel. (Segitség: ezt a generdtorfigguvényt kionnyen fel
lehet irni gy (z) = >, px2" alakban.)

4. Egy X valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) = (ﬁ)3 31

a.) Mennyi X varhato értéke?
b.) Mennyi X szorasa?

5. Moricka programot irt, de nem tudja leforditani, mert van benne egy hiba, igy a fordito
kiir egy hibaiizenetet. Ezért Moricka modosit valamit a programon, de sajnos nem érti

a hibaiizenetet. Ezért a modositas csak % valoszintiséggel vezet a hiba megsziinéséhez,
% valosziniiséggel viszont egy tjabb hibat hoz létre (mikozben a régi hiba is megmarad).
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Ezutan Moricka tjra megprobalja leforditani a programot, és ha van hiba, akkor minden
hiba utan kap egy hibaiizenetet. Ekkor mindegyik hib4dt megprobalja kijavitani, majd
ujra megprobalja leforditani, sth. A folyamat soran Moricka két forditéasi kisérlet kozott
mindig minden hibat megprobal kijavitani, és a javitasi kisérletek egymastol fiiggetleniil
mindig % valoszintiséggel sikeresek, illetve 1% valoszintiséggel vezetnek tjabb hibahoz.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy Morickanak legfeljebb 4 probalkozéashol sikertil lefordi-
tania a programot (a legelsd, sikertelen kisérletet nem beleértve)?

b.) Mennyi a (legelsG sikertelent kovets) negyedik forditasi kisérlet soran talalt hibak
szaméanak varhato értéke?

c.) Mennyi a valoszintisége, hogy a program valaha is lefordithato lesz?

. Egy kis vezeték nélkiili internet-szolgaltato haromféle dijcsomagot kinal. Az els§ csomag
legfeljebb 2 Mbit/sec (letoltési) sebességet biztosit. Erre 100-an fizetnek eld, és csiicsids-
ben atlagosan 1 Mbit/sec adatot toltenek le. A masodik csomag legfeljebb 3 Mbit/sec
sebességet biztosit, erre 300-an fizetnek els, és csucsidében atlagosan 2 Mbit/sec adatot
toltenek le. A harmadik csomag legfeljebb 6 Mbit/sec sebességet biztosit, erre 150-an
fizetnek eld, és cstucsidében atlagosan 3 Mbit/sec adatot toltenek le. Az egyes felhaszna-
16k igénye véletlen és fiiggetlen. A szolgaltato eszkozei dsszesen legfeljebb 1300 Mbit /sec
savszélességet tudnak biztositani az el6fizetGknek. Adjunk nagy eltérés becslést annak
valosziniiségére, hogy ez (a cstcsids egy adott pillanataban) kevésnek bizonyul.

. Egy hamis érmén a fej valoszintisége %, de Moricka azt allitja, hogy 6 mégis képes vele
1000 dobasbol legalabb 500-szor fejet dobni. Pistike a centralis hatareloszlés tétel segit-
ségével akarja meggy&zni Morickat, hogy ennek a valoszintisége rettents kicsi. Igen &m,
de legfeljebb mennnyi lehet a Pistike altal szamolt becslés hibdja a Berry-Esseen tétel

szerint? (A tételbeli konstans valaszthato 0.48-nak.)

. Moricka elhatérozza, hogy addig dobal egy dobokockat, amig 1000-szer ki nem jon neki
a hatos. (Persze nem feltétleniil kell az 1000 hatosnak egymas utan kijonni.) Valamelyik
nagy eltérés tétel segitségével becsiiljiik meg annak a valoszintiségét, hogy ez legfeljebb
5000 dobasbol sikeriil neki.

(Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlas Cramer féle rdtafiigguénye

r 1—p 1—x
I(:p)—xln(l_xT) +ln(1_p)

(ha 0 <z < 1). A p paraméteri (optimista) geometriai eloszlas Cramer féle ratafiggvénye

z—1 1 11—p
I(z) = z1 — ) +In(-
@ =am (T 5) +m(5:25)

(ha x>1). )



