Fels6bb Matematika Informatikusoknak — Sztochasztika
hazi feladatok a 2. részhez
2015 tavasz

Minden héten 6sszesen egy pontot érnek a kittizott feladatok.

4.HF: (Beadasi hatarids: 2015.05.05.)

HF 4.1 Egy sort kiszolgdld szamitogép a hozza érkezd, sorra keriils feladatokat pontosan
egységnyi id6 alatt végzi el. Ezen idGegység alatt azonban ujabb feladat(ok) ér-
kez(het)nek, melyek szama véletlen, és az el6zményektdl fiiggetlen. Ezek a feladatok
beallnak a sorba, és ott varakoznak, amig az el6ttiik érkezett feladatokat a gép el nem
végzi. Az egy idGegység alatt érkez6 uj feladatok szamanak eloszlasa:

k | o 1] 2 | 3
P(k igény) | 4/10 | p | 5/10 —p | 1/10

A sor kezdetben iires, az elsé feladat érkezésének pillanataban kezdjiik az id6t mérni.
Nevezziik a feladatok ,nulladik generacidjanak” a legelGszor érkezett feladatot. Ne-
vezziik ,els6 generacionak” azokat a feladatokat, amik az & elvégzése alatt érkeznek.
Nevezziik ,masodik generacionak” azokat a feladatokat, amik az els6 generacioba tar-
tozo feladatok elvégzése alatt érkeznek, stb ...Nevezziik ,(n-+1)-edik generacionak”
azokat a feladatokat, amik az n-edik generacioba tartozo feladatok elvégzése alatt ér-
keznek. Jelolje Z,, az n-edik generéacié elemszamat, n = 0,1,2,.... Valaszoljuk meg
az alabbi kérdéseket

I. ha p =4/10,
II. ha p=2/10.
a.) Mennyi Z; varhato értéke?
b.) Mi Z; generatorfiiggvénye?
c.) Mi Z, generatorfiiggvénye?
d.) Mennyi Z;; varhato értéke?
e.) Mennyi az r3 := P(Z5 = 0) valoszintség?
f.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a sor el6bb-utobb tjra iires lesz? (Segitség:
eqy harmadfoki egyenletet konnyd megoldani, ha ismerjik az eqyik gyokét.)
g.) Mennyi a foglaltsagi periodus hosszanak varhato értéke? (A foglaltsagi periodus
az a véletlen idGszak, aminek a végén elGszor lesz a sor tjra ires.)
Megoldas: 7, Galton-Watson elagazé folyamat, amire Z; = 1 és az egylépéses
utodszam-eloszlas éppen a feladatban szerepls tablazatban megadott eloszlas. A kér-
dések megvalaszolasahoz ennek m varhato értékére és g(z) generatorfiiggvényére lesz
sziikség:
I ha p = 4/10, akkor g(z) = 5 - 2"+ & - 2' + & - 22 + 15 - 2% = %,
m = %-0+%-1+1—10-2+1i0-3 1% < 1, a folyamat szubkritikus.
II. ha p = 2/10, akkor g(z) = i-zojl%-zl+1%-22+%o-z3 — Ai2ed3etied
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m = 1% -0+ % 14 1% 24 %0 -3 == > 1, a folyamat szuperkritikus.

Ezek alapjan, a szokasos jelolésekkel
[. ha p = 4/10,

a.) EZy=m=23

b.) Z; generatorfiggvénye g1(z) = g(z) = Atdete®+s?
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c.) Z, generatorfiiggvénye

4+4z+z2+z3)

w(e) = oo =g (L

2 3
A44z422423 A44z422423 A44z2+422423
ta () ¢ () + ()
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d.) EZzy = mm =m™ = (2)™ ~ 0.000507
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e.) Az r, :=P(Z, = 0) jeloléssel

x* ro=20

1= glm) = 0(0) =
*r2_g'r’1 (%):05824

x 13 = g(re) = ¢g(0.5824) ~ 0.68663

f.) P(a sor elébb-utébb ujra tires lesz) = P(kihalas) = ro, = 1, mert a folyamat
szubkritikus.
g.) A foglaltségi periodus hossza ¢ppen N := Y>> 7, amire EN = = = 10
(mert m < 1).
II. ha p = 2/10,

a.) EZy =m =1}

b.) Z; generatorfiggvénye g1(z) = g(z) = 44224327 427
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c.) Zy generatorfiiggvénye

n(s) = ool =g (LIS

2 3
44224322423 44224322423 44224322423
b2 () 8 () ¢ (i)
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d.) EZr = mp =m™ = (1)™ ~ 995.59
e.) Az r, :=P(Z, = 0) jeloléssel
x* ro=20
* = g(TO) = g(O) — 10
x 1o =g(r1) =g (%) = 0.5344
x 73 = g(re) = g (0.5344) ~ 0.60782

f.) A kérdés P(a sor el6bb-utobb tjra iires lesz) = P(kihalas) = ro. Mivel a
folyamat szuperkritikus, tudjuk, hogy r., < 1 és szamolni kell: meg kell
oldani a g(z) = z egyenletet. Esetiinkben az egyenlet

44224322423
10

fr— Z,
atszorozva és nullara redukélva
B 4+322-82+4=0.

Ez egy harmadfoki egyenlet, de szerencsére tudjuk, hogy z = 1 mindig gyoke,
vagyis a baloldali polinombol ki lehet emelni a (z—1) gyoktényezst. Valoban,

P 432 -8 +4=(2—1)(2*+42—4),



amit az egyenletbe visszairva
(z—1)(z* +42—4)=0.

Mivel mi NEM a z = 1 megoldast keressiik, nyogodtan vévgig lehet osztani
(z — 1)-gyel, és marad, hogy

244z —4=0,

ami mar méasodfoki. A megoldésai

Ak (-4)2 41 (—4) A+ VBE2 5
B 2 -2

z

vagyis a gyokok z = —2(1 — v/2) & —4.4 s z = —2(1 — v/2) ~ 0.8284. Mi az
egyetlen [0, 1)-beli megoldast keressiik, vagyis

P(kihalas) = ro = 2(V2 — 1) =~ 0.8284

A foglaltsagi periodus hossza éppen N := > > Z,, amire EN = oo, mert
m > 1.



