Fels6bb Matematika Informatikusoknak — Sztochasztika
hazi feladatok a 2. részhez
2015 6sz

Minden héten Gsszesen egy pontot érnek a kitlizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2015.11.09.)

HF 1.1 Egy szamitogépes halozati kiszolgalohoz Poisson folyamat szerint érkeznek az igények,
percenként dtlagosan tiz. Minden igény kiszolgaldsa soran % valoszintiséggel torténik
valamilyen hiba, az el6zményektdl fiiggetleniil.

a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy perc alatt (mondjuk 08:00-t61 08:01-ig)
5-nél kevesebb igény érkezik?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 08:00-t61 09:00-ig pontosan 2 hiba torténik?

c.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 08:00-t61 08:01-ig legalabb 5 igény érkezik, de
egy hiba sem torténik? (Vigydzat: Az igények szama és a hibik szdima nem fiig-
getlen! Tipp: a hibdt nem okozo igények szdma viszont fiiggetlen a hibdk szamdtol.
Miért is?

2.HF: (Beadasi hatarids: 2015.11.30.)

HF 2.1 Masodik verzié egy sajtohiba javitasa utan - bocs. Legyenek X, X,,... fiig-
getlen, de nem azonos eloszldsu valoszintiségi valtozok. Konkrétan minden k-ra le-
gyenek X, lehetséges értékei —1 és k? — 1 a kovetkezd valoszintiségekkel:
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P(Xk:lf—l):ﬁ , P(Xk:—l):l—ﬁ.
Legyen S, = X; + Xo + -+ X,,.
a.) Mennyi X és S, varhato értéke?
b.) Mutassuk meg, hogy 1 valosziniiséggel Sn—" — —1. (Tipp: haszndljuk valamelyik
Borel-Cantelli lemmyt.)

HF 2.2 a.) Legyenek Xy, Xy, ... fiiggetlen valoszintiségi valtozok 1 paramétert exponencialis
eloszlassal. Legyen M,, = max{Xy,..., X, }. Szamoljuk ki M, eloszlasfiiggvényét.
(Tipp: valahdny szam mazimuma akkor kisebb x-nél, ha mindegyik szdm kisebb

xz-nél :) )
b.) Legyen Y, := M,, — Inn. Szamoljuk ki Y,, eloszlasfiiggvényét.

Y,, sorozat gyengén konvergens, és adjuk meg a hatareloszlas eloszlasfiiggvényét.
(Tipp: e~ = % és lim,,_, oo (1 — %)n =e°)

d.) Moricka vesz a boltban egy n = 5184705528587072464087 atommagbol &ll6 min-
tat. A magok mindegyike 7'/, = 0.693 ora felezési idével bomlik. Szamoljuk ki
annak a kozelitG valoszintiségét, hogy 51 ora elteltével Morickanak még mindig
megvan elbomlatlanul legalabb egy atommagja. (Tipp: n ~ e és T ~1n(2).)

3.HF: (Beadési hatarids: 2015.12.07.)

HF 3.1 Az 1. abran lathato graf egy diszkrét idejt, id6ben homogén Markov lanc pozitiv
valoszintiségii egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az éllapotokat aszerint,
hogy melyik melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

x zart-e vagy nyilt,
x lényeges-e vagy lényegtelen,
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1. dbra. Markov lanc graf-reprezentéacioja (valosziniiségek nélkiil)

* visszatérG-e vagy atmeneti,
* mennyi a peridodusa.

HF 3.2 Egy fagyisnal a sorban all6 gyerekek szama 0 és 4 kozott valtozhat (beleértve az éppen
kiszolgélas alatt allot is): ha mar 4-en vannak, és egy ujabb gyerek be akarna allni, az
apukéja elrangatja. A fagyis bacsi nagyon igyekszik, de mindig csak % valoszintiséggel
sikeriil egy gyereket kiszolgalnia azel6tt, hogy egy tjabb érkezne — az el6zményektdl
fiiggetleniil. Kivétel ez alol, ha 4-en vannak, mert akkor persze biztosan sikeriil (1j
gyerek nem tud jonni), illetve ha a sor iires, mert akkor nincs is kit kiszolgalni.

Tekintsiik a sorban allok szamat diszkrét iddben: a fagyis béacsi csettint egyet, vala-
hanyszor egy gyerek érkezik vagy elmegy, vagyis valahdnyszor a sor hossza valtozik.
A sor hossza mindig pontosan 1-gyel valtozik (egyszerre csak 1 gyerek tud érkezni és
elmenni is), és a fentiek szerint % valoszintiséggel csokken, a maradék i valoszintiséggel
pedig nd, az el6zményektdl fiiggetleniil (kivéve ha 4 vagy 0).

Legyen X, a sor hossza az n-edik csettintés utan (vagyis az n-edik sorhossz-valtozas
utéan).

a.) Kezdetben a sor iires. Mennyi a valoszintisége, hogy 4 1épés utan ismét iires?

b.) Kezdetben a sor iires. Mennyi a valdszintisége, hogy 5 lépés utan ismét iires?
Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és rajzoljuk fel a graf-reprezentaciojat!
Adjuk meg az X,, Markov lanc atmenetmatrixat!

c
d.
e.) Keressiilk meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait!
f
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Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valdsziniisége, hogy 100 1épés utan
ismét tires? (Vigydzat: a feladat cseles, és az erre vald tétel csak dvatosan alkal-
mazhato. Eqy hibdsan alkalmazott tételnél jobb, ha preciz indoklds nélkil megsejt-
Jiik a helyes eredményt.)

g.) Bonusz kérdés: Mi a vilasz az el6z8 kérdésre, ha a sor hosszara nincs fels
korlat?



