Fels6bb Matematika Informatikusoknak — Sztochasztika
hazi feladatok a 2. részhez
2015 tavasz

Minden héten 6sszesen egy pontot érnek a kittizott feladatok.
1.HF: (Beadasi hatarid6: 2015.04.10.)

HF 1.1 Egy radioaktiv sugarforras nagyon sok bomlasra képes atommaghol &ll, melyek mind-
egyike valamilyen kis valoszintiséggel bomlik el éppen az altalunk megfigyelt idGin-
tervallumban (és bocsat ki észlelhetd sugarzast), a tobbi atommagtol fiiggetlentil. A
minta aktivitasa 0.1Bq (vagyis Becquerel), ami azt jelenti, hogy masodpercenként
atlagosan 0.1 bomlas torténik.

a.) Legyen X az egy perc alatt (mondjuk 08:00-t61 08:01-ig) torténd bomléasok szama.
Milyen eloszlassal jo ezt modellezni? Vagyis mennyi a P(X = k) valoszintiség (és
melyik k-kra)?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 08:00-t6] 08:01-ig pontosan 4 bomlas torté-
nik, 08:01-t61 08:03-ig pedig pontosan 107

c.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 09:00-t6l a kovetkezs bomlasig legalabb 10
mésodpercet kell varni?

2.HF': (Beadasi hatarids: 2015.04.17.)

HF 2.1 Legyenek X, X,,... fiiggetlen valoszintiségi valtozok, melyek eloszlasa egyenletes a
[0, 1] intervallumon. Legyen

M, = max{Xy,..., X,,}

és legyen F,, az M, eloszlasfiiggvénye, vagyis F, (x) := P(M,, < z).

a.) Szamoljuk ki az F), eloszlasfiiggvényt. Segitség: az { X, ..., X, } mazimuma per-
sze pontosan akkor kisebb x-nél, ha minden X; kilon-kiilon kisebb x-nél.

b.) Legyen Y, = n(1 — M,) és legyen G,, az Y, eloszlasfiiggvénye. Szamoljuk ki a G,,
eloszlasfiiggvényt. Segitség: P(Y, < y) =P(n(1l — M,) <y) =P(M, >1-1).

c.) Szamoljuk ki a G(y) := lim,,,o G, (y) hatarértéket.

d.) A valoszintiségi valtozok gyenge konvergencidjanak eloszlasfiiggvényes definicioja
alapjan mutassuk meg, hogy az Y,, sorozat gyengén konvergens, és nevezziik meg
a hatareloszlast.

HF 2.2 Egy béka egy hosszi 1épcsGsoron ugral felfelé, de egyre farad: annak valoszintisége,
hogy az n-edik ugréssal sikeriil egy lépcsével feljebb keriilnie, p,, a kordbbi ugrasoktol
fiiggetlentil, és sajnos p, csokken. Mennyi a valoszintisége, hogy kitartéan probalkozva
mégis akarmilyen magasra feljut, ha

a.) Pp =
b.) pn = 1

n

Segitség: hasznaljuk a Borel-Cantelli lemmdkat.
3.HF': (Beadasi hatarids: 2015.04.24.)

HF 3.1 a.) Amint azt éran kiszamoltuk, a standard normalis eloszlas karakterisztikus fligg-

vénye W) (t) = e‘é. Ennek alapjan szdmoljuk ki egy tetszéleges N (m, o?)
normélis eloszlas karakterisztikus fliggvényét. (Segitség: Haszndljuk ki, hogy
ha X ~ N(0,1) és Y = m + oX, akkor Y ~ N(m,c?). Haszndljuk to-
vibbd a karakterisztikus figgvény definicidjit: Upon)(t) = Ux(t) := BE(e™X)
és ‘I]N(m70'2)<t> = q’y(t) = E(eity).)
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b.) Legyenek U és V fiiggetlen normaélis eloszlasu valoszintségi valtozok: U ~
N(my,0}), V ~ N(mg,03). Legyen Z = X + Y. Szamoljuk ki Z karakterisz-
tikus fiiggvényét, és ebbdl mondjuk meg Z eloszlasat! (Segitség: Hasznaljuk ki,
hogy figgetlen X -re és Y -ra Ux vy (t) = Vx(t)- Uy (t), és hogy a karakterisztikus
fliggvény egyértelmiien meghatdrozza az eloszldst.)

HF 3.2 a.) Legyen az X valoszintiségi valtozo pesszimista geometriai eloszlasu p € (0,1)
paraméterrel, vagyis P(X = k) = ¢*p (k =0,1,...), ahol ¢ := 1 — p. Szamoljuk
ki X generatorfiiggvényét — vagyis a gx(z) = > o P(X = k)zF fiiggvényt.
(Segitség: > poga® ==, ha -1 <z <1.)

b.) Egy Y nemnegativ egész értékii valoszintségi valtozo generatorfiiggvénye gy (z) =
%. Hatéarozzuk meg ebbdl Y eloszlasat, vagyis hogy melyik k € N értéket
mekkora valoszintiséggel veszi fel. (Segitség: ezt a generdtorfigguényt konnyen fel
lehet irni gy (z) = >, pe2" alakban.)

4.HF: (Beadasi hatarids: 2015.05.05.)

HF 4.1 Egy sort kiszolgdloé szamitogép a hozza érkezd, sorra keriils feladatokat pontosan
egységnyi id6 alatt végzi el. Ezen idGegység alatt azonban ujabb feladat(ok) ér-
kez(het)nek, melyek szama véletlen, és az el6zményektdl fiiggetlen. Ezek a feladatok
beéllnak a sorba, és ott varakoznak, amig az el6ttiik érkezett feladatokat a gép el nem
végzi. Az egy idGegység alatt érkezé 1j feladatok szamanak eloszlasa:

k | o 1] 2 | 3

P(k igény) | 4/10 | p | 5/10 —p | 1/10
A sor kezdetben iires, az elsd feladat érkezésének pillanataban kezdjiik az idét mérni.
Nevezziik a feladatok ,nulladik generacidjanak” a legelGszor érkezett feladatot. Ne-
vezzik ,els§ generdcionak” azokat a feladatokat, amik az § elvégzése alatt érkeznek.
Nevezziik ,masodik generacionak” azokat a feladatokat, amik az elsé generacioba tar-
tozo feladatok elvégzése alatt érkeznek, stb ... Nevezziik ,(n+1)-edik generacionak”
azokat a feladatokat, amik az n-edik generdcidba tartozo feladatok elvégzése alatt ér-
keznek. Jelolje Z,, az n-edik generéacié elemszamat, n = 0,1,2,.... Valaszoljuk meg
az alabbi kérdéseket

[. ha p =4/10,
II. ha p=2/10.

a.) Mennyi Z; varhato értéke?

b.) Mi Z; generatorfiiggvénye?

c.) Mi Z, generatorfiiggvénye?

d.) Mennyi Z; varhato értéke?

e.) Mennyi az r3 := P(Z5 = 0) valoszintiség?

f.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a sor el6bb-utobb tjra tires lesz? (Segitség:
egy harmadfoki egyenletet kénnyid megoldani, ha ismerjik az eqyik gyokét.)

g.) Mennyi a foglaltsagi periodus hosszanak varhato értéke? (A foglaltsagi periodus
az a véletlen idGszak, aminek a végén elGszor lesz a sor tjra ires.)

5.HF: (Beadasi hatarids: 2015.05.15.)

HF 5.1 Egy diszkrét idejt, id6ben homogén X, Markov lanc allapottere S = {1,2,3}. A
Markov lanc az 1-es allapotbol 50 —50% valoszintiséggel ugrik a 2-es és 3-as allapotba.
Ha a 2-es allapotban van, akkor 50% valoszintiséggel ott is marad, 50% valdszintiséggel
pedig a 3-as allapotba ugrik. A 3-as allapotbdl mindig az 1-esbe ugrik. A Markov
lanc X, kezdeti allapotat kockadobassal sorsoljuk, egyenld esélyt adva mindharom
allapotnak.



HF 5.2

oo T o

T,

Irjuk fel a Markov lanc atmenetméatrixat.

Irjuk fel a Markov lanc kezdeti eloszlas vektorat.

Mennyi a valoszintisége, hogy a folyamat kezdetén a 131223 &llapot-sorozatot
figyeljiik meg (a 0-dik (kezdd) allapotot is beleértve)?

Mennyi a P(X,; = 1| X, = 1) atmenetvaloszintség?

Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

Kozelit6leg mennyi a valdszintisége, hogy 100 lépés utén a Markov lanc a 2-es
allapotban lesz?

Legyen az f : S — R fliggvény olyan, hogy f(1) = 0, f(2) = 1 és f(3) = 5.
Mennyi lesz az f(X,,) sorozat (id6)atlaga hossza tavon?

Egy fagyis béacsi el6tt gyerekek allank sorba. O minden sorra keriil6 gyereket exponen-
cialis eloszlasu véletlen id6 alatt szolgal ki, fél perc varhato értékkel, az elgzményektsl
és a sorban allok szamatol fiiggetleniil. A gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek,
percenként atlagosan 1, a multtol és a sor hosszatol fiiggetleniil. Kivétel, ha a sorban
mar 3 gyerek all, mert akkor tébb nem allhat be (az apukaja elvonszolja). Jel6lje
X(t) a sorban allok szamat ¢ id6 elteltével. Az id6t mérjik percben. Modellezziik a
sor hosszat folytonos ideji Markov lanccal.

Mi a Markov lanc allapottere?

iranyitott grafjat az egyes dtmenetek rataival.

Irjuk fel a Markov lanc rata-matrixat.

Irjuk fel a Markov lanc tartézkodasi idg paraméter vektorat.

Ha a sor hossza éppen 2, varhatéan mennyi id6 milva fog megvaltozni?

Ha a sor hossza éppen 2, mennyi a valoszintisége, hogy a kovetkezd allapot a 3
lesz?

[rjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorét.
Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

Ha a sor t = 0-kor {ires, kozelitGleg mennyi a valészintisége, hogy 2 ora elteltével
3 lesz a hossza?

Az 1d6 hany széazalékat tolti a fagyis bacsi tétleniil (mert tires a sor) hosszi tavon?



