Fels6bb Matematika Informatikusoknak — Sztochasztika
hazi feladatok a 2. részhez
2015 6sz

Minden héten Gsszesen egy pontot érnek a kitlizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2015.11.09.)

HF 1.1 Egy szamitogépes halozati kiszolgalohoz Poisson folyamat szerint érkeznek az igények,
percenként atlagosan tiz. Minden igény kiszolgalasa soran — valoszmuseggel torténik
valamilyen hiba, az el6zményektdl fiiggetleniil.

a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy perc alatt (mondjuk 08:00-t6l 08:01-ig)
5-nél kevesebb igény érkezik?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 08:00-t61 09:00-ig pontosan 2 hiba torténik?

c.) Mennyi annak a valészintisége, hogy 08:00-t61 08:01-ig legalabb 5 igény érkezik, de
egy hiba sem torténik? (Vigydzat: Az igények szama és a hibik szdma nem fiig-
getlen! Tipp: a hibdt nem okozo igények szdma viszont fiiggetlen a hibdk szamdtol.
Miért is?

Megoldas:

a.) Legyen X az a és b id6pont kozott érkezd igények szama, és mérjitk az id6t
08:00-t6l kezdve perchen. Mivel percenként atlagosan tiz igény érkezik, a Poisson
folyamat ratdja Ax = 10, igy a = 0, b = 1 valasztassal X1 ~ Poi((b—a)\x) =
Poi(10). (Persze: az egy perc alatt érkezs igények szama Poisson eloszléasi, var-
hato értéke pedig 10.) fgy annak a valoszintisége, hogy egy perc alatt 5-nél
kevesebb igény érkezik,

! ! 10*
P(Xpp1 <5) =Y P(Xgy =k) = Z—lok'_
k=0 k=0
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= 1+10+— +— + — | ~0.0292
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b.) Legyen Y[ az a és b id6pont kézott torténd hibak szama. Mivel az egyes igények
az el6zményektsl fiiggetleniil azonos valoszintiséggel okoznak hibat, a hibak is
Poisson folyamatot alkotnak (ami az igények Poisson folyamatanak ritkitésa),
ennek ratédja \y = 7 - 10 = 1. (Persze: percenként atlag 1 hiba torténik.) Igy
Yio.60) ~ Poi((60 — 0)Ay) = Poi(60), amibdl

P(Yio.e0 = 2 ~00 60 ~ 1.576-10"%
[0;60] = )=e ol

c.) Legyen Zy4 az a és b id6pont kozott érkezd, hibdt nem okozd igények szama.
fgy az Y és a Z Poisson folyamatok egyarant az X ritkitasai, amik raadasul
diszjunktak: ha egy igény az egyik folyamatban szerepel, akkor a masikban nem.
Az ilyenekrsl tudjuk elSadéasrol, hogy egymadstdl fiiggetlenek (de persze az X
folyamattol nem). Igy

1 9
Yiou ~ Poi((1—0)5-10) = Poi(1) . Zpa ~ Poi((1~0) - 10) = Poi(9)

a kérdés pedig P(Xjo,1) > 5 és Yo = 0). Ennek a szamolasakor az Y és Z
fiiggetlenségét gy tudjuk kihasznalni, hogy

P(Xpoa) 2 5, Yiou) = 0) = P(Zo,) 2 5, Yoy = 0) = P(Zjo.y) 2 5) - P(Yoy = 0).
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Az els6 tényezd
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a méasodik pedig
10 _
P(}/[O;H —O)_G 1626 1
Ezt Osszerakva
9 92 93 94 o
P(Xjo1) > 5, Yoy =0) = |1 —e¢ L9+ 5+ = +57) ¢ ~ 0.3477

2.HF: (Beadési hatarids: 2015.11.30.)

HF 2.1

HF 2.2

Masodik verzié egy sajtéhiba javitasa utan - bocs. Legyenek X, X, ... fiig-
getlen, de mem azonos eloszldsu valoszintségi valtozok. Konkrétan minden k-ra le-
gyenek X, lehetséges értékei —1 és k% — 1 a kovetkezd valoszintiségekkel:

1 1

IP’(Xk:kQ—l):ﬁ , P(Xk:—l):l—ﬁ.

Legyen S, = X7 + Xo + -+ X,,.
a.) Mennyi X és S, varhato értéke?

b.) Mutassuk meg, hogy 1 valoszintiséggel 52 — —1. (Tipp: haszndljuk valamelyik
Borel-Cantelli lemmyt.)

Megoldas:

a.) EXp=(1-%)(-1)+&(k*—1)=0,igy ES, =Y | EX; =0.

b.) Legyen minden k-ra Ay az az esemény, hogy az X nem —1, hanem k? — 1, vagyis
Ak = {Xk 7& —1} Erre P(Ak) = k_12, amibdl 220:1 P(Ak) = 220:1 k% < 00,
ezért az elsd Borel-Cantelli lemma értelmében az Ag-k koziil 1 valoszintiséggel
csak véges sok kovetkezik be. Vagyis az X, Xo, X3,... sorozat 1 valoszintiséggel

olyan, hogy csak véges sok eleme kiilonbozik —1-t6l, igy egy (véletlen) ponttdl
kezdve minden eleme —1. Igy persze az Sn—" atlag —1-hez tart.

a.) Legyenek X, Xo, ... fiiggetlen valoszintiségi valtozok 1 paraméteri exponenciélis
eloszlassal. Legyen M,, = max{Xy,..., X, }. Szamoljuk ki M, eloszlasfiiggvényét.
(Tipp: valahdny szam mazimuma akkor kisebb x-nél, ha mindegyik szdm kisebb

x-nél :) )
b.) Legyen Y, := M, — Inn. Szamoljuk ki Y,, eloszlasfiiggvényét.

Y, sorozat gyengén konvergens, és adjuk meg a hatareloszlas eloszlasfiiggvényét.
(Tipp: e~ 2" = % és 1im,,_ o0 (1 — %)n =e°)

d.) Moéricka vesz a boltban egy n = 5184705528587072464087 atommagbol all6 min-
tat. A magok mindegyike T’/ = 0.693 ora felezési idével bomlik. Szamoljuk ki
annak a kozelité valoszintiségét, hogy 51 ora elteltével Morickdnak még mindig

megvan elbomlatlanul legalabb egy atommagja. (Tipp: n ~ e® és T ~1n(2).)
Megoldas:

a.) Legyen az X;-k kozos eloszlasfiiggvénye Fy. Mivel X; ~ Exp(l), x > O-ra
Fx(z) =P(X; <x)=1—e". (Es x < 0-ra pedig Fx(z) =0.) Most legyen Fy,



az M, eloszlasfiiggvénye. Az X;-k fiiggetlensége miatt
Fuy,(x) = P(M, <x)=P(X;<uz,....,.X,, <z)=
= PX;<z)--PX,<z)=(Fx(x)" =

(1—e*)", hax>0
0, ha z < 0.

b.) Legyen Y, eloszlasfiiggvénye Fy,. Ekkor az Y, definicidja alapjan

Fy,(y) = PY,<y)=P(M,—Inn<y)=P(M, <y+Inn)=

1— e_(y+1nn))n ha Y + Inn > 0
= F +1lnn) = ( ’ - =
wo(y + o) {0, ha y +Inn < 0

_ {( —%)n, hay > —1Inn

0, hay < —1Inn.

c.) Minden rogzitett y-ra ki kell szamolni az F(y) := lim,,_,o Fy, (y) hatarértéket.

Mivel minden rogzitett y-ra elGbb-utobb y > —Inn, a hatarérték szamolasanél
az Fy, képletének csak az els6 sora érdekes, és a segitségnek megfelelGen

—y n
F(y) = lim (1 - e_) =e .

n—00 n

Ezzel a feladat nincs még kész: ellendrizniink kell, hogy az F'(y) hatarérték tényleg
eloszlasfiiggvény. Valoban:
i) F folytonos,
ii) F' monoton névekvs, mert F'(y) = e ¢ '(—e7¥)(—=1) >0
iii) limy_,_o Fy) = e @ " =™ = ¢ =

iv) iy 4o F(y) = e =™

Ezért definicio szerint Y,, gyengén konvergal egy Y valosziniiségi valtozohoz, ami-
nek eloszlasfiiggvénye az F(y) = e ¢ "

=e0=1

d.) Legyen X; az i-edik atommag elbomlasanak ideje 6raban mérve. Fizikabol tudjuk,

hogy az X;-k fiiggetlenek és exponenciélis eloszlasiak. Ha a paraméter \, akkor
a felezési id6 T1 = h;\z, mert erre igaz, hogy P(X; > T 1) = 5. Vagyis esetiinkben
A=1ésaz X, Zkre valtoztatas nélkiil érvényesek az eléz6 feladatraszek A kérdés
pedig

P(M, > 51) = P(Y, > 51 — lnn) = P(Y, > 1) =7

Az el6z6 pontban kapott hatareloszlas-tétel szerint pedig

P(Y,>1)~PY >1)=1-F(1)=1—¢° ~0.308.



