Felsobb Matematika Informatikusoknak - Sztochasztika
2. ZH minta
2015 Osz

A ZH-n 3 feladat lesz, ezek mindegyike 6 vagy 7 pontot fog érni. Ebbe nem fér bele minden
feladattipusbdl 1 —1, ezért a 3 feladat véletlenszertien lesz kivalasztva az alabbi tipuspéldakhoz
nagyon hasonlo feladatok koziil, valamint esetleg a hazi feladatokhoz nagyon hasonlo feladatok
koziil. (A két csoport kozott jelentds az atfedés, de nincs tartalmazés.)

1. Pistike e-mail cimére munkahelyi levelek, maganlevelek és spam érkezik. Munkahelyi
levélbdl atlagosan kétéranként egy, maganlevélbol kétéranként harom, spambdl pedig
oranként egy.

a.) Mennyi a valdszintisége, hogy 10:00 és 18:00 koz6tt pont 3 munkahelyi emailt kap?

b.) Mennyi a valészintisége, hogy 10:00 és 12:00 kozott a haromféle levélbél dsszesen 4-et
kap?
c.) Mennyi a valdszintisége, hogy 10:00 és 12:00 kozott Osszesen 4 levelet kap, de ebbdl

egy se spam?

2. Legyenek X7, X, ... fiiggetlen valdszintiségi valtozok, melyek eloszldsa egyenletes a [0, 1]
intervallumon. Legyen
M, = max{Xy,..., X,,}

és legyen F,, az M, eloszlasfiiggvénye, vagyis F,,(x) := P(M, < z).
a.) Szamoljuk ki az F, eloszlasfliggvényt. Segitség: az {X1,..., X, } mazimuma persze
pontosan akkor kisebb x-nél, ha minden X; kiilon-kilon kisebb x-nél.

b.) Legyen Y, = n(1 — M,) és legyen G,, az Y, eloszlasfiiggvénye. Szamoljuk ki a G,
eloszlasfiiggvényt. Segitség: P(Y,, <y) =P(n(l — M,) <y) =P(M, >1-2).

c.) Szamoljuk ki a G(y) := lim,,_,o, G (y) hatérértéket.

d.) A valdsziniiségi valtozok gyenge konvergencidjanak eloszlasfiiggvényes definicidja alapjan

mutassuk meg, hogy az Y, sorozat gyengén konvergens, és nevezziik meg a hatareloszléast.

3. Egy béka egy hosszu 1épcsésoron ugral felfelé, de egyre farad: annak valészintisége, hogy
az n-edik ugréssal sikeriil egy lépcsovel feljebb kertilnie, p,, a korabbi ugrasoktdl fligget-
leniil, és sajnos p, csokken. Mennyi a valészintisége, hogy kitartéan prébéalkozva mégis
akarmilyen magasra feljut, ha

a') Pn =

Segitség: haszndljuk a Borel-Cantelli lemmadkat.
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4. a.) A standard normdlis eloszlds karakterisztikus fiiggvénye Wy(o1)(t) = ¢~7. Ennek
alapjan szdmoljuk ki egy tetsz6leges N'(m, 0?) normalis eloszlas karakterisztikus fliggvényét.
(Segitség: Haszndljuk ki, hogy ha X ~ N(0,1) ésY =m+0X, akkor Y ~ N(m,o?).
Hasznaljuk tovabbd a karakterisztikus figgvény definicidjdat: Waro1)(t) = VUx(t) =
E(e“X) €s \I’N(m,JQ)(t) = \I’y<t> = E<€itY)_)

b.) Legyenek U és V fiiggetlen normélis eloszlasti valészintiségi valtozok: U ~ N(my, o),
V ~ N(my,02). Legyen Z = X + Y. Szdmoljuk ki Z karakterisztikus fiiggvényét,
és ebbdl mondjuk meg Z eloszlasat! (Segitség: Hasznaljuk ki, hogy fiiggetlen X -re
ésY-ra Uy y(t) = Ux(t) - Uy(t), és hogy a karakterisztikus fiigguény egyértelmien
meghatdrozza az eloszldst.)



5. a.) Legyen az X valdszinliségi valtoz6 pesszimista geometriai eloszlastu p € (0,1) pa-
raméterrel, vagyis P(X = k) = ¢*p (k = 0,1,...), ahol ¢ := 1 — p. Szdmoljuk ki
X generdtorfuggvényét — vagyis a gx(z) = > oo P(X = k)zF fliggvényt. (Segitséy:
St == ha-1<z<1.)

b.) Egy Y nemnegativ egész értékii valdsziniiségi véltozé generatorfiiggvénye gy (z) =
%. Hatarozzuk meg ebbdél Y eloszlasat, vagyis hogy melyik & € N értéket
mekkora valdsziniiséggel veszi fel. (Segitség: ezt a generdtorfigguényt konnyen fel
lehet irni gy (z) = >, pr2" alakban.)

6. Egy X valdszinfiségi véltozé generatorfiiggvénye g(z) = (2712)3 31

a.) Mennyi X varhaté értéke?

b.) Mennyi X szérasa?

7. Moricka programot irt, de nem tudja leforditani, mert van benne egy hiba, igy a fordito
kiir egy hibaiizenetet. Ezért Moricka modosit valamit a programon, de sajnos nem érti
a hibatizenetet. Ezért a mddositas csak 1% valoszintiséggel vezet a hiba megsziinéséhez,
% valdészintiséggel viszont egy ijabb hibét hoz létre (mikdzben a régi hiba is megmarad).
Ezutan Moricka tjra megprébalja leforditani a programot, és ha van hiba, akkor minden
hiba utan kap egy hibatizenetet. Ekkor mindegyik hibat megprébalja kijavitani, majd
ujra megprobalja leforditani, stb. A folyamat soran Moricka két forditasi kisérlet kozott
mindig minden hibat megprobal kijavitani, és a javitasi kisérletek egymastol fliggetleniil
6

mindig % valoszintliséggel sikeresek, illetve {5 valdszintiséggel vezetnek tjabb hibahoz.

a.) Mennyi a valésziniisége, hogy Mdrickanak legfeljebb 4 probélkozasbdl sikeriil leforditania
a programot (a legels6, sikertelen kisérletet nem beleértve)?

b.) Mennyi a (legelsé sikertelent kovetd) negyedik forditdsi kisérlet soran talalt hibak
szamanak varhato értéke?

c.) Mennyi a valészintisége, hogy a program valaha is lefordithaté lesz?



