Sztochasztika 2 vizsga megoldokulcs  Felsébb matematika targy.
2015. januar 6. 13:00. Munkaid6: <60 perc.

1. (7 pont) Hasznalhaté-e a Hoeffding-egyenl6tlenség, és hasznélhaté-e a Cramér nagy eltérés tétel a
P(X; 4+ Xo+ -+ X, < K) valészintiség becslésére (triikkozés nélkiil) az aldbbi esetekben? A
valaszokat indokoljuk!

a.) Az Xj-k fiiggetlen 1 paraméterii exponencialisok.

b.) Az Xj-k fiiggetlen és azonos, de ismeretlen eloszldstiak, viszont P(2 < X < 5) = 1, tovabba
ismert a varhaté értékiik és a szorasuk.

c.) Xy, egyenletes a [0, 1] intervallumon, és az X;-k fliggetlenek.
d.) X} egyenletes a [0, k] intervallumon, és az X-k fiiggetlenek.

e.) Jancsi egy szabdlyos érmét dobal. Xy, legyen 1, ha a k-adik és a k + 1-edik dobas is fej, egyébként
pedig legyen 0.

Megoldas: (Minden hibdtlan részfeladat 1 pont. Hibds vagy hibdsan indokolt részfeladatra nem jar
pont. Ha mind j6, akkor tovabbi 2 pont.) A Hoeffding-egyenlétlenség akkor hasznéalhaté, ha az X;-k
fiiggetlenek, korlatosak és az Osszeg varhaté értéke ismert. A Cramér tétel akkor hasznédlhaté, ha
az Xyp-k fliggetlenek, azonos eloszlasiak, és az eloszldsuk ismert (plusz egy enyhe technikai feltétel a
momentum-generalé fliggvényrdl). Ennek alapjan

Hoeffding Cramér
a.) | NEM, mert nem korlatosak IGEN
b.) IGEN NEM, mert ismeretlen az eloszlas
c.) IGEN IGEN
d.) IGEN NEM, mert nem azonos eloszlastiak
e.) | NEM, mert nem fliggetlenek NEM, mert nem fiiggetlenek

2. (9 pont) Egy egyszerii jelfeldolgozo eszkoz az egyes beérkezd jeleket fliggetlen, exponencidlis eloszlasu
véletlen id6k alatt dolgozza fel. A feldolgozési id6 varhaté értéke 1 masodperc (vagyis % perc). Amig
egy bejovo jel feldolgozasa zajlik, addig az esetlegesen beérkezé ujabb jeleket az eszkoz figyelmen
kiviil hagyja (vagyis nincs feldolgozasi sor). A beérkezé jelek Poisson folyamat szerint érkeznek,
percenként atlagosan 2. Az eszkoz igy kétféle allapotban lehet: | szabad, passziv, jelre var”, illetve
,foglalt, feldolgozas folyamatban, nem figyel”.

Modellezziik az eszkoz allapotat folytonos idejit Markov lanccal. Az id6t mérjiik percben.

a.) frjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

b.) Az eszkoz a miikddése elsé pillanataban szabad. Kozelitéleg mennyi a valészintisége, hogy tiz
ora elteltével éppen foglalt lesz? Miért?

c.) Az eszkoz teljesitményfelvétele passziv allapotban 1W | feldogozas soran viszont 10W. Mennyi
az atlagos teljesitményfelvétel hosszu tavon? Miért?

Megoldas: Az allapotokat jeloljiik szamokkal: legyen S = {0,1} ahol 0 a passziv, 1 pedig az aktiv

allapot. Jeloljiik a rendszer allapotat ¢ ido elteltével X;-vel. Mivel csak két allapot van, ugrani persze

0-bdl csak 1-be, 1-bdl pedig csak 0-ba lehet.

a.) Az 1-b6l 0-ba ugras rataja Ao = 60, mert a feldolgozassal eltoltott id6 varhaté értéke /\% = )\—10 =
%. A 0-bdl 1-be ugrés rataja \g; = 2, mert ilyen rataju Poisson folyamat szerint érkeznek a

jelek. Ezek a A;;-k lesznek a G infinitezimalis generdtor féatlon kiviili elemei. A f64tlét pedig

ugy toltjik ki, hogy minden sorosszeg 0 legyen. fgy
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b.) Mivel a Markov ldnc véges allapotterti, irreducibilis és folytonos idejii, a Markov lancok alaptétele
szerint hosszu id6 elteltével az egyes allapotok valdsziniiségei tartanak a (z egyetlen) stacionarius
eloszlas szerinti stlyokhoz. 10 éra azaz 600 perc pedig (ilyen ratédk mellett) hosszu id6. Ezért
keressiik a m = (m ) staciondrius eloszlast a GTwl = 0 linedris egyenletrendszer megoldasdval:

(%) (2)-0)

avagy a linedris algebraban szokésos tomor jeloléssel

(3 %)9)

A két egyenlet egymasnak —1-szerese, igy elég mondjuk az els6t nézni: —27my + 607, = 0, amibdl
mo = 30m;. Példaul m; = 1 valasztassal is megkapjuk az egyenletrendszer egy lehetséges meg-
olddsét: m = (30 1). A keresett staciondrius eloszlas ennek olyan konstansszorosa, amiben az
elemek Osszege 1:

=& $).

A Markov ldncok alaptétele szerint tehat P(Xgpo = 1) =~ m = 3% ~ 0.0323.

c.) A pillanatnyi teljesitményfelvétel a ¢ idépontban f(X;), ahol az f : S — R megfigyelhetd
mennyiség olyan, hogy f(0) =1 és f(1) = 10. Ezt célszerii oszlopvektorként {rni:

= (o)

Mivel a Markov lanc véges allapotterii és irreducibilis, az ergodtétel értelmében f(X;) id6atlaga
hosszu tavon (1 valdszintiséggel) tart az egyetlen 7 stacionérius eloszlas szerinti varhaté értékhez:

T
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3. (9 pont) Ha egy ember kitolt egy 1Q-tesztet, az eredmény normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozo.
Ennek varhato értékét definicié szerint az illeté ember intelligencia-hdnyadosanak nevezziik, szorasa
pedig 3. Adém és Eva is kitoltott néhany fiiggetlen 1Q-tesztet, egymastdl is fiiggetleniil. Adém
pontszamai: 111, 108, 111, 112. Eva pontszamai: 114, 112, 114, 119, 113. Dontstink 95%-os szinten
arrol a hipotézisrol, hogy Adém és Eva intelligencia-hanyadosa azonos.

Megoldas: Ismert szorast normalis eloszlasokbdl vettiink mintat, a cél pedig a varhato értékek

Osszehasonlitasa. Jeloljilk x;-vel az Adam, y;-vel pedig az Eva pontszamait. A null-hipotézis m, =

m,. Ezért kétmintds kétoldali u-prébat végziink. A szérasok oy = 0o = 3, a minta-elemszamok

ny = 4 és ny = 5. Az atlagok g = WHIOSTUIFIZ 110 5 ¢g ¢ = LARIZFLAFIONIS 794 4 A
: . : = 4.

teszt-statisztika a képletgylijtemény szerint

-7 110.5 — 114.4 -3.9
u = = =
Voi/n + a3 /ng g4z 3/1+1

1 — & = 95%-0s szinten akarunk doneni, vagyis € = 0.05. A kiiszobérték a képletgytijtemény szerint

~ —1.938.

K=us=d'(1- %) = ¢~1(0.975) ~ 1.96.
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Dontés: |u| < K, azért a hipotézist elfogadjuk.



