


Sztochasztika 2 vizsga Felsőbb matematika tárgy.

2014.01.07-i vizsga 2. feladat megoldása

1. a,b megoldás: A kérdés átfogalmazható a következőképpen: Ha Móricka 5000-szer dob a kockával,
mennyi a valószínűsége, hogy legablább 1000 dobása lesz 6-os?

Ezért legyen n = 5000 és k = 1, 2, . . . , n-re legyen Xk = 1 ha a k-adik dobás 6-os, és legyen Xk = 0 ha
nem.Így az Xk-k függetlenek és p = 1

6
paraméterű Bernoulli eloszlásúak. Sn := X1 + · · · + Xn a dobott

6-osok száma, a kérdés pedig P(Sn ≥ 1000).

a.) A legkönnyebb megoldást a Hoeffding egyenlőtlenség adja. ESn = np = 5000
6

, így legyen t = 1000−Sn =
1000
6

, ak = 0 és bk = 1 minden k = 1, 2, . . . , n-re. A Hoeffding egyenlőtlenség szerint

P(Sn ≥ ESn + t) ≤ exp
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≈ e−11.1
≈ 0.000015.

b.) Pontosabb becslést kaphatunk a Cramer tétel segítségével. Ez is könnyű – ha a segítség alapján tudjuk
a rátafüggvényt. Legyen m = EXk = p = 1

6
, így a kérdés P(Sn ≥ 1000) = P(Sn

n
≥

1
5
) = P(Sn

n
∈ [a, b)),

ahol a = 1
5

és b = ∞. Mivel m < a, a Cramer tétel azt állítja, hogy

P
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Sn

n
∈ [a, b)

)

/ e−n·I(a) = e−5000·I( 1
5
)
≈ e−19

≈ 0.0000000054.

(a Bernoulli eloszlás rátafüggvényét számoltuk ki a segítség alapján p = 1
6
, x = 1

5
-ben.)

2. megoldás: A kérdést közvetlenül is nézhetjük: legyen n = 1000 és jelentse Y1, Y2, . . . , Yn azt, hogy
mennyit kell várnia a 6os első, második, . . . , 1000-edik előfordulására (mindig az előző előfordulástól
számítva). Így az Yk-k függetlenek és (optimista) geometriai eloszlásúak p = 1

6
parameterrel, Sn :=

Y1 + · · ·+ Yn pedig az 1000 darab 6-oshoz szükséges dobások teljes száma. A kérdés most P(Sn ≤ 5000).
Vegyük észre, hogy az Yk-k nem korlátosak, így a Hoeffding egyenlőtlenség nem alkalmazható. A

Cramer tétel viszont most is működik. Alkalmazásához átírjuk a kérdést P(Sn ≤ 5000) = P(Sn

n
≤ 5) =

P(Sn

n
∈ (a, b]) alakba, ahol a = −∞ és b = 5 Legyen m = EYk = 1

p
= 6. Mivel b < m, a Cramer tétel azt

állítja, hogy

P

(

Sn

n
∈ (a, b]

)

/ e−n·I(b) = e−1000·I(5)
≈ e−19

≈ 0.0000000054.

(a geometriai eloszlás rátafüggvényét számoltuk ki a segítség alapján p = 1
6
, x = 5-ben.)

Megjegyzés: A kérdéses valószínűségnek a centrális határeloszlás tétellel történő becslésére tett minden

kísérlet hibás. a CHT nem nagy eltérés tétel, és egyáltalán nem alkalmas az átlag ilyen szélsőséges értékei

ilyen kicsi valószínűségeinek becslésére.






