Sztochasztika 2 Vizsga Fels6bb matematika targy.
2014. januar 14. 12:00. Megolddkulcs.

1. Legyen Z; Galton-Watson elagazé folyamat, ahol az egylépéses utodszam-eloszlds generatorfliggvénye
g(z) = e*71. Mennyi a valdészinfisége, hogy a folyamat el6bb-utébb kihal? (5 pont)

Megoldas: Az egylépéses utddszameloszlas varhaté értéke m = ¢'(1) = 1, vagyis a folyamat kritikus.
Ezért a kihalds valészintisége 1.

2. Egy vizsgdn 120 hallgaté jelenik meg, koziiliik 90 késziilt, 30 pedig nem. Aki késziilt, 90% val6szinti-
séggel megy at, aki viszont nem, az csak 30%-kal. Adjuk nagy eltérés becslést annak valdszintiségére,
hogy a hallgaték legaldbb fele megbukik. (6 pont)

Megoldas: Legyen n =120 és k =1,2,...,n-re X, = 1, ha a k-adik hallgatéo megbukik, és X = 0,
ha nem. Legyen S, := X; + -+ + X,, a bukott hallgaték szama, igy P(S,, > 60)-ra keresiink nagy
eltérés becslést.

Mivel az X;-k nem azonos eloszlasuak (a késziiletlenek nagyobb valdszintiséggel buknak), a Cramer
tétel (kozvetleniil) nem alkalmazhaté, igy a Hoeffding-egyenl6tlenséget fogjuk alkalmazni. Ehhez
minden k-ra a, = 0, b, = 1-gyel ap < X < by, valamint ES,, =90-0.1+30-0.7 = 30, vagyis t = 30
valasztassal a Hoeffding-egyenl6tlenség azt adja, hogy

22 2.30°
P(S, > 60) = P(S, > ES, +1) < exp {_Zn (o = ak)Q)} = e 1002 = e % A 3.06- 1077
k=1

3. Moricka egy golyds tigyességi jatékot jatszik, ahol egy csapagygolyot
kell végigvezetni egy akadalypalyan. Az els6 palyat gyakorolja,
ahol 3 nehéz akadalyon kell atjutni. Moricka az els6é akadalyon

i, a masodikon %, a harmadikon I valészintiséggel bukik el, az

elézményektol fiiggetleniil. Ilyenkor2 a golyd ,leesik”, és Moricka
kezdheti az egészet elolrol. Ellenkezo esetben tovabbjut a kovetkezo
akadalyhoz. Ha véletleniill mindharom akadélyon sikeriil tiljutnia,
akkor szintén ujrakezdi a legelejérol.

Jelolje X,, azt, hogy n 1épés utan Moricka éppen hany akadalyon
van tul — igy X, lehetséges értékei 0,1, 2, 3.

Magical Intellect Ball

a.) Irjuk fel az X,, Markov ldnc dtmenetmatrixat. (2 pont)

b.) Hosszu tavon melyik allapotban lesz a Markov lanc legtobbszor, és a 1épések mekkora hanyadat
tolti Mdéricka ezzel a leggyakoribb akadallyal? (4 pont)

c.) Hosszu tavon hanyadik akadédlyon bukik el legtobboszor Moricka, és a bukasok mekkora hanyada
torténik ezen az akadélyon? (2 pont)

Megoldas:
a.) Az S =1{0,1,2,3} dllapottérrel

1/4 3/4 0 0
1/3 0 2/3 0

P=1 /2 0 0 1/2
1 0 0 0
b.) Keressiik a 7 stacionarius eloszlast, amihez megoldjuk a (P—1)T7? = 0 lineéris egyenletrendszert:
-3/4 1/3 1/2 110
3/4 -1 0 010
0 2/3 =1 010
0 0 1/2 —1/0



Ennek megolddsa az )¢ m; normaldsi feltételt is figyelembe véve
_ (4 3 2 1
= (1_0 0 10 1_0) )

vagyis a Markov lanc a 0 allapotban van legtébbszor (hét persze), éspedig az ergodtétel értelmében
hosszu tavon a lépések %—ében. (A lanv irreducibilis és aperiodikus, az ergodtételt az egyes
allapotok indikatorfiiggvényeire alkalmazhtajuk.)

c.) A lépések %—ében prébalkozik Moricka az 1-es akadalyal, ezen beliil mindig i val.séggel bukik el,
vagyis a lépések 1i0 . i = 1—10—ében éppen az 1-es akadalyt bukja. Hasonléan a 2-es és 3-as akadalyt
is a lépések 1—10—ében bukja, vagyis hosszi tavon mindharom akadalyon ugyanannyiszor,

az 0sszes bukas %-éban bukik.

. Egy (esetleg) hamis dobdkockan a 6-os valésziniisége valami ismeretlen p € (0;1), az Gsszes tobbi
szam valoszinlisége pedig azonos, 1%”. A kockaval 10-szer dobva mintat vettiink az eloszlasbdl, és
azt kaptuk, hogy 5; 6;4; 3;4; 6; 3; 1;6; 3. Adjunk maximum likelihood becslést p értékére. (6 pont)

Megoldas: A diszkrét valdszintiségeloszlas p(z) = p, ha x = 6 és p(x) = 1%”, ha z = 1,2,3,4,5. [gy
ha n = 10 és a minta x4, ..., x,, akkor a likelihood-fiiggvény

n

esetiinkben

ennek logaritmusa
l(p)=TIn(1 —p) —7In5+ 31np.

A maximum likelihood becsléshez az I'(p) = 0 egyenletet megoldva

3

Pmr = E

Tovabbi derivalassal (pl.) ellenérizhetd, hogy ez tényleg globalis maximumhelye [-nek.



