Sztochasztika 2 Vizsga Fels6bb matematika targy.
2014. januar 21. 12:00. Munkaidé: 60 perc.

1. Egy kis telefonkozpontba érkezo, egymast kovetd hivasok kozott eltelt idé mindig exponencialis
eloszlasu 1 perc varhaté értékkel, és fiiggetlen az elézményektol. Adjunk nagy eltérés becslést annak
valészintiségére, hogy reggel 8 ératol szamitva a 400-adik hivasra kevesebb, mint 5 orat kell varni.

(Segitség: a A paraméterii exponencidlis eloszlds Cramer féle ratafigguénye
I(z) =Xz —In(Az) =1 (hax>0).
A X paraméteri Poisson eloszlas Cramer féle rdtafiiggvénye

I(z)=xIn(z/\) —x+ X (haz>0))

1. Megoldas: Legyen n = 400 és Xy, Xy, ..., X, fiiggetlen azonos 1 paraméterti exponencidlis
eloszlasu valdszintiségi valtozok: azt jelentik, hogy az egyes hivasok kozott mennyi id6 telik el
(percben). Igy S, :== X; + --- 4+ X, a 400-adik hivés ideje, és a kérdés P(S, < 300). Erre a
Hoeftfding-egyenlétlenség nem alkalmazhato, mert az Xji-k nem korlatosak. Marad a Cramer tétel.
Ehhez a kérdéses valészintiséget P(S, < 300) = P(52 € (0,3]) = P(2 € (a,b]) alakba frjuk. Mi-
vel EX; = m-re b < m, a Cramer tétel szerint (az exponencidlis eloszlas ratafiiggvényét hasznalva
A = 1-gyel)
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2. Megoldas: Vegyiik észre, hogy a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, ezért az 1 perc
alatt érkez6 hivasok szama Poisson eloszlasi A = 1 varhato értékkel, és az egyes percek fliggetlenek.
fgy ha n =300 és S, = X; + -+ + X,, az 5 6ra alatt befutott hivdsok szama, ahol X ~ Poi(1),
akkor a kérdés P(S, > 400). Mivel 3 > m = EX;, = 1, a Cramer tétel szerint (a Poisson eloszlds
ratafliggvényét hasznédlva A = 1-gyel)

S
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n

3. Megoldas: Pontosan ugyanezt kapjuk akkor is, ha egybevessziik az 5 ora alatt érkezé Osszes
hivast: a 300 perc alatt érkezo hivasok szama Poisson eloszldasi A = 300 varhaté értékkel. fgy
alkalmazhatjuk a Cramer tételt az S, = X, egytagu Osszegre (n = 1), ahol X; ~ Poi(300), és a
kérdés P(S, > 400). Mivel 400 > m = EX; = 300, a Cramer tétel szerint (a Poisson eloszlas
ratafiiggvényét haszndlva A = 300-zal)

P(S, > 400) = P(& € [400, 00)) < e 1M 5 o=1507 5 9 84, 1077,
n

2. A Falab FC focicsapatanak 4 csatara van Osszesen. A csatdarok koziil esetleg néhany sériilt. A
csapat mindig 2 egészséges csatarral jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges, akkor az Osszes
egészséges csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor dtlagosan 3 havonta sériil le. Egy sériilés
atlagosan 1 hénapig tart. Ha egy csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jelolje az egészséges csatarok szamat a t idépontban X;. Az idét mérjiik hénapokban.

a.) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov-lanccal! frjuk fel a generatort. Legyunk észnél a
rdatakkal!

Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast.
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Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkil jatszani? Miért?
Atlagosan hany csatarral jatszanak? Miért?

Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljik meg annak a valészintiségét, hogy
a kovetkez6 10 napban ez végig igy marad (a 10 napot tekinthetjiik 1/3 hénapnak).



Megoldas: Az allapottér S = {0,1,2,3,4}. Ha 0 csatar egészséges, persze nincs sériilés. Ha 1
egészséges (vagyis X; = 1), akkor az az egy é rataval sériill meg, vagyis A\jg = é Ha 2 csatar
egészséges, akkor mindketto jatszik is, igy valamelyikik méar Aol = 2 - % = % rataval séril meg. Ha 3

vagy 4 csatar egészséges, akkor is csak ketto jatszik, igy a sériilés ratdja ugyanennyi: Azp = A3 = %

Ha minden csatar egészséges, akkor persze egy se tud meggyégyulni. A pontosan 1 sériilt (vagyis
X; = 3), akkor azaz egy 1 rataval épiil fel, vagyis A\34 = 1. Ha 2 sériilt, akkor mindketté ldbadozik,
igy wvalamelyikik mar o3 = 2 -1 = 2 rataval épil fel. Ugyanigy, ha 3 sériilt, akkor mindharom
labadozik, ezért A\12 = 3, és ha mind a 4 sériilt, akkor mind a négy labadozik, igy Agl = 4.

Mivel egy valdszintiséggel egyszerre csak egy csatar tud megsériilni vagy felépiilni (a folytonos Markov
modell szerint), az Osszes tobbi (nem szomszédos allapotok kozotti) ugrasi rata 0.

a.) Igy az infinitezimalis generdtor
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(A féatlon kiviilre az ugrasi ratakat irjuk, a f6atléba meg annyit, hogy minden sorésszeg nulla
legyen.)

b.) A m = (m,...,m4) staciondrius eloszlas kiszamitdsahoz vagy megoldjuk a GT7T = 0 homogén
linearis egyenletrendszert azzal a kiegészité feltétellel, hogy mo + - - - + w4 = 1, vagy kihasznaljuk,

hogy X sziiletési-halalozasi folyamat, amibdl szomszédos i, j allapotokra =+ = i" Mindkettobdl
J )

az jon ki, hogy

T=c(1 12 54 162 243) = (155 1% 5 15 22)~(0.002 0.025 0.114 0.343 0.515).

c.) A 0 allapotban eltoltott idének a teljes id6hoz mért ardanya nem egyéb, mint f(X;) idéatlaga,
ahol f: S — R a0 dllapot indikdtora: oszlopvektor formajaban f = (10000)7. Mivel a Markov
lanc folytonos idejii, véges allapottert és irreducibilis, az ergodtétel szerint ez az id6atlag tart
mf =m ~ 0.002, vagyis a Faldb FC hosszi tavon az id6 kb. 2 ezrelékében jatszik csatar nélkiil.

d.) A jatsz6 csatarok szamdt az allapot fiiggvényében a g = (01222)7 fiiggvény adja meg. Ennek
id6atlaga hosszu tavon - ismét az ergodtétel miatt mg = m + 2 - (mo + w3 + m4) ~ 1.97.

e.) A 4 allapotbdl valé elugras ratdja %, igy annak valdszintisége, hogy t = é ideig nem torténik
ugras, pontosan annak valdszintisége, hogy egy \ = % paraméterii exponencidlis eloszlas ¢t = é-

nal nagyobb értéket vesz fel, vagyis 1 — F,\zg(%) —e7 38 =¢ 5 & 0.80.

. Mintat vettiink egy X normalis eloszlasi valdszintiségi valtozébol, melynek varhato értéke ismert:
m = 1000, de szorasa ismeretlen. Azt kaptuk, hogy 997, 1002, 998, 1003, 996, 1001, 998, 1004, 1005.
Adjunk maximum likelihood becslést az eloszlas szoraséra.

Megoldas: n =9, m = 1000 ismert és a likelihood-fiiggvény
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amibdl a log-likelihood fiiggvény
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Ennek maximumat keressiik, ehhez megoldjuk a I'(0) = 0 egyenletet:

n 1 < 9
0:—;+§izl(l‘i—m),
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éppen a (korrigélatlan) tapasztalati szords. Esetiinkben

D (wi—m)? = (=32 + 22+ (=2 + 3% + (—4)> + 1+ (-2)* + 4> + 5% = 88,
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. Egy hegy tengerszint feletti magassagara vagyunk kivancsiak, de csak hibaval terhelten tudjuk
megmérni: a mérési eredmény normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo, melynek varhato értéke az
(altalunk nem ismert) tényleges magassag, szorasa pedig 20 méter. Végrehajtottunk 10 egymastol
fiiggetlen mérést, és a kovetkezd szdmokat kaptuk (méterben): 7009, 7023, 6999, 6994, 6978, 7014,
6989, 6997, 7009, 6993.

Dontstink 95%-os szinten arrdl a hipotézisrol, hogy a hegy legaldbb 7000 méter magas.

Megoldds: Egymintds egyoldali u-probét végziink X ~ A (m, 20%) eloszldst mintdval, ahol x4 = 7000
és a nullhipotézis m > p. Ehhez eloszor kiszamoljuk a & mintaatlagot, ami z = 7000.5-nek adodik.
Ebbdl > p miatt rogton latszik, hogy a teszt-statisztika pozitiv lesz. A hipotézis-beli egyenlGtlenség
irdnya olyan, hogy ez éppen hogy megerdsiti a hipotézist (a -t valami negativ kiiszébszdmmal kellene
osszehasonlitani), igy tovabbi szamolds nélkiil biztos, hogy a hipotézis elfogadjuk.



