Sztochasztika félvizsga megoldéasok

Fels6bb matematika villamosmérnokoknek A, B vizsgakurzus
2015. junius 2. 8:00. Munkaidé: 70 perc.

1. Az X nemnegativ egész értékd valosziniiségi valtozo generatorfiiggvénye

1 1
g(z) = 1 + 17 + 222 +cz®,  ahol c € R.

(a) Mennyi c értéke?

(b) Mennyi X varhato értéke?

(c) Mennyi a P(X = 2) valoszintiség?
Megoldas:

(a) Minden genaratorfiiggvényre igaz, hogy ¢(1) = 1, ezért

1 1 3 1 1 3
D==-4+--1+=-12 PBP=s 442 =1
g(1) 4+4 +8 +c 4+4+8+c ,
amibdl ¢ = %. Ebbsl
1 1 3 1
g(Z)_Z+ZZ+§Z2+§23
(b) Mint mindig, EX = ¢’(1). Ehhez
1 3 1
"NN==-+2.9 Z .32
g'(2) 4+8 z+8 2%,
amibdl | 3 | 1
EX =g (1)==-+>-24+>.3="— =1.375.
g)=7+35°2+3 8
(¢) Mint mindig, P(X = 2) = £ Esetiinkben ¢”(0) = 3, amibdl
3
33
P(X=2)=4 =2,
( ) 21 8

Alternativ megoldas: A generatorfiiggvénybdl kiolvashato X eloszlasa: py := P(X = k) jeloléssel

> 1 1 3
g(z) = Zpkzk = tFt §22 + ez,
k=0

amibdl pg = i, P11 = i, D2 = %, p3 = ¢, és a tobbi k-ra p, = 0. Igy persze

(a) Yopoopr =1 miatt ¢ = £.
(b) EX =30 jkpr=0-14+1.
(c) P(X =2)=pr =3%.

3 1 _ 11
+2.843.1=1

AN

2. Legyen Z, Galton-Watson elagaz6 folyamat, ahol az egylépéses utdodszam-eloszlas generatorfiiggvénye
g(z) = e*71. Mennyi a valosziniisége, hogy a folyamat elsbb-utobb kihal?
Megoldas: Az egylépéses utdodszameloszlas varhato értéke m = ¢'(1) = 1, vagyis a folyamat kritikus.
Ezért a kihalas valoszintisége 1.

3. Juliska a kormét minden nap mas szintire festi. Voros, narancs és barna kozott valtogat. Narancs utan min-
dig barna kovetkezik, barna utan viszont érmedobassal dont arrol, hogy voros vagy narancs kovetkezzen-e.
Voros utan kockat dob: ha az eredmény 6-o0s, akkor barna kovetkezik, egyébként narancs.

a.) Irjuk fel Juliska kérme szinének, mint Markov lancnak az Atmenetmatrixat!



b.) Ha Juliska kdrme méjus 1-én voros, mennyi a valoszintisége, hogy majus 5-én is voros?

c¢.) A napok hanyad részében lesz voros, narancs illetve barna Juliska korme hosszi tavon?
Megoldas:

a.) Jeloljiik az allapotokat szamokkal, mondjuk 1: vords; 2: narancs; 3: barna. Igy az atmenetmatrix

5 1
0 5 5
P=1(0 0 1
33 0

b.) Jeldljiik a Markov lancot X,-nel. Ha mondjuk méajus 1-e a nulladik nap, akkor méjus 5-e a negyedik,
vagyis a kérdés P(Xy = 1|Xy = 1) =? Ez a P* matrix (1,1) eleme: P(X; = 1| X, = 1) = P}}. Eazt
kiszamolhatjuk mondjuk tgy, hogy P* = (P2)2, Ebbdl persze nem kell minden elemet kiszamolni -
ami nem kell, x-gal jelolom:

1 1 5 T
) 2 12 6 . az *OK
PP={35 *x x|, P =1x x %
0 * =x * ok %

Ebb6l P(X, = 1|Xy = 1) = P} = -5 ~ 0.048611.

c.) Az ergodtételt fogjuk hasznélni, ehhez sziikség van a Markov lanc stacionarius eloszlasara. (Mivel
a Markov lanc irreducibilis és végea allapottert, pontosan egy stacionarius eloszlasa van.) Meg kell
oldanunk a (PT — I')w” homogén linearis egyenletrendzsert. A szokasos matrix-jeldléssel

-1 0
-1

1
2
3 1
? 2
o4

0
0
0
Ennek egy lehetséges megoldéasa pl. 7 = (611 12), egyetlen normalt megoldéasa pedig

= (3 3% %)~ (020690 0.37931 0.41379).

29 29 29

Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, az ergodtételt az egyes allapotok indikatoraira
alkalmazva azt kapjuk, hogy az ¢ &llapotban hosszi tavon az id§ m; hanyadat tolti. Vagyis Juliska
korme az id6 m &~ 20.7%-4ban voros, m &~ 37.9%-4ban naracs és w3 ~ 41.4%-4ban barna.

4. Egy kis telefonkézpontba érkezd, egymast kivets hivasok kozott eltelt id6 mindig exponencidlis eloszlasi 1
perc varhato értékkel, és fiiggetlen az el6zményektsl. Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintiségére,
hogy reggel 8 6ratol szamitva a 400-adik hivasra kevesebb, mint 5 6rat kell varni.

(Segitség: a A\ paramétertd exponencidlis eloszldis Cramér féle ratafiigguénye
I(x) =X x—In(Az) =1 (haz>0).
A X\ paraméterd Poisson eloszlds Cramér féle ratafiigguénye

I(z) =azln(x/X\) —xz+ X (hax>0).)

1. Megoldas: Legyen n = 400 és Xy, X, ..., X, fliggetlen azonos 1 paramétert exponencidlis eloszlasi
valoszintiségi valtozok: azt jelentik, hogy az egyes hivasok kozott mennyi idé telik el (percben). Igy
Sn = X1+ -+ X, a 400-adik hivas ideje, és a kérdés P(S,, < 300). Erre a Hoeffding-egyenlGtlenség
nem alkalmazhatd, mert az X-k nem korlatosak. Marad a Cramér tétel. Ehhez a kérdéses valdszintiséget
P(S, < 300) = P(2= € (0,3]) = P(5* € (a,b]) alakba irjuk. Mivel EX; = m-re b < m, a Cramér tétel
szerint (az exponencialis eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A = 1-gyel)

S,

P(2% € (a,b]) S e ™O) = 71001 & 1507 x 2841077,
n



2. Megoldas: Vegyiik észre, hogy a hivisok Poisson folyamat szerint érkeznek, ezért az 1 perc alatt
érkezé hivasok szama Poisson eloszlasi A = 1 varhato értékkel, és az egyes percek fiiggetlenek. Igy ha
n=300¢és S, = X; +---+ X, az 5 ora alatt befutott hivasok szama, ahol X} ~ Poi(1), akkor a kérdés
P(S, > 400). Mivel 3 > m = EX,, = 1, a Cramér tétel szerint (a Poisson eloszlas ratafiiggvényét hasznalva
A = 1-gyel)

Sp A4

P(S, > 400) = P(22 € |-

3 50)) £ e P0G x0T £ 2841077,
n

3. Megoldas: Pontosan ugyanezt kapjuk akkor is, ha egybevessziik az 5 ora alatt érkezd 6sszes hivast:
a 300 perc alatt érkezé hivasok szama Poisson eloszlast A = 300 varhaté értékkel. Igy alkalmazhatjuk a
Cramér tételt az S,, = X egytagi Osszegre (n = 1), ahol X; ~ Poi(300), és a kérdés P(S,, > 400). Mivel
400 > m = EX; = 300, a Cramér tétel szerint (a Poisson eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A = 300-zal)

P(S, > 400) = P(& € [400, 00)) < e 1H00) g o=1507 5 9 84 . 1077,
n

. Ha egy ember kitolt egy 1Q-tesztet, az eredmény normélis eloszlast valoszintiségi valtozo. Ennek varhato
értékét definicio szerint az illeté ember intelligencia-hdnyadosdnak nevezziik, szorasa pedig 3. Adam és
Eva is kitoltott néhany fiiggetlen 1Q-tesztet, egymastol is fiiggetleniil. Adam pontszamai: 111, 108, 111,
112. Eva pontszamai: 114, 112, 114, 119, 113. Déntsiink 95%-os szinten arrol a hipotézisrél, hogy Adam
és Eva intelligencia-hanyadosa azonos.

Megoldas: Ismert szorasi normélis eloszlasokbol vettiink mintét, a cél pedig a varhato értékek Gsszeha-
sonlitasa. Jeloljiik z;-vel az Adam, y;-vel pedig az Eva pontszamait. A null-hipotézis m, = m,. Ezért
kétmintas kétoldali u-probat végziink. A szorasok o1 = 0o = 3, a minta-elemszamok n; =4 és ny = 5. Az
atlagok 7 = HHIOSHIIELE — 170 5 g f = LAHUHIMEIOES — 194 4. A teszt-statisztika a képletgytjte-

mény szerint

7 -7 11051144 3.9

u = =
Voi/n +a3/n VE+E 3v/5+ 1

1 — & = 95%-0s szinten akarunk doneni, vagyis ¢ = 0.05. A kiiszobérték a képletgyiijtemény szerint

~ —1.938.

K=us=0"(1- %) — ¢71(0.975) ~ 1.96.

Dontés: |u| < K, azért a hipotézist elfogadjuk.



