2. Generatorfiiggvény

Nemnegativ értékii valoszintiségi valtozok esetén lehet értelmezni a valészintiségi valtozo generdtorfiiggvényét.
A generdtorfiiggvény teljes értéki, alternativ leirast ad a valészinliségi valtozd eloszlasarsl. Sok esetben a
generatorfiiggvényt konnyebb kiszamolni, mint magat az eloszlast.

1. A generatorfiiggvény tulajdonsagai
1. definicié. Egy ag,aq,... valds szamokbdl allé sorozat generdtorfiiggvénye a kovetkez6 hatvanysor
A(z) = ag + a1z + agz® +azz® + ...

Ez a hatvéanysor konvergens, ha |z| < zg, ahol zp = liminf,, ., —=

Vlan|”
2. definicid. Legyen X egy nemnegativ értékil valdsziniiségi valtozod, pr, = P(X = k), k = 0,1,... eloszldssal.
Ekkor X generatorfliggvénye a kovetkezo hatvanysor
o0
Gx(z) =po+piz +pe? 4= Zpkzk,
k=0

Gx (z) konvergens a [0, 1] intervallumon, ugyanis lim inf,, o ﬁ > 1, tovabba
Pn

Gx(1)=> pe=1
k=0

1. tétel (Alaptulajdonsdg). A generdtorfiiggvény meghatérozza az eloszlést:

G
e pr minden k£ =0,1,2,... esetén.

Azaz a generédtorfiiggvény derivaldsaval visszakapjuk az eloszlést. (f (") jelsli az f fiiggvény n-dik de-
rivaltjat.)

1. példa. I ~ Indikator(p). Egy A esemény bekovetkezését vizsgdljuk, amely p valdsziniiséggel kovetkezik

be. Ekkor
j { 1 ha A bekdvetkezik,

0 kiilonben.
Ekkor P(X =1) =p, P(X =0) =1 — p, tehat Ekkor
Gi(z) =po+piz=1-p+pz.
2. példa. X ~ Geom(p). X eloszldsa: P(X =k) = (1 —p)*p, hak =0,1,....

o0

Gx(2) =Y (1 —p)pz* =p > [(1 —p)2]t P
k=0

= 1-(1-p)z

3. példa. X ~ Poisson(\). X eloszldsa: P(X = k) = 2™ hak =0,1,....

0 \F B - o) A2 )k B B
GX(Z):Z<F(3 A)Zk:e Az(kl) =M =M,
' k=0

k=0

2. tétel. Egy X val6szintiségi véaltozd Gx (z) generédtorfiiggvényére teljesiilnek a kovetkezd dllitdsok:

a) Gx(z) = E (2%).

b) G4 (1) = EX, ha a EX létezik. G% (1) = E(X?) — EX, ha E(X?) létezik. Ha EX™ 1étezik, akkor Gg?)(l)
felirhat6 az els6 n momentum linearis kombindcidjaként, azaz valamilyen aq, as, ..., a, valds szamokra:

G (1) = ) EX % asB(X?) + -+ + ¢, B(X™).

¢) D*(X) = G% (1) + Gx (1) - [Gx ()],



A kovetkezo tétel szerint két fiiggetlen valdszintliségi véaltozo Osszegének a generatorfiiggvénye nagyon
egyszerlien szamolhato.

3. tétel. Ha X és Y fliggetlen valdszinliségi valtozdk, akkor az Osszegiik generatorfiiggvényére fenndall a
kovetkezo:

Gx+y(z) = GX (Z)Gy(z)
Ennek a tételnek a kovetkezménye a kovetkezo.

1. kovetkezmény. Legyen X1, Xo,..., X, fiiggetlen valészintiségi valtozok. Ekkor

Gxy4 Xt 4 X, (2) = Gx, (2)Gx, (2) - Gx, (2).
Ennek alkalmazasa a kovetkezo:

4. példa. X ~ Binom(n,p) estén X felirhaté n fiiggetlen, azonos eloszldsi indikator véltozd, Ir,..., I,
Osszegeként. Ahol I, = 1, ha a k. kisérlet sikeres, és I, = 0, kiilonben:

X=h+L+ +1,.
Hasznalva a 3. tételt és a 1. példa eredményét azt kapjuk, hogy
Gx(2) = Grqeir1,(2) = G (2) -+ Gr,(2) = (1 —p+pz)".

5. példa (Poisson eloszldsok osszege). Ha X ~ Poisson()\), Y ~ Poisson(u), és egyméstol fiiggetlenek,
akkor X +Y ~ Poisson(A + p). Ugyanis,

Gxiy(2) = Gx(2)Gy (2) = X7 Dtz = (A=),
ami nem més mint egy Poisson(A + u) eloszldst valdszintiségi valtozéd generdtorfiiggvénye.

A kovetkezd tétel a gyakorlatban és az elméletben is nagyon gyakran felmeriils véletlen tagszan(i Gsszeg
generatorfiiggvényét adja meg.

4. tétel. Legyen X1, Xo,... nemnegativ egész értéki, fliggetlen, azonos eloszlasu valdsziniiségi valtozok
sorozata. Legyen N nemnegativ értékii valoszintiségi valtozd, amely fliggetlen az X;-ktol. Ekkor az

Y=X1+Xo+--+Xny,ha N>0 Y =0, ha N=0 (1)
véletlen tagszamu Osszeg generatorfiiggvénye:
Gy (z) = Gn (Gx(2)).

Ennek segitségével konnyen szamolhato Y varhaté értéke.

2. kovetkezmény. A fent definidlt Y-ra igaz a kovetkezé:
EY = ENEX;,
D?(Y) = D*(N)E*(X,) + E(X1)D?(X,).
A véletlen tagszamu 6sszeg két alkalmazdsara nézziik a kovetkezd két példat.

6. példa. Egy routerhez beérkezd igények kozott eltelo ido exponencidlis eloszlasi A paraméterrel.
Tudjuk, hogy ekkor a t ideig beérkezett igények szdma (N;) Poisson eloszldsi At paraméterrel. Hérom
teriiletrdl érkezhetnek a csomagok ehhez a routerhez. Minden csomag a tobbitél fiiggetleniil az

1. helyrdl érkezik 0,5 valdszintiséggel
2. helyrol érkezik 0,3 valészinliséggel
3. helyrol érkezik 0,2 valészinliséggel



Hatarozzuk meg, hogy milyen eloszlasi az 1., 2., 3. helyrdl beérkezett csomagok szama kiilon-kiilon.

A 2. helyrél beérkezd csomagok szdméanak, Ny (2)-nek az eloszldsat hatdrozzuk meg, a tobbi ugyanigy
szdmolhaté. Ny (2) generédtorfiiggvényét fogjuk meghatdrozni. Ehhez fontoljuk meg a kovetkezOket. N

generatorfiiggvénye
Gy, (2) = eMETD,

Legyen
I — 1 , ha az n. csomag az 2. helyrdl jott
"1 0, kiilonben.

Ekkor N¢(2) egy véletlen tagszamu Gsszeg:
N@2)=L+1+ -+ In,.
Ekkor a 4. tételt és a 1. és 3. példakat hasznélva:

GNt(Q) (Z) _ GNt (Gh (Z)) _ e)\t(G(Il)(z)fl) _ e)xt(077+0,3271) _ e)\t(O,Bsz,B) _ e(O,BA)t(zfl)7

tehdt N¢(2) Poisson eloszlasu 0,3\ paraméterrel.

2. Tovabbi eloszlassal ekvivalens fiiggvények
Ha az X valdsziniiségi véltozo [0, 00) értéki, akkor a Laplace-transzformaltja
EX (t) =E (e_tX)

is teljes leirast ad az X eloszlasardl.
Ha az X valdsziniiségi véltozé [(—oo, 00) értékii, akkor a karakterisztikus fiiggvénye

ox(t) =E (e"X).

is teljes leirast ad az X eloszlasardl.
Mindkett6 hasonld tulajdonsagokkal rendelkezik, mint a generatorfiiggvény. Példaul, ha X, Y fiiggetlenek,
akkor

Lxiy(t) = Lx(H)Ly (1) és dx1y (t) = ox(t)dy (1)
Tovabba az Y (1)-beli véletlen Gsszegre igaz:
Ls(t) =GN (Lx (1)) és ds(t) = Gn(Px (1))

a bizonyitas majdnem ugyan az, mint generatorfiiggvények esetén, a teljes varhato érték tételt kell hasznalni.
Tovabbi hasonldsag, hogy a derivaltak segitségével kifejezhet6ek a momentumok. A Laplace-transzformalt
esetén, ha EX létezik és véges, akkor

Ly (t) = [E ()] = E (-Xe X)),
és az n-dik derivaltra, ha EX™ 1étezik és véges, akkor
n — (n) n_—
L) = [E ()] = E ((-X)e ).
Ha 0-t helyettesitiink, akkor kapjuk a kovetkezot
L(0) =B ((-X)"e’) =E((-X)").
Ennek alkalmazasa a kovetkezd.

7. példa. Az M/M/1 kiszolgald rendszerben!, ha a rendszer mér staciondrius, akkor tetszéleges idépontban
ranézve a rendszerre a pufferben 1é6vé csomagok szdma, N eloszldsa Geometriai \/p paraméterrel, 1d. a 2..
példat.

LA csomagok beérkezése kozott elteld idé egymdstdl fiiggetlen, azonos, exp eloszldst A paraméterrel. A foglaltsagi idészakban
a csomagok kiszolgdldsa kozott elteld id6 exp(p) eloszldsi. A stabilitds érdekében feltessziik, hogy A < p.



Ekkor egy tetszéleges csomag beérkezésekor a varakozasi idé csomag kiszolgalasaig felirhato
W=Y1+Yo+---+Yy

alakban.
Ekkor a W Laplace-transzformaltjara igaz a fenti:

L (t) = Gn(Ly (1))
Ha a varhaté értéket, EW-t szeretnénk megkapni, akkor derivalni kell, és 0-t helyettesiteni:
EW = —Ly(0) = =Ly (t) le=0= —Gn(Ly (1)) Ly (t) 1i=0= —G'n(Ly (0)) Ly (0) = =GN (1)(~EY) = EN-EY,

felhasznalva, hogy minden esetben Ly (0) = E(e™%%) = 1.
Innen mar varakozasi id6 varhaté értéke kiszamolhato:
A
1- R S )

EW =EN -EY; = =T
1% A

=[>

A generatorfliggvény, Laplace-transzformalt, karakterisztikus fliggvény egyik 6 felhaszndlasi teriilete
eloszlasban vett konvergencidk bizonyitasa. Erre nem néziink példat.

3. Eloszlasbeli egyenletek megoldasa

A generatorfiiggvény, Laplace-transzformélt, karakterisztikus fiiggvény tovébbi {6 felhasznalési teriilete eloszlasban
adott egyenletek megoldasa.

8. példa. Tekintsiink egy diszkrét idejii kiszolgalé rendszert. Minden csomagnak a kiszolgédlasa két idGegységet
igényel. Egy idOegység alatt p valoszintiséggel érkezik csomag, 1 —p valdszintiséggel nem érkezik. Hatarozzuk
meg a foglaltsagi id6 hosszanak az eloszlasét.

A foglaltsagi id6 attél pillanattdl, hogy beérkezik ez elsé csomag az iires kiszolgal6 rendszerbe addig tart,
ameddig tdjra iires nem lesz a sor. Jeloljik B-vel a foglaltsagi id6 hosszat.

Legyen X az els6 csomag kiszolgdldsa utén a sorban maradé igények szdma. X Binom(2,p) eloszlast,
azaz 3 értéke lehetséges 0,1,2. Nézziik meg, hogy ha feltessziik az X = i feltételt, akkor mi B feltételes
eloszlasa.

1. Ha X = 0, akkor B eloszldsa az azonosan 2 val6szintliségi valtozo eloszlasa:
P(B=2|X=0)=1.
2. Ha X =1, akkor B eloszlasa 2 plusz egy B eloszlasaval megegyez6 hosszisédg:

PB<t|X=1)=P(2+B<t).

3. Ha X = 2, akkor B eloszlasa 2 plusz By + Bs, ahol B; fiiggetlen Bs-t6l, és mindkett6jiik eloszlasa B
eloszlasaval megegyezo:
P(B<t|X:1):P(2+Bl+B2 <t>.

Osszefoglalva a (?7?)-hez hasonld felirdsban:
X TP oT (X — 0V 4+ (2+ B)I{X = 1} + (2 + By + By)[{X = 2},
ahol I az indikator fliggvény. Haszndljuk a teljes varhaté érték tételt:
Gp(2)=Ez’ =E(:’ | X=0P(X=0)+E(:° | X=1)P(X=1)+E(:" | X =2)P(X =2).
A fenti felsoroldsban foglaltak miatt:
1. E(28 | X =0) =E(z%) = 2%



2. E (28| X =0) = E(z?"58) = E(2%25) = 22E(2%) = 22Gp ().

3. E(2P | X =0) = E(z*"B152) = E(22251252) = 22E(2P)E(25?) = 22Gp(2)Gp(z), ahol felhaszndl-
tuk, hogy B és B, fliggetlenek.

Ezek alapjan:
Gr(z) = 2°(1 = p)* + 2°Gp(2)2p(1 — p) + 2° [Gp(2)]* .

Ez egy mdsodfoku kifejezés G'i(z)-ben, amit meg lehet oldani. A megoldés:

Gp(z) = L2 =p) =182 —p)

222p?

4. Egyszeru elagazé folyamat

Az egyszeri eldgazé folyamat modellje:

Adott egy utéd eloszlas: po, p1,p2,. ... A 0. idépillanatban 1 egyediink van. Ez az egyed az els6 oraiitésnél
létrehoz j egyedet p; valészintiséggel. Ez azt jelenti, hogy az elsé éraiités utan j egyed van a populaciéban,
6k alkotjak az els6 generacidt, szamuk Z;. A mdasodik éraiitésnél az els6 generdcié minden egyede egymastol
fiiggetleniil hoz létre utédokat az utddeloszlas szerint, az elsé generaciéban torténtektol fiiggetleniil. Ezek az
utodok alkotjak a masodik generaciot, szamuk Zs. fgy folytatjuk az eljarast addig, amig van utéd. Tehat, ha
az n-dik generdciéban Z, egyed van, akkor minden egyed egymastdl fliggetleniil, és a korabbi generaciékban
torténtektdl fliggetleniil hoz 1étre utédokat. Minden egyed utédszamanak az eloszlasa az utédeloszlast koveti.

Két dolgot szeretnénk megvizsgalni, az n-dik generacié nagysagarol szeretnénk valamit megtudni, tovabba
a kihalasi valészintiséget szeretnénk megvizsgalni.

Ehhez sziikségiink van a folyamat formalis leirdsara. Legyen

X Z-(") az n-dik generdcié i-dik egyedének az utédszdma, azaz ez az egyed mennyivel jarul hozzd az (n+1)-

dik generaciéhoz. Feltételezésiink szerint Xl-(n) minden n-re és i-re fliggetlenek egyméstol. A modell szerint
Zy=1
z =x0
Z=xM+xM o+ x§

altalaban:
Zop1 =X+ X 4+ X 2)

Latjuk, hogy ez egy véletlen tagszamu osszeg. fgy az eloszlasat generdtorfiiggvény segitségével tudjuk leirni.
Ehhez legyen P(z) az utédszdm eloszlds generatorfiiggvénye,

P(z) =po+piz+p22® +...
Az n-dik generacié nagysaganak, Z,-nek a generatorfiiggvénye,
Gn(2)=P(Z2,=0)+P(Z,=1)2+P(Z,=2)2" +... (3)

4.1. Az n-dik generacié nagysaga

A (2) és a 4. tétel alapjan:

Ez egy rekurziot ad nekiink:

Gus1(2) = Gu(P(2)) = Gu1(P(P(2)) = Guoa(P(P(P(2)))) = -+ = P(P(... P(P(2))...)).

n+1-szeres Osszetett fv.

Ezt atrendezve, azt kapjuk, hogy



Ezt felhasznalhatjuk az n-dik generdcié nagysaganak a varhaté értékének a kiszamitasara:
BZ,1 = Gy (1) = P(Ga(1) - G4 (1) = P(1) - GL(L).

Legyen m az utédszém eloszlds véarhaté értéke, azaz m = P’(1). Tovédbb4, legyen m,, = EZ,, = G/, (1). Ekkor
az el6z6 egyenlGség alapjan
Mp41 = 1M My,
amibdl rekurzié segitségével, m, 41 = mm,, = mmm,_; = ..., azt kapjuk, hogy
n

M, =m" .

Megjegyezziik, hogy G.,,-re néhany eset kivételével nem adhaté zart formula.
A fentihez hasonlé rekurzidval hasonlé formula adhaté a szérdsnégyzetre is, ezt foglaljuk 6ssze a kovetkezezében.

1. allitas. Legyen m és o az utédeloszlds varhato értéke, és szérdsnégyzete ebben a sorrendben. Ekkor
EZ, =m".

D%(z,) = m"_lL_102, ha m #1,

m—1
D?(Z,) =no? ha m=1.
4.2. Kihalasi val6sziniiségek

Itt azt fogjuk megvizsgalni, hogy mi annak a valdsziniisége, hogy az m-dik generaciora kihal a folyamat,
illetve, hogy véges idében kihal:

7 = P(Z, = 0) = P(az n-dik generdcidra kihal a folyamat),
7 =P(3In, Z, = 0) = P(véges id6ben kihal a folyamat).
A Z,, generétorfiggvényének definiciéjabdl (3) latjuk, hogy
Tn = Gp(0).

fgy tudjuk meghatarozni, hogy az n-dik generdciora kihal a folyamat. Mivel G,, kiszamitasa altalaban nem
lehetséges, ezért m, meghatarozasa is altalaban nehéz.

Most foglalkozzunk a véges idében valds kihalas valészintiségével.
Tények:

1. Z,=0=Z,41 =0, amib6l P(Z,, =0) < P(Z,+1 =0), azaz 7w, < 741
2. m, =P(Z, =0) =G,(0)
3. Gn1(2) = P(Gn(2)) = Tny1 = Gri1(0) = P(Gn(0)) = P(70), Tny1 = P(mn)

Ezekbol az kovetkezik, hogy
7 = P(valamikor kihal a folyamat) = P ({J,—, {k. generdcidban hal ki}) =P (U, ,{Zr = 0}) =

= limy, 00 P(Z, = 0) = limy, 00 T, azaz m = limy, 00 7y

Tehét m a m = P(m) egyenlet megfelel§ megolddsa. Pontosabban a kovetkezd az igazsig:

5. tétel. A véges id6ben valé kihalds valdsziniisége a
P(z)==z
fixpont egyenlet legkisebb megoldasa.

Figyeljiik meg, hogy P(z) szigorian né a [0, 1] intervallumon (az els6 derivalt pozitiv [0, 1]-en) P(z) konvex
a [0,1] intervallumon (a mésodik derivélt pozitiv [0, 1]-en). Tovdbba P(1) = 1, ez tehdt egy megoldds, és
P'(1) = m a P(z) érint6jének a meredeksége az 1 pontban. Harom eset lehetséges a fixpont egyenlet
megoldasara, ahogy azt az 1.. abran (Figure 1.) 6sszefoglaltuk.



P(ly=m<1
szubkritikus
T = Gr(0) — 1

exp. gyorsan

Pl)=m=1 Pl)=m>1
kritikus szuperkritikus
T = Gr(0) — 1 T = Gn(0) = «

hatvany rendben

Figure 1.: A kihalasi valdszintiségek az utédeloszlds varhaté értéke, m fliggvényében.

9. példa. Tekintsiik az M /M /1 kiszolgdlé rendszert. A X\ és pu paraméterek fiiggvényeként hatdrozzuk meg

a

P (egy foglaltsdgi idén beliil kiszolgalt igények szdma véges)

valdszintiséget.
Megjegyezziik, hogy egy kiszolgal6 rendszer akkor lehet stabil, ha ez valészintiség 1.

A fenti valészintliséget egy megfeleld eldgazé folyamat konstrudlasdval fogjuk meghatdrozni, illetve az 5.

tétel hasznalataval.
Az utédeloszlas Geometriai eloszlasi ﬁ paraméterrel. Ekkor a 2. példat hasznélva

azaz

ahonnan

tehat

_K
p(z):/\éﬂu’
_K
A1 —
1—(1—ﬁ)z

A% — (N4 p)z+p=0,

At pEVA+ P —d p )
B 2X B '

)\7

21,2

Akkor stabil a rendszer, ha m = 1, azaz § > 1, ahonnan A < p. Kés6bb ki fog deriilni, hogy A < p sziikséges.



