4. Markov-lancok

1. Definici6 és alapvet6 tulajdonsagok

Legyen adott egy S diszkrét halmaz. Leggyakrabban S az egész szamoknak egy halmaza, példaul S =

{0,1,2,...,N}, {0,1,2,...}.

1. definicié. S értéki valoszintiségi valtozok egy Xo, X1, Xo, ... végtelen sorozatat Markov-lancnak hivjuk,

ha a valészintiségi valtozok kozott a kovetkezo Osszefiiggés fenndll. Minden n > 0 egész szam, és j, i, %9, 11, . .

S allapotok esetén teljesiil a
P(XnJrl :_] | Xn = ’L',Xn,1 = Z.nfl, . ,Xl = il,Xo = Zo) = P(XnJrl :] | Xn = Z)
egyenl6ség. A Markov-lanc idében homogén, ha

P(X,4t1=j|X,=1)=P(X1=j|Xo=1), minden n > 0 esetén.
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e Leggyakrabban az indexre igy gondolunk, mint az id6 paramétere. fgy egy Markov-lanc valamilyen

idében véltozd véletlen jelenséget ir le.

e Fontos kovetkezménye a definiciénak, pontosabban a (1) egyenlségnek, hogy

P(Xotm = Jm,- o Xnt2 =J2, Xnp1 =J1 | Xn =6, Xp1 = lp—1,..., X1 =01, X0 =ip) =

=P(Xoim = Jms s Xng2 = j2, Xng1 = J1 = j | Xpn =1).

Ez az egyenlGség azt jelenti, hogy ha a jelen az n idéindexnél van, és a jelen értékét ismerjik, X, = 1,

akkor a Markov-lanc jovéje, (Xpntm = Jmy -« - Xnt2 = j2, Xnt1 = j1), figgetlen a milttdl, az
(Xn,1 = Z.nfl, . .,Xl = il,Xo = Zo) eseményté')l.

e Ezentul S-et a Markov-lanc allapottérnek hivjuk.

e Ezentul csak idoben homogén Markov-lancokkal foglalkozunk, és elhagyjuk az idében homogén jelzét.

e Minden Markov-ldnc fejlédését meghatdrozza a P(X,,11 = j | X,, = 1) egylépéses dtmenetvaldsziniliség,
ha ez adott minden 7,7 € S esetén. Ezeket az dtmenet valdsziniiségeket egy |S|-szer |S|-es P métrixba

gyijtjik, ahol a matrix 77 index(i helyén a
Py =P(Xpp1 =7 | X, =1)

valészintiség 4ll. Ha S végtelen, akkor P egy végtelen matrix.

A P matrix neve atmenetvalészinliség matrix, vagy egylépéses atmenetvalészinliség matrix.

e Legyen adott allapotok egy véges hosszu sorozata: i1,1%s,...,%4,—1,%,. Fontos tulajdonsaga a Markov-
lancoknak, hogy egyszertien fel tudjuk irni annak a valdszinliségét, hogy mi annak a valdszintiisége, hogy

a Markov-lanc egymads utani lépéseiben pont ezeket az allapotokat veszi fel:

P(X,=in, Xn-1=ln-1...,Xo =12, X1 =11 | X1 =1io) = Pji, Piyi, ... P,

In—1%n

(2)

Ennek az a kovetkezménye, hogy minden Markov-lancot egyértelmiien meg lehet feleltetni egy iranyitott,

silyozott grafon vald véletlen bolyongdsnak. Legyenek a graf pontjai az S halmazzal indexelve.

Az

t — j irdnyitott él be van huzva, ha a P;; egy lépéses atmenet pozitiv, az él sily a P;; értéke. Ekkor
a grafon vald bolyongés ugy néz ki, hogy ha n-dik 1épésben a bolyongas az i dllapotba ugrott, akkor a

j-be ugrés valdszintisége éppen F;;

1. példa. Az 1. abran 1évé Markov-ldnc esetén annak a valdszintlisége, hogy az 5-bél indulva sor-
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rendben meglatogatja az 112 dllapotokat =<. Annak a valdszintisége, hogy 5-bél indulva sorrendben

321"
meglatogatja az 612 allapotokat 0.
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Figure 1.: Markov-lanc graf reprezentaciéja és atmenetvaldszintiség matrixa

e Tobblépéses dtmenetvaldszintiségek. Legyen P() a P atmenetvalészinitiség métrixszal meghatérozott
Markov-lanc egylépéses atmenetvalésziniiség matrixa. Pontosabban, P(™) ij koordinataju helyén a

PY =P(X,=j| Xo=1), ijeS

valészinliség all, azaz annak valdszintisége, hogy a Markov-lanc n lépése alatt az ¢ allapotbdl eljut a
j allapotba. Fontos Osszefiiggés, hogy az n 1épéses atmenetvaldszinliség matrix felirhato az egylépéses
atmenetvaldszinliség matrix n-dik hatvanyaként:

1. allitas. P = p»

2. példa. A 1. dbrdban definialt Markov-ldnc esetén annak a valdsziniisége, hogy 5-bél indulva 3
1épés miilva a 2-es dllapotban van megegyezik a [P3]53 elemmel. Ez megegyezik az 5112 5122 utak
val6szinliségének Osszegével.

e Eddig mindig feltettiik, hogy a Markov-lanc valamilyen iy dllapotbdl indul, és gy néztiik a késébbi
1épések valdsziniiségét. Most P(Xo = ig, X1 = i1), vagy P(X,, = i,,) kifejezésekhez hasonlé valdsziniiségeket
szeretnénk meghatarozni mindenféle feltétel nélkiil. Ezt tgy tudjuk megtenni, hogy feltessziik, hogy a 0
idében adott valamilyen kiindulési eloszlas, azaz adott az Xp-nak az eloszlédsa. Ezt az eloszlast kezdeti
eloszlasnak nevezziik. A kezdeti eloszlas megadasat technikailag gy tessziik meg, hogy megadunk egy
sorvektort, a-t, azaz a = [a;,1 € S|, ugy, hogy az i-dik elem éppen annak a valdszin{isége, hogy a 0
idében a Markov-lanc az i allapotban van:

P(oni):ai, ieS.

3. példa. Példaul, ha P(Xy = i) = 1, akkor ez azt jelenti, hogy a Markov-lanc az iy allapotbdl indul.
Vagy tekintsiik a 1. dbrdban definidlt Markov-lancot. Ha feltessziik, hogy kezdetben minden allapot

ugyanolyan valészinti, azaz a; = %, i =1,2,...,10, akkor annak a valdszinlisége, hogy az els6 1épés
utan a 3-as allapotban van az a3z P33 + asPes + a1 P13 = % (% + % + %) = %.

e Ekkor a (2) egyenléséghez hasonldan (imméron feltétel nélkiil)

P (Xn = in, Xn,1 = Z'n,1 ceey X2 = ig, X1 = ile = io) = P(XO = iO)Boi1Pi1i2 .. 'Pinflin

azaz P(Xo = ig) = a;, miatt

P (Xn = Z.n,Xn,1 = Z.n,1 . ,XQ = iQ,Xl = ile = ’Lo) = aZOP'LO'LlPZIZ2 . P

in—1%n

. példa. Tekintsiik a 1. dbraban definialt Markov-lancot. Ha feltessziik, hogy kezdetben a; = 5—i5,
=1,2,...,10, akkor annak a valészintisége, hogy sorrendben az 5112 utat teszi meg az 55—5%%%

e Most mar, hogy adott egy a kezdeti eloszlas, képesek vagyunk meghatarozni X,, eloszlasat. Tehat meg
kell adnunk P(X,, = j)-t minden j € S esetén. A teljes valdsziniiség tételét hasznalva:

=)= P(Xu=j|Xo=)P(Xo=i) =Y aPy

€S €S



Mivel ennek az Osszegnek ugyanolyan a struktirdja, mint a matrix szorzasnak ezért ezért
; (n)
P(X,=j) =Y aPy’ =[aP"];,
i€S
azaz amit kapunk az a aP™ sorvektor j-dik eleme.

e Tehit X, eloszldsét egy sorvektorként képzelhetjiik el, ahol a sorvektor j-dik koordindtdja a P(X,, = j)
valészintiség. Ez fiigg a kezdeti eloszlastol. Ha jelolni szeretnénk a kezdeti eloszlastol valo fliggést, akkor
a
P, (Xn =J )

kifejezést irjuk.

2. Markov-lanc allapoteres felbontasa

A Markov-lanc dllapotterét szeretnénk felbontani olyan osztalyokra, amelyek ha nagyon sokdig nézzik a ldnc
fejlodését, akkor lényegesen méashogy viselkednek. Ehhez eloszor definidljunk két relaciot.

2. definicié. j elérhetd az ¢ allapotbdl, jelben ¢ — j, ha létezik pozitiva valdszintiségli it ib-6l j-be, azaz
létezik egy n, hogy P(X, =7 | Xo =1) > 0.

3. definicié. i érintkezik a j allapottal, jelben i < j, ha 7 elérheto jbél, és j is elérhet6 az i-bél

2. allitas. Az érintkezési reldcié ekvivalencia relacié, azaz, (1) reflexivi < ¢, (2) szimmetrikus i < j = j < i,
és (3) tranzitivi < j és j — k=i« k.

Ennek az a kovetkezménye, hogy az egymaéssal érintkezé allapotok egy osztalyba tartoznak.
A 1. dbrdn definidlt Markov-1dnc esetén 3 osztaly van: C; = {1,2,3}, Cy = {4,5,6}, C5 = {7,8,9,10}.

4. definicié. Ha egy osztalybdl nem megy ki pozitiv valészintiségii at, akkor zartnak nevezziik.

A példaban a Cy és a C3 osztély zart.
Minden osztalyra megmondhaté az, hogy mi a periédusa, és az, hogy visszatéro-e. Ezeket definialjuk
most.

5. definicié. Az i allapot periddusa d(i) a {n : P(X,, =i | Xo =) > 0} halmaz legnagyobb kozos osztdja.
Ha a periédus 1, azaz d(i) = 1, akkor azt mondjuk, hogy az i dllapot aperiodikus.

Bebizonyithatd, hogy ha egy ¢ dllapot periédusa d(i) = d, akkor elegendéen sok idé utdn minden n szdmra
teljestil, hogy Pii"d) > 0, azaz, d lépésenként mindig visszatér pozitiv valészinliséggel, ha az ¢ allapotbol
indult a Markov-ldnc. Természetesen ha d(i) = 1, akkor ez azt jelenti, hogy egy id6 utdn mindig pozitiv
valdszintiséggel (lehet, hogy egyre csokkend) tartézkodik az 4 dllapotban, ha az ¢ dllapotbdl indult a Markov-

lanc.

6. definicié. Egy i dllapot wvisszatérd, ha i-bol indulva 1 valdsziniiséggel visszatér, azaz
P(OnX, =i| Xo=1) = 1.
Egy allapot dimeneti, ha nem visszatéro.

3. allitas. A peridédus és a visszatéréség osztalytulajdonsig. Azaz, az egy osztalyban 1évé allapotoknak
ugyanaz a periédusa. Tovabbd, az egy osztalyban 1évo allapotok vagy mind visszatérdk, vagy mind dtmenetiek.

A 1. dbran definidlt Markov-ldnc esetén a Cy és a Co osztédly periédusa 1, mig a Cs osztaly peridédusa 2.
Tovéabba, a C és a C5 osztaly visszatéro, mig a Coy osztaly atmeneti. Ennek a kovetkezo az oka.

4. allitas. Ha egy véges sok elembdl all6 osztaly zart, akkor visszatérd. Ha megy ki bel6le pozitiv valoszintiségli
ut, akkor visszatéro.



Ez utébbi allitdas azért igaz szemléletesen, mert egy ilyen pozitiv valdsziniiségii it “kipumpaélja az ott
tartézkodas valdsziniliségét az osztalybol”. Az is bebizonyithaté, hogy egy véges elembdl allé atmeneti
osztalyban tartézkodas valésziniisége exponencialisan csokken. Pontosabban, ha C' egy véges atmeneti osztaly
és i € C akkor,

P(X,eC|Xyo=1) <K&,

ahol K >0és0 <4 <1.
Altaldban az S allapottér felbonthaté

S=THUuhLU---UCUCyU...
osztalyok unidjara, ahol 7; osztalyok jelolik az atmeneti osztdlyokat, és C; jelolik a visszatér6 osztélyokat.
7. definicié. Ha a Markov-1dnc egy osztalybdl élla, akkor azt mondjuk, hogy irreducibilis (felbonthatatlan).

A visszatérd osztalyok zartak, nem megy ki bel6liik él.
Ha a Markov-lanc egy zart osztalybdl indul, akkor végig abban az osztalyban marad.
Ha a Markov-lanc egy atmeneti osztalybdl indul, akkor véges sok 1épés alatt 1 valdszintiséggel elhagyja.

3. Stacionarius eloszlas

8. definicié. Egy X, X1,... Markov-lancot (erésen) staciondrius folyamatnak neveziink, ha minden n > 1,
m > 1, és ig,11,...,1, €S allapotsorozat esetén

P(XO = io,Xl = il,...,Xn :’Ln) = P(Xm :io,Xerl :ily---meJrn :’Ln)
Ez azt jelenti, hogy egy véges trajektéria (ig, i1, ... ,i,) valésziniisége minden id6ben ugyanaz

9. definicié. Ha & sorvektor az S allapottéren adott egy eloszlds (x = [m;,i € S]), akkor staciondrius

eloszlasnak hivjuk, ha
P =m. (3)

Figyeljiik meg, hogy ez azt jelenti, hogy X eloszlasa (P(X,, = j) = 7, miden j € S) megegyezik X
eloszldsaval (P(X,, = j) = [rP];, miden j € S)
Ennek az a kovetkezménye, hogy minden n-re X,,-nek ugyanaz az eloszlasa:

P(X,=j)=m, Yn>0YjedS,

ugyanis, ahogy mér kordbban felirtuk X,, eloszldsa felirhaté mP™ sorvektor alakban. Tovdbbd, a (3)-bdl az
kovetkezik, hogy nem csak egy hatvanyra, hanem tetszoleges n-re igaz, hogy

TP" = .
Bizonyithato a

5. allitds. Ha 7 staciondrius eloszlds, és ez a Markov-lanc kezdeti eloszldsa (a = x), akkor az Xo, X1, ...
Markov-lanc stacionarius.

Erdekes, hogy ha

1. tétel. Ha egy Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor az

yP=y

sajatérték egyenletnek létezik egyetlen megoldasa.
Két egymdst kizaro eset lehetséges:

(1) Ha az y sorvektor elemeinek az Gsszege véges, azaz ), sy < 00, akkor létezik egyetlen staciondrius

eloszlas r, ahol
Yj

Dics Yi

7Tj:

pozitiv szam.



(2) Ha az y sorvektor elemeinek az dsszege véges, azaz ) ;g y; = 00, akkor nem létezik staciondrius eloszlas.

1. megjegyzés. Fontos megjegyzés, hogy ha az éllapottér véges, akkor az ), g ¥; Osszeg automatikusan
véges, igy minden irreducibilis és aperiodikus Markov-lancnak létezik stacionarius eloszlasa.

5. példa. Tekintsiikk a 1. dbrdn definidlt Markov-lancot megszoritva a Cp osztdlyra. Ez egy irreducibilis,
aperiodikus Markov-lanc. Hatdrozzuk meg a staciondrius eloszlasat. Ehhez meg kell oldani az

1/2 1/4 1/4
[7T1 Uuw) 7T3] 1/4. 1/2 1/4 :[ﬂ'l Uuw) 7T3]
1/2 0 1/2

|
—_

T + T + 3 =

egyenletrendszert. Azt kapjuk, hogy m = %, Ty = %, Ty =

©olw

6. példa. Legyen S = {0,1,2,...}. Legyen adott egy pi,p2,... sorozat, ahol 0 < p; < 1 teljesiil minden
i=1,2,... szamra.
Tekintsiik a kovetkezé Markov-lancot az S allapottéren.

Piiv1i=pi, Pii1=1-pi=:q;, hat=1,2,... és
P01 =1.
Hatarozzuk meg, hogy mikor létezik a Markov-lancnak stacionérius eloszlésa. frjuk fel a staciondrius eloszlést.

Megoldas: Az 1. tétel alapjan az yP = y egyenletet kell megoldani elsé 1épésben. Azt kapjuk, hogy

Yo = Y141
Yi = Yj+1qj+1 +Yj—1pj—1, J =1
Ebbdl egy rekurziét lehet kapni y;-kre. p; + ¢; = 1 miatt azt kapjuk, hogy
YoPo = Yi1q1
Yj+15+1 — YiP5 = Y45 — Yj—1Pj—1, J = L.

A szomszédos sorokat 6sszeadva, majd egyszeriisitve azt kapjuk, hogy

Yj+14j+1 = Y;pj, J =0,

amibdl a rekurzio az
_ PoP1-..DPj s
Yjr1 = ——Y, J=0
q142 - - -4j+1

alakot olti. Ekkor a 1. tétel szerint pontosan akkor van staciondrius eloszlas, ha y;-k Osszege véges, azaz

Zyj/yo—z Pobr < 0.

q192 - qj+1

Abban a specidlis esetben, mikor p; = p rogzitett szam (g; = ¢ := 1 — p), akkor ez a feltétel az

0 j
D 1
pY (L) =g <
=0

q

alakot olti. Ez akkor teljesiil, ha p < % Ekkor a staciondrius eloszlas
T = 'm0,

ahol p = %.



2. tétel. Ha egy Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus és 1étezik stacionarius eloszlasa, akkor X,, eloszlasa n
novekedésével konvergal a staciondrius eloszlashoz fliggetleniil attol, hogy mi a kezdeti eloszlas. Pontosabban,

P,(X,=j)—m, n— oo,
vagy matrixosan megfogalmazva
aP" — 7w, n— o0,
ahol a sorvektorok konvergenciaja azt jelenti, hogy minden koordinataban konvergal.

Nagyon fontos tulajdonsdga véges allapotterti Markov-lancoknak, hogy a fenti konvergencia exponencialisan
gyors, azaz

3. tétel. Ha egy véges dllapotterii Markov-ldnc irreducibilis és aperiodikus (ekkor létezik stacionérius eloszlasa),
akkor
|Pu(X, =j) — ;| < C8",

ahol C' > 0 és 0 < 6 < 1. Vagy matrixosan megfogalmazva, minden j € S allapotra
[aP"]; —m;| < 6.

2. megjegyzés. A fenti exponencidlis konvergencia nem csak véges dllapotterii Markov-lancokra igaz. Bi-
zonyos feltételek mellett végtelen dllapotterti Markov-lancokra is teljesiil.

4. Ergod-tétel Markov-lancokra

Legyen Xy, X1,... egy Markov-lanc S allapottérrel. Tovabba, adott egy valds értékii f koltségfiiggvény az
allapotokon értelmezve:
f:S§—R

Ha a Markov-lancnak adott egy ioi; .. .4y trajektoridja, akkor ennek a trajektorianak a koltsége
flo) + F(ia) + -+ fin).
Ha nem hatarozzuk meg a trajektoriat, akkor az elsé n + 1 dllapot koltsége egy valdszintiségei valtozo
f(Xo) + f(X0) + -+ + f(Xn).
Ekkor egy 1épésre jutd atlagos koltség
fXo) +f(X) + -+ f(Xn)
n+1 '

Arra vagyunk kivancsiak, hogyha a Markov-lancot végtelen sokaig futtatjuk, akkor mi lesz az egy 1épésre
jutéd koltség, vagy masként a hosszutdvi dtlagos koltség:

lim f(Xo) + f(X1) + -+ [(Xn)

Erre a vélaszt a kovetkezd tétel adja meg.
4. tétel. Legyen Xy, X1, ... egy irreducibilis, aperiodikus Markov-lanc, amelynek létezik staciondarius eloszlasa,
m. Tovabba legyen adott egy f : & — R koltségfiiggvény tgy, hogy a stacionarius eloszlds szerinti atlaga
véges,

Z f(i)ﬂ'i < 0Q.

i€S
Ekkor a hosszutava atlagos koltség egyszertien szamolhato,

X X e X
lig 4 Xo) + F(X1) + -+ f(Xn) = f(iym

€S
7. példa. Tekintsiik a 1. dbran definidlt Markov-lancot megszoritva a Cy osztalyra. Vezessiik be a kovetkezd
koltségfiiggvényt:
f(1)=10, f(2)=20, f(3)=40.
Hatarozzuk meg a Markov-lanc 1épéseinek hosszutdavia atlagos koltségét. Az 4. tételbdl kovetkezik, hogy ehhez
ki kell szamolni a staciondrius eloszlast. Az 5. példdban ezt kiszamoltuk. Tehdt a 4. tétel alapjan a valasz

4 2 3
10- +20- +40—-.
09—|— 09—|— 09



5. Reverzibilis Markov-lancok

A 3. tételbeli gyors konvergenciat felhaszndlhatjuk arra, hogy egy tetszéleges, véges S halmazon adott m
eloszlasbdl generaljunk mintat. A Kés6bb majd ejtiink réla szét, hogy miért fontos, hogy meg tudjunk oldani
ilyen tipusu feladatokat.

Azt fogjuk tenni, hogy megadunk egy Markov-lancot, amelynek a staciondrius eloszldsa éppen 7. Ehhez
eldszor reverzibilis/megfordithaté Markov-1dncokat tanulményozzuk.

10. definicié. Egy Xg, X1, ..., X7 Markov-ldnc megforditasa az X, X7, ..., X7 folyamat, ahol X; = Xp_,
6. allitas. Az X§, X7,..., X} folyamat Markov-lanc.
Bizonyitds. A megforditds definiciéja szerint:
PX ' =j| X/ =4,X/ | =ti1-1,...., X5 =i0) =
=P Xr_41) =J | Xt =0, Xp_(¢4—1) = it—1,..., X7 = i0)-

Mivel adott jelen, X7 _; = i, mellett a Markov lanc jovéje (Xp_—1) = it-1,..., X7 = ip) és a miltja

(X7_(t41) = j) fiiggetlenek, ezért a jobboldal egyenlé P(Xr_;41) = j | X7t = i) valdszintiséggel, ami

pedig éppen P(X(*Hl) =j | X; =1). Azaz a megforditott folyamat is Markov-lanc. O

7. allitas. Ha az Xo, X1, ..., X7 Markov-ldnc stacionérius, akkor a megforditott Markov-ldnc is staciondrius,
. _ Dy,

P= (4)

T
atmenetvaloszinliséggel, ahol w az eredeti Markov-lanc staciondrius eloszlasa.
Proof. A Bayes-tételt hasznédlva, majd azt, hogy a Markov-lanc a stacionarius eloszlasbdl indul, igy minden

n-re P(X,, = j) =x;.

. " . . . P Xy 1=7X7r_t1=1
Py = P(Xyy = | X = 1) = P(Xp 1 = | Xp = i) = DO =X =)

P(Xr_:=1)
_ PXr_t=1i|Xr—t—1=J)P(Xr_t—1 =) _ Pjim;
P(Xr_, =1) o
O
Ezek utan definialjuk ezen alfejezet legfontosabb fogalmat
11. definicié. Egy Xy, X1,..., X Markov-lancot megfordithatonak neveziink, ha eloszldsa megegyezik a
megforditasanak eloszlasaval, azaz
P = Pi.
A (4) egyenletbdl kovetkezik, hogy a megfordithaté Markov-ldnc dtmenetvaldszintiségére fendll
Py
P.*4 e —JZ J = Pi‘u
1] T J
masképpen
7T]'Pji :ﬂ'ipij, minden 1,7 eS. (5)

Ha ez az egyenloség fennall egy Markov-lancra, akkor a Markov-lanc megfordithatd.

e A megfordithaté Markov-lancok reprezentalhaték egy irdnyitatlan stulyozott grafon valé bolyongassal a
kovetkezoképpen. Legyen adott egy graf, ahol a csicspontok az S halmazzal vannak indexelve. Ha az ¢ — j
él be van huzva, akkor az él silya legyen w;; = w;; > 0. Ekkor a bolyongas a kovetkezéképpen fejlédik. Ha

az n-dik lépésben az ¢ allapotban van, akkor
Wi

P, =

%)
valészintiséggel 1ép a j allapotba a kovetkez6 1épésben, ahol

w; = E Wi

i—7 €l be van hizva



fgy egy Markov-lancot definialtunk, amelynek a stacionarius eloszlasa

W
7Tj = —J,
w
ahol
i€S

a sulyok Osszege. Azt, hogy ez a staciondrius eloszlds, latszik a kdvetkezo allitds bizonyitdsabol.
8. allitas. A fent definidlt Markov-ldnc reverzibilis.
Proof. Elég ellenérizni a (5) egyenldség meglétét. Ez viszont teljestil:

Wi Wi Wi Wi Wi Wy

ﬂ-ij':_ = — = = :ﬂ'iPij-
w wy w w w w;

8. példa. Mutassuk meg, hogy az 6. példaban definialt Markov-lanc reverzibilis.

e Markov chain Monte Carlo (MCMC). Ebben a pontba irjuk le az alfejezet kiinduldsi probléméajinak
megoldasat. Tehat, ha adott egy S allapottér és egy m eloszlas S-en, akkor készitiink egy reverzibilis Markov-
lancot, amelynek a staciondrius eloszlasa éppen m. Mivel S véges, a 1épések (n) szdmédnak novelésével a
Markov-lanc n idében vett eloszlasa exponencidlisan gyorsan konvergal a staciondarius eloszlasahoz, m-hez.
Tehat, hogyan konstrualunk ilyen reverzibilis Markov-ldancot? Meg kell hatarozni P-t, az atment valdszintiség
maétrixot.

Induljunk ki (5) karakterizdciébdl, azaz az ismeretlen P;;-nek ki kell elégiteni a

Pij o ﬁ

Pj 1 T
egyenlOséget. Vegyiik a logaritmusat:
log P;; — log Pj; = logm; — log ;.

Atrendezve azt kapjuk, hogy
log P;; = log Pj; + logm; — log m;,

tovabba ) )
log P;j — g(log m; —logm;) = log Pj; + g(log m; — logm;)
1 1
log P;j — g(log 7; —logm;) = log Pj; — g(log i — log ;). (6)

Legyen S’ egy |S| x |S| métrix, amelynek az ij-dik eleme legyen
/ 1 .
S;; =log Pyj — E(logwj —logm;), hai#j.
Ekkor az (6) egyenléség alapjdn S’ szimmetrikus matrix (¢ és j felcserélésével ugyanazt a szdmot kapjuk).
Ekkor az ismeretlen P;; dtmenetvaldszintiségekre teljesiil a

1 1
log P;j = Si; + §(log7rj —logm;) = Sj; — 5(10g7ri —logm;), hai#j.

egyenléség. Ekkor bevezetve az S szimmetrikus métrixot, amelyet az S;; = S egyenléség definidl minden
ij parra, azt kapjuk, hogy
-
Py =Sie 3=, hai#j.
Ty



Most meg kell vilasztanunk P;; dtmenet valdsziniiségeket, i € S. Arra kell vigydznunk, hogy ne legyen
>z Fij > 1. Mivel S;-k helyett tetszéleges 6 > 0 szdmszorosa is j6 szimmetrikus mdtrixnak, ezért
legyenek S;;-k (i, j € S) akkordk, hogy

T
E Hj < 1, azaz E Sije_%—z < 1.
T
J

Jig#i JigFe
Ekkor mar definidlhatjuk Pj;-t, legyen
Pii =1 Z Pl]
J:gFi

Szokésos vélasztds, ha az S matrixnak az incidencia matrix C, valamely d-szorosat vessziik (6 > 0). Emlékeztetéiil,
a incidencia matrix egy négyzetes matrix, amely a cstcsok koézotti kapcsolatot irja le gy, hogy

. 1  haazi—j él be van htzva,
“ 71 0 Kkilonben.

Ekkor .
Py =6C;—.
g I



