1. Folytonos idejii Markov-lancok

1. Harom ekvivalens definicié

A kovetkez6kben definialjuk a diszkrét allapotteri, folytonos idejii Markov-lanc fogalmat. Az allapotteret
S-sel fogjuk jeldli.

Legyen adott egy diszkrét idejii Markov-lanc ) atmenetvalésziniliség matrixszal gy, hogy a féatléban
1év6 elemek 0-k, Q;; = 0,7 € S. Ez azt jelenti, hogy ha i-ben tartézkodik tetszéleges i allapotra, akkor nem
maradhat i-ben a kévetkez6 1épés utan.

Legyen adott tovabbd minden i-hez egy A(i) nem negativ valds szdm, amit tartdsi/tartézkodési idé
paraméternek hivunk.

Ekkor a folytonos idejii Markov-lancot ugy irhatjuk le, hogy 6 egy bolyongéds az S allapottéren. Ha i-
be ugrott, akkor véletlen hosszu ideig marad i-ben. Ennek az i-ben tartézkodasnak a hossza exponencidlis
eloszldsi A(i) paraméterrel. Amikor letelik ez az id6, akkor elugrik, mégpedig a @ &tmenetvalészintiség
matrixnak megfeleléen, tehat j-be ugrik @;; valészintiséggel.

A pontos definicié a kovetkezd.

1. definicié. Legyen S egy diszkrét halmaz. Adott egy ) dtmenetvalésziniiség matrix igy, hogy minden ¢S
esetén Q;; = 0. Adott tovdbbé egy A(i) > 0 i € S sorozat.

Legyen Xy, X1,... egy @ atmenetvaloszintiség matrixszal rendelkezé Markov-lanc.

Legyen Th < To < ... egymds utani ugrdsi id6k sorozata, Ty = 0, ugy, hogy az (n + 1)-dik és az n-dik
ugras kozott elteld id6 eloszldsa Eaxp(A(X,,)), azaz

Toi1 — Tn ~ Exp(M(Xy)).
Ekkor az X (t),t > 0 folytonos idej{i Markov-lanc definicidja:
Xt)=X, haT,<t<Ty,
azaz két ugras kozott konstans, és az értékét a beagyazott Markov-lanc X,, hatarozza meg.

Az alkalmazdsok tobbségében fontos, hogy a Markov-lanc véges id6 alatt ne ugorjon végtelen sokat pozitiv
valészintliséggel, vagy mas széval ne robbanjon fel. Erre vannak feltételek, amikre most nem tériink ki. Az
alkalmazdasok tobbségében ez a stabilitas szinte természetesen fendll.

A kovetkezékben megadjuk a Markov-folyamat masodik definiciéjat, amely ekvivalens az els6vel. Ehhez
ismételjiink at néhdny dolgot exponencialis eloszlasokkal kapcsolatban.

1. allitas. Legyen Y7, Y5, ..., Y, fiiggetlen exponencidlis eloszlasok sorozata sorrendben A1, Ao, ..., A\, paraméterrel.
A legkisebb koziiliik min{Y7,Ys, ..., Y;,}. Ennek a minimumnak az eloszldsa exponencidlis \y + Ao+ -+ -+
Am paraméterrel:
min{¥1, Ya, ..., Y} ~ Ezp(ht + Ao+ + Am)

Annak a valészintisége, hogy az i-dik a legkisebb felirhaté a kovetkezoképpen:
SN A Ay

P(Y; = min{Y1,Ys,..., Y, })

2. definicié. Legyen adott egy A = [A;;] |S| x |S| métrix gy, hogy az elemei nem negativak és a f6dtléban
csupa 0 4ll. Definidljuk a folytonos idejii X (¢),t > 0 Markov-lancot tgy, hogy legyen X (0) = iy valamilyen
19 € S kezdballapotra. Tovabbd, ha X (t) = i tetszéleges i € S és t id6re, akkor minden olyan j dllapotban,
ahol A;; # 0 elinditunk egy érat, amelyek egymastdl fiiggetleniil csengenek véletlen hosszti id6 milva. Ennek
az idonek a hossza exponencidlis eloszlast minden allapotra, és a j allapotban 1évo 6randl az exponencialis
eloszlds paramétere A;;.

A Markov-folyamat akkor ugrik, amikor az els6é éra megszolal, és abba az dllapotba ugrik, ahol el6szor
csengett az ora.

A 1. allitas miatt a két definicié ekvivalens a kovetkezd megfeleltetésekkel:
. , Aij
A(l) = Z Aik = Z )\ik es QU — Z ])\. .
ki Ai 20 kes kes ik

Ezutan lefrjuk a folytonos idejii Markov-lancok harmadik definiciéjat, amely a diszkrét idoben leirt
Markov-lanc definiciéhoz hasonlit, az igynevezett Markov-tulajdonsagot adja meg folytonos idében.



3. definicié. Az S dllapottéren értelmezett X (¢),t > 0 sztochasztikus folyamatot folytonos ideji Markov-
ldncnak nevezziik, ha minden n-re és s,t > 0 szamra, és to < t; < --- < t,_1 < t id6kre, tovabba
1,7,%0,%1,--.,in—1 € S allapotokra igaz a

PX(t+s)=7X(1t)=4X({tn-1) =tn-1,..., X(t1) = i1, X(to) =10) =P(X(t+5)=j [ X(t) =14). (1)

egyenléség.
Ha feltessziik, hogy a fenti feltételes valosziniiség nem fiigg tt-01, akkor azt mondjuk, hogy a Markov-lanc
homogén, azaz
P(X(t+5)=j | X(t) =) = P(X(s) =j | X(0) =)

A (1) egyenl8ség azt jelenti, mint diszkrét idé esetén, hogy feltéve a folyamat jelenét X (¢) = i-t a folymat
jovéje (X (t+ s) = j) fiiggetlen a folyamat multjatdl (X (tp—1) = in—1,..., X (t1) = i1, X (to) = io)-

4. definicid. Jeloljitkk P(t)-vel a ¢ idejli 4tmenetvaldszinliség métrixot. P(t) ij koordindtdju helyén P;;(t) =
P(X(t) =7 | X(0) = i) valdsziniiség &ll.

2. allitds. A Markov-folyamat hdrom definiciéja ekvivalens.

2. Tulajdonsagok, példak

e Folytonos idejii Markov-lanc allapotteres felbontasat érintkezési ekvivalencia osztdlyokra a beagyazott
Markov-lanc allapotteres felbontasa hatdrozza meg.

e Hasonléan a diszkrét esethez, ha megadunk n + 1 egymds utdni idépontot tg < t1 < ...t < t, és
0,11, ..., € S dllapotot a P(X (t,) = in,..., X (t1) = i1 | X (to) = i0) valésziniiség felirhaté

P(.X(tn) == in, oo 7X(t1) == 7/1 | .X(to) = 7/0) == Pi()il (tl - tO)PlllQ (t2 - tl) “ o Pinflin (t’ﬂ - tn_l)
szorzat alakban.

e Hasonldan a diszkrét idejii esethez itt is kivancsiak vagyunk az X eloszlasara. Ezt gy tudjuk megadni,
hogy megadunk egy kezdeti eloszlast, egy a vektort. Az j-dik eleme a; = P(X(0) = j), j € S. Ekkor
teljesen ugyanugy, mint diszkrét esetben a teljes valdsziniliség tételt hasznélva azt kapjuk, hogyan

P(X(t) = j) = [aP(t)];-

1. példa. M/M/1 sorbandlldsi rendszer. Tegyiik fel, hogy egy kiszolgdléhoz érkez§ csomagok érkezési
idépontjai Poisson-folyamatot kovetnek A rdtaval, az két csomag érkezése kozott Fxp() eloszldst idét kell
varni. Tegyiik fel, hogy a csomagok mérete Exp(u) eloszlasu, és egymastol fliggetlenek. Tegyiik még fel, hogy
a puffer végtelen, igy nincs csomagvesztés, tovabbd a szerver egységnyi kapacitasi és egyszerre egy csomagot
tud kiszolgdlni. Legyen X (¢) a rendszerben 1év6 igények szdma, beleszamoljuk az éppen kiszolgélds alatt
1év6t is, ha van ilyen. X (¢),¢ > 0 folytonos idejiit Markov-ldnc

Aiyig1 = Ay Ajj—1 =, hai>1
és \o1 = A ratakkal.

2. példa. M/M/1 sorbandlldsi rendszer blokkoldssal. Tekintsiik az elészd feladatban definidlt sorbandlldsi
rendszert a kovetkez0 médositassal. Ha egy csomag beérkezésekor i masik csomag van a rendszerben, akkor
a csomag bekeriil a rendszerbe «; valdszintiséggel, 1 — a; valdszintiséggel pedig eldobddik. Tegytik fel, hogy
0 < a; < 1 minden i-re. Legyen X (t) a rendszerben 1év§ igények szdma, beleszdmoljuk az éppen kiszolgalds
alatt 1év6t is, ha van ilyen. X (¢),t > 0 folytonos idejii Markov-ldnc.

A blokkolas azt jelenti, hogy ha i csomag van a rendszerben, akkor a beérkezéseknek megfelel6 Poisson-
folyamat ugrasait «; valésziniiséggel tartjuk meg. Kordbban lattuk, hogy az igy ritkitott Poisson-folyamat is
Poisson-folyamat csak a; A ratdval. fgy az X (t) Markov-lanc ratdi a kovetkezdképpen alakulnak:

Nijit1 = A, Nij—1 =, hai>1

és \o1 = ap) ratakkal.



3. példa. Folytonos idejii eldgazofolyamat. Tegyiik fel, hogy egyedek egy populacidjat vizsgaljuk. Az egyedek
egymastol fiiggetleniil fejlodnek, de a fejlédésiik ugyanolyan eloszlasi. Tekintsiink egy egyedet. Ez az egyed
Exp()) id6 milva létrehoz egy utédot, vagy Exp(u) idé milva meghal. Ez a 1. 4llitds miatt ekvivalens azzal,
hogy a megsziiletése utén Exp(A+ p) mulva torténnie kell valaminek, vagy meghal ﬁ valdszintiséggel, vagy
létrehoz egy utédot ﬁ valésziniiséggel. Feltessziik még, hogy ha kihal az eldgaz6 folyamat, akkor Exp(\)
id6 mulva megjelenik egy egyed. Beldtjuk, hogy ha X (¢) jeloli a t id6ben jelenlévd egyedek szdmat, akkor
X(t),t > 0 Markov-folyamat.

Szamoljuk ki, hogy ha ¢ egyed van a populdciéban, akkor mennyi idé telik el az els6 utéd létrehozasaig,
illetve az els6 kihaldsig. Ezek lesznek a A; ;11 és a \; ;1 ratdk. Az elsé sziiletésig elteld id6 a kovetkezéképpen
szamolhat6. Legyen Fy, Es, ..., E; fliggetlen exponencidlis eloszlastu valészinliségi valtozék A paraméterrel.
Ey, Es, ..., E; jelold, hogy mennyi id6 telne el az egyes egyedeknél az els sziiletésig. A 1. éllitds miatt
min{ Ey, Es, ..., E;} eloszldsa Fxp(i)). Hasonléan szdmolhatd ki az els§ haldlig elteld id6, amely Fxp(ip)
eloszldsi. Tehét, az X (t),t > 0 Markov-folyamat rétéi:

Niji1 = AT, Agj—1 =i, hai>1
és \g1 = g ratakkal.

4. példa. Folytonos ideji elagazéfolyamat bevandorldssal. Mddositsuk 6gy az el6z6 modellt, hogy a folyamat
fejlodésétol fiiggetleniil van egy bevandorlasi folyamat. Egyszerre egy egyed vandorol be, és a bevandorlasi
idok Poisson-folyamat szerint torténnek 3 paraméterrel. Tovabba, ha a folyamat kihalt, akkor csak bevandorlassal
jelenhet meg 1ij egyed. Ha X (¢) jeloli a ¢ id8ben jelenlévé egyedek szamét, akkor X (¢t),t > 0 Markov-folyamat

)\i,i+1 =X+ [, /\i,ifl = i, hai>0

ratakkal.

3. Markov-lanc id6beli fejlédése

1. tétel. Minden Markov-folyamathoz létezik egy A, [S| x |S| métrix ugy, hogy a P(t) méttrix ¢-szerinti
derivaltjara fennall a kovetkezo két egyenlOség

P'(t) = AP(t) és P'(t)= P(t)A.

Az A matrixot a Markov-folyamat generatoranak nevezziik.
Az A megadhatd a bedgyazott Markov-ldnc @ dtmenetvaldsziniiség matrixdval, és a A(i),i € S sorozat
segitségével a kovetkezOképpen:

Aij = Mi)Qi; hai#j Auy=-\3i),i€S.

A P'(t) derivalt matrix igy értendd, hogy az ij-edik eleme P;;(t)’.
A Markov-folyamat elsé két definicidjanak ekvivalencidja miatt az A matrixot felirhatjuk dgy is, hogy
f6atlén kiviil megegyezik a réatdkkal, a f84tléban pedig az egy sorban 16v6 ratak osszegének a (—1)-szerese &ll:

Aij:/\iji#j; A”:_Z/\”

jES

4. Stacionarius eloszlas

5. definicié. Egy m S-en éltermezett valdsziniiségeloszlast (sorvektor) staciondrius eloszldsnak hivunk, ha
teljesiil, hogy
nP(t) =@, minden ¢t > 0 esetén.

Bebizonyithaté a kovetkezo allitas.

3. allitds. Ha 7 staciondrius eloszlds, akkor a Markov-folyamat stacionarius folyamat, azaz minden n-re és
minden ¢y,...,t, és s > 0 idore igaz az, hogy

(X (t1),...,X(tn)) eloszldsa = (X (t1 + 8),..., X (tn + s)) eloszldsa.



A fejezet 16 allitasa a kovetkezo.

2. tétel. Legyen adott egy X;,¢ > 0 folytonos idejii Markov-ldnc. Tegyiik fel, hogy az X,, = X(T},),n =
0,1,... beagyazott Markov-lanc irreducibilis és visszatéré — ekkor azt mondjuk, hogy X;,¢ > 0 irreducibilis
és visszatérd.

(A) Ekkor az
yP(t) =y, minden t >0
sajatvektor egyenletrendszernek létezik_pontosar: egy megoldasa, amely meghatarozhaté az
yA=0
egyenlet megoldasaval.

(B) Ha),.s¥yi < oo, akkor létezik egyetlen & staciondrius eloszlds tigy, hogy minden eleme pozitiv. Tovabba

7 felirhato
Yj

=,j€S8
Dies Vi

Ty =
alakban.
Ha ) ,csyi = oo, akkor nem Iétezik staciondrius eloszlds.
5. példa. Legyen adott egy Markov-folyamat az S = {0, 1, ...} dllapottéren a kovetkezd ratédkkal
Aijitl = iy Niji—1 = [y, hai>1

és )\01 = )\0.
Ahhoz, hogy meghatdrozzuk a stacionarius eloszlast el6szor fel kell irnunk a generdtor matrixot, A-t. Az
el6zo fejezet alapjan
Ajipi =N A1 =pi i #J, A= —(Ni +pi);i €8.

A 77 példéhoz hasonldan felirhaté, hogy

—Aoyo tmyr = 0
Nic1Yi—o — (N + p)yi + pivayipr = 0 ifi>1
A megoldas is hasonld, egy rekurziét kapunk az y;-kre:
AoAL - N
Yir1 = —t g, i > 0.
12 - i1

Létezik staciondrius eloszlds pontosan akkor, ha

oo

Z AOAL . A <o

i—o M1M2 .- Hitl
Ekkor a 7 stacionarius eloszlas a
AoAL A

Ti+1 = —————————TQ, ) 2 0.
H1p2 - iyl

alakban irhato.

6. példa. Az el6z6 példa alapjdna az M/M/1 rendszer esetén pontosan akkor 1étezik stacionérius eloszlds,

ha .
00 A i+1
E (—) < 0
im0 \H

ami akkor teljesiil, ha

A
— <1
I

m_(i) (1_5) i—01,...
I I

alaku, azaz megegyezik egy 1 — % paraméter(i geometriai eloszlassal.

Ekkor a stacionarius eloszlas

7. példa. Feladat: Szdmoljuk ki a staciondrius eloszldst a kordbban megadott tovabbi példak esetében.



5. Ergod tétel folytonos idejii Markov-lancokra
Legyen X(t),t > 0 egy folytonos idejii Markov-lanc S éllapottérrel. Tovabbé, adott egy valds értékil f
koltségrata fiiggvény az allapotokon értelmezve:

f:§—R

A “rdta” azt jelenti, hogy ha t ideig marad az ¢ allapotban a folymat, akkor ennek koltsége f(i)t. Ez alapjin
a t hosszu futds koltsége

/tf(X(S))d&

Ekkor egy idOegységer jutd atlagos koltség

Arra vagyunk kivancsiak, hogyha a Markov-lancot végtelen sokdig futtatjuk, akkor mi lesz az egy 1épésre
juté koltség, vagy masként a hosszutdvi atlagos koltség:

JF(x(s)) ds
lim 07.

A diszkrét esethez teljesen hasonl6 tétel mondhaté ki a kérdés megvalaszoldsara.

3. tétel. Legyen X (t),t > 0 egy irreducibilis, visszatéré folytonos idejii Markov-ldnc, amelynek létezik
stacionarius eloszlasa, m. Tovabba legyen adott egy f : S — R koltségrata fiiggvény tgy, hogy a stacionarius
eloszlas szerinti atlaga véges,

Zf(z)m < 0.

i€S

Ekkor a hosszutavi atlagos koltség egyszertien szamolhato,

lim = Zf(z)m

t—o0

8. példa. Tekintsiik a 1. példdban definidlt Markov-ldncot az f(i) = ci, i = 0, 1,2, ... koltségréta fiiggvénnyel.
Szamoljuk ki, hogy hosszi tdvon mennyi az idGegységre jutd atlagos koltség. Az el6zo tétel szerint ehhez meg
kell hataroznunk a staciondrius eloszlast. Ezt a 6. példaban megtettiik. Tehdt a miikodés koltsége:

=AY A A°°,A“< )\) A1 M
ci | — 1——) =c— i = 1——) =c— =c—.
2 (u>< u) uz <u) I pl—2 p=A

i=0 i=0




