6. feladatsor
Statisztika

2010. december 6. és 8.

1. Egy n = 10 szervert tartalmazd kiszolgalé minden szervere minden pillanatban 0 < p < 1 valészintiséggel fog-
lalt, a foglaltsdgok szerverenként fiiggetlenek. Tehdt a foglaltak szdma Binom(n,p) eloszldstinak tekinthetd.
A p-t szeretnénk meghatarozni, ehhez 10 mérést végeztiink: 2,3,2,5,4,6,3,1,0,1.

A minta alapjan hatarozzuk meg p legvalésziniibb értékét, azaz adjuk meg a p maximum likelihood becslését
altaldban Binom(n,p) (fix n esetén), majd a konkrét példdban.

Megoldas: Altaldban Binom(n,p) eloszlas és N elemfi, k= (k1,...,kn) minta megvalésulds esetén a
likelihood fliggvény:
N
- n ) n—k;
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p figgvényében keressitk a globédlis maximumbhelyet. A példdban n = N = 10 és a ky,..., k1o értékek
adottak. Tudjuk, hogy a maximum felvétetik valamely 0 < p < 1-re, biztosan nem p = 0 vagy 1 esetén, és
L, derivalhatd, igy a maximumbhelyen L; =0.

Konnyebb a likelihood fiiggvény logaritmusat derivalni, mert akkor fliggvények Osszegét derivaljuk, amely
konnyebb feladat, mint szorzatot derivalni. Tehat a loglikelihood-fiiggvény:

lp(E) log L,( Zlog( )—l—Zklogp—i—Z n — k;)log(1 — p).

Ennek derivaltja egyenl 0-val (lok. szélsérték helyek meghatarozdsa)
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Atrendezéssel a maximum hely :
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A konkrét példdban p = 0,27. (Sokszor igaz, hogy ha csak egy helyen 0 a derivdlt, akkor az automatikusan
maximumbhely.)
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2. Adjuk meg az (a) exponencialis, (b) Poisson, (¢) geometriai eloszldsbdl vett mintdk maximum likelihood
becslését.

Megoldas:
(a) Ha X1,..., X, ~ Exp(\) fiiggetlenek, akkor A\ maximum likelihood becslése A =1/>"" | X;/n.
(b) Ha X3, ..., X,, ~ Poi()\) fiiggetlenek, akkor A maximum likelihood becslése A = 1" | X, /n.
(C) Ha X1,..., X, ~ Geom(p) fiiggetlenek, akkor p maximum likelihood becslése p = n/ > " | X;.

3. Tegyiik fel, hogy egy kérdéivvel a megkérdezettek jovedelmi viszonyait akarjak felderiteni. A korabbi ta-
pasztalatok szerint a magas jovedelmiiek 0,2 valdsziniiséggel alacsony jovedelmiinek valljak magukat. Az
alacsony jovedelmiiek csupan 0,1 valészintiséggel allitjak, hogy 0k a magas jovedelmiiek. Adjunk maximum

likelihood becslést a tényleges 6 ardnyra az alapjan, hogy a beérkezett kérdoivek koziil z szolt magas, n — x
pedig alacsony jovedelemrél.

Megoldas: Ha a magas jovedelmiiek valédi aranya 6, akkor egy megkérdezett ember

p=0,1-(1—0)+0,8-0=0,1+0,70



valészintliséggel vallja magat magas jovedelmiinek, és 1 — p valésziniiséggel alacsony jovedelmiinek. A likeli-
hood fliggvény:

Lo(z,n—z) = <Z>pz(1 )T = <Z> (0,1 +0,70)%(0,9 — 0,70)"=.

A log-likelihood fiiggvény derivaltja 0-val egyenld a kovetkezd helyen:

z—0,1n
0,7
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. A csaladok jovedelmét egy olyan skalan mérjiik, ahol X = 1 a létminimumnak felel meg. Feltételezziik, hogy
a jovedelem eloszldsa az f(x) = zg;oﬂ (x > 1) slirtiségfiiggvénnyel adhaté meg. (Ez az tigynevezett Pareto-
eloszlds). Adjunk maximum likelihood becslést a 6-ra, ha 10 véletlenszeriien vdlasztott csaldd jovedelme
alapjan: 1,53, 2,76, 19,65, 4,16, 7,31, 1,21, 254,2, 5,45, 1,12, 1,63.

Megoldas: Folytonos esetben a likelihood-fiiggvényben a strliségfiiggvények szorzata szerepel, a ML-
becslést ilyenkor is derivéldssal kaphatjuk meg. A ML becslés § = n/(> ., InX;), ahol n = 10 és az
X1, ..., X0 értékek a jovedelmek. A konkrét példaban 6§ = 0,63.

. Egy alkatrész élettartama exponencidlis eloszldst 6/t varhaté értékkel, ha ¢ hémérsékleten miikodtetjiik.
Tegytik fel, hogy az n megfigyelést a kiillonbozo ¢4, . . ., t, homérsékleten végeztiik és z1, . .., x, élettartamokat
figyeltiink meg. Adjunk maximum likelihood becslést 6-ra.

Megoldas: Ha egy exponencialis eloszlds varhato értéke 0/t, akkor paramétere ¢ /6. Tehdt slirtiségfiiggvénye:

t

fo(x) = ge—wé, if z <0.
Ha (x1,t1), (z2,t2), ..., (Tn, t,) a mért élettartam adat az adott hémérsékleten, akkor a likelihood fliggvény:
Lo (&) = ﬁ Lo
i=1 0
Ennek logaritmusa:
n n n _xztz
lo(Z,1) = Zlog(fi) - Zlog(ﬁ) - Z 9
i=1 i=1 i=1
f-szertinti derivaltja egyenl6 0-val:
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—= =0.
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Innen atrendezéssel a ML becslés: R n
0= =5
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. Egy varos energiafogyasztasa normalis eloszlasu ismeretlen p varhaté értékkel és a korabbi tapasztalatok
alapjén ismert o szérdssal. n napon keresztiil végeztiink méréseket x1, ..., x, eredménnyel, majd az (n+1)-
edik naptol m napon keresztiil at csak a varos egyik keriiletébdl érkeztek adatok, ahol a fogyasztas varhato
értéke az egész varos fogyasztasanak a fele: y1,...,yn a kapott adatsor. Tételezziik fel, hogy a széras itt is
0. Adjunk maximum likelihood becslést pu-re.

Megoldas: Legyen Xi,..., X, N(u,o) eloszldsti minta. A mért megvalésulds: © = (z1,...,x,).
Legyen Y1,...,Y,, N (%, a) eloszldsi minta. A mért megvaldsulds: ¥ = (y1,. .., Ym)-

A o paraméter ismert. A likelihood fliggvény (ahogy &ltaldban) az X, ..., X,,Y1,...,Y,, egyiittes siirliség-
fliggvénye:

| @i-w? 11 (j—n/2)?
L f, J) = e 202 e 202
#( 9 g V2o E \V2mo
Ennek logaritmusa:
- 1 — (z—p)? | 1 - (y; — 1/2)?
1,,(Z,7) = 1 - 1 - J .
u(Z,7) ; 08— ; 502~ + ; 08 75— ; 552

Ennek p-szerinti derivéltja 0-val egyenlo:
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Innen atrendezéssek kapjuk a ML becslést:

A3 wi+230 Y,
dn+m
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Egy cukorgyarban a cukrot 1000 gramm névértékii zacskékba csomagoljdk. A gyartasi technolégiabol eredéen
az egy zacskoba keriil cukor szérdsa 50 gramm, a varhaté értéke azonban ismeretlen, jelolje m gramm.
Megvizsgalunk 25 zacskot, és azt tapasztaljuk, hogy a benniik 1év6 cukor mennyisége atlagosan 986 gramm.
Elfogadjuk-e 95%-0s szinten az m = 1000 hipotézist az m # 1000 hipotézis ellenében? Mi lenne a helyzet,
ha a szérés csak 20 gramm lenne?

Megoldas: A varhato értékre teszteliink, és a szoras ismert, tehat u-probéat alkalmazunk. Mivel a Hy : m =
1000 nullhipotézist a Hy : m # 1000 ellenében teszteljiik, ezért a préba kétoldali. A minta mérete n = 25, a
nullhipotézisre pug = 1000. A prébastatisztika a kovetkezo:

T — 986 — 1000
u(X) = T = T VB = 1,

a normalis eloszlas megfelel$ kvantilis pedig
0,025 = ®1(0.975) = 1, 96.

Mivel —1,96 < —1,4 < 1,96, igy a nullhipotézist elfogadjuk.
Ha azonban o = 20, akkor u(X) = 3,5 > 1,96, igy ebben az esetben az m # 1000 hipotézist fogadjuk el.

Egy oldat sétartalmat mérjitk laborban. 5 mérést végziink, melyek soran a sotartalomra rendre a kovetkezo
értékek adddtak (gramm/liter): 7.7, 8.1, 7.7, 7.5, 7.0. Az oldatrdl elézetesen azt allitottdk, sétartalma 7 g/1.
Elfogadjuk-e ezt 95%-o0s szinten azon hipotézis ellenében, hogy a sétartalom nem 7 g/1?

Megoldas: A varhaté értékre teszteliink, és a széras ismeretlen, tehat t-prébat alkalmazunk. Sziikség van
az 4tlagra és a szérdsnégyzetre: T = 7,6, of = 0,36. A statisztika ¢(X) = @\/ﬁ = 3,75, ezt hasonlitjuk
Ossze a t-eloszlds kétoldali 95%-o0s kvantilisével, amelynek értéke ¢ 05 = 2, 78. 3,75 > 2,78 miatt 95%-os
szinten elutasitjuk a po = 7 nullhipotézist.

Megvizsgaltak, hogy 10 ember mekkora tavot tudott 5 perc alatt lefutni. Ezutan mindenki 3 napot diétazott,
és igy is megmérték a futasteljesitményt. Azt szeretnénk kideriteni, hogy a diéta befolyasolta-e a futdsteljesitményt.
Bizonyithat6-e 95%-o0s szinten, hogy a diéta javitott a teljesitményen?

Diéta el8tt || 1520 | 1830 |
Diéta utan || 1630 | 1810 | 1700

1620 | 1740 | 1970 | 2130 | 1910 | 2000 | 1980 | 1900
| 1800 | 1930 | 2100 | 1960 | 2160 | 2040 | 1970

Megoldas: Két adatsor van, de ugyanazokra az alanyokra vonatkozik, igy egymintas ¢-prébat alkalmazunk
az eltérésekre. Az eltérések:

110 | -20 | 80 | 60 | -40 | -30 | 50 | 160 | 60 | 70

Itt T = 50 és s} = 60,5. A Hyp : po = 0 hipotézist teszteljitkk a H; : o > 0 ellenében, igy a préba egyoldali.

A statisztika t(X) = L0\ /n = 30-0/10 = 2,61

Ezt hasonlitjuk 6ssze az n — 1 = 9 szabadsagi foku t-eloszlas egyoldali 0, 05-kvantilisével: tg,05(9) = 1, 83.
Mivel 2,61 > 1,83, ezért a nullhipotézist elutasitjuk, {gy 95%-os szinten &llithatd, hogy a diéta javit a
futésteljesitményen.

Egy gyarban azt vizsgaljak, milyen médon lehetne novelni a munkasok termelékenységét. Kétféle modot
tesztelnek: (A) fizetésemelés, (B) munkakoriilmények javitdsa. Két kiilon csoporton tesztelnek. Az aldbbi
két tablazat tartalmazza a termelékenység véltozasat.

munkas | 1 | 2 3|4|5|6
valtozas | 1.1 | 0.2 | -0.1 | 2.2 | 1.3 | 1.3

munkds | 1 | 2 | 3 | 4|5 ] 6| 7| 8] 9]10
valtozds | 1.3 [ 25 [ 1208 [ 031932 |24[22]32

(a) Fogadjuk el vagy utasitsuk el 95%-os szinten azt a nullhipotézist, hogy a fizetésemelés nem véltoztatja
a termelékenységet.



(b) Fogadjuk el vagy utasitsuk el 95%-o0s szinten azt a nullhipotézist, hogy a munkakoriilmények javitdsa
nem véaltoztatja a termelékenységet.

(¢) Fogadjuk el vagy utasitsuk el 95%-o0s szinten azt a nullhipotézist, hogy a munkakoriilmények javitdsa
nem noveli jobban a termelékenységet, mint a fizetésemelés.

Megoldas:
(a) Egymintds, kétoldali ¢t-prébét alkalmazunk. T = 1, s% = 0,72, t(X) = 4,41 > t9.05(5) = 2,57, igy a
fizetésemelés szignifikansan megvaltoztatja a termelékenységet.
(b) 7=1,9,5;, = 0,93, t(Y) = 6,41 > t0.05(9) = 2,262, i{gy a munkakoriilmények javitdsa szignifikinsan
megvaltoztatja a termelékenységet.

(c) Két kiilonboz6 csoportrdl van sz, ezért kétmintds, egyoldali t-prébét alkalmazunk. Az eléz6leg kiszamolt
értékek alapjin a statisztika (n; = 6,n9 = 10):

T—7 P
HX,Y) = — '¢nmﬂm+n2 )~ 0,54,
\/(m — 1)s32 + (ng — 1)s32 ni + no

ami kisebb, mint az ny 4+ ng — 2 szabadsagi foku egyoldali kvantilis, melynek értéke tg05(14) = 1,78,
igy a munkakoriilmények javitasa nem noveli jobban a termelékenységet, mint a fizetésemelés.

11. Kétféle tapot tesztelnek, az egyiket 6 csirkén, a mésikat pedig 8 (az el6zbektdl kiillonbozd) csirkén. A
tesztelésnél azt vizsgdljak, mekkora a testsulyndvekedés a tapszer nélkiili allapothoz képest. Az eredmény:
A tipusu tap
csirke 1 2 3 4 5 6
novekedés | 2.1 | 1.2 | 1.4 | 22 | 04 | 1.7

B tipusu tap
csirke 1 2 3 4 5 6 | 7 | 8
novekedés | 1.7 | 2.2 | 1.1 | 1.8 | 2.5 | 0.9 | 1.6 | 1.7

Dontsiik el kétmintds t-préba segitségével, hogy a két tap hatdsa egyformdnak tekintheté-e 95%-os szinten.
Megoldas: 7 = 1.5, s; = 0.61, 7 = 1.69, s, = 1.38.

T—7 P
HX,Y) = [z~ 7l -¢"m“"“+m ) 034 < to.05(6+ 8 — 2) — 2.18,
\/(nl — 1)s32 + (ng — 1)s32 ni + no

igy a két tap hatdsa egyformanak tekinthetd.

12. Amikor az embereket megkérdezik, hogy mekkora a tomegiik, gyakran mondanak a valésagosnal kisebb
értékeket. Szeretnénk eldonteni az aldbbi adathalmazrol, hogy igazi mérésbdl szarmazik, vagy az emberek
megkérdezésébol nyerték. Azt a tényt fogjuk hasznalni, hogy mérés esetén az utolsé szamjegyek eloszlasanak
egyenletesnek kell lennie a {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} halmazon. Dontsiink 0,95 szinten arrél a hipotézisrol,
hogy mérésbdl szarmaznak az adatok.

utolsé szamjegy | 0 | 1 |
mérések szama | 35 | 4 |

3145 ]6|
3|4 2

| 9
[ 24 2] 2

2 7|8
4 418
1.) Hatarozzuk meg Hy és H hipotéziseket.

2

3.) Hatédrozzuk meg a 0,95 szignifikanciaszinthez tartozé kritikus értéket a x? eloszlas tdblazatabél.
4

>
.) Hatérozzuk meg a prébastatisztika értékét. Mekkora a szabadsdgfoka a prébastatisztikdnak?
)
)

Hasonlitsuk 0ssze a kritikus értéket és a prébastatisztika értékét, majd dontsiink arrédl, hogy elvetjiik-e
Hy-t, vagy nem.

Megoldas: Illeszkedésviszgalatot végziink.

Hy: a szamjegyek eloszldsa egyenletes a 0,1, ...,9 értékek kozott,

Hi: nem egyenletes.

n = 90 elemil a minta, r = 10 kategodria van; a nullhipotézis fenndllasa esetén az egyes kategéridk valdsziniisége
P1=PpP2=...P10 = 1/10
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Tlleszkedésvizsgalathoz a prébastatisztika értéke

T

- )2
S )Ty
n

i1 pi

mig a kritikus érték az r — 1 = 9 szabadségi fokd y2-eloszlas 0, 05-kvantilise, ami 16,7. 114,6 > 16, 7 miatt
elutasitjuk Ho-t. Tehdt 95%-os szinten beldttuk, hogy emberek megkérdezésébdl jottek az adatok.

Egy téban haromféle hal él: amur, makréla és ponty. Ott6 bécsi, az 6reg horgdsz azt sigja nekiink, hogy a
téban kétszer annyi a ponty, mint a makréla vagy az amur. Kifogtunk 60 halat; dontsiik el ez alapjén 95%-os
szinten, hallgathatunk-e Otté bécsira.
amur | makréla | ponty
11 | 14 | 35
Megoldas: Illeszkedésvizsgalatot végziink. Ha Otté bacsinak igaza van, akkor az egyes halak aranya a
téban: p; = 1/4 amur, ps = 1/4 makréla és p; = 0,5 ponty. A kivetkezd statisztikét szamitjuk ki:

i (vi — jpi)Q,

n
i=1 pi

ahol r = 3 a fajtak (kategdridk) szdma, 11 = 11, o = 14, v5 = 35 az egyes fajtakbol kifogott halak szdma,
n = 60 pedig az Osszes kifogott hal szama. A konkrét szamokat behelyettesitve a statisztika értéke 1,97, ezt
kell tesztelniink az r — 1 = 2 szabadségi foki x? eloszlds 95%-os kvantilise ellen, amelynek értéke 5,99. Mivel
1,97 < 5,99, igy Hp-at elfogadjuk, azaz hallgathatunk Otté bécsira.

Azt szeretnénk megtudni, hogy a bukdsisak szine és a baleseti sériilések tipusa kézott van-e Gsszefliggés. Az
utébbi néhany év adatai alapjan a kovetkezo tablazatot kaphatjuk:

fekete | fehér | sarga/narancs
Kontroll (nem sériilt) 491 377 31
Balesetes (sériilt vagy meghalt) | 213 112 8

e = 0,05 els6faju hibavaldszintiséggel dontstink arrdl a hipotézisrél, hogy a csoport (kontroll vagy balesetes)
fliggetlen a bukdsisak szinétdl.

Megoldas: Homogenitasvizsgalatot végziink, azaz arra vagyunk kivancsiak, hogy a sériilt illetve a nem
sériilt sisakok esetében ugyanaz-e a szinek eloszldsa. A megfelel6 statisztika

nmz (vi/n — ,ul/m)
Vi + g

3

ahol r = 3 a kategoridk szama, vy = 491,15 = 377,53 = 31 illetve py = 213, us = 112, u3 = 8 az egyes
kategoridkba esé megfigyelések szama és n = 491 + 377 + 31 = 899 és m = 213 + 112 + 8 = 333 az Osszes
megfigyelések szama. A konkrét példaban a statisztika értéke 8,77, ezt teszteljik az r — 1 = 2 szabadséagi
foki x? eloszlds 95%-o0s kvantilise ellen, amelynek értéke 5,99. Mivel 8,77 > 5,99, ezért elutasitjuk a
nullhipotézist, és a kiilonb6z6 szinl sisakok nem ugyanannyira védenek.

Egy csavar lehet hibds méret illetve szilardsag alapjan is. Megvizsgaltunk 460 darab csavart.

| jo méret | rossz méret,
416 16
23 5

Dontsiik el 95%-o0s szignifikanciaszinten, hogy az, hogy egy csavarnak megfelelé-e a szildrdsdga illetve a
mérete, fliggetlen-e.

jo szilardsag
rossz szilardsag

Megoldas: Fiiggetlenségvizsgalatot végziink. A tdblazat megfelel6 eleme legyen v;;. Ki kell szamolnunk a
peremeloszlasokat:

416 432
23 | 5 || 28

439 | 21 || n = 460
A peremeloszldsok: p; = 432/460, po, = 28/460 illetve ¢; = 439/460, g2 = 21/460. A statisztika:

22322: iy i) _ g g,

n
i=1j=1 Pidj

amit 6ssze kell hasonlitanunk az (r—1)(s—1) = 1 (r és s az egyik védltozd, illetve a mdsik valtozé kategdridinak
szdma, 1 = 2, s = 2) szabadsdgi fokt x? eloszlas 95%-os kvantilisével, amelynek értéke 3,841. Mivel
12,09 > 3,841, ezért elutasitjuk a nullhipotézist, azaz a szildrdsédg illetve a méret nem fiiggetlenek.



