Tomegkiszolgalas
hazi feladatok, 2020 tavasz

Minden héten Osszesen 2 pontot érnek a kitiizott feladatok.

1.HF: (Beadéasi hatarids: 2020.03.02.)

HF 1.1 a.) Pistike 9-szer dob egy szabalyos dobokockaval. Mennyi a valosziniisége, hogy a
dobasok koziil pont 5 lesz hatos?

b.) Moricka addig dobal egy szabélyos dobokockaval, amig nem sikeriil neki hatszor
hatost dobni. (A hat darab hatos dobasnak persze nem kell egymés utan lenni.)
Mennyi a valoszintisége, hogy pont 10 dobasra lesz sziiksége?

c.) Legyen X Moricka dobasainak szama. Adjuk meg X eloszlasat (vagyis a lehetsé-
ges értékeket és azok valoszintiségeit)!

d.) Szamoljuk ki X véarhato értékét és szorasat! (Tipp: ehhez nem kell az eldzd
részfeladatot megoldani.)

HF 1.2 Egy villanykorte élettartama exponencidlis eloszlasi. A felezési id§ 69.31 nap, ami
azt jelenti, hogy ha sok kortét néziink, akkor ennyi id6 alatt ég ki a fele.
a.) Mennyi az élettartam eloszlasanak \ paramétere (ratéja)
i.) ha az id6t években mérjik?
ii.) ha az id6t napokban mérjiik?
b.) Vesziink egyetlen ilyen villanykortét. Mennyi a valoszintisége, hogy
i.) egy napon beliil kiég?
ii.) két napon beliil kiég?
iii.) harom napon beliil kiég?

(Figyelem: nem csak képleteket kérek, hanem konkrét szamokat!)
2.HF: (Beadasi hatarids: 2020.03.16.)

HF 2.1 Egy diszkrét ideji, idében homogén X,, Markov lanc allapottere S = {1,2,3,4}. A
Markov lanc az 1-es allapotbol 50 —50% valoszintiséggel ugrik a 2-es és 3-as allapotba.
Ha a 2-es allapotban van, akkor 50—50% valoszintiséggel ugrik a 3-as és 4-es allapotba.
Ha a 3-as allapotban van, akkor 50—50% valoszintiséggel ugrik a 4-es és 1-es allapotba.
A 4-es allapotbdl mindig az 1-esbe ugrik. A Markov lanc Xy kezdeti allapotat két
érmedobéssal sorsoljuk, egyenld esélyt adva mind a négy allapotnak.

a.) Rajzoljuk fel a Markov lanc graf-reprezentaciojat.
b.)
c.) Irjuk fel a Markov lanc kezdeti eloszlas vektorat.
d.)

Irjuk fel a Markov lanc atmenetméatrixat.

Mennyi a valoszintisége, hogy a folyamat kezdetén a 1341223 allapot-sorozatot
figyeljiikk meg (a 0-dik (kezdd) allapotot is beleértve)?

e.) Mennyi a P(X,; = 1| Xy = 1) atmenetvaloszintiség?

f.) Keressiik meg a Markov lanc stacionérius eloszlasait.

HF 2.2 Egy fagyis bacsi el6tt gyerekek allnak sorba. O minden sorra keriils gyereket vélet-
len id6 alatt szolgal ki, és az 1j gyerekek is véletlenszertien érkeznek, de szigortian
egyesével. Egy megfigyel6 mindig feljegyzi a sor hosszat, amikor az vdltozik, vagyis
miutan eggyel csokken (mert egy gyereket kiszolgaltak), vagy eggyel né (mert egy 1j
gyerek érkezik). Legyen Xj a sor kezdeti hossza, X, pedig a sor hossza az n-edik
valtozas utan (n = 1,2,3...). A megfigyel§ azt tapasztalja, hogy X, valamilyen p
valoszintiséggel 1-gyel n6, a maradék g = 1 — p valdszintiséggel pedig eggyel csokken,



az el6zmeényektdl fiiggetleniil, kivéve, ha a sor iires (mert akkor persze csak néni tud),
vagy ha a sor hossza elér egy K maximumot, mert akkor tobb gyerek nem allhat
be (az apukija elvonszolja), igy onnan a sorhossz csak csokkenhet. (Igy X, Markov
lanc.)

Irjuk fel a Markov lanc allapotterét és atmenetmatrixat, keressiik meg a stacionari-
us eloszlasait, valamint dontsiik el, hogy a Markov lanc periodikus-e illetve pozitiv
rekurrens-e vagy sem,

és K =4,
és K =4,
és K = oo,
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3.HF: (Beadasi hatarid6: 2020.04.15.) FIGYELEM! A HF megoldasokat kérem rendesen
leirni:

HF 3.1

Minden hasznalt jel6lés legyen bevezetve.
Minden &allitas legyen megindokolva.

Sehol ne alljon képlet vagy szadm egymagéaban: mindig legyen ott, hogy mi
van kiszdmolva. (Avagy: minden képlet és szam egy allitas része legyen.)

Legyen attekinthetd logikai sorrend!

Morickaék hazahoz 3 lépcsé vezet fel, Moricka ezeken ugral. Lehetséges pozicioi
{0,1,2,3} attol fiiggGen, hogy hany lépcséfok van alatta. Percenként pontosan egyet
ugrik. Minden ugras el6tt dob egy szabalyos dobokockaval, az eredménybdl kivon 3-
at, és annyi lépcsot ugrik (egyetlen ugrassal) felfelé. (Ha a kivonés utéan kapott szam
nulla, akkor helyben ugrik; ha negativ, akkor lefelé.) Ha ezzel tilugrana a legfelss
vagy legalso szinten, akkor persze csak odaig ugrik. (Pl. ha az 1-es szinten van és
4-et dob, akkor a 4-3=1 szintet ugrik felfelé, vagyis a 2-esre ugrik. Ha viszont az 1-es
szinten van és l-et dob, akkor 1-3=-2 miatt 2 szintet kéne lefelé ugrania, de annyi
nincs, ezért a 0-s szintre ugrik.)

a.) Legyen X, € S = {0,1,2,3} Méricka pozicidja n perc elteltével. Irjuk fel az X,
Markov lanc dtmenetmatrixat!

b.) Tegyiik fel, hogy Moricka pont most érkezett a 2-es allapotba. Legyen T5 az ott
eltoltott ids percben (ami tehat legalabb 1). Neve ,tartozkodasi idg”. (Ez akkor
lesz 1-nél nagyobb, ha néhanyszor helyben ugrik.) Adjuk meg T5 eloszlasat és
varhato szamoljuk ki az ao := ET, varhato értékét!

c.) Végezziik el ugyanezt a tobbi allapotra is, és irjuk tablazatba:
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d.) Legyen Y} Moricka pozicidja az k-adik vdltozds utén. Vagyis k ,modositott ids”
azt szamolja, hogy hanyszor ugrott Moricka nem helyben: ha helyben ugrik, akkor
az Y}, folyamat oraja ,nem kettyen”. Irjuk fel az Y, Markov lanc &tmenetmatrixat!
(Tipp: azt kell nézni, hogy Mdricka az i-edik dllapotbdl mekkora valdsziniséggel
ugrik a j-edik dllapotba, feltéve, hogy nem helyben ugrik. Vagyis

)

e.) Keressiik meg az Y, Markov lanc egyetlen 7y stacionarius eloszlasat! (A szdmolds
kézepesen szornyd. A linedris eqyenletrendszer megolddsdhoz szabad szimitogépet
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haszndlni, de csinya tizedes tortek helyett szeretnék pontos értéket ldtni!) Honnan
tudjuk el6re, hogy pontosan egy van?
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f.) Hosszt tavon a ,modositott id§” mekkora héanyadaban lesz Moricka a legfelss
szinten? (Avagy, ami ugyanez: hosszi tavon az aj helyre vald érkezések mekkora
hanyada torténik a 3-as allapotba?) Miért? Adjuk meg ugyanezt a tobbi allapotra
is!

g.) Szamoljuk ki az f.) és c.) pontok eredménye alapjan (és nem méasbol), hogy
Moricka a tényleges idd mekkora r; hanyadat tolti az egyes allapotokban:
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h.) Ellendrizziik le a.) alapjan, hogy az {r;} az X,, Markov lanc stacionérius eloszlasa!

HF 3.2 Egy kertész minden reggel kihtuzgalja a kertben a gyom nagyjabol p-ed részét. Egész
pontosan: minden gyom esetében feldob egy hamis érmét, amin a fej valoszintisége
p, és ha az eredmény fej, akkor kihtizza (egyébként nem). A ki nem huzott gyomok
mésnap reggelre elszaporodnak: mind életben marad, és énmaga mellé létrehoz még
1 utédot. Legyen X, a gyomok szidma az n-edik reggelen. Mely p értékekre tudjuk,
hogy az X,, Markov lanc stabil? Ezekre a p értékekre mi lesz a hatareloszlas?



