Tomegkiszolgalas
hazi feladatok megoldasai, 2020 tavasz

Minden héten Gsszesen 2 pontot érnek a kitiizott feladatok.

1.HF: (Beadéasi hatarids: 2020.03.02.)

HF 1.1 a.) Pistike 9-szer dob egy szabalyos dobokockaval. Mennyi a valosziniisége, hogy a
dobasok koziil pont 5 lesz hatos?
b.) Moricka addig dobal egy szabélyos dobokockaval, amig nem sikeriil neki hatszor
hatost dobni. (A hat darab hatos dobasnak persze nem kell egymés utan lenni.)
Mennyi a valoszintisége, hogy pont 10 dobasra lesz sziiksége?

c.) Legyen X Moricka dobasainak szama. Adjuk meg X eloszlasat (vagyis a lehetsé-
ges értékeket és azok valoszintiségeit)!

d.) Szamoljuk ki X véarhato értékét és szorasat! (Tipp: ehhez nem kell az elézé
részfeladatot megoldani.)

Megoldas:

a.) Legyen Y a dobott hatosok szama 9 probalkozasbol. Igy Y binomialis eloszlasi
n=9ép= é paraméterekkel, ezért

5 9-5
P(Y =5) = (g) (%) (1 - %) ~ 0.0078 = 0.78%

b.) Ehhez az kell, hogy az els 9 dobasbol pont 5 legyen hatos (mint az el6z6 feladat-
ban), és a tizedik dobds is hatos legyen. Vagyis a fiiggetlenség miatt, az el6z6
feladat-beli Y jeltléssel

, 19\ /1\°/5\"
P(pont 10 dobas kell) = P(Y = 5)6 =15) 5 i) = 0.0013 = 0.13%

c.) X lehetséges értékei persze k = 6,7,8,9,.... Ezek valoszintiségei az el6z6 feladat

mintajara
6 k—6
pex=n=( 1) (L) (2
3 6 6

d.) Legyen & az els6 hatoshoz sziikséges dobasok szama. Legyen & a masodik ha-
toshoz sziikséges dobasok szdma az elsd hatostol szamitva. Legyen &3 a harmadik
hatoshoz sziikséges dobasok szama a mdsodik hatostdl szamitva. Es igy tovabb:
legyen &,, az n-edik hatoshoz sziikséges dobasok szdma az n — 1-edik hatostol sza-

1

mitva. Igy &1,&, &, ... azonos, Geom(%) eloszlasuak, amibdl EE; = 75 = 6 és

Varé = (15/66;2 = 30. Es persze a lényeg, hogy
X=G+&+ -+
A varhato érték osszeadodik, ezért
EX =E&§ +---+E& =6-6 = 36.
Ezen feliil a &-k figgetlenek is, ezért a szorasnégyzetiik is dsszeadddik:

VarX =Varé& + - -+ Varég = 6 - 30 = 180.

Ebbdl a szoras

DX = VVarX = V180 = 65 ~ 13.4



(Megjegyzés: Persze igaz, hogy

EngkIP’(X:k) :gk(k?) (é)6 (g)k_ﬁz £+ = 36,

de ezt sokkal macerdsabb kiszdmolni. Arrdl nem is beszélve, hogy milyen macerds
az

E(X?) = kf%k?]P(X = k)= kf%k?(k;l) (%)6 (%)M = ... =1476

szamolds, amibdl VarX = E(X?) — (EX)* = 1476 — 362 = 180. A tanulsdg az,
hogy a vdrhato értéket és a szordst sokszor nem kozvetleniil az eloszldsbol célszerd
szamolni. )

HF 1.2 Egy villanykorte élettartama exponencialis eloszlasi. A felezési id§ 69.31 nap, ami
azt jelenti, hogy ha sok kortét néziink, akkor ennyi idG alatt ég ki a fele.
a.) Mennyi az élettartam eloszlasanak A paramétere (ratija)

i.) ha az id6t években mérjiik?
ii.) ha az id6t napokban mérjiik?
b.) Vesziink egyetlen ilyen villanykortét. Mennyi a valoszintisége, hogy
i.) egy napon beliil kiég?
ii.) két napon beliil kiég?
iii.) harom napon beliil kiég?
(Figyelem: nem csak képleteket kérek, hanem konkrét szamokat!)
Megoldas:

a.) Az egyszeriiség kedvéért ugy szamolok, hogy 1év = 365nap. Legyen az élettartam
X, ennek eloszlasfiiggvénye I, a felezési id6 pedig T}, = 69.31nap. Ez azt jelenti,

hogy
% =P(X <Tijg) = F(Typp) =1 — ez,
amibol m2  0.6931 1 1
A= T N S9ainep — 0.01% =365,
tehat

i.) ha az id6t években mérjiik, akkor \ ~ 3.65,
ii.) ha az id6t napokban mérjiik, akkor \ ~ 0.01.
b.) Az id6t napokban mérve
i) P(X <1) = F(1) ~ 1 — e 0% ~0.00995
i) P(X <2)= F(2) ~ 1 — e %92 ~0.01980
i) P(X < 3) = F(3) ~ 1 — ¢09 ~ 0.02955
Figyelemre méltd, hogy még két értékes jegyre kerekitve is
i) P(X < 1)~ 0.010
i) P(X < 2) ~ 0.020
iii.) P(X < 3) ~ 0.030
vagyis rovid ¢ idére jo kozelitéssel P(X < t) ~ At.

2.HF: (Beadasi hatarids: 2020.03.16.)



HF 2.1 Egy diszkrét ideji, id6ben homogén X,, Markov lanc allapottere S = {1,2,3,4}. A
Markov lanc az 1-es allapotbol 50 —50% valoszintiséggel ugrik a 2-es és 3-as allapotba.
Ha a 2-es allapotban van, akkor 50—50% valoszintiséggel ugrik a 3-as és 4-es allapotba.
Ha a 3-as allapotban van, akkor 50—50% valoszintiséggel ugrik a 4-es és 1-es allapotba.
A 4-es allapotbol mindig az 1-esbe ugrik. A Markov lanc X, kezdeti &llapotat két
érmedobéssal sorsoljuk, egyenld esélyt adva mind a négy allapotnak.

b.) Irjuk fel a Markov lanc Atmenetmatrixat.

c.) Irjuk fel a Markov lanc kezdeti eloszlas vektorat.

d.) Mennyi a valoszintisége, hogy a folyamat kezdetén a 1341223 &llapot-sorozatot
figyeljiik meg (a 0-dik (kezdd) allapotot is beleértve)?

e.) Mennyi a P(X; = 1| Xy = 1) dtmenetvaloszintiség?

f.) Keressiik meg a Markov lanc stacionérius eloszlasait.

Megoldas:

a.) A graf-reprezentacio
172

1 U2 2
12
1 12
12
AR
0 12 12 0
1y 1
b.) Az dtmenetmartix P = 1?2 8 62 1?2
1 0 0 O

c.) A kezdeti eloszlas vektor 7(0) = (i, i, i, i), mert mind a négy allapotnak azonos
esélyt adtunk.

d.)
P(1341223) =P(Xo =1, X7 =3, Xo =4, X3 =1, X, =2, X5 =2, X¢g = 3)
= 7T1(0)P13P34P41P12P22P23 =555 5" 0--=0.
e.) Az l-es allapotbol az 1-esbe négy lépésben visszajutni csak kétféleképpen lehet:

1—-52—>3—>4—1,vagy 1 >3 —1— 3 — 1. Ezek feltételes val.sége (feltéve,
hogy Xo = 1) PiaPa3Psy Py = g, illetve P3Py P3Py = &=, igy

1 1 3

f.) Minden 7 stacionarius eloszlas (sorvektor) a
(PT—Da" =0

linearis egyenletrendszer olyan megoldéasa, ahol a sorosszeg 1. (Itt I az egység-
matrix.) Jelen esetben

-1 0 12 1
2 —1 0 0
2 12 —1 0
0 12 12 -1

PT =



vagyis a linearis egyenletrendszer a szokasos métrix-reprezentéacioval

-1 0 Y2 1|0
2 =1 0 010
a2 12 =1 010
0 Y2 12 —1/0
Ezt megoldjuk pl. Gauss eliminéicidval:
-1 0 Y2 110 -1 0 Y2 110 -1 0 1 1 (0
o =1 0 010 0 —1 Ya 1200 0 -1 Ya 1510
o 1 —1 010 0 12 =3/2 130 0 0 =5 3]0
0 12 12 —1]0 0 12 Y2 —1/0 0 0 58 =340
-1 0 Y2 110 -1 0 Y2 1]0
~1 0 -1 Ya YO0~ 0 =1 Ya 1/210
0 —5/8 3/4| 0 0 0 —1 650
-1 0 850
~ 0 =1 0 450
0 0 —1 650
amibdl
8 4 6
T = —7TT TTo = —TI. T3 = —T4.
1 5 4 2 5 4 3 5 4
Igy pl. a m, = 5 énkényes valasztassal megkapjuk a linearis egyenletrendszer

egy megoldasat, aminek minden mas megoldas a szamszorosa: @ = (8465). Ez
még nem az, amit keresiink, mert az elemek 6sszege nem 1, hanem 8 + 4 + 6 +
5 = 23, ezért a keresett egyetlen norméalt megoldast ugy kapjuk, hogy ezt a 7-t
lenorméljuk, vagyis leosztjuk 23-mal:

T=(x » » n)

HF 2.2 Egy fagyis bacsi el6tt gyerekek allnak sorba. O minden sorra keriils gyereket vélet-

len id6 alatt szolgal ki, és az 0j gyerekek is véletlenszertien érkeznek, de szigortian
egyesével. Egy megfigyel¢ mindig feljegyzi a sor hosszat, amikor az vdltozik, vagyis
miutan eggyel csokken (mert egy gyereket kiszolgaltak), vagy eggyel né (mert egy 1j
gyerek érkezik). Legyen Xj a sor kezdeti hossza, X, pedig a sor hossza az n-edik
valtozas utan (n = 1,2,3...). A megfigyel§ azt tapasztalja, hogy X, valamilyen p
valoszintiséggel 1-gyel n6, a maradék ¢ = 1 — p valdszintiséggel pedig eggyel csokken,
az el6zmeényektdl fiiggetleniil, kivéve, ha a sor iires (mert akkor persze csak néni tud),
vagy ha a sor hossza elér egy K maximumot, mert akkor tobb gyerek nem allhat
be (az apukija elvonszolja), igy onnan a sorhossz csak csokkenhet. (Igy X, Markov
lanc.)

Irjuk fel a Markov lanc allapotterét és atmenetmatrixat, keressiik meg a stacionari-
us eloszlasait, valamint dontsiik el, hogy a Markov lanc periodikus-e illetve pozitiv
rekurrens-e vagy sem,

a.) Hap=3és K =4,
b.) Hap=2és K =4,
c.) Hap =% és K = o0,
d.) Hap=2és K = oo.
Megoldas:

Az allapottér az a.) és b.) esetben S = {0,1,2,3,4}, a c.) és d.) esetben S = N =
{0,1,2,3,dots}. A graf-reprezentacio q := 1 — p jeloléssel az a.) és b.) estben
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a c.) és d.) esetben

1 p p p p

0 1 2 3 4=——=

q q q q q

Igy az &tmenetmatrix az a.) és b.) esetben

01 000
g 0 p 00
P=|0 ¢ 0 p O
00 ¢qg 0 p
00010

A 7 stacionarius eloszlas (sorvektor) keresésének egyik modja, hogy megoldjuk a
(PF)xT = 0 lineéris egyenletrendszert. A Gauss eliminaciot csak odaig csinaljuk,
hogy a f6atlo alatt csupa nulla legyen: ehhez a f6atld minden eleme segitségével csak

egy nemnulla elemet kell eliminalni (a kozvetleniil alatta 1évét):

-1 ¢ 0 0 0]0 -1 g 0 0 010
1 -1 ¢ 0 010 0O —p ¢q 0 0]0
0O p -1 ¢q O00|~10 p»p -1 ¢qg 010
0O 0 p -1 110 o 0 p -1 110
0o o0 0 p -=1/0 o 0 0 p -1/0
-1 qg 0 0 010 -1 qg 0 0 O
0O —p qg 0 010 O —p g 0 O
~10 O —p q 00|~ 0O O —p q O
0O 0 p -1 110 0o 0 0 —p 1
o o0 0 p -1/0 o 0 0 p -1
-1 ¢qg 0 0 00
0 -p ¢qg 0 0]0
0 0 —-p g 0]0
0O 0 0 —p 1/0
Az egyenleteket kiolvasva azt latjuk, hogy
(1) Img=qm , pm =qmy , pre=gqns , prz=1m

vagyis megvan a megoldas rekurzivan:

1 P P
(2) ™m=~"To , To=~—"T1 , T3=—"Tg , T4 =pPT3.
q q q

o O O OO

Példaul my = 1 onkényes valasztéssal megkapjuk a linearis egyenletrendszer egy meg-

oldasat, aminek minden mas megoldas a szamszorosa:

= 1 2 2 P
= (1 g ¢* ¢ q3>
a.) Mivel p =1 és ¢ = 2, sy .
i=(13 15 3
Ebben a sordsszeg 1 + % + % + % + % = %, vagyis a normélashoz ennyivel kell

leosztani:

(5B s 5L

Lathato, hogy a vége felé erGsen csokken — hat persze: ez a folyamat lefelé szeret

ugrani.



b.) Mivel p = 2 és ¢ = 1,

T=(1 3 6 12 8)
Ebben a sorosszeg 1 + 3 + 6 + 12 + 8 = 30, vagyis a norméalashoz ennyivel kell

leosztani:
1 3 6 12 8

= (% 30 30 30 %) :
Hat persze: Ez a Markov lanc pont ugyanaz, mint az el6z6, csak az allapotok
vannak forditott sorrendben szamozva.

A c.) és d.) esetben a matrix végtelen:

0

>

I
oo ow
cor O
o oz o
Q o oo
os oo o

de (PT — I)7wT = 0 linearis egyenletrendszer megoldasa ugyanigy megy, mint eddig:

-1 qg O O 0 ...0 -1 q¢q O 0 O .10
1 -1 g 0 0 0 O —p qgq 0 O 0
0 p -1 ¢qg O 0 0O 0 —p ¢qg O 0
0O 0 p -1 ¢ of~""""~10 0 0 —-p ¢ 0
o o0 0 p -1 0 o o0 0 0 -—p 0

Az egyenleteket kiolvasva azt latjuk, hogy

3) lmo=g¢m , pm=qm , PT2=qm3 , ... , DPTEk=(qTp1
vagyis megvan a megoldas rekurzivan:
1

(4) m=-m , 7T2:]—)7T1 ; 7T3=£7T2

D
y y Tg+1 = — Tk y
q q

amibdl egybdl latszik a zart alak:

1 /p k—1
7Tk:—<—) mwn , k=1,2,...
q

Példaul my = 1 onkényes valasztéssal megkapjuk a linearis egyenletrendszer egy meg-
oldasat, aminek minden més megoldés a szamszorosa:

B s s k—1
= ta e )
c.) Mivelpz%ésqz%,
Fo(1 3833 8 )
Ebbenasorészeg1+3*(%+i+%+...):1—|—3~1:4, vagyis a norméalashoz

ennyivel kell leosztani:

— (L 3 3 3 3 3
7T—(4 8 16 32 64 - 4.2k )

Hogy teljesen precizek legyiink:

1 ,ha k=0
T — 4
3. hak=123...



d.) Mivel p =2 és ¢ = 1,
=136 12 24 ... 321 ).
Ebben a sordsszeg 1 +3 46+ 12+ 24 + - - - = oo, vagyis a linearis egyenletrend-

szer megoldésai nem normdlhatok. Ennek megfelel6en ennek a Markov lancnak
nincs stacionarius eloszlasa. (Megj: Staciondrius mérték van, hiszen épp
most taldltuk meg, de eloszlds csak gy lehetne, ha az dssz-sily 1.)

Végiil az utolsod két kérdésre a valasz:
e A Markov lanc mind a négy esetben periodikus, mert pl. a 0-bol a 0-ba csak
péaros sok lépésben lehet visszajutni: a peridodus 2.

e A Markov lanc mind a négy esetben irrebucibilis. Irreducibilis Markov lancrol
tudjuk, hogy akkor és csak akkor van stacionarius eloszlasa, ha pozitiv rekurrens.
Ennek megfelelGen az a.) b.) és c.) eset pozitiv rekurrens, a d.) eset viszont nem.

3.HF: (Beadasi hatarids: 2020.04.15.) FIGYELEM! A HF megoldasokat kérem rendesen
leirni:

HF 3.1

Minden hasznalt jel6lés legyen bevezetve.
Minden &allitas legyen megindokolva.

Sehol ne alljon képlet vagy szadm egymagéaban: mindig legyen ott, hogy mi
van kiszdmolva. (Avagy: minden képlet és szam egy allitas része legyen.)

Legyen attekinthetd logikai sorrend!

Morickdék hézédhoz 3 lépcsé vezet fel, Moricka ezeken ugral. Lehetséges pozicioi
{0,1,2, 3} attdl fiiggden, hogy hany lépcstfok van alatta. Percenként pontosan egyet
ugrik. Minden ugras el6tt dob egy szabalyos dobokockaval, az eredménybdl kivon 3-
at, és annyi lépcsot ugrik (egyetlen ugrassal) felfelé. (Ha a kivonés utéan kapott szam
nulla, akkor helyben ugrik; ha negativ, akkor lefelé.) Ha ezzel tilugrana a legfelss
vagy legalso szinten, akkor persze csak odaig ugrik. (Pl. ha az 1-es szinten van és
4-et dob, akkor a 4 — 3 = 1 szintet ugrik felfelé, vagyis a 2-esre ugrik. Ha viszont az
1-es szinten van és 1-et dob, akkor 1 — 3 = —2 miatt 2 szintet kéne lefelé ugrania, de
annyi nincs, ezért a 0-s szintre ugrik.)

a.) Legyen X, € S = {0,1,2,3} Méricka pozicidja n perc elteltével. Irjuk fel az X,
Markov lanc dtmenetmatrixat!

b.) Tegyiik fel, hogy Moricka pont most érkezett a 2-es allapotba. Legyen T5 az ott
eltoltott ids percben (ami tehat legalabb 1). Neve  tartozkodasi idg”. (Ez akkor
lesz 1-nél nagyobb, ha néhanyszor helyben ugrik.) Adjuk meg T5 eloszlasat és
szamoljuk ki az as := ET; varhato értékét!

c.) Végezziik el ugyanezt a tobbi allapotra is, és irjuk tablazatba:

i |0]1]2]3
a| | | |

d.) Legyen Y} Moricka pozicidja az k-adik vdltozds utén. Vagyis k ,modositott ids”
azt szamolja, hogy hanyszor ugrott Moricka nem helyben: ha helyben ugrik, akkor
az Y}, folyamat oraja ,nem kettyen”. Irjuk fel az Y, Markov lanc &tmenetmatrixat!
(Tipp: azt kell nézni, hogy Mdricka az i-edik dllapotbdl mekkora valdsziniséggel
ugrik a j-edik dllapotba, feltéve, hogy nem helyben ugrik. Vagyis




e.)

g)

h.)

Keressiik meg az Y), Markov lanc egyetlen 7y stacionérius eloszlasat! (A szdmolds
kézepesen szornyd. A linedris eqyenletrendszer megolddsdhoz szabad szimitogépet
haszndlni, de csinya tizedes tortek helyett szeretnék pontos értéket ldtni!) Honnan
tudjuk elére, hogy pontosan egy van?
i |0]1]2]3
vl L[

Hosszii tavon a ,modositott id6” mekkora hanyadaban lesz Moricka a legfelsé
szinten? (Avagy, ami ugyanez: hosszi tavon az uj helyre vald érkezések mekkora
hényada torténik a 3-as allapotba?) Miért? Adjuk meg ugyanezt a tobbi allapotra
is!

Szamoljuk ki az f.) és c.) pontok eredménye alapjan (és nem méasbol), hogy
Moricka a tényleges idd mekkora r; hanyadat tolti az egyes allapotokban:
iloj1]2]3
il [T
Ellendrizziik le a.) alapjan, hogy az {r;} az X,, Markov lanc stacionarius eloszlasa!

Megoldas:

a.)

Jelolje az atmenetmatrixot P4, 0-bol indulva 6-os dobassal 3-ba jutunk, 5-6ssel
2-be, 4-essel 1-be, a tobbi dobassal 0-ba, vagyis

P(X; = 3|X, = 0) =
P(X; = 2|X, = 0) =

D WD — D] — O

P(X, = 0| X, = 0) =

Ugyanigy végiggondolva az ugrasi valoszintiségeket a tobbi helyrdl, az atmenet-

matrix
3/6 1/6 1/6 1/6
pe) — ’6 s e /e
| Ye Yo s 3
0 Ye¢ s 4/s
pX) _ 5

Minden alkalommal, az el6zményektdl fiiggetleniil, 1 — Py, = ¢ valoszintiséggel
sikeriil elugrania a 2-es allapotbol, T5 pedig pontosan az elugrashoz sziikséges
probalkozasok szama, vagyis Ty ~ Geom(5/6), amibdl ay = ?16 =2
Ugyanigy minden i € {0, 1,2, 3}-ra a; = EGeom(1 — P{")) = ﬁ:
ilo|1]2]3
a; | 8/3 | 6/5 | 6/5 | 6/2
Jelolje az Atmenetméatrixot PX). Ennek f6atlojaban csupa nulla van, mert az Y*
folyamatban helyben ugras nincs. A f6atlon kiviili elemeket a PX) f64tlon kiviili
elemeinek lenormalasaval kapjuk, tgy, hogy minden sordsszeg 1 legyen. Pl.

(X)

X
i

]P)(le:l|Y70:O):]P)(X1:1|X0:0éSX17éO): X X X
Py + Py + Pz

1/6 1

T Us+ Ys+ s 3



Ennek mintajara

pY) —

O uon O

1 1 1
3§ 3
Y3
T
5 3 0

Stacionarius eloszlasbol pontosan egy van, mert az Y*®) Markov-lanc véges alla-

potterii és irreducibilis. 7y kereséséhez a (PY) — 1)

rendszert kell megoldani:

—1
s
s
s

2/5
-1
1/5
Ezt mindenki gy oldja meg, hogy akarja: most egy lehetséges kézi szamolast

mutatok. Az épeszi kézi szamolas kedvéért tobb helyen eltérek a szokvanyos
Gauss eliminéciotol:

T

/50 [0
/5 1/2(0
-1 1/2]0
35 —1{0

7yl = 0 linearis egyenlet-

e clGszor végigszorzom az elsé sort 5-tel, a mésodikat és a harmadikat 30-cal,
az utolsot 15-tel.
e A masodik oszlop eliminacioja el6tt kivonom a 4. sorbol a 3.-at, majd felcse-
rélem a 2. és 4. sort és az egyiket végigszorzom —1-gyel.

e Végiil nem 7y 4-et hagyom meg szabad valtozonak, hanem 7y 3-at, vagyis a 3.
oszlopban nem csindlok visszahelyettesitést, a 4.-ben viszont igen:

—1 2
/s —1
s s
s 2/s

s
1/5
~1

3/5

010
1/210
1/210
—1/0

)
10
10
3
-5
0
0
0
)
0
0
0

2 1 010 -5 2 1 010
-30 6 150 0 —26 8 1510
6 -30 150 o 10 —-28 150
6 9 —15/0 0 8 10 —15/0
2 1 010 5 2 1 010
—26 8 150 0 -2 38 —30/0
10 -28 150070 10 —28 150
—2 38 -30/0 0 26 -8 —15/0
21 0 10 5 2 1 010
—2 38 —3010
~1 0 -2 38 —30/0| ~

0 162 —135|0 0o o 6 —slo

0 486 —405/0

2 1 010 -5 2 1 0o
~1 19 =150l ~[ 0 =1 1 olo]| ~

0 -6 5 |0 0 0 —6 50

0 3 oo
~1 1 olo

0 —6 5|0

Innen pl. 7wy 3 := 5 valasztassal my,; = 3, my2 = 5, my4 = 6, vagyis a homogén
lineéris egyenletrendszer egy megoldasa

fy=(3 5 5 6).

Az Gsszes tobbi megoldas ennek szamszorosa, minket pedig az az egy érdekel,

amiben a sorosszeg 1:

i |0

1

2 | 3

Ty, | 3/19 | 3/10 | 5/19 | 6/10
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HF 3.2

f.) Az Y, Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, ezért az ergodtétel értelmeé-
ben

0< K.Y, =

= Ty;3
K—o0 K <

vagyis hosszi tdvon a modositott id6 7y 3 = %—ed részében lesz Moricka a legfelsd

szinten.

Ugyanigy: hosszi tavon a modositott idé my,; hanyadat tolti az i-edik szinten.
g.) Hosszi tavon az egyes szinteken eltoltott tényleges id6k gy aranylanak egymas-

hoz, mint

Ty,1a1 © Ty 2Q9 © Ty 303 © Ty 404

6.6 6 18
19 719 19 19

1:1:1:3
Ezt kell lenorméalni:
ilo]1]2]3
ri | s | Ve | Ve | 3/6
h.) Es valoban:

e
(1/6 16 /s 3/6) Yo s s 3o :(1/6 /6 1/s 3/6).
0 s s 4/s

Hurréa.

Egy kertész minden reggel kihiizgalja a kertben a gyom nagyjabol p-ed részét. Egész
pontosan: minden gyom esetében feldob egy hamis érmét, amin a fej valoszintisége
p, és ha az eredmény fej, akkor kihtzza (egyébként nem). A ki nem huzott gyomok
mésnap reggelre elszaporodnak: mind életben marad, és dnmaga mellé létrehoz még
1 utodot. Legyen X,, a gyomok szidma az n-edik reggelen. Mely p értékekre tudjuk,
hogy az X,, Markov lanc stabil? Ezekre a p értékekre mi lesz a hatareloszlas?

Megoldas:

Fontos el6zetes megjegyzés: Erre a folyamatra nem érvényes az X, =
(Xn — Viy1)4 + Y1 sorhossz-evolicios egyenlet és a ra vonatkozoé stabilitasi
feltétel, mert az érkezé j gyomok szama nem fiiggetlen a mar megléviktol.
Helyette kozvetleniil a Foster-kritériumot alkalmazzuk.

Legyen ¢ = 1 — p. Az X,, = k feltétel mellett a kihizgalast megiszo gyomok szama,
~ Bin(k,q), ennek varhato értéke kq. X, 1 ennek pont kétszerese, vagyis

E(Xp 1| Xn = k) = 2kq.

Lathato, hogy ha ¢ > %, akkor a varhato érték nd, ha pedig ¢ < %, akkor csokken, és
ilyenkor varhato stabil viselkedés.

Ha X, irreducibilis és aperiodikus lenne, akkor g < %—re a Foster kritérium biztositanéa
a stabilitast, hiszen

E(Xpi1| Xo=k)=2kq=k—k(1-2¢)<k—20

10



minden & > T -re, ahol I =1 < o0 és § = 1 —2¢ > 0. (A Foster kritérium pont
azt mondja, hogy ha van ilyen I < oo és § > 0 és a Markov lanc irreducibilis és
aperiodikus, akkor a Markov lanc stabil.)

Egyetlen pici gond, hogy X,, nem irreducibilis, hiszen a 0 allapot elnyel6: ha nincs
gyom, akkor nem is lesz.

Egy lehetséges megoldas, hogy moédositjuk a Markov lancot. Pl: az X,, Markov lanc
fejlédjon ugyanigy, mint X,, mindaddig, amig el nem éri a 0-t, de ha nincs gyom, akkor
m valoszintiséggel eliiltetiink egyet. Igy X, mar irreducibilis és aperiodikus, és
a Foster kritérium miatt stabil. Viszont ez azt jelenti, hogy barhonnan inditva 1
valoszintiséggel eléri a 0 allapotot. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy az X, is badrhonnan
inditva 1 valoszintiséggel eléri a 0 allapotot, vagyis kihal, és tigy is marad.

Roviden, amit belattunk:
Hal-p=g< % (vagyis p > %), akkor X, stabil, és hatareloszlasa a 0
allapotra koncentralt eloszlas, vagyis az (1,0,0,0,...) vektor.
(Megjegyzés 1: Ugyanez abbdl is kijon, hogy EX, 1 = 2qEX,, igy ha q < %, akkor
EX, — 0. Mivel X,, >0, ebbdl kovetkezik, hogy X, — 0.)

1

(Megjegyzés 2: Nem teljesen nyilvdinvald, de kinnyen hihetd, hogy ha q > 5, akkor X,
nem stabil: lehet, hogy kihal, de ennek valoszinisége 1-nél kisebb, a maradék pozitiv

val.séggel viszont oo-hez tart. Még kevésbé nyilvanvalo, de igaz, hogy ha p = q = %,
akkor a X, stabil, éspedig 1 valdszintséggel kihal (bdar a kihaldsi idd vdrhato értéke

végtelen). )
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