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1.1

1.2

2.1

2.2

Tomegkiszolgalas
gyakorl6 és hazi feladatok, 2020 tavasz

Elemi valoszintiségszamitas
(2 pont) Elguritunk egy piros dobokockat, és a dobott szamot X-szel jeloljiik. Ezutan elguritunk

X darab z6ld dobokockat, és Y-nal jeloljiik a z6ld kockdkkal dobott szimok dsszegét. Mennyi Y
varhato értéke?

(2 pont) Legyen X\ > 0 rogzitett. n =1,2,3...-re legyen p, = 2, és legyen az X,, valosziniségi
valtozo eloszlasa X,, ~ Bin(n,p,). Rogzitett k € N-re szamoljuk ki a

lim P(X,, = k)

n—oo

hatarértéket!

(Tipp: lim,,_, (1 + %)n =e.)

Diszkrét idejii Markov lancok

(5 pont) Jancsi és Juliska randit beszélt meg a Kokojszi utca és a Boborjan utca kereszte-
zGdéséhez. Azt azonban nem beszélték meg, hogy a négy sarok koziil melyiken talalkozzanak.
Jancsi pontban 11 6rakor érkezik az északnyugati sarokhoz, majd keresni kezdi Juliskat. A
négy gyalogos-lampa percenként egyszer, egyszerre valt zoldre. Ilyenkor Jancsi i valoszintiséggel
marad, ahol volt, i valoszintiséggel orajarés-irdnyba megy at a zebran, % valoszintiséggel pedig
orajarassal ellentétes iranyban. Ekozben Juliska orédkat késik, igy Jancsi hosszasan bolyong a
négy sarok kozott. Jelolje X,, Jancsi helyét (vagyis hogy melyik sarkon all) n perc elteltével.

(a) Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és dtmenet-valoszinitiség-méatrixat.
(b

) Mennyi a valoszintisége, hogy Jancsi két perc elteltével ugyanott van, mint a legelején?
(c) Egy ora elteltével megkozelitleg mekkora valoszintiséggel talaljuk Jancsit a délkeleti sarkon?
)

(d) A magas hazak arnyékot vetnek a délkeleti és a délnyugati sarokra, az északkeleti és az
északnyugati sarok viszont napos. Hosszi tavon az id6 hany szazalékat tolti Jancsi napon?

(5 pont) Moricka egy golyos iigyességi jatékot jatszik, ahol egy
csapagygolyot kell végigvezetni egy akadalypalyan. Az
els6 palyat gyakorolja, ahol 3 nehéz akadalyon kell at-
jutni. Moricka az els§ akadalyon i, a masodikon %, a
harmadikon % valoszintiséggel bukik el, az el6Gzményektsl

fiiggetleniil. Ilyenkor a golyo ,leesik”, és Moricka kezdhe-

ti az egészet elolrdl. Ellenkezd esetben tovabbjut a ko-
vetkez$ akadalyhoz. Ha véletleniil mindharom akadélyon
sikeriil tiljutnia, akkor szintén tjrakezdi a legelejérdl.

Jelolje X, azt, hogy n lépés utan Moricka éppen hany

akadéalyon van tul — igy X, lehetséges értékei 0,1, 2, 3.

Magical Intellect Ball

a.) Irjuk fel az X,, Markov lanc atmenetmatrixat.
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b.) Hosszu tavon melyik allapotban lesz a Markov lanc legtobbszor, és a lépések mekkora hénya-
dat tolti Moricka ezzel a leggyakoribb akadallyal?

c.) Hosszu tavon hanyadik akadéalyon bukik el legtobbszor Moricka, és a bukisok mekkora ha-
nyada torténik ezen az akadéalyon?

2.3 (3 pont) Legyen az X, diszkrét idejii Markov lanc graf-reprezentéacioja a kovetkezd:

¢ 1/2 1/2 1/%2
1= 5 6 -~ 7
13 12
2/3l Tl,z uz”m N ”//1/2
13 g

Adjuk meg kozelitSleg az alabbi valoszintiségeket. A valaszokat indokoljuk.

(X1000 =7 Xo=6) =7
(X1000 =2 Xo=1) =7
( )
( )

T

X1000:2|X0:6 %?
‘?

)
)
)
) P(X1000 = 7| Xo = 5) =7

P
P
c.) P
d.) P
2.4 (5 pont)
Juliska a kérmét minden nap més sziniire festi. Voros, narancs és barna kozott valtogat. Narancs
utidn mindig barna kovetkezik, barna utan viszont érmedobassal dént arr6l, hogy vords vagy
narancs kovetkezzen-e. Vords utdn kockat dob: ha az eredmény 6-os, akkor barna kovetkezik,
egyébként narancs.
a.) frjuk fel Juliska korme szinének, mint Markov lancnak az atmenetmatrixat!
b.) Ha Juliska kbrme méjus 1-én voros, mennyi a valdsziniisége, hogy majus 5-én is voros?
c.) A napok hanyad részében lesz voros, narancs illetve barna Juliska korme hosszi tavon?
2.5 (3 pont) Az abran lathato graf egy diszkrét idejd, id6ben homogén Markov lanc pozitiv va-

l6szintiségl egylépéses atmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik
melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt, 1\ /> 2
e lényeges-e vagy lényegtelen, 3 /
e visszatérG-e vagy atmeneti, /

Cfr=—=*
. ., S —
e mennyi a peridodusa.

3. Generatorfiiggvény-modszer

3.1 (5 pont) Moricka addig dobal egy szabalyos dobokockat, amig kétszer egymds utdn ki nem jon
neki a 6-os. Hatarozzuk meg a sziikséges dobasok X szdmanak generatorfiiggvényét és varhato
értékét. (Segitség: Nézziink X-re mint véletlen tagszamu Osszegre: legyen N az a véletlen szam,
hogy héanyszor kialt fel Moricka, hogy ,Na, egy hatos mar megvan!”. Igy az X el6all mint N



darab véletlen szam Osszege: az i-edik felkidltashoz Y; darab dobas tartozik. Vigyazat: jol
gondolkodjunk el Y; eloszlasan. Figyelmeztetésiil mondom, hogy minden Y; > 2, mert dobni kell
egy 6-ost, aztan még valamit, hogy eldsljon, vége-e a jatéknak.)
3.2 (2 pont) Az X nemnegativ egész értéki valosziniiségi valtozo generatorfiiggvénye
1 1 3
g(z) = 1 + 17 + §22 +cz%, ahol c € R.
(a) Mennyi c értéke?
(b) Mennyi X varhato értéke?
(c) Mennyi a P(X = 2) valoszintiség?
3.3 (2 pont) Az X valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye g(2) = c(z + 22 + 24 + 25 + 28 + 2H +
2134 15),
a.) Mennyi a c¢ konstans értéke?
b.) Mennyi X varhato értéke?
c¢.) Mennyi a P(X = 8) valosziniiség?
3.4 (5 pont) Egy szabalyos dobokockaval addig dobalunk, amig ki nem jon egy hatos. Jelolje X az
addig dobott szamok dsszegét (az utolsonak dobott hatost nem beleértve). Szamoljuk ki
a.) X generatorfiiggvényét,
b.) X varhato értékét,
c.) X szorasat.
3.5 (5 pont) Legye N ~ Geom(p) és X1, Xo, -+ ~ Geom(q) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy =
Zivzl X, véletlen tagszamu Osszeg eloszlasa?

3.6 (4 pont)

a.) Legyen X ~ PesszGeom(p). A definici6 alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek
derivalasaval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a Var X szorasnégyzetet!

b.) Legyen Y = 1. Mennyi EY'? Mennyi VarY?

c.) Legyen Z = X + 1, igy Z ~ Geom(p). Az osszeg varhato értékére és szorasnégyzetére
vonatkozo tételek segitségével szamoljuk ki az EZ varhato értéket és a VarZ szorasnégyzetet!

3.7 (4 pont) Legyen X ~ Poi()\). A definicio alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek
derivalasaval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

3.8 (4 pont) Legyen X és Y fiiggetlen, nemnegativ egész értéki valoszintiségi valtozo. Tudjuk, hogy
X ~ Poi(2) és X +Y ~ Poi(5). MiY eloszlasa?

3.9 (5 pont) Legyenek N ~ Bin (10, %) és X1,X,,---~ B (%) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy :=
ZkN:1 X}, véletlen tagszamu Osszeg eloszlasa?

3.10 (7 pont) Van egy hamis 1-petédkosunk, amin a fej valosziniisége p. Van egy hamis 2-petéakosunk,
amin a fej valoszintisége q. Egyszerre dobjuk fel mindkettst, és ezt addig ismételgetjiik, amig a
2-petékoson ki nem jon a fej. Jelolje V' azt, hogy ez alatt hanyszor dobtunk fejet az 1-petakossal.
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3.11

4.1

4.2

4.3

a.) Szamoljuk ki V eloszlasat! (Tipp: V = vazl &, ahol N a dobdsok szima, &; pedig a i-edik
alkalommal az 1-petdkoson dobott fejek szima (ami persze 0 vagy 1.)) (Eredmény:

A ,ha k=0

MV:M:{Q—AMG—mkl,Mk21

ahol A= L2 ¢35 =—21—. )

p+q—qp p+q—gp’
b.) Szamoljuk ki V' eloszlasanak ,farkat”, vagyis a P(V > k) valoszintiségeket! (Eredmény:

1 ,hak=0
- (1—-A)1—-L¥Y hak>1
)

(4 pont) Ha az X € N valoszintiségi valtozo eloszlasa py, := P(X = k), akkor a generatorfiiggveé-
nye g(2) := po + p1z + p22® + p3z® + ..., amib6l rogton latszik, hogy z € (0,1)-re g(z) méasodik
derivéltja nemnegativ (meg persze az Osszes tobbi derivaltja is, de ez most nem fontos), vagyis
g(z) konvex a [0, 1] intervallumon. Milyen legyen X eloszlasa ahhoz, hogy ¢(z) a [0, 1] intervallu-
mon ne csak konvex, hanem szigorian konvez legyen? (Vagy forditva: hogyan fordulhat az eld,
hogy ¢(z) konvex, de nem szigortian konvex?)

Diszkrét ideji sorbanallasi modellek

(5 pont) AW, .1 = (W,+S,—T,1). varakozasi id6 evolicios modell mintajara adjuk mega D,
késleltetés evolucios egyenletét ugyanabban a FIFO modellben! (Vagyis ahol az egyes igények

érkezése kozott 11, Ts, T3, ... idGk telnek el, az egyes igények kiszolgaldsa egyesével, érkezési
sorrendben torténik, a kiszolgalasi id6k Sy, S, Ss, .. ..)
(5 pont) Egy konyvels az asztalan 1év§ szamlakupacbol minden délelstt feldolgoz valahany

szamlat, éspedig az n-edik nap délelsttjén V,, darabot (de legfeljebb annyit, amennyi van). Az
iktatobol minden délutan Gj szamlak érkeznek a kupacra: az n-edik nap délutanjan Y, darab.
Jelolje X, a szamlakupac méretét az n-edik napon délben.

Irjuk fel X,, evolicios egyenletét az X,,.q = (X — Vaa1)+ + Yoy egyenlet mintajaral
(Figyelem! Emlékezziink, hogy X, a szdmlakupac mérete volt az n-edik napon éjfélkor.)

(9 pont) Pistike minden délelstt tonkretesz egy jatékautot a kisautos dobozabol (mar amikor van
benne), amit az apukaja azonnal kidob. Az anyukija minden délutin érmedobassal dont arrol,
hogy elmenjen-e a jatékboltba, ha pedig elmegy, akkor megint csak érmedobéassal dont arrol,

hogy 1 vagy 2 jatékautot vegyen Pistikének, amit még aznap este betesz a kisautds dobozba.
(Vagyis minden délutan i val.séggel 1, i val.séggel 2 jatékauto érkezik.)

Az éjszakak mekkora hanyadaban iires a doboz hosszi tavon?

a.)
b.) Hosszu tavon az éjszakik mekkora hanyadaban van a dobozban 2-nél tébb aut6?
c.) Atlagosan hany éjszakat tolt egy kisautoé a dobozban hosszi tavon?

d.)

Tegnap este az anyuka betett egy vagy két autdt az dres dobozba. Véarhatéan (vagyis:
varhato értékben) hany nap milva lesz a doboz tjra iires?
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4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

(7 pont) Jancsika minden déleldtt p valoszintiséggel autosat jatszik, mar ha éppen van kisautoja.
Ilyenkor tonkretesz két jatékautot a kisautos dobozabol (illetve, ha csak egy van, akkor azt az
egyet), amit az apukdja azonnal kidob. Az anyukija minden délutan vesz egy 1j kisautot, amit
még aznap este betesz a kisautos dobozba.

a.) Az éjszakik mekkora hanyadaban iires a doboz hosszt tavon?
b.) Hosszu tavon az éjszakik mekkora hanyadaban van a dobozban 2-nél tébb aut6?

c.) Atlagosan hany éjszakat tolt egy kisautoé a dobozban hosszi tavon?

(6 pont) Egy oktatonak az az elve, hogy minden érkezd emailre leghamarabb masnap valaszol,
aznap érkezett levélre soha. Az altala tartott kurzus 10 hallgat6janak mindegyike minden nap,
az el6zményektdl fiiggetlendil, 2—10 valosziniiséggel kiild egy emailt az oktatonak. (Egy nap egynél
tobb emailt senki sem kiild.) Az oktat6 minden nap pontosan egy hallgatoi levélre valaszol
(mar ha van a postaladajaban olyan, ami nem aznapi). Atlagosan hany éjszakat tolt az oktato

postaladajaban egy hallgatoi levél hosszi tavon?

(6 pont) Moricka vizsgat feliigyel, és kozben segit a hallgatoknak. A 10 hallgatd kozott jar
korbe-kérbe, minden hallgatonal pontosan 1 percet tolt, és ezalatt megvalaszol pontosan 1 kér-
dést, amit a hallgato feltesz (mar ha a hallgatonak van kérdése). Minden hallgatonak minden
percben, az el(’izményekt‘(’il fiiggetlentil, QLO valosziniiséggel jut eszébe egy kérdés (a maradék 5—3
valoszintiséggel egy se). Atlagosan hany perc milva kap valaszt Pistike a kérdéseire hosszi tavon?
(Az pontossdg/eqyszeriség kedvéért fel kell tenniink, hogy Pistike minden eszébe jutd kérdéshez
az 1ddt Moricka elézd latogatdsdatol szamitja, igy minden kérdés ,kiszolgdldasi ideje” percben mérve
10-nek tobbszordse.)

(6 pont) Robert kozrendérnek 10 parancsnoka van, sorrendben 1., 2., ..., 10. szamu parancs-
nok. Minden parancsnok, minden percben, az el6zményektdl fiiggetleniil 2—10 valoszintiséggel ad
Robertnek parancsot (mindenki csak 1-et). O azonban minden percben csak 1 parancsot tud
végrehajtani. Ha tobb végre nem hajtott parancs is van nala, akkor azt hajtja végre, amelyik
a legmagasabb rangt (vagyis legkisebb sorszami) parancsnoktol jott, a tobbit halogatja. (Az
id6t egész percekben mérjiik. Tegyiik fel, hogy egy parancsot leghamarabb az érkezését kovetd
percben lehet végrehajtani.)

a.) Hosszi tavon atlagosan hany végre nem hajtott parancs van Robert zsebében az 5. szamu
parancsnokatol?
b.) Hosszu tavon atlagosan hany perc utan hajtja végre Robert a 5. szamu parancsnoktol érkezett

parancsokat?

(7 pont) Egy diszkrét idej kiszolgalé rendszerbe minden idGegységben az el6zményektdl fiig-
getleniil p valoszintiséggel érkezik egy igény, a maradék 1 — p val.séggel egy sem. A kiszolgalas
érkezési sorrendben torténik, a kiszolgalasi id6 mindig pontosan 2.

a.) Irjuk fel a varakozasi idé evoliicios egyenletét!

b.) Irjuk fel a varakozasi id6 4tmenetmatrixat!

c.) Milyen p értékekre lesz a rendszer stabil?

(7 pont) Egy diszkrét idejii kiszolgalo rendszerbe pontosan minden masodik idGegységben érke-

zik egy igény. Minden idSegységben, az elGzményektdl fiiggetleniil, p valoszintiséggel szolgalunk
ki egy igényt (ha van), a maradék 1 — p val.séggel nem.
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4.10

4.11

4.12

4.13

a.) Irjuk fel a varakozasi id6 evolicids egyenletét!
b.) Irjuk fel a varakozasi id6 4tmenetmatrixat!

c.) Milyen p értékekre lesz a rendszer stabil?

(5 pont) Egy diszkrét idejii kiszolgalo rendszerbe pontosan minden masodik idGegységben érke-
zik egy igény. Minden idSegységben, az elGzményektdl fiiggetleniil, p valoszintiséggel szolgalunk
ki egy igényt (ha van), a maradék 1 — p val.séggel nem. Nézziik a sor hosszat csak minden
masodik idépillanatban, vagyis legyen X,, a sor hossza 2n id6 elteltével. Irjuk fel az X,, Markov
lanc evolicios egyenletét és atmenetmatrixat!

(7 pont) Egy diszkrét idej kiszolgald rendszerbe minden idGegységben az el6zményektdl fiig-
getleniil p valészintiséggel érkezik egy igény, a maradék 1 — p val.séggel egy sem. A kiszolgalasi
id6 mindig pontosan 2. Nézziik a sor hosszat csak minden masodik idGpillanatban, vagyis le-
gven X,, a sor hossza 2n id elteltével. Irjuk fel az X, Markov lanc evoliciés egyenletét és
Atmenetmatrixat! Kiizben gondoljuk 4t, hogy X,, tényleg Markov-e.

(7 pont) Jancsi bacsi és Juliska néni egyiitt él és kozos hiitét hasznal. Juliska néni nyugdijas.
Minden délel6tt, az el6zményektdl fiiggetleniil, p valosziniiséggel {6z egy tejfolos ragulevest, és
ehhez elhasznal a hiit6bsl 1 pohar tejfolt — feltéve persze, hogy van a hiit6ben tejfol, mert ha
nincs, akkor mast f6z.

Jancsi bacsi minden délutén, az el6zményektdl fiiggetleniil, ¢ valoszintiséggel hoz egy pohéar tejfolt
a boltbol, és beteszi a hiitébe. Tegyiik fel, hogy p > ¢ (kiilonben a tejfolok elszaporodnak).

a.) Legyen X, a tejfolok szama a hiit6ben az n-edik nap végén. Rajzoljuk fel az X,, Markov lanc

c sz

b.) Legyen most X}, a tejfolok szama a hiitében a k-adik tejfol érkezése utan! Mi az X, Markov
lanc stacionarius eloszlasa? (Tipp: erre volt eldaddson egy tétel.)

c.) Tegyiik fel, hogy Juliska néni a tejfoloket érkezési sorrendben hasznalja el. Legyen Dy a
k-adik tejfol altal a hdtében toltott éjszakik szama. Mi a D, Markov lanc stacionarius
eloszlasa? (Tipp: erre is volt eldaddson egy tétel.)

(10 pont) Jancsi bacsi és Juliska néni egyiitt él és kozos hiit6t hasznal. Juliska néni nyugdijas.
Minden délel6tt, az el6zményektsl fliggetleniil, p valoszintiséggel {6z egy tejfolos ragulevest, és
ehhez elhasznél a hiit6b6l 1 pohar tejfolt — feltéve persze, hogy van a hiitében tejfol, mert ha
nincs, akkor mast f6z.

Jancsi bacsi minden délutén, az el6zményektdl fliiggetleniil, ¢ valoszintiséggel hoz egy pohéar tejfolt
a boltbol, és beteszi a hiitébe. Tegyiik fel, hogy p > ¢ (kiilonben a tejfolok elszaporodnak).

Legyen X, a tejfolok szama a hiit6ben az n-edik nap végén. Ennek idéfejlédése konnyti, és most
nem ezzel foglalkozunk.

Hanem: legyen most X a tejfolok szama a hiitében a k-adik tejfol érkezése utan! (Ez persze
legalabb 1.)

a.) Irjuk fel az X, Markov lanc 4tmenetmatrixat! (Nyugodtan feltehetjiik, hogy mar az altalunk
welsé™-nek szamozott tejfol érkezése el6tt is voltak tejfolok a hiitében.)



4.14

5.1

(Tipp: X, = ()~(0 — V)i +1, ahol V az elsd tejfol érkezéséig tervbe vett ragulevesek szima,
ami persze pont az elhaszndlt tejfélok szama, ha van ennyi tejfél. Pont ennek a V-nek az
eloszlasdt szamoltuk ki egy mdsik feladatban.)

(Megoldds:

0 Chaj>i+1
S e A yhaj=i+1
— AL —-L)7 ,ha2<j<i
—A(1-L)"' L haj=1
ahol A= L& 5[ =—21— )

p+q—qp p+q—qp”

q(1-p)
p(1-q)

b.) Ellendrizziik le kézzel, hogy X, stacionarius eloszlasa az a := 1—
eloszlas! Vagyis azt kell ellendrizni, hogy

9]
T = E ;i Py,
i=1

parameéteri geometriai

ahol m; = (1l — )1, i=1,2,....
(Tipp: csoddik csoddja, (1 —a)(1— L) = A.)

(5 pont) Egy zajos csatornan mésodpercenként 10% bitet tudunk étkiildeni. Minden atkiildott
bit a tobbitdl fiiggetleniil 107° valoszintiséggel sériil. A csatornin csomagokat kiildiink &t, amik
N adatbithdl és 64 kisér6 bitbdl allnak. A vevs az esetleges hibakat teljes biztonsiggal észleli
és ,negativ nyugtat” kiild roluk, ami teljes biztonsdggal megérkezik a kiild6hoz. Ilyenkor a teljes
csomagot tjra kell kiildeni. Mésodpercenként legfeljebb hany bitnyi adatot lehet a csatornan
atvinni hosszi tavon, ha N-et jol valasztjuk meg, és

a.) a csomag elkiildése utan a nyugta azonnal megérkezik?

b.) a nyugta a csomag elkiildése utan pontosan 1 masodperccel érkezik meg, és meg kell varni,
miel6tt a kdvetkezd csomagot kiildeni kezdjiik?

c.) anyugta a csomag elkiildése utan pontosan 1 méasodperccel érkezik meg. Mi addig is kiildjiik
a kovetkezd csomagokat, de ha negativ nyugta jon, akkor visszaugrunk a hibas csomagra és
onnan folytatjuk, a csomagok sorrendjét tovabbra is megtartva? (Tipp: ebben az esetben az
optimalizdlds csak numerikusan megy. Nem kell tilzdsba vinni: dbrdzoljuk a kapacitdst N
fliggvényében, és olvassuk le a mazimumot.)

Poisson-folyamat

Egy 1000-oldalas kényvben 1500 sajtohuba van, véletlenszertien elszorva.

(a) Koriilbeliil mennyi annak a valdsziniisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2 sajtéhuba van?

(b) Koriilbeliil mennyi annak a valoszintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2, a 42-ediken
pedig pontosan 2 sajtohuba van?

(c) Asajtohubdknak kb. i-a vesszShiba (abban az értelemben, hogy minden sajtohuba 1 valoszi-
niiséggel vesszShiba, a tobbitdl fiiggetleniil). Mennyi annak a valoszintisége, hogy a 13-adik
oldalon legalabb 2 vessz6hiba és pontosan 1 egyéb sajtéhuba van?
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0.2

9.3

0.4

2.9

2.6

A mazsolas kalacs ugy késziil, hogy egy nagy kondérban sok tésztahoz sok mazsolat ontenek,
jol elkeverik, majd egy nagy kalacsot siitnek bel6le, amit sok szeletre vagnak. A szeletek egyi-
két Moricka eszi meg. Vegyiik gy, hogy minden mazsola egyméastol fiiggetleniil, azonos, kicsi
valoszintiséggel keriil Moricka szeletébe.

a.) Egy szeletbe atlagosan 6 szem mazsola szokott jutni. Mennyi a valoszintisége, hogy Moricka
szeletébe 2-nél kevesebb jut?

b.) Pistike is kapott egy szelet kalacsot, és boldogan ujsagolta, hogy 12 szem mazsolat talalt
benne. Ezek utan mennyi a (feltételes) valosziniisége annak, hogy Moricka szeletébe viszont
2-nél kevesebb keriilt?

Jancsi és Juliska hazaban a vezetékes telefon Poisson folyamat szerint csorog, két oranként atla-
gosan egyszer.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy az esti filmet, ami reklamokkal egyiitt két és fél ora hosszu,
végignézhetik a nélkiil, hogy csérogne a telefon?

b.) Mennyi a valoszintisége, hogy az elsé telefonhivéasra a film kezdetétsl szamitva kevesebb, mint
fel orat kell varni?

c.) Mivel filmnézés kozben nem szeretnek telefonalni, minden csorgésnél érmedobassal dontenek,

hogy melyikiik vegye fel. Mennyi a valoszintisége, hogy Jancsinak igy is 1-nél tobbszor kell a
film alatt telefonélnia?

Egy radioaktiv sugarforras nagyon sok bomléasra képes atommagbol all, melyek mindegyike va-
lamilyen kis valosziniiséggel bomlik el éppen az altalunk megfigyelt idGintervallumban (és bocsat
ki észlelhets sugarzast), a tobbi atommagtol fiiggetleniil. A minta aktivitasa 0.1Bq (vagyis Bec-
querel), ami azt jelenti, hogy masodpercenként atlagosan 0.1 bomlas torténik.

a.) Legyen X az egy perc alatt (mondjuk 08:00-t61 08:01-ig) térténd bomlasok szama. Milyen
eloszlassal jo ezt modellezni? Vagyis mennyi a P(X = k) valoszintiség (és melyik k-kra)?

b.) Mennyi annak a valészintisége, hogy 08:00-t61 08:01-ig pontosan 4 bomlas torténik, 08:01-t61
08:03-ig pedig pontosan 107

c.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 09:00-t6] a kovetkezs bomlasig legalabb 10 méasodpercet
kell varni?

c s

részecske keletkezik. A detektorunk a nagy energiaju részecskéket 90% valosziniiséggel észleli, a
kis energiajuakat viszont csak 20% valoszintiséggel (a tobbi részecskétdl fiiggetleniil). Mennyi a
valészintisége, hogy egy két masodperc hosszu idGintervallumban legalabb 4 részecskét észlel?

A radioaktiv C atommag élettartama (vagyis a létrejottétsl a bomlasaig eltelt id6) exponen-
cialis eloszlasi. A felezési id6 5730 év, ami azt jelenti, hogy egy sok atommagbol 4ll6 mintanak
ennyi id6 alatt bomlik el a fele.

a.) Mennyi az élettartam eloszlasanak A\ paramétere (rataja)
i.) ha az id6t években mérjiik?
ii.) ha az id6t méasodpercben mérjiik?



2.7

6.1

6.2

6.3

6.4

b.) Vesziink egyetlenegy *C' magot. Mennyi a valésziniisége, hogy egy mésodpercen beliil el-
bomlik? Es hogy két masodpercen beliil? Es hogy 3 masodpercen beliil? (Figyelem: nem
csak képleteket kérek, hanem konkrét szamokat!)

c.) Vesziink egy ezermillidrd (vagyis 10'%) magbol all6 mintét, és X-szel jeloljiik a 3 masodperc
alatt bekovetkezd bomlasok szamat. Mennyi a P(X = 12) valoszintiség? (Figyelem: nem csak
képletet kérek, hanem egy konkrét szamot!)

d.) A 10' magbol 4116 minta bomlésait egy detektorral figyeljiik, ami csak a bomlasok egy részét
észleli: minden bomlast a tobbitdl fiiggetleniil i valoszintiséggel. Legyen Y a 3 masodperc
alatt észlelt bomlasok szama. Mennyi a P(Y = 3) valoszintiség? (Figyelem: nem csak képletet
kérek, hanem egy konkrét szamot!)

e.) Legyen T a detektor altal észlelt els6 bomlas id6pontja (masodperchen). Mi T eloszlasa?
Egy internetes kiszolgélohoz percenként atlagosan 10 kérés érkezik, Poisson folyamat szerint.
Minden kérés a tobbitdl fiiggetleniil %0 valoszintiséggel hibas.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy 10:00 és 10:02 kozott nem érkezik hibas kérés?

b.) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kozott pontosan 20 kérés érkezett (Osszesen), mennyi a valdszi-
niisége, hogy ezek egyike sem hibéas?

c.) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kézott legalabb 18 hibatlan kérés érkezett, mennyi a valoszint-
sége, hogy hibés viszont egy sem?
Laplace-transzformacio

Legyen X ~ Exp(\). A definicié alapjan irjuk fel X Laplace transzformaltjat! Ennek derivala-
saval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

Az X valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon. Mi a Laplace-transzformaltja?

X,Y > 0 fiiggetlen valoszintiségi valtozok, Z = X +Y, X ~ FEap(l) és Z ~ ['(1,1). Mi Y
eloszlésa?

Moricka éjjelente hullocsillagokat néz, és oranként atlagosan 4-et 1at. Minden hullocsillag, a

tobbitdl fiiggetleniil, véletlen ideig latszik. Ez a véletlen idG exponencialis eloszlasi, %3 varhato

értékkel. Jeloljik X-szel azt az id6t, ameddig Moricka 22:00 és 24:00 koézott hullocsillagot [at
(mésodpercben mérve).

a.) Szamoljuk ki X Laplace transzformaltjat! (Jeldlje L.)

b.) Mennyi L'(0)?

c¢.) Mennyi L"(0)?

d.) Mennyi X szorasnégyzete?

(A precizek kedvéért: Elvileg eldfordulhat, hogy egyszerre két hulldesillag is ldtszik, vagy hogy egy

hulldcsillag felvillandsa csak részben esik 22:00 és 24:00 kozé (pl. mert 22:00 eldtt egqy ezredmd-
sodperccel kezdddik). Ezektdl nagyvonalian tekintsink el.)



6.5

7.1

7.2

7.3

Pistike irodajaban reggel 8-t6l kezdve oranként atlag 3-szor csorog a telefon, Poisson-folyamat
szerint. Pistike valamikor 8:00 és 9:00 kozott érkezik az irodaba, egyenletes eloszlasu véletlen
id6pontban (ami fiiggetlen a telefonhivasoktol). Mi a valoszintisége annak, hogy Pistike egyetlen
hivasrol sem marad le?

Folytonos idejti Markov lancok

Pistike az ablakbol az utca forgalmat nézi. Személyautok és teherautok mennek arra, mind-
ketts Poisson-folyamat szerint: személyautobol percenként dtlagosan 3, teherautobol percenként
atlagosan 1. Pistike csak a teherautokat szereti. Jokedve 5-0s skalan valtozik (1 és 5 kozott):
ha teherautot lat, 1-gyel felfelé ugrik (hacsak nem maér elGtte is 5-6s volt), ha pedig személyau-
tot, akkor 1-gyel lefelé (hacsak nem mar elGtte is 1-es volt). Legyen X (t) Pistike jokedve a t
id6pillanatban, ¢ > 0.

(a) Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov lanccal. Irjuk fel X (¢) generatorat.

(b) Hatéarozzuk meg (X (t),t > 0) stacionérius eloszlasat. (Szabad észrevenni, hogy X véges
allapottert sziiletési-halalozési folyamat.)

(c) Pistike a nézelgdést teljes jokedvvel kezdte. Egy ora elteltével arra jar az apukaja. Kozelits-
leg mennyi annak a valoszintisége, hogy Pistikét teljes rosszkedvben (vagyis 1-es allapotban)
talalja?

(d) Hosszu tavon az id6 hany szazalékaban lesz Pistikének 5-0s jokedve?

(e) Hossza tavon mennyi lesz Pistike jokedvének idéatlaga?
A Falab FC focicsapatanak 4 csatara van Osszesen. A csatarok koziil esetleg néhany sériilt. A
csapat mindig 2 egészséges csatarral jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges, akkor az

Osszes egészséges csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor atlagosan 3 havonta sériil le. Egy
sériilés atlagosan 1 honapig tart. Ha egy csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jelolje az egészséges csatarok szaméat a t id6pontban X;. Az id6t mérjiik honapokban.

a.) Modellezziik X,-t folytonos idejii Markov-lanccal! Irjuk fel a generatort. Legyiink észnél a
ratakkal!

Szamitsuk ki a stacionérius eloszlést.
Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil jatszani? Miért?
Atlagosan hany csatarral jatszanak? Miért?

Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik meg annak a valoszintiségét,
hogy a kovetkezd 10 napban ez végig igy marad (a 10 napot tekinthetjiik 1/3 honapnak).

Egy egyszerti jelfeldolgozd eszkoz az egyes beérkezs jeleket fiiggetlen, exponencidlis eloszlast
véletlen iddk alatt dolgozza fel. A feldolgozasi id6 varhato értéke 1 masodperc (vagyis % perc).
Amig egy bejovs jel feldolgozasa zajlik, addig az esetlegesen beérkezG djabb jeleket az eszkoz
figyelmen kiviil hagyja (vagyis nincs feldolgozasi sor). A beérkezd jelek Poisson folyamat szerint
érkeznek, percenként atlagosan 2. Az eszkoz igy kétféle allapotban lehet: ,szabad, passziv, jelre
var”, illetve ,foglalt, feldolgozés folyamatban, nem figyel”.

Modellezziik az eszkoz allapotat folytonos idejii Markov lanccal. Az id6t mérjiik percben.
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7.4

7.5

7.6

a.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

b.) Az eszkdz a miikodése els§ pillanataban szabad. KozelitGleg mennyi a valoszintisége, hogy
tiz ora elteltével éppen foglalt lesz? Miért?

c.) Az eszkoz teljesitményfelvétele passziv allapotban 1W, feldogozés soran viszont 10W. Mennyi
az atlagos teljesitményfelvétel hosszi tavon? Miért?

Mérnok Mari 1jsziilott gyermeke az édesanyja megfigyelése szerint haromféle allapotban lehet:
1 — sir”; 2 — alszik”; 3 — eszik”. A gyermek idénként véletlenszertien ugrik at egyik allapotbol
a masikba, az el6zményektdl (a jelenre, mint feltételre nézve feltételesen) fiiggetleniil, vagyis &
egy haromallapoti, folytonos idejii Markov lanc. Jelolje X (t) a gyerek allapotat ¢ idében. A
beagyazott diszkrét idejii Markov-lanc ) dtmenetval6szintiség matrixa a kovetkezd:

0 1 0
Q=|[08 0 02
08 02 0

Az allapotsorrend 1,2,3 balrol-jobbra és feliilr6l-lefelé. Feltessziik, hogy az 1-es allapotban marad
Exp(8) ideig, a 2-es allapotban Exp(1l) ideig és a 3-asban Exp(5) ideig. (Mari az id6t ordban
méri.)

Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

a.)

b.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlésait.

c.) Az id6 hany szazalékaban van az 1-es, 2-es, 3-as allapotokban? Miért?
d.)

Ha a gyerek az 1-es allapotban van, Marinak 6ranként 100 hajszala hullik ki. Hasonl6an a
2-es allapotban 5, a 3-as allapotban 20 hajszalat veszit 6ranként. Koriilbeliil hany hajszala
hullik ki Mérnck Marinak, mire a gyermek eléri a négyhetes kort? Miért?

Egy kisbolt parkol6jaban 3 auténak van hely. A parkol6hoz Poisson-folyamat szerint érkeznek
az autos vevek, atlagosan 5 percenként. Ha a parkol6 tele van, akkor tovabbmennek, ha pedig
van hely, akkor leparkolnak és bemennek a boltba, ahol exponencialis eloszlast véletlen idét
toltenek el, 5 perc varhato értékkel, egyméstol fiiggetleniil. Vasarlas utan azonnal autoba iilnek
és elhajtanak. Kezdetben a parkol6 iires. Jelolje X; (¢t > 0) a parkoloban 1évs autok szamét ¢
perc elteltével.

(a) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov lanccal. Adjuk meg az allapotteret és az infinite-
zimalis generatort. (Vigyazat: érdemes észnél lenni. Két bent 1év6 vevs egyike konnyebben
elmegy, mint egy vevs dnmaga.)

(b)
(c)
(d)

)

(e) A potencidlis autos vevék hany %-at vesziti el a bolt amiatt, hogy kicsi a parkoloja?

Szamoljuk ki X; stacionarius eloszlasat.
c) Hosszi id6 elteltével kozelitGleg mennyi a valdszintisége, hogy a parkolot iiresen talaljuk?

Hosszu id6 atlagaban hany aut6 all a parkoloban?

Egy béka fel-le ugral egy 4-foku 1épcsén, ahol a legalso szint a 0, a legfels6 pedig az 4, igy a béka
5 kiilonb6z6 helyen (vagyis szinten) lehet. A béka exponencialis eloszlasi véletlen ideig var 10
masodperc varhato értékkel, majd feldob egy dobokockat. Ha az eredmény 5 vagy 6, akkor ugrik
egyet felfelé, kivéve, ha méar legfeliil van (mert akkor nem ugrik sehova). Ha a dobas eredménye
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7.7

7.8

1, 2, 3 vagy 4, akkor lefelé ugrik egyet, kivéve, ha méar legalul van (mert akkor nem ugrik sehova).
Ez utdn a béka ugyanezt ismételgeti, az el6zményektdl fiiggetleniil. Kezdetben a béka az 1-es
szinten van. Legyen Y (t) a béka helye t idG elteltével. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel az Y'(t) Markov lanc allapotterét, tartézkodasi id6 paraméter vektordt és kezdeti
eloszlas vektorat! (Vigydzat: a szélsé dllapotokban sem lehet helyben ugrani, csak tovdbb

vdrni!)
b.) Irjuk fel a beépitett diszkrét idejii Markov lanc Atmenetmétrixat!
c.) Irjuk fel az Y (t) Markov lanc rata-matrixat és infinitezimalis generatorat!
d.) Rajzoljuk le a Markov lanc graf-reprezentéaciojat!
e.) Kozelitéleg mennyi a valosziniisége, hogy a béka 1 masodperc elteltével a 2-es szinten lesz?
f.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait! Szabad kihasznalni, hogy Y () sziiletési-

halalozasi folyamat.
g.) KozelitSleg mennyi a valoszintisége, hogy 20 perc elteltével a béka legfeliil lesz? Miért?

h.) Mennyi lesz a béka helyének idGatlaga hossza tavon? Miért?

Egy lépcs6hazban 3 villanykorte van, és folyamatosan égnek — ha csak nincsenek éppen kiégve.
Az egyes villanykorték élettartama fiiggetlen és exponencidlis eloszlasi, 1 év varhato értékkel. A
lépesshazban évente atlag kétszer megjelenik a gondnok (Poisson folyamat szerint), és az dsszes
kiégett kortét ujra cseréli. Jeloljiik X (¢)-vel a t id6 elteltével miikods korték szamat. Az id6t
mérjiik években.

a.) Adjuk meg az X (t) Markov lanc allapotterét és az Atmenetratakat (rata-matrixot). (Vigyd-
zat: ha éppen 2 korte mikodik, milyen rdtdval ég ki kozilik valamelyik?)
b.) Irjuk fel az infinitezimalis generatort!

c.) Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliil mennyi a valészintisége, hogy holnap
délben mind miikodni fog?

d.) Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliil mennyi a valészintisége, hogy pont 20
évvel kés6bb mind miikodni fog?

e.) A lépcesShazban akkor van zavaroan sotét, ha legfeljebb 1 korte vilagit. Hosszt tavon az id6
hany szézalékdban van zavaroan sotét?

Egy fagyis bacsi el6tt gyerekek allnak sorba. O minden sorra keriil6 gyereket exponencialis
eloszlasu véletlen idg alatt szolgal ki, fél perc varhato értékkel, az el6zményektsl és a sorban
allok szamatol fiiggetleniil. A gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan
1, a multtol és a sor hosszatol fliggetleniil. Kivétel, ha a sorban mar 3 gyerek all, mert akkor
tobb nem é&llhat be (az apukéja elvonszolja). Jelolje X () a sorban &llok szamat ¢ id6 elteltével.
Az id6t mérjiik percben. Modellezziik a sor hosszat folytonos idejii Markov lanccal.

a.) Mi a Markov lanc allapottere?

grafjat az egyes atmenetek rataival.
c.) Irjuk fel a Markov ldnc rdta-matrixat.

d.) Irjuk fel a Markov lanc tartézkodési id6 paraméter vektorat.
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7.9

7.10

7.11

Ha a sor hossza éppen 2, varhatéan mennyi id6 milva fog megvaltozni?

Ha a sor hossza éppen 2, mennyi a valdszintisége, hogy a kovetkez§ allapot a 3 lesz?
Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat.

Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

Ha a sor ¢t = 0O-kor {ires, kozelit6leg mennyi a valdsziniisége, hogy 2 oOra elteltével 3 lesz a
hossza?

—e

R o
N N N N’ N

j.) Az id6 héany szazalékat tolti a fagyis bécsi tétleniil (mert iires a sor) hosszt tavon?

Egy fagyishoz a gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként &tlagosan ketten, és
beallnak a sorba. A fagyis bacsi minden gyereket fiiggetlen, exponenciélis eloszlasu id§ alatt
szolgal ki, 1 perc varhato értékkel. Ha a sorban nem all senki, a fagyis bacsi unatkozik. Hosszi
tavon az id6 hany szazalékiaban fog unatkozni, ha

a.) A sor hossza legfeljebb 5 lehet, mert ha mar 5-en allnak sorban, akkor a tovabbi érkezd
gyerekeket az apukijuk elrangatja.

b.) A sor hossza akarmennyi lehet, de ha legalabb 5, akkor csak a gyerekek legelszantabb %—a all
be. (Minden gyerek, a t&bbitdl fiiggetleniil, 1 valoszintséggel legelszantabb.)

(Segitség: Legyen X (t) a sor hossza t perc elteltével. Szabad kihaszndlni, hogy X (t) sziletési-
haldlozdsi folyamat.)

Egy halozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodpercenként at-
lagosan ketts, és bedllnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egyméstol és a beérkezésektsl
is fliggetlen, exponencidlis eloszlasi véletlen ideig tart, aminek varhat6 értéke i masodperc. A
sorban legfeljebb 5 feladat lehet (azzal egyiitt, amelyik éppen kiszolgalas alatt all), ami ezen feliil

esetleg érkezik, az elvész. Jelolje X; a t idGben a sorban 4ll6 feladatok szamét.

a.) Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov lanccal! Adjuk meg az éllapotteret, és
rajzoljuk fel a graf-reprezentéaciot (az egyes dtmenetek ratéaival).

b.) Adjuk meg a rata-matrixot, a tartozkodasi id6 paraméter vektort és a beagyazott diszkrét
idejii Markov lanc A&tmenetmétrixat.

c.) Irjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

d.) Kezdetben a sor iires. KozelitSleg mekkora valosziniiséggel lesz a sorban 120 méasodperc
elteltével pontosan 2 feladat?

e.) Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hosszi tavon?

f.) A beérkezé feladatok mekkora hanyada vész el hossza tavon?

Egy halozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodpercenként at-
lagosan ketts, és bedllnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egyméstol és a beérkezésektsl
1

is fiiggetlen, exponencidlis eloszldsi véletlen ideig tart, aminek vérhato értéke ; masodperc. A

sorban akarhany feladat lehet. Jeldlje X; a t idGben a sorban 4ll6 feladatok szamaét.

a.) Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov lanccal! Adjuk meg az éllapotteret, és
rajzoljuk fel a graf-reprezentéciot (az egyes dtmenetek ratéival).

b.) Adjuk meg a rata-matrixot, a tartozkodasi id6 paraméter vektort és a beagyazott diszkrét
ideji Markov lanc atmenetmétrixat.
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c.) Irjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

d.) Kezdetben a sor iires. KozelitGleg mekkora valosziniiséggel lesz a sorban 120 méasodperc
elteltével pontosan 2 feladat?

e.) Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hosszi tavon?
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