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1. Valé6szintiségszamitas alapok

1.1 Elguritunk egy piros dobokockat, és a dobott szamot X-szel jeloljiik. Ezutan elguritunk X darab
z0ld dobokockat, és Y-nal jeloljiik a zold kockdkkal dobott szamok dsszegét. Mennyi Y varhato
értéke?

Megoldas:
Jeloljiik m-mel egyetlen kockadobés eredményének varhato értékét, vagyis m = . A teljes
varhato érték tétel szerint

EY = iIP’(X =kE(Y|X =k) = ZIP’(X = k) [km] =

1.2 Legyen A > 0 rogzitett. n = 1,2,3...-re legyen p, = %, és legyen az X, valoszintiségi valtozo
eloszléasa X,, ~ Bin(n,p,). Rogzitett k € N-re szamoljuk ki a

Ji P =
hatarértéket!
(Tipp: lim,,_, (1 + ﬁ)n =e.)
Megoldas:
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1.3 Pistikéék padlasan egy villanykorte van felszerelve, aminek az élettartama exponencialis elosz-
lasta, 1 év varhato értékkel. Pistike csak évente kétszer megy fel a padlasra: december 23-a4n a
karacsonyfadiszekért, illetve januar 23-an, eltenni a karacsonyfadiszeket.

Legutobb, amikor Pistike december 23-an felment, azt vette észre, hogy az égét felkapcsolva felej-
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1.4

1.5

tette (nyilvan januar 23-an, amikor legutobb ott jart), de mar kiégett. Mi annak a valoszintsége,
hogy az ég6 tobb, mint fél évet vilagitott feleslegesen?

Megoldas: Legyen X a villanykorte élettartama. Honapokban szamolva X eloszlasa Exp(1/12),
kihasznalva, hogy az exponencialis eloszlas paramétere a varhaté érték (1 év — 12 honap) recip-
rokaval egyezik meg.

Az exponencialis eloszlas 6rokifjusaga miatt feltehetjiik, hogy januarban hagyta felkapcsolva. A
kérdéses valoszintiség:
P(6 <X <11) (1 —e1V12) - (1 —e6/12) 512 1

P(X > 6’X < 11) = IP)(X < 11) = 1 — 6711/12 = 611/12 -1

Pistike minden nyéri este tesz egy sétat, és kozben az eget nézi, hullocsillagokat figyelve. Egy
este atlagosan 4-et szokott latni. Ennek megfelelGen, ha 4-et vagy tobbet lat, akkor vidaman
megy haza, ha viszont kevesebbet, akkor banatosan.

Pistike augusztus 16-4n banatosan ment haza. Ezt tudva, mennyi a val6észintisége, hogy egyetlen
hullécsillagot sem latott?

(Ravezetd kérdés: Legyen X a Pistike dltal augusztus 16-dn ldtott hulldcsillagok szdma - ami
persze eqy valdszindségr vdltozd. Mi X eloszldsa? Pontosabban: Milyen eloszldssal jo modellezni

X-et?)

Megoldas: X-et Poisson eloszldssal modellezziik, mert nagyon sok meteor probalkozik azzal,
hogy pont Pistike szeme lattara égjen el aznap este, és mindegyik kis valoszintiséggel jar sikerrel,
egymastol fliggetleniil. X pedig a sikeres probalkozasok szama. A szoveg szerint EX = 4, igy
X ~ Poi()\) ahol A = 4. Vagyis minden k =0,1,2,...-re

AP 4k
ka]P(X:]{I)IG )‘E:e 45.

Igy a kérdésre a valasz a feltételes valosziniiség definicija szerint

PX = 01X < 4) P(X =0és X <4) P(X=0) o B
B N P(X < 4) S P(X<4) potpitpetps
et 3

— = — ~0.042 = 4.2%.
et (1+4+248) 71 )

Pistike, Jancsika és Moricka matricakat gyijt, amiket a csokihoz adnak a boltban. Hatféle
matrica van, minden csokihoz egyet adnak, mindegyiket azonos valoszintiséggel (az el6zményektsl
fiiggetleniil).

a.) Pistikének méar harom féle matricdja van. Varhatéan hény csokit kell kibontania, hogy
négyféle legyen?

b.) Jancsikdnak mar k-féle matricadja van. Varhatoan hany csokit kell kibontania, hogy (k + 1)-
féle legyen? (Itt k =0,1,2,3,4,5.)

c¢.) Moricka csak most kezdi a gy(jtést. Mennyi a teljes matrica-készlet kigytjtéséhez kibontando
csokik szamanak varhato értéke és szorasa?



Megoldas:
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2. Diszkrét idejii Markov lancok

2.1 Egy diszkrét idejd, id6ben homogén X,, Markov lanc allapottere S = {1,2,3}. A Markov lanc
az 1-es allapotbol 50 — 50% valoszintiséggel ugrik a 2-es és 3-as allapotba. Ha a 2-es allapotban
van, akkor 50% valosziniiséggel ott is marad, 50% valoszintiséggel pedig a 3-as allapotba ugrik.
A 3-as allapotbol mindig az 1-esbe ugrik. A Markov lanc X, kezdeti allapotat kockadobassal
sorsoljuk, egyenls esélyt adva mindharom &allapotnak.

«, e,

a.)

b.) Trjuk fel a Markov lanc 4tmenetmatrixat.
c.) Trjuk fel a Markov lanc kezdeti eloszlas vektorat.
d.)

Mennyi a valészintisége, hogy a folyamat kezdetén a 131223 allapot-sorozatot figyeljiik meg
(a 0-dik (kezdd) allapotot is beleértve)?

e.) Mennyi a P(X, = 1| Xy = 1) dtmenetvaloszintiség?
f.) Keressiik meg a Markov lanc stacionérius eloszlasait.

g.) Kozelitéleg mennyi a valosziniisége, hogy 100 lépés utan a Markov lanc a 2-es allapotban
lesz?

h.) Legyen az f : S — R fiiggvény olyan, hogy f(1) =0, f(2) =1 és f(3) = 5. Mennyi lesz az
f(X,) sorozat (id6)atlaga hossza tavon?

Megoldas:

a.) A graf-reprezentacio6

1/2
1/2
1 2
172
3

, %), mert mindharom allapotnak azonos esélyt adtunk.

O NN =

0
b.) Az dtmenetmartix P = | 0
1

—~~ ONI=NI=

W=

)

c.) A kezdeti eloszlas vektor 7(0)
d.)

wl=

P(131223) = P(Xo=1,X;=3,Xo=1,X3=2 X, =2, X5 =3) =
1



e.) Az l-es allapotbol az 1l-esbe négy lépésben visszajutni csak kétféleképpen lehet: 1 — 2 —
2 53— 1, vagy 1l -3 > 1— 3 — 1. Ezek feltételes val.sége (feltéve, hogy Xy = 1)
P13 Py Py3 Py = g, illetve PygPy P3Py = 1, igy

1
8
f.) Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotterti, pontosan egy 7 stacionarius eloszlas

(sorvektor) van, éspedig a
(P"—Dr" =0

linearis egyenletrendszer egyetlen olyan megoldésa, ahol a sorésszeg 1. (Itt I az egységmat-
rix.) Jelen esetben

g
!
|
~
I
|
—_
o
—_

DN =0 [ =

1
2

vagyis a linearis egyenletrendszer a szokasos métrix-reprezentacioval

-1 0 1]0
1 1
A
sz 10
Ezt megoldjuk pl. Gauss eliminéciéval:
-1 0 1]0 -1 0 110
l_loowo_llo,v_lolow
T2 22 0 —5 3|0
3 3 40 0 3 —3[0
-1 0 1]0
0 -1 1/0/)"
amib6l m = w3 és m = me. Igy pl. a w3 := 1 Snkényes valasztassal megkapjuk a linearis

egyenletrendszer egy megoldasat: 7 = (111). Ez még nem az, amit keresiink, mert az elemek
Osszege nem 1, hanem 14 1+ 1 = 3, ezért a keresett megoldéast agy kapjuk, hogy ezt a 7-t
lenormaljuk, vagyis leosztjuk 3-mal:

g.) A Markov lanc irreducibilis, aperiodikus és véges allapottert, n = 100 lépés pedig hosszu
id6, ezért a Markov lancok alaptétele értelmében a kezdeti eloszlastol fiiggetleniil

1
]P)(Xlo() = 2) ~ Ty = g

h.) Az f fiiggvényt célszert oszlopvektor formajaba irni:

0



A Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, ezért az ergodtétel értelmében az f(X,)
sorozat (idG)atlaga hosszt tavon 1 valosziniiséggel a stacionarius eloszlés szerinti varhato
értékhez tart:

f(Xo) + f(Xa) +---+ S(

. anl)_ _ N —
nh_)rgo . —Enf—;mf(@)—ﬂf—
0
1 1 1
:(% % %) é :§.0+§.1+§.5:2

2.2 Egy szamitogépes program négy részfeladatbol allo feladatokat old meg. Minden idGegység vé-
gén feljegyezziik, hogy hanyadik részfeladaton dolgozik éppen — ha pedig éppen iiresjaratban var
egy 1j feladatra, akkor O-t — vagyis a program a 0, 1,2, 3,4 allapotokban lehet. Az 1, 2, 3 és 4
részfeladatokrél a program mindig, az el6zményektdl fiiggetleniil % valoszintiséggel tud egy id6-
egyseég alatt tovabblépni a kovetkezd részfeladatra (ugy értve, hogy a 4 utéan a 0 j6n), a maradék
% valoszintiséggel ugyanazon dolgozik tovabb. Ha a program a 0 iiresjaratban van, akkor minden
idGegység alatt % valoszintiséggel kap feladatot és ugrik az 1 allapotba (az el6zményektdl fligget-
leniil), ellenkezé esetben marad iiresjaratban. Modellezziik a program feljegyzett allapotainak

sorozatat idében homogén Markov ldnccal!

a.) Irjuk fel a P Markov dtmenet-métrixot.

b.) Feltéve, hogy kezdetben a program a 0 allapotban van, mi a valoszintisége a ,0001223440”
megfigyelés-sorozatnak? (A kezddallapotot is feljegyezziik.)

c.) Feltéve, hogy a kezdgéallapot a 0, mi a valoszintisége, hogy 3 idGegység miilva a program
éppen az 1-es részfeladaton dolgozik?

d.) Feltéve, hogy a kezdGallapot a 0, mi a kozelitd valoszintsége, hogy 1000 idGegység utan ismét
a 0 allapotban van a program?

e.) Hosszu tavon az id6 hany szazalékat tolti a program iiresjaratban?

f.) A programunk processzor-igénye iiresjaratban 1%, az 1, 2, 3, 4 részfeladatok végrehajtasa so-
ran pedig rendre 10%, 30%, 50% illetve 99%. mennyi az atlagos processzor-terhelés hosszi
tavon?

Megoldas:

a.) Az n idé elteltével felvett allapotot jeldljiik X,,-nel. Az allapottér S = {0,1,2,3,4}. P sorait
és oszlopait ilyen sorrendbe irva

I
pm O O O5e
o O oI
O ONlFI= O
Owviki= O O
R O O O

b) ]P)(Xo...Xg:0001223440|X0:0>:POO'POO'P()l'Plg'PQQ'ng-P34-P44-P4O:i-ﬂ-

1 1
1 1 1 1 1 1 1_ _81 0 0

02 22727227 64000°
c.) A lehetséges utak a 0001, a 0011 és a 0111. Ezek valoszintiségeit az el6z6 pontbeli modon
kiszamolva és dsszeadva P(X3 = 1| X = 0) = PyoPooPo1 + PooPorPi1 + P PiiPi = 15575 +

911 111
10102+ 1022°



d.) Az 1000 idGegység elteltével kialakulo valoszintiségeket kozelitsiik a Markov lanc stacionarius
eloszldsaval! Ehhez a mP = 7 linearis egyenletrendszert kell megoldani, ahol a 7 6telemt sor-
vektor tartalmazza a stacionarius eloszlast. Atrendezés utan (PT—I)xT = 0, ahol T az 5x 5-6s
egységmatrixot, 0 pedig az 6t nullabol allo oszlopvektort jeloli. A linearis egyenletrendszerek
szokasos matrix-jeldlésével

—-01 O 0 0 0510
0.1 —-05 0 0 010
0 0.5 =05 0 0 (0
0 0 05 =05 0 |0
0 0 0 0.5 —0.5/0

Ezt persze eliminacioval oldjuk meg. Egy sor kiesik, ahogy kell, és a végén (pl.) az marad,
hogy

-1 0 0 0 50
0 -1 0 0 1}0
0 0 -1 0 1/0
0o 0 0 -1 1/0

vagyis az egyenletrendzser egyik megoldasa az (5 1 11 1)T vektor. A stacionérius el-
oszlas ennek valoszintiségi vektorra normalt valtozata (ahol az elemek 6sszege 1), vagyis

= 55 5 9)

Végiil a feladat kérdésére a vélasz:
5

]P)<X1000 = O‘XO = O) ~ Ty = §

e.) A Markov lancunk véges allapottert, irreducibilis és aperiodikus, ezért az ergodtétel szerint
hosszt tavon a 0-s allapot bekdvetkezési gyakorisiga majdnem biztosan tart a stacionarius
eloszlas szerinti valoszintséghez:

1 5
lim —#t{k:1<i<nbs Xy =0} =m =5~ 556%

n—oo 1

f.) Legyen f:S — R a processzorigény (szazalékban szamolva) az allapot fiiggvényében:

(1, hai=0
10, hai =1
f(i))=430, hai =2
50, havt=3
99, hat=14
ami helyett elég egy oszlopvektort leirni:
1
10
f=130
50
99



Az ergodtétel szerint f idGatlaga majdnem biztosan tart a stacionarius eloszlas szerinti so-
kasagatlaghoz. Sokféle kiilonbo6z6 jeloléssel leirva ugyanazt:

1
1 10
le—Zf(Xk) = /de:me(i):Wf:(ﬂo T momymy) | 30
nmee a4 s i€s 50
99

= 1mg+ 107 + 30ms + 5073 + 9974 =
=1 5+10 1+30 1—1-5() 1—1-99 1—194’\*216
9 9 9 9 9 9

2.3 John megfigyelései szerint reggelente, amikor Londonban munkiba autozik, haromféle lehet az
idGjaras: esik, zuhog vagy szakad. Tapasztalata szerint egy nap id§jarasabol kovetkeztetni lehet
a kovetkez6 nap id§jarasara, az alabbi valoszintiségi értelemben:

P(holnap esik|ma esik) = 1/10,

P(holnap szakad|ma esik) = 6/10,
P(holnap esik|ma szakad) = 2/10,
P(holnap szakad|ma szakad) = 4/10,
P(holnap szakad|ma zuhog) = 5/10,
P(holnap zuhog|ma zuhog) = 4/10.

Jeloljiik az idGjaras allapotait szamokkal: 0 := ,esik”, 1 := ,zuhog”, 2 := ,szakad”. Modellezziik
John reggeli megfigyeléseinek sorozatiat idében homogén Markov lanccal!

a.) Irjuk fel a P Markov &tmenet-méatrixot. (Vigyazat: a fenti Atmenet-valoszintiségek sszevissza
vannak megadva.)

b.) Feltéve, hogy elsején esik, mi a valoszinisége a ,00012” megfigyelés-sorozatnak (elsejével
kezdve)?

Feltéve, hogy elsején esik, mi a valoszintisége, hogy harmadikan zuhog?

c.)
d.) Feltéve, hogy elsején esik, mi a kozelits valoszintsége, hogy huszonkilencedikén zuhog?
e.) Hoszzu tavon a reggelek hany szazalékan zuhog?

£)

Ha esik, John 20 percet autozik dugdéban, am ha zuhog, akkor 30-at, ha szakad, akkor pedig
70-et. Napi atlagban hany percet tolt reggeli dugéban autdzassal hosszu tavon?

Megoldas:

a.) A 0,1,2 allapotokat rendre a matrix 1., 2. ill, 3. sordhoz és oszlopahoz rendelve

0.1 0.3 0.6
P=[(01 04 05
02 04 04

b.) P(00012| Xy = 0) = PyoPog Py Pi2 = 0.1-0.1-0.3-0.5 = 0.0015

10



d.)

0.3
(P*)o1 = (0.1 0.3 0.6) [ 0.4 | =0.03+0.12+0.24 = 0.39
0.4

A 28 nap elteltével kialakul6 valészintiségeket kozelitsiik a Markov lanc stacionarius elosz-
lasavall Ehhez a P = 7 linearis egyenletrendszert kell megoldani, ahol a 7m haromelemii
sorvektor tartalmazza a stacionarius eloszlast. Atrendezés utan (P7 — I)a” = 0, ahol I
a 3 x 3-as egységmatrixot, 0 pedig a harom nullabol 4ll6 oszlopvektort jeloli. A lineéris
egyenletrendszerek szokasos métrix-jelolésével

-09 01 0210
03 —-06 0410
06 05 -0.6{0

Ezt persze eliminacioval oldjuk meg. Egy sor kiesik, ahogy kell, és a végén (pl.) az marad,
hogy
16
(1 0 5 0) |
01 -0

vagyis az egyenletrendzser egyik megoldasa a (16 42 51)T vektor. A staciondrius eloszlas
ennek valoszintiségi vektorra norméalt valtozata (ahol az elemek Gsszege 1), vagyis

™=l 10 100)-

Végiil a feladat kérdésére a vélasz:

42
P(Xy =1|X; =0) = m = — =~ 0.38532
(X2 | X4 ) 1= 109
A Markov lancunk véges allapottert, irreducibilis és aperiodikus, ezért az ergodtétel szerint
hosszi tavon az 1-es allapot bekdvetkezési gyakorisdga majdnem biztosan tart a stacionarius
eloszlas szerinti valoszintséghez:

1 42
lim —#{k;:1§i§nést:1}:7r1:W%0.38532

n—oo 1, 9

Jelolje S = {0;1;2} az allapotteret és legyen f : S — R a dugbéban t6ltétt percek szama az
allapot fliggvényében:

20, hai =20
f(i)=<30, hai=1
70, ha1=2
ami helyett elég egy oszlopvektort leirni:
20
f=130
70

11



Az ergodtétel szerint f idGatlaga majdnem biztosan tart a stacionarius eloszlas szerinti so-
kasagatlaghoz. Sokféle kiilonbo6z6 jeloléssel leirva ugyanazt:

n 20
1 .
hm—§ f(Xp) = /fM:E mif(i)=nf=(m0 m m) |30
Ryt S ieS 70
5150
= 2071'0 + 307T1 + 707T2 = W =~ 47.248

2.4 Jancsi és Juliska randit beszélt meg a K6kojszi utca és a Boborjan utca keresztez&déséhez. Azt
azonban nem beszélték meg, hogy a négy sarok koziil melyiken taldlkozzanak. Jancsi pontban
11 orakor érkezik az északnyugati sarokhoz, majd keresni kezdi Juliskat. A négy gyalogos-lampa
percenként egyszer, egyszerre valt zoldre. Ilyenkor Jancsi i valoszintiséggel marad, ahol volt, %
valoszintiséggel 6rajaras-irinyba megy at a zebrén, % valoszintiséggel pedig orajarassal ellentétes
irdnyban. Ekozben Juliska 6rékat késik, igy Jancsi hosszasan bolyong a négy sarok kozott. Jelolje
X,, Jancsi helyét (vagyis hogy melyik sarkon all) n perc elteltével.

a.) Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és atmenet-valoszintiség-méatrixat.
Mennyi a valosziniisége, hogy Jancsi két perc elteltével ugyanott van, mint a legelején?

b.)
c.) Egy ora elteltével megkozelitSleg mekkora valoszintiséggel talaljuk Jancsit a délkeleti sarkon?
d.)

A magas hazak arnyékot vetnek a délkeleti és a délnyugati sarokra, az északkeleti és az
északnyugati sarok viszont napos. Hosszu tavon az id6 hany szazalékat tolti Jancsi napon?

Megoldas:

a.) Az allapottér legyen S = 1,2,3, 4, és szamozzuk a sarkokat az észanyugatitol kezdve, oraja-
réssal ellentétes irdnyban. Igy az dtmenetmatrix

1/4 1/2 0 1/4
1/4 1/4 1/2 0

0 1/4 1/4 1/2
1/2 0 1/4 1/4

P =

b.)
1/4
1/4 11 11 11 5
Py, = (1/4 1/2 1/4 S
(Pu=(1/4 1/2 0 1/4) 0 11721712 " 16
1/2

amit persze gy is el lehet mondani, hogy i-i val.séggel marad végig ahol volt, %}L val.séggel

elmegy oOrairanyba aztan visszajon, i . % val.séggel pedig forditva.

c.) Egy ora hosszti id6, kozelitsiink a stacionérius eloszlassal, vagyis oldjuk meg a (PT —I)7T =0
linearis egyenletrendszert. A transzponilas nagyon fontos. Az egyenletrendszer matrixos
alakban, az attekinthetdség kedvéért néggyel végigszorozva:

-3 1 0 210

2 =3 1 010
0 2 =3 110
1 0 2 =3

Innentsl

12



2.5

i.) Szabad megsejteni, hogy szimmetria-okbol a stacionarius eloszlas az egyenletes, aztéan
leellendrizni, hogy a m = 1y =73 = my = %1 tényleg kielégiti az egyenletrendszert, vagy

ii.) szabad észrevenni, hogy az eredeti P matrixnak nem csak a sorésszegei nulldk, hanem
az oszloposszegei is, majd hivatkozni az eladasra, miszerint ilyenkor a stacionarius
eloszlés egyenletes (ehhez igazabdl fel se kell irni az egyenletrendszert), vagy

iii.) szabad megoldani az egyenletrendszert.

Mindenképpen arra jutunk, hogy m = (%1 % % i) A feladat kérdésére a valasz m3 = }L.

d.) Legyen f:S — {0;1} a napon levés indikatorfiiggvénye, vagyis

1, hax =1 vagy x =4,
fz) =
0, ha nem.

Az ergodtétel szerint f(X,,) id6atlaga hosszi tavon ) . o7 f(i) = m + 74 = 3.

Moricka egy golyos ligyességi jatékot jatszik, ahol egy
csapagygolyot kell végigvezetni egy akaddlypalyan. Az .
els6 palyat gyakorolja, ahol 3 nehéz akadalyon kell &t-
jutni. Moricka az els¢ akadalyon i, a masodikon %, a
harmadikon % valoszintiséggel bukik el, az elszményektsl|
fiiggetleniil. Ilyenkor a golyo ,leesik”, és Moricka kezdhe-
ti az egészet elolrsl. Ellenkez§ esetben tovabbjut a ko-
vetkezG akadalyhoz. Ha véletleniil mindharom akadélyon
sikeriil tiljutnia, akkor szintén djrakezdi a legelejérol.

Jelolje X,, azt, hogy n 1épés utan Moricka éppen hany
akadalyon van tal — igy X, lehetséges értékei 0,1, 2, 3.

a.) Irjuk fel az X,, Markov lanc atmenetmatrixat.

b.) Hosszu tavon melyik allapotban lesz a Markov lanc legtébbszor, és a lépések mekkora hanya-
dat tolti Moricka ezzel a leggyakoribb akadallyal?

c.) Hossza tavon hanyadik akadéalyon bukik el legtobbszor Moricka, és a bukasok mekkora ha-
nyada torténik ezen az akadalyon?

Megoldas:
a.) Az S =10,1,2,3} allapottérrel

1/4 3/4 0 0

1/3 0 2/3 0

1/2 0 0 1/2
1 0 0 0

P =

b.) Keressiik a 7 stacionarius eloszlast, amihez megoldjuk a (P — I)Tx? = 0 linearis egyenlet-

rendszert:
-3/4 1/3 1/2 1|0
3/4 -1 0 010
0 2/3 =1 010
0 0 1/2 —-1{0
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2.6

2.7

Ennek megoldésa az )¢ m; normalasi feltételt is figyelembe véve

m=(% 6 1 )

vagyis a Markov lanc a 0 allapotban van legtobbszor (hat persze), éspedig az ergodtétel
értelmében hosszi tavon a lépések %—ében. (A lanc irreducibilis és aperiodikus, az ergodtételt
az egyes allapotok indikatorfiiggvényeire alkalmazhatjuk.)

A lepesek 5-¢ben probalkomk Morlcka az l-es akadallyal, ezen beliil mindig 1 7 val.séggel
bukik el, Vagyls a lepesek = eben éppen az 1-es akadalyt bukja. Hasonlban a 2-es

és 3-as akadéalyt is a lépések %—ében bukja, vagyis hosszti td&von mindharom akadalyon

ugyanannyiszor, az 6sszes bukas %-éban bukik.

Legyen az X,, diszkrét idejii Markov lanc gréf—reprezentaciéja a kovetkezd:

1/2

113 S 2
12
2/3l Tm 1/2”2,3 2
13

33— _ 4

172

Adjuk meg kozelitéleg az alabbi valoszintiségeket. A valaszokat indokoljuk.

Megoldas: A Markov lanc NEM irreducibilis. Héarom osztalya koziil ketts zart: a Cy :=
{1,2,3,4} osztaly periodusa 2, a Cy := {6,7,8} osztaly pedig aperiodikus, mert pl. 6-bol 6-ba
vissza lehet jutni 2 és 3 lépésben is. Igy

a.)

P(X1000 = 7| Xo = 6) =~ 3, mert 6-bol indulva 6rékre bent maradunk a C, osztalyban.
A Markov lanc ide megszorltva irreducibilis és aperiodikus, igy a Markov lancok alapté-
tele szerint hossza id§ elteltével az eloszlas a stacionariussal kozelithets. A Cy irreducibi-
lis komponensen a(z egyetlen) 7 stacionérius eloszlas szimmetria okbol az egyenletes, igy
P(Xio00 = 7| Xo=6) = 17 = 5

P(Xi000 = 2| Xo = 1) = 0, mert 1-b6l indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztalyban, ez
viszont periodikus 2 periddussal, igy paros sok 1épésben csak 1-be és 3-ba juthatunk el.

P( X000 = 2| Xo = 6) = 0, mert 6-bol indulva érokre bent maradunk a Cy osztalyban, vagyis
2-be nem lehet eljutni.

P(Xi000 = 7| Xo = 5) = é7 mert 5- b61 indulva % valoszintiséggel az elsG lépésben a C;

osztalyba lépiink es ott is 1agadunk = valoszintiséggel viszont a Cs-be, és innen kezdve az
a.) pont szermtl = az esélyiink hosszu 1d(5 alatt 7-be érkezni.

Juliska a kérmét minden nap més szintre festi. Voros, narancs és barna kézott valtogat. Narancs
utdn mindig barna kovetkezik, barna utan viszont érmedobassal dént arrol, hogy vorés vagy
narancs kdvetkezzen-e. Voros utdn kockat dob: ha az eredmény 6-os, akkor barna kovetkezik,
egyébként narancs.
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a.) frjuk fel Juliska kérme szinének, mint Markov lancnak az atmenetmatrixat!

b.) Ha Juliska korme méjus 1-én vorés, mennyi a valoszintsége, hogy majus 5-én is voros?

c.) A napok hanyad részében lesz voros, narancs illetve barna Juliska kérme hossza tavon?

Megoldas:

a.) Jeloljiik az allapotokat szamokkal, mondjuk 1: vords; 2: narancs; 3: barna. Igy az atmenet-
matrix

P —

= O O
N= O oot
O ol

b.) Jelsljiik a Markov lancot X,-nel. Ha mondjuk majus 1-e a nulladik nap, akkor majus 5-e a
negyedik, vagyis a kérdés P(X,; = 1| Xy = 1) =? Ez a P* métrix (1, 1) eleme: P(X; = 1| X, =
1) = P{. Ezt kiszamolhatjuk mondjuk gy, hogy P* = (P2)*, Ebb6l persze nem kell minden
elemet kiszdmolni - ami nem kell, x-gal jel6l6m:

1 1 5
) 2 12 6 T **
PP=|35 *x x|, P =1|x x* %
0 * = X% %

Ebbol P(X, = 1|Xp = 1) = P} = - ~ 0.048611.

c.) Az ergodtételt fogjuk hasznalni, ehhez sziikség van a Markov lanc stacionarius eloszlaséara.
(Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotteri, pontosan egy stacionarius eloszlasa
van.) Meg kell oldanunk a (PT — I)m” homogén linedris egyenletrendszert. A szokasos
matrix-jeloléssel

-1 0 3]0

A

6
Ennek egy lehetséges megoldasa pl. 7 = (611 12), egyetlen normalt megoldéasa pedig

= (% % é—g) ~ (0.20690 0.37931 0.41379).
Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, az ergodtételt az egyes allapotok
indikatoraira alkalmazva azt kapjuk, hogy az ¢ allapotban hosszi tavon az id6 m; hanyadat
tolti. Vagyis Juliska korme az id6 m; = 20.7%-aban voros, m ~ 37.9%-aban naracs és
m3 &~ 41.4%-aban barna.

2.8 Mari néni szeret beszélgetni, és befolyasolhatd. Minden este elmegy egy szomszédjahoz beszél-
getni, és atveszi annak partallasat. Hat szomszédja van, ebbdl 2 fiiparti, 1 faparti, 3 pedig
virdgparti. Mari néni minden este vaktaban valaszt beszélgetGpartnert azon 5 koziil, akinél el6z6
este nem jart. Jeloljiik Mari néni lehetséges partallasait {1, 2, 3}-mal, ahol 1”7 jelentése ,fiiparti”,
2" jelentése  faparti”, 3”7 jelentése ,yiragparti”. X, pedig jelolje Mari néni partallasat n nap
elteltével.

Modellezziik Mari néni allapotait idében homogén Markov laccal.

a.) Adjuk meg a Markov lanc atmenetmatrixat.
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b.) Ha tudjuk, hogy a 0-dik napon Mari néni fliparti volt, mi a valoszintisége az 123123 &llapot-
sorozatnak (a nulladik napot is beleértve)?

¢.) Ha tudjuk, hogy a 0-dik napon Mari néni fiparti volt, mi a valészintisége, hogy a 2-dik napon
is az?

d.) Hosszu id§ elteltével kozelitGleg mekkora valoszintiséggel lesz Mari néni éppen fapérti?

e.) Mari néni minden nap elmegy a gazdaboltba, és ha éppen fiiparti, akkor fiinyir6damilt vesz
500 Ft-ért, ha éppen faparti, akkor permetszert 3000 Ft-ért, ha pedig virdgparti, akkor
tapoldatot 1000 Ft-ért. Napi atlaghan mennyit kolt a gazdaboltban hosszi tavon?

Megoldas:

a.) Egy példa: ha ma éppen fliparti, akkor a lehetséges 5 beszélgetGpartnere kozil 1 fiparti, 1
faparti és 3 viragparti. Ezért P, = %, Py = %, P = g Hasonloan végiggondolva

1/5 1/5 3/5
P=12/5 0/5 3/5
2/5 1/5 2/5

b.) P((X1, Xo, X3, X4, X5) = (2,3,1,2,3) | Xo = 1) = PiaPuPs Pl = é%%%% = % =
0.00576.

C.) IP)(XQ =1 ‘ XO = 1) = (P2)11 = 2% = 0.36.

d.) Megkeressiik a stacionarius eloszlaszt, vagyis megoldjuk a (PT — IN7T = 0 lineris egyenlet-
rendszert:
—-4/5 2/5 2/510
/5 =5/5 1/5|0
3/5 3/5 =3/5|0

Ennek megoldasa (pontosabban: végtelen sok megoldasa koziil az az egy, ami eleget tesz a
T + m + m3 = 1 normalasi feltételnek is): @ = (m m m3) = (2/6 1/6 3/6). Ez nem
meglep6 moédon éppen a megfelel6 partallasi szomszédok aranya.
Mivel a Markov lanc véges allapotteri, irreducibilis és aperiodikus, a Markov lancok alapté-
tele szerint lim,,_,, P(X,, =) = m;, vagyis ha n nagy, akkor P(X,, = 2) = 7y = %.
e.) Mari néni koltségfiiggvénye

500

f=13000
1000

Az ergodtétel szerint ennek idGatlaga 1 valészintiséggel

1o 200 7000
lim =" f(Xp) =) mf@)=nf= (3 § 2)-[3000|=——~ 1167,
"o ies 1000

=

vagyis Mari néni hosszi tavon napi atlagban 1167 Ft-ot hagy a gazdaboltban.

2.9 Az abran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valészintiségi
egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztilyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy
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e zart-e vagy nyilt,

e lényeges-e vagy lényegtelen, \ //

3
e visszatérG-e vagy atmeneti, /
e mennyi a periodusa. Q —
Megoldas:

osztaly | zartsag | lényegesség | visszatéreés periodus

{1} nyilt | lényegtelen | atmeneti | oo, vagy nincs
{2;3} nyilt | lényegtelen | atmeneti 2
{4;5} ZAart lényeges | visszatérg | 1, aperiodikus

Erdemes megjegyezni, hogy az {1} egy tisztességes egyelemii osztaly: onmagéval definicié szerint
minden allapot kommunikal, még akkor is, ha pozitiv lépésszamban nem lehet oda 6nmagabol
(sem) visszajutni. Masképp mondva: az i «~ j relacié (,i kommunikal j-vel”) egy rendes ek-
vivalencia, és a belGle adddé osztalyozasnak az allapottér minden elemét le kell fedni. Az mas
kérdés, hogy az {1} osztéaly periddusa problémas: az iireshalmaz legnagyobb kézos osztoja, ami
izlés szerint lehet oo, vagy nem definiélt.

2.10 Az 1. 4dbran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valészintiségi
egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt,
e lényeges-e vagy lényegtelen,
e visszatérG-e vagy atmeneti,

e mennyi a peridédusa.

1. abra. Markov lanc graf-reprezentécioja (valoszintiségek nélkiil)

Megoldas:

e Az {1} osztély nyilt, mert el lehet hagyni, tehat 1ényegtelen és &tmeneti. Periodusa 1 (vagyis
aperiodikus), mert 1 lépésben vissza lehet térni.

o A {2,34} osztaly nyilt, mert el lehet hagyni, tehat lényegtelen és atmeneti. Periodusa 2,
mert visszatérni csak paros sok lépésben lehet.
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2.11

2.12

o Az {5,6} osztély zart, mert el nem lehet elhagyni, tehat (véges méreti osztalyrol 1évén sz6)
lényeges és visszatérs. Peridodusa 1 (vagyis aperiodikus), mert akarhany lépésben vissza
lehet térni.

Ci=i0
2. bra. Markov lanc graf-reprezentacioja (valosziniiségek nélkiil)

A 2. &bran lathato graf egy diszkrét idejt, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valoszintségi
egylépéses adtmeneteit mutatja. Osztilyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt,

e lényeges-e vagy lényegtelen,

e visszatérG-e vagy atmeneti,

e mennyi a peridédusa.
Megoldas:
e {1,2,3,4} nyilt, 1ényegtelen, dtmeneti, periodusa 3.
e {5,6} zart, 1ényeges, visszatérs, periddusa 1 (vagyis aperiodikus).

Egy jegypénztarhoz pontosan percenként érkeznek a vevék: minden perc végén pontosan 1. Ez

alatt az egy perc alatt a pénztaros véletlen szami vevGt szolgal ki: % valoszintséggel 2-t, %

valoszintséggel 1-et, és }L valészintiséggel 1-et sem, az el6zményektdl fliggetleniil. Kivétel ez algl:
e Ha a perc elején csak 1 vevé all a sorban, mert akkor 6t % valoszintiséggel sikeriil kiszolgalni,
1 PRI .
7 valoszintiséggel pedig nem.
e Ha a perc végén mar 4 vevo all sorban, akkor az Gjonnan érkezé nem all be a sorba, hanem

elkullog.

Jelolje X,, a sorban allok szaméat az n-edik perc végén (pontosabban: az n + 1-edik perc elején,
kozvetlen azutan, hogy az 4j vevs megérkezett). Tegyiik fel, hogy az elsG perc elején a sorban
pontosan 1 ember all, vagyis X, = 1.

a.) Adjuk meg az X, Markov lanc allapotterét. (Vigydzat, érdemes észnél lenni: mik is a
lehetséges, elérhetd dllapotok?)

P

c¢.) Adjuk meg a Markov lanc d&tmenetmatrixéat!
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Adjuk meg a Markov lanc kezdeti eloszlasat, vagyis a 7(0) kezdeti eloszlas vektort!

Mi a valoszintisége, hogy az XoX1Xs ... sorozat (a trajektoria) eleje 12112237

)

)

.) Mennyi a P(X3 = 2) valoszintiség?

) Szamoljuk ki X, eloszlasat, vagyis a Markov lanc 2 idGegység uténi m(2) eloszlasvektorat !
)

Mennyi n = 29-re a P(X,, = 3) valoszintiség? Csak képletet kérek! Bonusz: Szamoljuk ki a
P(X,, = 3) valdszintiséget n = 10, 20, 30-ra valamilyen szamitogépes programmal, ami gyorsan
tud mdtrizokal szorozni.

Megoldas:

a.) Mivel a vevSket mindig kozvetleniil azutan szamoljuk, hogy a soron kovetkezd megérkezett,
X, mindig legalabb 1 lesz. Masfelsl, ha méar a 4-et elérte, akkor tovibb nem néhet, vagyis
5-nél mindig kisebb marad. Igy az allapottér

S ={1,2,3,4}.

b.) Mivel mindig 1 vevé érkezik, a Markov lanc mindig eggyel kevesebbet ugrik lefelé, mint ahany

vevét sikeriilt kiszolgalni. Vagyis % valosziniiséggel 1-et ugrik lefelé, 1 7 valoszintiséggel nem
1

ugrik sehové, és ; valoszintiséggel 1-et felfele. Kivétel ez alol a két végss helyzet: 1-bol %

valoszintiséggel ugrik 1-et felfelé és % valoszintséggel marad; 4-bsl % valoszintiséggel ugrik

1-et lefelé és % valoszintiséggel marad. Tgy a graf-reprezentacio

\/ \/ - 172

12 172

3/4 1/4 0 0
1/2 1/4 1/4 0
0 1/2 1/4 1/4
0 0 1/2 1/2

P =

d.) A feladat szévege szerint Xy = 1, vagyis m1(0) = P(Xy = 1) = 1, a t6bbi i-re m;(0) = 0.
Vagyis a kezdeti eloszlas vektor 7(0) = (1 0 0 0). Ez sorvektor.

e.) P((XoXi...Xg) = (1211223)) = m1(0) Pio Py P ProPosPay = 1- 133155 = 2o
f.) Mivel Xy =1, P(X3 = 2) = P(X3 = 2| Xy = 1). Ezt kétféleképpen is ki lehet szamolni:
i.) 1-b&l 2-be 3 lépésben el lehet jutni az 1112, 1122, 1212, 1222, 1232 utvonalakon. Ezek
val.ségeit az el6z6 pont mintajara kiszdmoljuk és Gsszeadjuk. Nem csindlom meg.

i) P(X3 = 2|Xo = 1) = P}, vagyis a P3 3-lépéses atmenetmatrix elsé soranak masodik
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h.)

eleme. A matrix-szorzast elvégezve

3 1 3 1 3 1
P YYD 1YY
P 571 92730 5 7 1 O _
Y R 01 11
EEIANEEE 21
(\0 0 5 3/ \0 0 35 3 0035 3
11 4 1 1 17
161616O *%** * s Kk
x ok %k * 3 k% x % k%
ol s ox o % ox *%**_****’
* ok k% % * 0 *x * % ok ok ok

ahol a x-gal jelolt elemek szaimunkra nem érdekesek, igy ki se szamoltam &ket. Lényeg,
hogy P2, = é—Z = 0.265625

s L 00\ /3100
111 ¢ L1 1 ¢
m(2) = 7(OPP=(1000)f2 {1 ;|[2111]=
ot i)\ga
00+ i/ \oo 11l
5100
3 1 %4114110 11 4 1
=G 3005ttt 1]=GG % % 0
2 4 4
00 3 3

P(Xs9 = 3) = m3(29), vagyis a 7(29) vektor harmadik eleme. Ezt elegansan gy lehet leirni,
hogy

0
P(Xp0 = 3) = m3(29) = m(20) | |
0
Mivel 7(29) = 7(0)P* = (1 0 0 0)P%,
0
P(Xo=3)=(1 0 0 0)P* (1)
0
Boénusz:
0
210
an =P(X,=3)=(1 00 0)P"|
0

n| 10 | 20 | 30
an | 0.12629 | 0.13294 | 0.13331 °
Megjegyzem, hogy n — oo-re a hatarérték ms(o0) = = ~ 0.1333333.

,GNU Octave”val szamolva:
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2.13

2.14

2

>0

4

|

3. abra. Markov lanc graf-reprezentacioja (valoszintiségek nélkiil)

B

|

A 3. abran lathato graf egy diszkrét idejt, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valdszintiségi
egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztilyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt,
e lényeges-e vagy lényegtelen,
e visszatérG-e vagy atmeneti,

e mennyi a peridédusa.

Megoldas: Két allapot pontosan akkor van azonos osztalyban, ha egyikbdl a méasikba és mésik-
bol az egyikbe is el lehet jutni (esetleg tobb lépésben). Egy osztéaly akkor zart, ha nem lehet belgle
kijutni — egyébként nyilt. Mivel az allapottér véges, minden osztaly is véges, ezért minden osztaly
pontosan akkor lényeges és pontosan akkor visszatérd, ha zart, egyébként pedig lényegtelen és
atmeneti. (Végtelen allapotterek végtelen osztalyaira ezek a fogalmak sokkal izgalmasabbak.)

Egy allapot peridédusa az a legnagyobb szam, aminek minden lehetséges visszatérési id6 t6bbszo-
rose. Egy osztaly periddusa az 6 elemeinek kozos periodusa.

Mindezek alapjan

o Az {1,2,3,4} osztaly nyilt, lényegtelen, atmeneti, periodusa 2.
o Az {5} osztaly zart, lényeges, visszatérs, periodusa 1 (vagyis & aperiodikus).

o A {6,7,8} osztaly zart, lényeges, visszatérd. Periodusa 1 (vagyis 6 aperiodikus), hiszen 2 és
3 lépésben is vissza lehet térni ugyanabba az allapotba.

Legyen X, diszkrét idejt, id6ben homogén Markov lanc az S = {0,1,2,3,4,5,6,7} allapotté-

ren, ami egy sor hosszat modellezi. Az atmenetvalosziniiségek legyenek olyanok, hogy ugrani
1 lépésben csak szomszédos allapotba lehet: a sor hossza % valoszintiséggel 1-gyel csokken, %
valoszintiséggel pedig 1-gyel ng. Kivétel ez alol, ha a sor iires, mert akkor a hossza cstkkenés

helyett % valoszintiséggel 0 marad, illetve ha a sor hossza 7, mert akkor ndvekedés helyett %

valoszintiséggel 7 marad.

a.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasat. Ehhez hasznaljuk ki, hogy X, sziiletési-
halalozasi folyamat.
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b.)

c.)
d.)

Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valoszintisége, hogy 1000 1épés utéan ismét iires?
Mennyi lesz hosszi tavon az atlagos sorhossz?

Boénusz kérdés: Mi a valasz a fenti kérdésekre, ha a sorhosszra nincs fels6 korlat, vagyis az
allapottér {0,1,2,...}7

Megoldas: A folyamat graf-reprezentacioja a 4 abran lathato. Ez valoban sziiletési-halalozési

3/4 3/4 3/4 3/4 3/4 3/4 3/4
3/4 8 1 2 3 4 5 6 7 1/4
1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4

4. abra. Sziiletési-halalozasi folyamat graf-reprezenticidja

folyamat, mert ugrani 1 1épésben csak szomszédos &llapotba lehet.

a.)

Sziiletési-halalozasi folyamatban a szomszédos allapotok stacionarius eloszlas szerinti silya
ugy aranylik egymashoz, mint a kozottiik valo két dtmenethez tartoz6 atmenetvaloszintségek
hanyadosa — egészen pontosan olyan sorrendben, hogy

T Prigk
i1 Prks

Ez alapjan a példabeli folyamatra

7r0_§ ﬂ_% E—S M 3 ma 3 W5 3 T §
m 1w 17w 1'm 1w 1w 1w 1
Vagyis a stacionarius eloszlas konstansszorosa a
7 =(37,353° 3% 3% 32,31
vektornak. Ahhoz, hogy az elemek Gsszege 1 legyen, a normélasi konstanst

1 1 1

CT1 3434437 Fo1 3280

-nak kell valasztani, vagyis 7, = g;—;g (k=0,1,...,7), avagy

B 37 3¢ 35 31 33 32 3 1
~ 32807 32807 3280 " 3280 " 3280’ 3280 3280 3280 )

Vegyiik észre, hogy ehhez 6rvendetes modon fel se kellett irni a 8 x 8-as d&tmenetmatrixot.

A Markov lanc irreducibilis, mert minden &allapotbo6l minden allapotba el lehet jutni. A 0
allapot nyilvanvaloan aperiodikus, mert 1 1épésben vissza lehet térni. Igy az 6sszes tobbi alla-
pot — és az egész Markov lanc — is aperiodikus. Irreducibilis, aperiodikus és véges allapotteri
Markov lancban a Markov lancok alaptétele szerint az eloszlas hosszu id6 utan kozel van az
egyetlen stacionarius eloszlashoz. 1000 lépés hosszu id6, igy a kiindulé allapottoél fiiggetleniil
P(X1000 = 0) & mp = o= = 2187 ~ (0.66677.

3280 ~ 3280
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c.) Vezessiik be az allapottéren az f : S — R fiiggvényt az f(k) := k definicioval. Ez az f a
sorhosszt méri, és oszlopvektorként tekintiink réa:

~
I
N O Ttk WO

Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, az ergodtétel szerint f(X,,) idGatlaga
1 valoszintiséggel tart f-nek 7 szerinti varhato értékéhez (silyozott atlagahoz), vagyis

N—1
1
Jm L3 = S mk = =m0k m L 7=
S, kes
7
37—k 1636
= k= ~ (.4988.
kz—; 3280 3280

d.) Bénusz: A sziiletési-halalozési folyamatra végtelen allapottér esetén is igaz, hogy % =

Pry1k

Perrt? vagyis esetiinkben

To_m_mT_ 2 (1)
1 T2 T3 1 ’
méar ha létezik stacionarius eloszlas. Az pedig pontosan akkor létezik, ha az (1) alapjan
definidlt 7 normalhat6. Mas szoval, a stacionérius eloszlds most is konstansszorosa a

- 1 1 1
mw = 1,5,@,@,...

vektornak, mar ha van olyan konstans, amivel ezt megszorozva az elemek Gsszege 1 lesz —
vagyis ha az elemek 0sszege véges. Esetiinkben szerencsére
1 1 3

11
14+ -+ — 4+ — ... = =_-<
tstmtmt I3

1. 2 2 2 2
W:g’ﬁ: g’?’?’?’“.

lesz az egyetlen stacionarius eloszlas. Mas szoval

B 2
-~ 3k+1

igy

(k=0,1,2,3,...).

T
A Markov lancok alaptételében &llitott eloszlds-konvergencia tovabbra is érvényes, HA a
végtelen allapotteri sziiletési-haldlozasi folyamat irreducibilis és aperiodikus és HA van sta-

cionarius elszlasa. Esetiinkben ezek teljesiilnek, igy

2
]P(Xlogo = O) ~ Ty = §
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Hasonloan, az ergodtételben allitott konvergencia tovabbra is érvényes, HA a végtelen alla-
pottert sziiletési-halalozasi folyamat irreducibilis és HA van stacionarius elszlasa és HA az
f-nek létezik a 7 szerinti varhato értéke. Esetiinkben ezek teljesiilnek, igy az f : S — R,
f(k) := k figgvényre

Zf(Xn) = S m k) =mf =m0l =

n= keS
0 > 2 /1\" 1
f— 'k: k— —_— :—‘
Zﬂk Z 3(3) 2
k=0 k=0

Az utolsod végtelen sort sokféleképpen ki lehet szamolni, pl. ugy is, hogy észrevessziik, hogy

a 7 eloszlas szerint a sorhossz pesszimista geometriai eloszlasia p = % paraméterrel, aminek a
2 2 sz 00 1 1

varhato értéke > 5,7 g mpk = — 1= 3

Lathato, hogy a végtelen allapottéren szamolt hatarértékeket elég jol kozelitik a véges (mind-
ossze 8 elemt) allapottéren szamoltak. Ennek az az oka, hogy a stacionarius eloszlas a mi
modellﬁnkben gyorsan lecseng, és a k > 7 allapotoknak egyiittesen is kicsi (egész pontosan
3 ~ 0.00015) a silya.

2.15 Egy fagyisnal a sorban allo gyerekek szama 0 és 4 kozott valtozhat (beleértve az éppen kiszolgéalas
alatt allot is): ha méar 4-en vannak, és egy ujabb gyerek be akarna &llni, az apukaja elrangatja. A
fagyis bacsi nagyon igyekszik, de mindig csak % valoszintiséggel sikeriil egy gyereket kiszolgilnia
azel6tt, hogy egy tjabb érkezne — az el6zményektdl fiiggetleniil. Kivétel ez alol, ha 4-en vannak,
mert akkor persze biztosan sikeriil (11j gyerek nem tud jonni), illetve ha a sor iires, mert akkor
nincs is kit kiszolgélni.

Tekintsiik a sorban allok szamat diszkrét iddben: a fagyis bacsi csettint egyet, valahényszor egy
gyerek érkezik vagy elmegy, vagyis valahanyszor a sor hossza valtozik. A sor hossza mindig
pontosan 1-gyel valtozik (egyszerre csak 1 gyerek tud érkezni és elmenni is), és a fentiek szerint
% valoszintiséggel csokken, a maradék %L valoszintiséggel pedig né, az elgzményektdl fiiggetleniil

(kivéve ha 4 vagy 0).

Legyen X, a sor hossza az n-edik csettintés utan (vagyis az n-edik sorhossz-valtozéas utén).

Kezdetben a sor iires. Mennyi a valoszintisége, hogy 4 lépés utan ismét iires?

o g

Kezdetben a sor iires. Mennyi a valosziniisége, hogy 5 lépés utin ismét iires?

Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és rajzoljuk fel a graf-reprezentaci6jat!

& o

Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait!

— O

)
)
)
.) Adjuk meg az X,, Markov lanc dtmenetmatrixat!
)
)

Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valészintisége, hogy 100 1épés utan ismét iires?
(Vigydzat: a feladat cseles, és az erre vald tétel csak dvatosan alkalmazhato. Egy hibdsan
alkalmazott tételnél jobb, ha preciz indoklds nélkil megsejtjik a helyes eredményt.)

g.) Bonusz kérdés: Mi a valasz az el6z6 kérdésre, ha a sor hosszara nincs fels6 korlat?
Megoldas: Kezdjiik a c.) és d.) kérdéssel, utana jon az a.) és b.).

c.) Az allapottér S = {0,1,2,3,4}, a graf-reprezentécio
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d.) Az dtmenetmatrix

0 0
/ 0
P=10 3/4 0 1/4 0
0 0 3/4 0 1/4
0 0 0 1 0
a.) A 0 allapotbol a 0-ba 4 lépésben visszatérni csak kétféleképpen lehet: 0 -1 —-0—1—0
vagy 0 = 1 — 2 — 1 — 0. Ezek (feltételes) valoszintsége (feltéve, hogy 0-bol indulunk
P01'P10'P01'P10:1'%'1'%:1%ﬂletVeP01'P12'P21'P10:1'%'%'%:%;igy
9 9 45

P(X; = 01X = 0) = 5o + o7 = ¢ ~0.703.

b.) A 0 allapotbol a 0-ba 5 lépésben visszatérni sehogy sem lehet, azért
P(X5 =0|X,=0)=0.

e.) 1. megoldas, ész nélkiil: A (P7 — I)nT linearis egyenletrendszert kell megoldani, ahol [
az egységmatrix, m = (7r0 T Mo T3 7T4) a keresett stacionarius eloszlas (sorvektor):

~13/4 0 0 0
1 -13/4 0 0]|[|m
0 1/4 —1 3/4 0
0 0 1/4 -1 1
0 0 0 1/4 —1) \m

=)
(V)
Il
coocoo

Az egyenletrendszer a szokasos bdvitett matrix jeloléssel

-1 3/4 0 0 010
1 -1 3/4 0 010
0 1/4 -1 3/4 010
0 0 1/4 -1 110
0 0 0 1/4 —1{0
Eliminaciéval nagyon kénnyen kijon, hogy
-1 3/4 0 0 0|0
0o -1 3 0 0|0
0 0O -1 3 00
0 0 0 -1 4|0
Az utolso egyenlet kiesett, ahogy kell. Az jott ki, hogy
3
o = 47T 1
™ = 37T2 (2)
T = 37T3
T3 = 47T4.

25



7y = 1 valasztéssal kijon egy megoldas: © = (27 36 12 4 1). Az Osszes tobbi megoldas
ennek konstans-szorosa, tehat az egyetlen stacionérius eloszlas ennek lenormaltja (hogy a

sorosszeg 1 legyen):

_ (20 36 12 4 1
7T_(80 80 80 80 80)'

Azt, hogy pontosan egy stacionarius eloszlas van, persze elére tudtuk abbél, hogy a Markov
lanc véges allapotteri és irreducibilis.

2. megoldas, kevesebb munkaval: Mivel X, sziiletési-halalozasi folyamat, minden ¢ =
0,1,2,3-ra igaz, hogy m;P; ;41 = mi41 P14 Ez éppen a (2) egyenletrendszer. Innen az el6z6
megoldés érvényes.

A Markov lanc véges allapotterii és irreducibilis. Ha aperiodikus is lenne, akkor a Markov
lancok alaptétele szerint P(X199 = 0) = my = % = 0.3375 lenne, a kezdeti allapottol
fiiggetleniil. Tgen am, de ez a Markov lanc periodikus, éspedig a periédusa 2. Mivel a
feltevés szerint Xg = 0, n = 100 1épésben pont lehetséges eljutni a 0-ba — a keresett val.ség
nem nulla.

Intustiv érvelés 1: 0-bol indulva a O-ban csak minden péros lépésben jarhatunk. Meégis,

az ergodtétel szerint hosszi tavon az idének my = 33.75%-at toltjik ott. Ezért a pdros
idépontok 2 - 33.75% = 67.5%-at toltjiik 0-ban, ezért

]P(Xloo = O’XO = O) ~ 271'0 =0.675 = 675%

Intustiv érvelés 2: 0-bol indulva a n = 100 ugras utan csak a paros allapotokban lehetiink.
Ezeken beliil viszont — mivel n = 100 sok id6 — jo kozelitéssel a stacionarius eloszlas adja
meg a tartozkodasi valosziniiségeket: persze abban az értelemben, hogy péaros i-re az
i-ben vald tartdozkodas valosziniisége m;-vel ardnyos. Vagyis mivel a péaros i-khez tartozod
-k Osszege nem 1, Gjra kell ket normélni 1-re. Ennek megfelelGen

27
o 30 . 27

P(Xi00=0/Xy =0) = = = — =10.675=67.5%.
( 100 ‘ 0 ) 7T0+7T2+7T4 %—F%—F% 40 %

Preciz érvelés: A kétlépéses dtmenetmatrix

3/4 0 1/4 0 0
0 15/16 0 1/16 0
P =19/16 0 6/16 0 1/16
0 9/16 0 7/16 0
0 0 3/4 0 1/4

Nézziink a Markov lancra csak minden paros idépontban. Igy az Y := Xy Markov lanc
aAtmenetmatrixa a fenti P2, graf-reprezentacioja

3/4 6/16 1/4
Q 1/4 Q 1/16 Q
0 2 4
9/16 3/4
1/16
1 3
o " O
15/16 7/16

26



Lathato, hogy az Yj, Markov lanc reducibilis, kommunikalé osztéalyai a {0,2,4} és az {1, 3},
mindketts zart. Ezért az S := {0,2,4} rész-allapottér 6nallo életet él, és az Y Markov
lancot nézhetjiik csak ezen. Igy az alapottér mar irreducibilis, az atmenetmatrix pedig a
fenti P? paros indextd elemeibdl all:

3/4 1/4 0
P=1(9/16 6/16 1/16
0 3/4 1/4

Vagyis kaptunk egy véges allapottert, irreducibilis és immar aperiodikus Markov lancot.
Ennek a szokdsos modon kiszdmohatjuk a stacionarius eloszlasat, és az jon ki, hogy

Fe(ho m o m)= (T B &)

Igy a Markov lancok alaptétele szerint

27
]P(Xm() = 0|X0 = 0) = P(Y},O = OD/[) = O) N Ty = E = 0.675.
Ha a sorhosszra nincs korlat, a (2) egyenletrendszer megfelelGjére azt kapjuk, hogy
3
o = 47T 1
T = 3my
T = 37T3
T3 = 3my
Ty = 37y
T = 3

Ebb6l my := ¢ valasztéssal kaphatd egy megoldas:

ﬁ:(c %c %c 2%0 %c L. e )

ezek Gsszege c(1+ 00, &) = ¢(1+ A3y = 3¢, vagyis pontosan akkor 1, ha ¢ = 5. Vagyis

i=1 37 1-1/3
1 s . L L
¢ := 3 vélasztassal kapunk egy stacionarius eloszlast:
— (L 4 4 4 _4
=3 5 % & - FE )
Avagy:

s, hai=0
U 4 . .
T hazZl

Ellenérizhetd, hogy ez tényleg stacionarius eloszlas.

Irreducibilis Markov lancra, ha a stacionarius eloszlas létezik (vagyis a lanc pozitiv rekur-

rens), akkor végtelen allapottert esetben is érvényes a Markov lancok konvergenciatétele,

mint a véges allapottér esetén (csak a konvergencia lassabb). Igy az f.) pont-beli érveléshdl
az jon ki, hogy

2

P(Xlgo = O‘XO = O) = 27T0 = g
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2.16 Egy hallgato egy maratoni szobeli vizsgan 2-esr6l indul. Az oktatd sorban teszik fel neki a
kérdéseket. Ha helyesen vélaszol, a jegye 1-gyel javul (hacsak nem 5-Gsre all, mert akkor nem
valtozik). Ha hibé&san valaszol, akkor a jegye 1-gyel romlik (hacsak nem 1-esre &ll, mert akkor
nem valtozik. A hallgaté minden kérdésre az el6zményektdl fiiggetleniil % valoszintiséggel valaszol
helyesen. Koriilbeliil mennyi a valoszintisége, hogy 100 kérdés utan &tosre all?

Megoldas:
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L%gm )/n a {"_‘;ah\;‘jm[r}) }‘é’rjt/fe (//)c;/m;?:ffz’i'?% [’}qn‘rfasfq d//)

n o kidb alle. X, Fhbor  Jine, qraf-roprera, fleisyn
1/1 L] A/Z {

A ’d’fﬂf"j o //T){ X,’,w:{{){,-:-z) [/@/(;54/5’;',;5(;3_
A Maikeo [one 4 Pc/tfa,z;,’/,’g /3 5?/90/;\0;/;'(445 / met o

[/Jj Fﬂﬁﬂl@[’—bﬂk 4 n Aﬁ(;f/jg?/} M?/Z;J) JQ\\S V%‘(’J A//OY/P"';{M;

N=100 hesstd M’

- s

i ED( ¥ __4,%:?} au_,/m/ a[’}r/ /I a* é’ijs”?‘/#’m

oFac. oloslas

Muel X, sralelesi
kdnmy o [o olvashalt:
normdlhs 4l

_/hq {0!?/(77(77;5 r ‘ﬁ‘?/(,f ,:2\'/144{\ 44 5747-(

4/07'-? [os
Tz BT i ely
s ( ’{ 4 j« —;—i j) ﬂjtf();‘?/?‘k’ﬁ,

53 /f : 2
N K,,, =51 X=2) = "5 {-7%

2.17 Jancsika a Tomegkiszolgalas potpotZH-ra gyakorol: ugyanannak az 5 kérdésbdl allo, a Moodle
altal automatikusan javitott gyakorlo feladatnak fut neki Gjra és djra. A Moodle minden valasz
utdn azonnal jelzi, hogy a megoldas helyes-e. Ha hibés, akkor Jancsika tjra probalkozik ugyan-
azzal a kérdéssel, ha pedig helyes, akkor tovabblép a kovetkezdre (illetve, ha az utolsonal jart,
akkor elolrsl kezdi).
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Jancsika nem fejlgdik: minden alkalommal, az el6zményektdl fiiggetleniil % valoszintiséggel vala-
szol helyesen a kérdésre.

A munkat az els6 kérdéssel kezdi. Koriilbeliil mennyi annak a valoszintisége, hogy 100 probéalkozas
utan ismét az elsé kérdésnél tart?

Megoldas:

30



kped £sn bl
zeg(m‘ X ‘?%hf’% hofﬂtmdi &Wg‘? jér 2

F"é"h”‘”rés utbn
)C l'O/Jbﬁn Aomar " oo lbne o S: f’f(7, 3, {1;5’3

C{{f{-ﬁ?{?eW(eﬁ, A ﬁ{&##fﬁ,ﬁf?ﬂpﬂié (}éjg\

2, %
@ " @
4 £

7
a L

’é 5 h @
1 @
. -
)(m Vﬁ 0% A”q obleal i/fﬁo/wik_»'(fs | G wfoa/,’[cfs
) ,*O/,"

o) haisl, o Mdis& n=100 lessia 1%
il T ot oqydlen
o PN A Ko=) = T oho! T 01 oqy e

5715-} cf 0 V)cJofM ( 45]/07%/:;15_

) -po/, ﬂ?l;fii S
An,‘a/?ﬁj 43 1 z -g ) 29y mlet s f/as%/rij.
Rt s Ll ]

2-2% flfﬂmoﬂtﬂ/fqeﬁ i rel h P 4t é%@fﬂﬁngﬁ I x

=[P X1 [Yom 115 & = 22207

J’%f:‘éjc:%/ /J%L\a?@, 2’10311




3. Generatorfiiggvény-modszer

3.1 Az X nemnegativ egész értéki valoszintiségi valtozd generédtorfiiggvénye

1 1 3
g(z) = 1 + 17 + gZQ +cz®,  ahol c € R.

(a)
(b)
(c)

)

(d) Mennyi a P(X = 2) valoszintiség?

Mennyi ¢ értéke?
Mennyi X véarhato értéke?

Mennyi X szorasa?

Megoldas:
(a) Minden genaratorfiiggvényre igaz, hogy g(1) = 1, ezért

1 1 3 1 1 3
42142012 3=+ 42 =1
4+4 +8 +c 4+4+8—|—c ,

g(1) =
amibdl ¢ = %. Ebbél
3 1
g(2) ==+ -2+ -2+ 228

b) Mint mindig, EX = ¢/(1). Ehhez
g

1 3 1
! _ _.2 - 32
amibdl 1 3 ) 1
EX=4¢(1)==-4+--24+=--3="—=1.375.
g)=7+52+3 8

(c) Mint mindig, D2X = ¢”(1) + ¢'(1) — ¢’(1)?. Ehhez

J(@) =3+
amib6l ¢'(1) = 2 + 2.1 = 3, amibol
D2X: 1 (E) 96+88—121 _ 63
8 64
Ebbdl
DX = @ ~ 0.99

(d) Mint mindig, P(X = 2) = £ Esetiinkben ¢”(0) = 3, amibol



Alternativ megoldas: A generatorfiiggvénybdl kiolvashatdé X eloszlasa: pp := P(X

jeloléssel

S 1 1 3
g(z) = Zpkzk =1 + 17 + gZQ + ez
k=0

amibél pg = }L, P = %L, P2 = %, p3 = ¢, és a tobbi k-ra p, = 0. Igy persze

(a) > opeope =1 miatt ¢ = 3.
(b) EX =32 gkpr=0-5+1-3+2-3+3-5=1%.
() E(X?) => 0 gk?pp =0 1 412 1 +22. 2 4+ 3%. L = 2 Emiatt

11\> 63
D2X — F(X?2 EX)2
(X7) = (EX) 8 (8) 64’

amibdl

DX = ~ 0.99

w

(d) P(X =2) =pr = 3.

3.2 Egy X valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) = 155

a.) Mennyi X varhato értéke?
b.) Mennyi X szorésa?
c.) Mennyi a P(X =0) és a P(X = 1) valoszintiség?

Megoldés: InfoMSC-MatD-HFmegoldasok-2014tavasz

3.3 Az X valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) = z°¢*~¢, ahol ¢ € R.

a.) Mennyi a ¢ konstans értéke?
b.) Mennyi a P(X = 1) valosziniiség?
¢.) Mennyi a P(X = 100) valoszintiség?

Megoldas:
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3.4 Egy szabdlyos dobdkockdval dobunk, majd ami szam kijott, annyiszor dobunk egy szabdlyos
érmével. Jelolje Y az érmével dobott fejek szamat.
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3.5

a.) Szamoljuk ki Y generatorfiiggvényét. (Tipp: Y egy véletlen tagszami dsszeq.)
b.) Mennyi Y véarhato értéke?
Megoldas:

a.) Jelolje N a kockaval dobott szamot, Xj pedig az k-adik érmedobas soran a ,fej” indikatorat,
vagyis
1, ha a k-adik dobas fej,
k pu—
0, ha nem

fgy Y = Zgzl Xy véletlen tagszami Osszeg, és generatorfiiggvénye
9v(2) = gn(9x(2)),
ahol

> 1 1 1 2+ 22+ 23425425
QN(Z):ZP(N:k)ZkZ—Zl+—z2+---+—z6:
k=0

6 6 6 6
az N generatorfiiggvénye és

- 1 1 1+ 2
gx(z) = ZP(X = k)zk = 520 + 521 =
k=0

az Xj-k kozos generatorfiiggvénye. Osszesitve:

M () 05 () () ()

gy (2) =

b.) Mivel Y = S°N | X, véletlen tagszamu osszeg,
142+3+445+6 0+1 7

6 2 4
Ugyanez, persze, kiszamolhat6 sokkal tobb munkéaval is mint EY = g4-(1).

EY = ENEX =

Moéricka addig dobal egy szabalyos dobokockéat, amig kétszer egymds utdn ki nem jon neki a
6-os. Hatarozzuk meg a sziikséges dobasok X szamanak generatorfiiggvényét és varhato értékeét.
(Segitség: Nézziink X-re mint véletlen tagszamu Osszegre: legyen N az a véletlen szam, hogy
hanyszor kialt fel Moéricka, hogy ,Na, egy hatos mar megvan!”. Igy az X el6all mint N darab
véletlen szam Osszege: az i-edik felkidltashoz Y; darab dobés tartozik. Vigyazat: jol gondolkod-
junk el Y; eloszlasén. Figyelmeztetésiil mondom, hogy minden Y; > 2, mert dobni kell egy 6-ost,
aztan még valamit, hogy eldéljon, vége-e a jatéknak.)

1. megoldas, a segitség szerint:

Moricka egy ,kisérlete” alljon azokbdl a dobasokbdl, amig sikeriil neki egy 6-ost dobni, és még
az azt kéveltd dobdsbol. Ha ez az utols6 dobas 6-os, akkor vége, ha pedig nem 6-os, akkor jon a
kovetkez6 kisérlet. Jelolje Y; az i-edik kisérlet hosszat. Igy

N
X=) Y
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Y; pedig 1-gyel tobb, mint a hatos megdobasdhoz sziikséges dobasok szdma, vagyis Y; = Z;, + 1,
ahol Z; geometriai eloszlasi p = % paraméterrel (hagyomanyos optimista geometriai eloszlas), és
{Z1, 75, ...} figgetlenek egyméastol és N-t6l is.

A Z;-k generétorfiiggvénye

Az N maga is geometriai eloszlast p = % paraméterrel, igy generatorfiiggvénye

z
A véletlen tagszamu Osszeg generatorfiiggvénye
6225 i
9x(2) = gnlov (=) = = 5.2 3630z 522

A varhato értéket szamolhatnank ennek derivaldsaval, de azt is tudjuk, hogy

EX:ENEK:1<1+1):6-7:42.
D \P

2. megoldas, tok masképp (jobb, altalanosithaté megoldas):

Legyen g az X generatorfiiggvénye, g; pedig a hatralévs dobasok szamanak (Xi-nek) a genera-
torfiiggvénye akkor, ha a legutobbi dobas 6-os volt, de az azel6tti nem. Ezek kozdtt keresiink
Osszefiiggéseket a teljes varhato érték tétellel.

g-re felirunk egy teljes varhato érték tételt aszerint, hogy mi az elsé dobéas eredménye. Ha 6-ost
dobunk, akkor még X; dobés van hatra, ha pedig méast, akkor kezd6dik minden el6lrél:

1 5 /
E(z%) = P(6)E(z" | 6) + P(mas)E(2™ | més) = EE(ZHXl) + EE(Z’H_X ),
ahol X’ azonos eloszlasu X-szel. Igy
1 5
g(z) = gzgl(z) + gzg(z) (3)

Ugyanigy felirjuk a teljes virhato érték tételt g;-re is a soron kévetkezé dobas eredménye szerint.
Ha 6-ost dobunk, akkor vége, ha pedig méast, akkor kezd6dik minden el6lrél:

E(zXl) = ]P’(G)E(le |6) + ]P’(més)]E(ZX1 | mas) = %E(zl) + gE(Zl+XI),

vagyis
1 5

91(z) = gt 629(2)- (4)
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3.6

A (4) egyenletet (3)-be visszairva

o) = g |5+ 22| + 220t

amit megoldva

1.2 52

5,_5.2 36—30z—522

A véarhato érték ennek derivaldsaval kaphaté meg:

722 — 3022

92 = B 0: sap & EX=g)=42

Egy szabalyos dobodkockaval addig dobalunk, amig ki nem jon egy hatos. Jelolje X az addig
dobott szamok dsszegét (az utolsonak dobott hatost nem beleértve). Széamoljuk ki

a.) X generatorfliggvényét,
b.) X véarhato értékét,

c.) X szorasat.

Megoldas:

Jeloljiik N-nel a dobasok szamat, az utolsé 6-ost nem beleértve, vagyis X ~ PessGeom(p = %)
(pesszimista geometriai). Igy N generatorfiiggvénye gn(z) = = —— (a szokasos ¢ = 1 —p
jeloléssel).

A keresett Y egy wvéletlen tagszami dsszeg, éppen N taggal: X = Zf\il Y;, ahol Y1, Y5, ... fiigget-
lenek és azonos eloszlasuak, mégpedig egyenletes eloszlasuak az {1,2,3,4,5} halmazon. (Figye-
lem: az Y-k tényleg az {1,2,3,4,5} halmazon egyenletesek, és nem az {1,2,3,4,5,6}-on, mert
az Y; eloszlasa egy kockadobés eredményének feltételes eloszldsa azon feltétel mellett, hogy az
eredmény nem 6-0s.)

Ezek szerint az Y-k generédtorfiiggvénye

) 24224+ 4+24 425 1z—28
Z) = = —
Iy 5 51—z’

igy
a.) a véletlen tagszamu Osszeg generatorfliggvénye gx = gn © gy, vagyis

1 1

T 6 (2t 2+ P F2 42 6=

9x(2) = gn(gy(2))

b.) A varhato értéket szamolhatnank a generatorfiiggvény derivalasaval is, de eladéasrol azt is
tudjuk, hogy a véletlen tagszamu Osszegre EX = ENEY,. Esetiinkben EN = }D —1=25,

EY; = H23H55 — 3 vagyis EX =53 = 15.

c.) A szorast megint csak szamolhatnank a generatorfiiggvény derivaltjaibol, de elgadasrol azt
is tudjuk, hogy D*X = D?N(EY;)? + END?Y;. Esetiinkben EN = 5, EY; = 3, tovabb4 az
eloszlastablazat szerint D*N = % = 30 és D2Y; = 251 = 2. Tgy D2X = 3032 452 = 280,
DX = /280 ~ 16.73.
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3.7 Legyen N ~ Geom(p) és X1, Xa, -+ ~ Geom(q) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy := Zfil X;
véletlen tagszamu Osszeg eloszlasa?

Megoldss:
\ 5pn9,5+o/faggu$4ye 9,) :{;)}
0 Xk gunaeipdye 9, f5) - 2
_%%L Sy generdlerf=y3vny e
* v item
9 R): 9, (a2))= /i if-q)ji_ "%:,}'qim
1-(1-9)2

W i A
o (i -(epl 9t A-[1ghgee]?

g mikb]  atsub, Apgj FJ Fayl - (,0 ?j‘

l‘“‘.{' P@/ﬂc‘: Hér:‘cfw. h@m}g dabéi’oa/\—;i;ﬂ a 6’10_1' 1/4'/- S{’jre

SE————— ) |
o, Pisthbin poty . Addy oo 5 :; ! kojqiw
pa j'H’;fe} ﬂm;ﬂ k; ném jo’ir\ 4 L('f’f M
[ch]eh N, how, hanysper L AIF (] Ak sz-‘r‘r'éq 17(:57
Bl gt dagm X 92 el it e
S;ilorhat” srakseges Hobpsd. SFhme Latst, hay, Mr Loonp)
et )(;ﬁ—ﬁeow/ﬂ -fﬁggk‘f’/%nd/ 05 4 J/GI"L'{L {e»{jé’! hessie SN‘
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3.8 a.) Legyen X ~ PesszGeom(p). A definicio alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek
derivalasaval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

b.) Legyen Y = 1. Mennyi EY? Mennyi VarY?

c.) Legyen Z = X + 1, igy Z ~ Geom(p). Az osszeg varhato értékére és szorasnégyzetére
vonatkozo tételek segitségével szamoljuk ki az EZ varhato értéket és a VarZ szorasnégyzetet!

Megoldas:
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@) k=941 = Plxk)=(tp)p 122 :

4o
ahi= L 1 zkﬁf dpr-p L (0 2) Lethr

a2
[%?(/g)(__ 9}(1{4);_ 1 ;’!—4
V- ' e Y S 29449
@*’ x(4)+3;/4},@((4)]~ Fjﬂ; 4%_(2)_7%
. _q{ )¢ &
. 3]
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b) EXx=-1, EN={, obd Var X=0 ,hdt Prte.

&) @ (LX) gﬂgy—:@*af)mig:j/

—

—

Var 2 < Varl rie)=lar xrVar ¥,

— e
o _Hg]

= =340 A

e

‘/--'""’

LU"]' Pirsie: ¢ Y= Aol orministi
vil. /dloxitsl —,ﬂh‘%g{/y;/;_

.MERT ¥ Iz g
Fab 6 ETLenek

A5, ;ff-; M)I’TG/-F/)

! " /0 2: =
M“f_ﬂ,). ["l’ Ifjv’ me/ﬂéé / m;n{ jszz‘)~ ﬂ?_ ‘l‘?
b rtsyer [ederi yalns

3.9 Legyen X ~ Poi()\). A definicio alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek derivalasaval
szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

Megoldas:
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F(x- k= 2 ) k-g47-- -re, edrt

X genedtorfaggdhne |
= e L e Z": (42)
3 2)= 5?(,(4-)2 —_E P ? L
0/.&{;{'[:,‘5-’ Geu'nf gt s Lo
g -Z :L
x*
2= pr .
..) ) =
Eossl gl A€ = O )=
x 4(1) u(‘”;ql
'(2)- 4 € e

{ elrad [:X 3! /,/
Vacx- 20 e a') [g,,}] {4 -4
[Am;lgé’:} F.Wﬁ‘e 6 Stéras || Y X (r]

3.10 Legyenek N ~ Bin (10, %) és Xq,Xy,---~ B (%) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy = chvzl X
véletlen tagszamu Gsszeg eloszlasa?

Megoldas:
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Uv&'n(’/g ':{)/ ot U 34?/}_0,;%#/-&/}59 Y
1{c 1o
i) (414 H4 2) ’(g, " 5/2) |

X,, X Mg(g)) p1dt 2 k6205 3’!/}9{5%0/#@9;4&/1&

)

1442.2,4
LR e il ek i A

Lhoi) a vileter faqsthmu IsSHeY 9@40/51[0’1&599 V.pfﬁye

B 1o
4 ek U0 (4 H[%+4 JJ- £ 4
ami oppon o B Bin(70 {) dostns  genertor{f7ygie
‘{?%T( S'MNB”"(/E?&{

. [
Na pusic - 10-510 ‘&/dof%ﬂl eqy 94[%/9@ |
| b - “'vfa/ml es
Amikor at eredménm mpf’J, Oldoboant e3¢ J/ 7 |
: - Shesil- € Passs
q’g[ag{ﬁ’&{"{if’ fff 25 Mﬁfjm’f:%fmﬁél ;)0‘311 i &l‘_
ch[ ?{ p/bf X ‘_‘[//} hﬁ 4% [-edit /«’.ndf(ag/o/;'% WG/F_;
3 M Q] ( =

_pjfm&f

0,{ h&‘- ﬂ?:h

M:: G d(hn("‘ ﬁ(?f& (yme]ﬂ |
Kjr.f SU o dobetl p(}res ’)‘%é_;ma{/ ?ﬁmq,p{p,qw ’V&%/’f@f)_

=

3.11 Ha az X € N valoszintiségi valtozo eloszlasa pp = P(X = k), akkor a generatorfiiggvénye
9(2) = po+p12+p2z2+p3z3+. .., amib6l rogton latszik, hogy z € (0, 1)-re g(z) méasodik derivaltja
nemnegativ (meg persze az Osszes tobbi derivaltja is, de ez most nem fontos), vagyis ¢g(z) konvex
a [0,1] intervallumon. Milyen legyen X eloszlasa ahhoz, hogy ¢(z) a [0, 1] intervallumon ne csak

43



konvex, hanem szigorian konver legyen? (Vagy forditva: hogyan fordulhat az el, hogy g(z)
konvex, de nem szigortian konvex?)

Megoldas:
4R)=p.+ P2t p 3% ﬁﬁgwﬂﬁ, B
3’(4 - p, +1p143p, gfu% o
9 2)- o 432pm 2 +Hh2p iy
Hie pa,p p__ =0 23dt 250 eselds G'l7) <3k
Moy fohet nula, ha Lo pi=py=——=0.
Vagyis P, os o) kivkelbisl mude. Py -mbk nulldnl
kell fonni, hag, 6’?/1«/:‘ Q /plosson.
v% £ 2ek P orsie ﬂﬂn#sm—» o kkor ’7‘1//"1; /"9

- 1
X et Cuvrg A [ohel, vagy/s M olostlas!

5 A IARES 5y

nom XrBlp) Volombe, p€[01]1e,

m,a/r ¢sethe, P2/ Sre j(z) inodrX vagy kowstans.

4. Diszkrét ideji sorbanallasi modellek
4.1 AW, = (Wo+S,—T,11)+ varakozasi id6 evoltacios modell mintajara adjuk meg a D,, késleltetés

evolucios egyenletét ugyanabban a FIFO modellben! (Vagyis ahol az egyes igények érkezése
kozott Ty, Ts,Ts, ... id6k telnek el, az egyes igények kiszolgalasa egyesével, érkezési sorrendben
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torténik, a kiszolgalasi idsk Sy, Sy, Ss,....)
Megoldas:

Tud jub k..aw._}i\ [{'/4'“ - (u// R T ,)_*_
A Lés(ﬁf-hﬁ@"f J); = [.(//' )T\—; _r.’-""'

n g

4.2 Egy konyvel6 az asztalan 1évé szamlakupacbol minden délelétt feldolgoz valahany szémlat, és-
pedig az n-edik nap délelgttjén V,, darabot (de legfeljebb annyit, amennyi van). Az iktatobol
minden délutan 0 szamlék érkeznek a kupacra: az n-edik nap délutanjan Y,, darab.

Jelolje X, a szamlakupac méretét az n-edik napon délben.

Irjuk fel X, evolicios egyenletét az X, .1 = (X,, — Viiu1)+ + Yao1 egyenlet mintajaral
(Figyelem! Emlékezziink, hogy X, a szamlakupac mérete volt az n-edik napon éjfélkor.)
Megoldas:
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A

A + i g?p{,.'l( ly)f?r'()/‘ (4/4”/' en 2 L Lt(}{‘; ¢ m of P1L€ )_(h

lqu

Evhs dblubbn jon mby {] dorab, 19, e
['f.{f.:ﬁf /)”*}/?A X +g”:.
//Jasmeﬁ Al elbH bbbl 'fﬁl}ﬂ”{’t’/\f}‘"f (/r‘ 11 (/;,/{;/ng (/70' van

t’-’?ﬂ/}cﬂ -*PP/-;%Q K Ligfjgc_ m_é/;yﬁ? /}':Wf's”r’f;}fﬁ 2% /?:.pf;s’f)

e
/ , ) 4

l6y dolre Marad W/ ( =

Jf /{/;":-},r‘.: /\f.‘r';',,,"[{-!m)

L

4.3 Pistike minden délel6tt tonkretesz egy jatékautot a kisautos dobozabol (méar amikor van benne),
amit az apukaja azonnal kidob. Az anyukija minden délutan érmedobéassal dont arrol, hogy
elmenjen-e a jatékboltba, ha pedig elmegy, akkor megint csak érmedobéssal dont arr6l, hogy 1
vagy 2 jatékautot vegyen Pistikének, amit még aznap este betesz a kisautés dobozba. (Vagyis
minden délutan i val.séggel 1, }1 val.séggel 2 jatékautod érkezik.)

Az éjszakik mekkora hanyadaban iires a doboz hossza tavon?

a.)
b.) Hosszu tavon az éjszakik mekkora hanyadaban van a dobozban 2-nél tébb autd?
c.) Atlagosan hany éjszakat tolt egy kisautoé a dobozban hosszi tavon?

d.)

Tegnap este az anyuka betett egy vagy két autot az dres dobozba. Véarhatéan (vagyis:

varhato értékben) hany nap milva lesz a doboz wjra tires?

Megoldas:
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4.4 Jancsika minden délel6tt p valoszintiséggel autodsat jatszik, mar ha éppen van kisautoja. Ilyenkor

tonkretesz két jatékautot a kisautos dobozabol (illetve, ha csak egy van, akkor azt az egyet),
amit az apukija azonnal kidob. Az anyukija minden délutan vesz egy 1j kisautot, amit még

ol



aznap este betesz a kisautos dobozba.

a.) Az éjszakik mekkora hanyadaban iires a doboz hosszt tavon?
b.) Hosszu tavon az éjszakik mekkora hanyadaban van a dobozban 2-nél tébb autd?

c.) Atlagosan hany éjszakét tolt egy kisauté a dobozban hosszi tavon?

Megoldas:
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4.5 Jozsi bacsi minden este feldob egy szabalyos érmét, és ha az eredmény fej, akkor megiszik egy
iiveg bort — feltéve persze, hogy van a kamraban bor. Cserébe minden délel6tt elgurit egy
szabalyos dobokockat, és ha az eredmény 6-os, akkor elmegy a boltba, hoz K iiveg bort és
beteszi a kamraba. (Itt K € {1,2,3,...}.) Hosszu tavon atlagosan hany delet tolt Jozsi bacsi
kamrajaban egy iiveg bor? (A vélaszt adjuk meg K fiiggvényében!)

Megoldas:

59



{ff\o{gf —ﬁm./oé,c/s; kqmﬁjq ?gv; L?’S}e(ga{/éjsf S50r) A
Lisydodlis & megies. Legy,, X

h

] borok ‘)'—}gr,frm

A Krdes g dtlasa
US/P/!ZC’-#S_

£ a1 ”” (,\/ AM 17/ dlold e ihs € tnfet Tierind
fe)\ﬁgdik\ aha ! {/w:m r?-évfaf esle megioll Pord i,
VirBl1) =EV=-4
N < or br)-sl dYolbt ks bovek

I}er.a. 2 , v 8-5_— V"['Séggej
4 K 'i o I
amibd) v K & -
/ Z 4 é-; - M?/ 6__ (k)

B Lqm(éty&n 2% N- edik 71442 0m ﬂ/}ﬂ-"‘”"-

A rondsier clka Ejif;j_//hq EV>EY ) yognis K <3. |l

Flg-] 6 sorhestt  fac. i/os?»/,.',sa'ne& Vashets orldle = 4/.#9'
J‘%;M 7. 0 /dalivd {ilde lernt
/gx‘ﬁ"":__ % ey ( 1-Ey) + Vol /”“ ) 35 he

L(EV-EY) 2/% - ; ) <

Do

_f- k:,f
v G i raviddbben; € Xﬂ"", 7, he
tf b K2

to, h K73
ZE%\‘ILH ¢ L}‘H‘LQ ‘ﬂ?fﬂf't/t,qa/ 93" ‘}”Llﬂﬁf{ ka‘/‘pl{e{& D ﬂ—

315




4.6 Moricka kurzusara 20 hallgaté jar. Minden hallgaté minden nap, egymastol és az el6zményektdl
is fiiggetleniil, 4% valoszintiséggel ir egy (és csak egy) e-mailt Morickanak, szigorian nappal. Mo-
ricka naponta pontosan 1 e-mailre valaszol (mér ha éppen van mire), éspedig 23:00-kor. Hosszu
tavon atlagosan hany megvalaszolatlan hallgatoi levél van Moéricka postaladajaban éjfélkor?

(Vigydzat: éjfélkor!)
Megoldas:

57



L%fﬂn Xx O ’”é’gt/«“ar%o’q”ap f{?t/i’/{( dme ot V}-N“

Kiaper M‘”L /agyis a1 GANapi Jeyel ok E’Zc#;e@

(g’g m{:ﬁ A LJ‘J}O(SA.UH g(('EH) Ef(@ éﬂ/l’ﬂya 04
Q( 4—%,” Sor}’?r?sﬁaﬂ!/f?/urrrrcis {’f)'ﬂ’m/!’h

QLM{ [/ -.::'/f 4% p- odik N pon Mﬁ3/4a§%ﬁ/}h—¢0 f?ﬂ/j[
i L, Wq

VB2l M2 Pt ) ar il
| niA- edk
Aodn }r/w’lﬁ /«’wﬁk (oM a, 7
H;-Vﬂ{ = V'-: H(O: ag </f f:;é'[/l ) /\a"b/ﬂ-’f S"}‘EQ;/ :
W ol & destfa st Juofjule 2 Sorhas varhld Sldkdt

Hac *-‘/ f6-3 Psu,pf EY V’{](
M g Vel g o s
E )( 2. oldal e 201 ’f}') / thlj mes P/Jull

= dec e, Ml | o, 4y L% gy

Fﬂ P iy Gy

L4, 5100 €3VG7
T Lo centite

! (
Sajms aronbs, MEF EZ A DI

(ﬂgl,m. 2 a ot Shvs a1 -l o MK
fEZlﬂM*m nmnes dire 9‘7:%/49# Hp/mﬁ&mﬁ‘ pant 444 kjesit
ﬁom/o/!wo/ﬂf kﬁ” <

58



3 ¥ | p f .f ._’.
Z = %n’ 4 ;"i'{'s yb E/( i m*ipfq) -‘?Lfif’/ ZJ 0‘/"‘(*,9( -[?j{ -"l..p' 7 )
n ) \

h‘?f J/ﬁ 32/

0 /hﬁ X,= 0 persee

r"‘j -
sobth 2 s g, = EX A=)

X (4-F¥,=2))

: : n-J.I : < ¢ 2P 2
fld;re VV‘;;;/ Ve m ,{(féf? /Léf)/ﬁ{'{i j"rlc';(,m-r;/.-»{J 5(’1{/ 7
ol Wh

e XM 10 md vt
4 =3 = dep

“ ce f ﬁ/ﬁﬂr/eu .‘nfj':f-; /
ﬂ)r/)(ﬂ = (3} — /- /ff «4/ ?X
= €. oldal E:‘

Jac glec
i B S P A

' 41 f o s
Hivel o rendser stalyl  ax M/ ¢ Lelmoloer /70)3-}91

! [
fﬁ?ﬁ“’ el /ﬁ’Vé{ &Zr V’ﬂ(&'gﬂq

f B
4@&«% ;){'/ﬁgfjm

é‘;&é“w-

A e

4.7 Egy oktatonak az az elve, hogy minden érkez§ emailre leghamarabb masnap valaszol, aznap
érkezett levélre soha. Az altala tartott kurzus 10 hallgatdjanak mindegyike minden nap, az
elszményektsl fiiggetleniil, - 55 Valoszintséggel kiild egy emailt az oktatonak. (Egy nap egynél
tobb emailt senki sem kiild.) Az oktat6 minden nap pontosan egy hallgatoi levélre véalaszol
(mar ha van a postaladajaban olyan, ami nem aznapi). Atlagosan hany éjszakat tolt az oktato
postaladajaban egy hallgatoi levél hosszu tavon?

Megoldas:
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4.8 Moricka vizsgat feliigyel, és kozben segit a hallgatoknak. A 10 hallgato kozott jar korbe-korbe,
minden hallgatonal pontosan 1 percet t0lt, és ezalatt megvalaszol pontosan 1 kérdést, amit a
hallgato feltesz (mar ha a hallgat()nak van kérdése). Minden hallgatonak minden percben, az
el6zményektdl fliggetleniil, % valoszintiséggel jut eszébe egy kérdés (a maradék 19 valoszint-
séggel egy se). Atlagosan hany perc miilva kap vélaszt Pistike a kérdéseire hosszu tav0n7 (Az
pontossdg/eqyszeriség kedvéért fel kell tenniink, hogy Pistike minden eszébe jutd kérdéshez az idét
Moricka el6z6 ldtogatdsatol szamitja, igy minden kérdés ,kiszolgdldsi ideje” percben mérve 10-nek
tobbszorise.)

Megoldas:
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4.9 Robert kozrendérnek 10 parancsnoka van, sorrendben 1., 2., , 10. szamu parancsnok. Min-
den parancsnok, minden percben, az el6zményektol fuggetlenul valoszintiséggel ad Robertnek
parancsot (mindenki csak 1-et). O azonban minden perchen csak 1 parancsot tud végrehajtani.

60



Ha tobb végre nem hajtott parancs is van nala, akkor azt hajtja végre, amelyik a legmagasabb
rangi (vagyis legkisebb sorszamii) parancsnoktol jott, a tobbit halogatja. (Az id6t egész per-
cekben mérjiik. Tegylik fel, hogy egy parancsot leghamarabb az érkezését kovets percben lehet
végrehajtani.)

a.) Hosszu tavon atlagosan hany végre nem hajtott parancs van Robert zsebében az 5. szamu
parancsnokatol?

b.) Hosszu tavon atlagosan hany perc utan hajtja végre Robert a 5. szamu parancsnoktol érkezett
parancsokat?

Megoldas:
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4.10 Egy diszkrét idej kiszolgéld rendszerbe minden idSegységben az elzményektdl fiiggetleniil p
valészintiséggel érkezik egy igény, a maradék 1 — p val.séggel egy sem. A kiszolgélas érkezési
sorrendben torténik, a kiszolgéalasi id6 mindig pontosan 2.

a.) Irjuk fel a varakozasi idé evoliciés egyenletét!
b.) Irjuk fel a varakozasi id6 atmenetmatrixat!

c.) Milyen p értékekre lesz a rendszer stabil?

Megoldas:
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4.11 Egy diszkrét idejd kiszolgaldé rendszerbe pontosan minden mésodik idGegységben érkezik egy
igény. Minden idGegységben, az el6zményektdl fiiggetleniil, p valosziniiséggel szolgalunk ki egy
igényt (ha van), a maradék 1 — p val.séggel nem.

a.) Irjuk fel a varakozési idé evoliciés egyenletét!
b.) Irjuk fel a varakozasi id6 a&tmenetmatrixat!

c.) Milyen p értékekre lesz a rendszer stabil?

Megoldas:
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Egy diszkrét ideji kiszolgald rendszerbe pontosan minden mésodik idGegységben érkezik egy
igény. Minden idGegységben, az el6zményektdl fiiggetleniil, p valosziniiséggel szolgalunk ki egy
igényt (ha van), a maradék 1 — p val.séggel nem. Nézziik a sor hosszat csak minden masodik
idépillanatban, vagyis legyen X, a sor hossza 2n id6 elteltével. Irjuk fel az X, Markov lanc

evolicios egyenletét és Atmenetméatrixat!

Megoldas:
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4.13 Egy diszkrét idej kiszolgéld rendszerbe minden idSegységben az elgzményektdl fiiggetleniil p
valészintiséggel érkezik egy igény, a maradék 1 — p val.séggel egy sem. A kiszolgalasi id6 mindig
pontosan 2. Nézziik a sor hosszat csak minden mésodik idépillanatban, vagyis legyen X,, a sor
hossza 2n id§ elteltével. Irjuk fel az X,, Markov lanc evoliciés egyenletét és atmenetmatrixat!
Kiizben gondoljuk at, hogy X,, tényleg Markov-e.

Megoldas:

70



.f\/Ijo»w 0% ciklus ket srom sidfes /‘a/ﬁ@wéggglz
[@I’?/j ot // C;'L/*U’

{7_, 17"[ o . ciklng
(4,6] a B cibls, st

(ﬂ%,h 5(; a Serhessga ar n - edik ik lyg w{;é,q)
V& gy n —kor

—

Vooavr nodk cillus alatH drkerd 4 19-61y4e
Stama. L3 NR(@P) s fagget/r. o1 elfe-
Mot L1, igbapl. kisadasfsse aka,
PYonr] 15 Akesdiid, Ao leghmmantls o ki -
vethat cllusbon dehot Vgt

£§?1MM olle N2 ) okkor a2 (n+a)-eff cilystan,

»

515 [Zn, %w2]-ba &H@% 5 ”ﬁﬂ bt
ﬂo/@““"d Ky (/9"1'/ mon [ ohd 'éw/m} h% M:rfwf}f

2% fj‘émf kistooplhss iy folg/k 45 e )5 feg ﬂa}e«

[ # .

—

2 ﬂq V) 5yont X, '—':”Q/ @Lé'(’/ 2% /’4'}'4}"9’//’(
CfL.faJpah l?if}'%ascm Ném /(75? Lfﬂo/gw’//fg “61 jé’n
'S gy Tgm an df]ﬁ/l, axtal mar Nen Vﬁqfﬁ?’A

71



}97 e;/VJ’f?W; 2 Sekases SO hosSt —eyalleiss 5y.enlet -

—

—

Xn—H 5= (Z“’Zf )++%M)
n

thd Y= bsF, ~Binfzp)

;Han X?’{;qﬂw j/n:ftZ‘f(ﬁ;"/) o5

b (oot )¢ oo
S0 hessia festohit, 4-gy0/ 14 ffortut- X majdsen
Saial edts haldlorss: L lygmat
- H, Vit X

K B 0/ abl, (Z*4)+ :(0*7)4 =

= e éf*’f)_’_ / Lz
bl '
8 Q-bil a4 Q'{"’*l/ﬁ{_/ﬁl/d/' 3{40}11 “?7fff7ﬂ%£ / gt
2 4 [Ogl ?: :4—-/0 j@/&/}J&‘.’/
S B 1 o5 s

- —
B e S N P

9 %;qS

g e
F

72



| A P ~ )'l 7 L
L ( Z e y
|. 1_.. ( 1 ( 9 { /
iI '1_
| A ! .
\ ( ) ( i {,} &
|

._-’. L 3 { ,/’ ) o ‘F % ! . T ; r ; e | / T
JI S 9 i /?'”r/—‘?i‘f ) /’% f ¢ ?

: / e [URIE 7 S R
\ } 4

4.14 Alfréd bécsi orvosi rendelGjéhez a betegek szabélyos id6kozonként érkeznek az elGjegyzett idé-

pontjukra: 8:00-t6] kezdve minden 15 percben 1 beteg. A betegek pontosan érkeznek: 8:00-kor,
8:15-kor, 8:30-kor, stb.

Alfréd bacsi pontosan az érkezési id6 utan 1 perccel hivja be a betegeket (8:01-kor, 8:16-kor,
8:31-kor, stb.), és minden beteget pontosan 10 perc alatt lat el (a mardék idében a rendelst
fert6tleniti). Am sajnos néha mas dolga is van: minden egyes negyedéraban, az eldzményektsl
fliggetleniil % valoszintiséggel 1at el beteget, a maradék % valoszintiséggel azonnali minisztériumi
adatigénylésre kell valaszolnia. Ilyenkor a betegek tiirelmesen varnak a varéteremben.
Szerencsére nem minden beteg jelenik meg: mindegyik, az el6zményektdl fiiggetleniil, % valoszi-
niiséggel jon el (a tobbi nem értesiilt az id6pontjarol).

Vilma néni estefelé érkezik az elGjegyzett idépontjara, depresszids tiinetekkel. Koriilbeliil mek-

kora valoszintiséggel iires érkezésekor a varoterem? (Persze ugy értve, hogy az érkezése el6tt
kozvetleniil.)

Megoldas:
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4.15 Jancsi bécsi és Juliska néni egyiitt él és kozos hiitét hasznal. Juliska néni nyugdijas. Minden
délel6tt, az el6zményektdl fiiggetleniil, p valoszintiséggel {6z egy tejfolos ragulevest, és ehhez
elhasznal a hiit6bol 1 pohar tejfolt — feltéve persze, hogy van a hiitében tejfél, mert ha nincs,
akkor mast f&z.

Jancsi bacsi minden délutan, az el6zményektol fliggetleniil, ¢ valoszintiséggel hoz egy pohéar tejfolt
a bolthdl, és beteszi a hiitébe. Tegyiik fel, hogy p > ¢ (kiilonben a tejfolok elszaporodnak).

a.) Legyen X, a tejfolok szama a hiitében az n-edik nap végén. Rajzoljuk fel az X,, Markov lanc

.0,

graf-reprezentaciojat és szamoljuk ki a stacionérius eloszlast!

b.) Legyen most X, a tejfolok szama a hiitében a k-adik tejfol érkezése utan! Mi az X, Markov
lanc stacionarius eloszlasa? (Tipp: erre volt eldaddson egy tétel.)

c.) Tegyiik fel, hogy Juliska néni a tejfoloket érkezési sorrendben hasznalja el. Legyen Dy a
k-adik tejfol altal a hitében toltott éjszakak szama. Mi a D, Markov lanc stacionarius
eloszlasa? (Tipp: erre is volt eldaddson egy tétel.)

Megoldas:
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4.16 Jancsi bécsi és Juliska néni egyiitt él és kozos hiitét hasznal. Juliska néni nyugdijas. Minden
délel6tt, az el6zményektdl fiiggetleniil, p valoszintiséggel {6z egy tejfolos ragulevest, és ehhez
elhasznél a hiitébsl 1 pohar tejfolt — feltéve persze, hogy van a hiit6ben tejfol, mert ha nincs,

akkor mast {6z.

Jancsi bacsi minden délutan, az el6zményektdl fliggetleniil, ¢ valoszintiséggel hoz egy pohar tejfolt
a boltbdl, és beteszi a hiitébe. Tegyiik fel, hogy p > ¢ (kiilonben a tejfolok elszaporodnak).
Legyen X, a tejfolok szama a hiit6ben az n-edik nap végén. Ennek idéfejlédése kénnyt, és most
nem ezzel foglalkozunk.

Hanem: legyen most X, a tejfolok szama a hiitében a k-adik tejfol érkezése utan! (Ez persze
legalabb 1.)

a.) Irjuk fel az X;, Markov lanc atmenetmatrixat! (Nyugodtan feltehetjiik, hogy mar az altalunk
wels6™-nek szamozott tejfol érkezése el6tt is voltak tejfolok a hiitében.)
(Tipp: X, = (X’O — V)i +1, ahol V az elsd tejfol érkezéséig tervbe vetl ragulevesek szima,
ami persze pont az elhaszndlt tejfélok szama, ha van ennyi tejfél. Pont ennek a V-nek az
eloszldsat szamoltuk ki eqy mdsik feladatban.)
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(Megolddas:

0 shaj>i+1
5 T A ,haj=1i+1
“AVLA - L)Y ha2<j<i
—AQ-L)"' [ haj=1
ahol A= L2 és [ = —1—. )

p+q—qp pt+q—qp”

_g(-p)
p(1—q)

b.) Ellendrizziik le kézzel, hogy X, stacionarius eloszlasa az a = 1 paraméteri geometriai

eloszlas! Vagyis azt kell ellenérizni, hogy

o0
Ty = E ;i Py,
i=1

ahol m; = a(1 — )™t i=1,2,....
(Tipp: esoddk csoddja, (1 —a)(1—L)=A.)

Megoldas:
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4.17 Egy zajos csatornan méasodpercenként 10® bitet tudunk atkiildeni. Minden atkiildott bit a tobbi-
t6l fiiggetleniil 107° valoszintiséggel sériil. A csatornén csomagokat kiildiink at, amik N adatbit
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b6l és 64 kisérd bitbdl allnak. A vevs az esetleges hibékat teljes biztonsaggal észleli és ,negativ
nyugtat” kiild roluk, ami teljes biztonsdggal megérkezik a kiild6hoz. Ilyenkor a teljes csoma-
got djra kell kiildeni. Masodpercenként legfeljebb hany bitnyi adatot lehet a csatornan atvinni
hosszi tavon, ha N-et jol valasztjuk meg, és

a.) a csomag elkiildése utan a nyugta azonnal megérkezik?

b.) a nyugta a csomag elkiildése utan pontosan 1 masodperccel érkezik meg, és meg kell varni,
mielGtt a kdvetkez6 csomagot kiildeni kezdjiik?

c.) anyugta a csomag elkiildése utan pontosan 1 méasodperccel érkezik meg. Mi addig is kiildjiik
a kovetkez6 csomagokat, de ha negativ nyugta jon, akkor visszaugrunk a hibas csomagra és
onnan folytatjuk, a csomagok sorrendjét tovabbra is megtartva? (Tipp: ebben az esetben az
optimalizdldas csak numerikusan megy. Nem kell tilzdsba vinni: dbrdazoljuk a kapacitdst N
figgvényében, és olvassuk le a mazimumot.)

Megoldas:
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4.18 Jancsi egy listarol ZH-eredményeket diktal Juliskanak, aki a Neptunba irja 6ket. Ciklusokban
dolgoznak: egy ciklus soran

e Jancsi 5 méasodperc alatt bemond egy nevet a listarol,

e majd lediktélja 4 hallgaté pontszamat, 5 masodpercenként egyet. (Vagyis a négybdl harom
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0.0098

0.00975 . Cteal

0.0097 ..

« 0.00965 e,

0.0096

0.00955

0.0095
0 10000 20000 30000 40000 50000

5. abra. Kapacitas az adacsomag méretének fiiggvényében, Stop-and-wait eset

hallgato nevét Jancsi nem mondja be: bizik benne, hogy helyes sorrendben vannak a listan.)

e Ez utdn Juliska szintén 5 mésodperc alatt visszajelez, hogy mindent jol értett-e.

(Igy az egész ciklus 5+20+5=30 masodpercig tart.) Ha Juliska mindent értett, akkor mennek
tovabb, ha viszont nem, akkor tjrakezdik a ciklust.

Juliska a neveket és az egyes pontszamokat is 90% valoszintiséggel érti, egymastol fiiggetleniil.

a.) Percenként hany pontszamot tudnak igy beirni hossza téavon?

b.) Lehetne gyorsabban haladni, ha Jancsi nem 4-esével diktaln& az eredményeket? Ha igen,
hanyasaval lenne optimalis?

Megoldas:
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4.19 Jozsika rengeteg egymasra épiilé hazi feladatot old meg, naponta 1-et. (Reggel kezdi el, éjfélkor
adja be). Minden megoldast 1—10 valoszintiséggel ront el, az el6zményektdl fiiggetleniil (feltéve
persze, hogy a korabbi feladatai jok). A tanara a javitassal késésben van: minden feladatrol
a beadéas utan 10 nappal (éjfélkor) jelez vissza, hogy jo-e. Ha rossz, akkor Jozsika kénytelen
visszaugrani az adott feladatra, és onnan folytatni az egész sorozatot. Napi atlagban hany
feladatot tud Jozsika helyesen megoldani hosszu tavon?
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5. Poisson folyamat

5.1 Egy varban 1évG szaraz kut mellett rengeteg turista megy el. Ezek mindegyike egymastol fiig-
getleniil, valamilyen kis valoszintséggel egy pénzérmét dob a kutba, amibe igy egy nap alatt
atlagosan 50 érme hull. Ezek mindegyike 50% valoszintiséggel esik a ,FEJ” oldalaval felfelé, a
tobbitdl fiiggetleniil.

a.) Legyen X az egy nap alatt (mondjuk junius 1-én) a katba dobott érmék szama. Milyen
eloszlassal jo ezt modellezni? Vagyis mennyi a P(X = k) valoszintiség?

b.) Legyen Y az egy nap alatt ,FEJ” oldalaval felfelé a kuitba esé érmék szama. A teljes varhato
érték tétel segitségével szamoljuk ki Y varhato értékét. (Segitség: Mi is lesz Y feltételes
eloszldsa (ill. feltételes vdrhato értéke) az {X = n} feltétel mellett?)

c.) Szamoljuk ki Y eloszlasat, vagyis a P(Y = k) valosziniiségeket a teljes valoszintiség tétel

oo
segitségével! (Segitség: > ’f—,’ =e".)
=0 =

Megoldas:

a.) Mivel sok kisérlet egymastol fiiggetleniil kis valosziniiséggel sikeres és X a sikeres kisérletek
szama, Poisson eloszlassal modellezziik: X ~ Poi(\), ahol a paraméter A = EX = 50 a
szoveg szerint. Vagyis

Ak 50k
oy A 502V _
P(X=k)=e = (k=0,1,2,...).
b.) Azon feltétel mellett, hogy X = k, vagyis k érme esik a katba, Y varhato értéke %k, hiszen
az érmék atlagosan fele esik fejjel felfelé. Vagyis E(Y | X = k) = £. Az {X = k} események
teljes eseményrendszert alkotnak, igy a teljes varhato érték tétel miatt

(o) (o) k
EY = ZP(X:k)E(Y]X:k):ZP(X:k)§:
k=0 k=0
1 & 1
= EZk-P(X:k):E]EX:%.
k=0

c.) Ha tudjuk, hogy n érme esik a kitba, és ezek mindegyike a tobbitdl fiiggetleniil % valoszint-
séggel lesz fej, akkor a fejek szama ezen {X = n} feltétel mellett binomidlis eloszlasu n és
p= % paraméterekkel. Matematikai jeloléssel:

s () () (-3)”

ha 0 < k < n, vagyis ha n > k. Ezzel szemben n < k-ra persze P(Y = k| X =n) = 0. Mivel
az {X = k} események teljes eseményrendszert alkotnak, a teljes valoszintség tétel miatt
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minden k € {0,1,2... }-re

> > A" (n _
P(Y=k) = > PX=nPY =k[X=n)=) e Am(k)p’“q" b=
n=0 =k .
_ io: _)\)\_ n pkqn—k e_)\ )\kpk 0 )\n—kqn—k B
n! kl(n — k)! k! (n—k)!

ANk
T T

ahol p = pA = 25, vagyis Y ~ Poi(u): a ,FEJ” oldallal felfelé érkezé érmék szama Poisson

eloszlast pu = 25 paraméterrel.

5.2 A mazsolas kalacs tugy késziil, hogy egy nagy kondérban sok tésztahoz sok mazsolat ontenek,
jol elkeverik, majd egy nagy kalacsot siitnek belGle, amit sok szeletre vagnak. A szeletek egyi-
két Moricka eszi meg. Vegyiik gy, hogy minden mazsola egyméstol fiiggetleniil, azonos, kicsi
valoszintiséggel keriil Moricka szeletébe.

a.) Egy szeletbe atlagosan 6 szem mazsola szokott jutni. Mennyi a valoszintisége, hogy Moricka
szeletébe 2-nél kevesebb jut?

b.) Pistike is kapott egy szelet kalacsot, és boldogan ujsagolta, hogy 12 szem mazsolat talalt
benne. Ezek utdn mennyi a (feltételes) valoszintisége annak, hogy Moricka szeletébe viszont
2-nél kevesebb keriilt?

Megoldas:

a.) Legyen X a Moricka szeletébe keriil6 mazsolak szama. X jo kozelitéssel Poisson eloszlasu,
mert sok mazsola probalkozik, hogy bekeriiljon, mindegyik a tobbitol fliggetleniil kis valoszi-
nliséggel jar sikerrel, X pedig a sikeres probalkozok szama. A A\ paraméter pedig a varhato
érték: \ = 6. Igy

0 1
P(X<2) = P(X=0)+P(X=1)= e + e e M1+N) =

0! 1!
= 7¢%%0.017=1.7%.

b.) Legyen Y a mazsolak szama Pistike szeletében. Mivel a kondér nagy és a mazsola sok, X és
Y jo kozelitéssel fiiggetlen, igy

P(X <2]Y=12)=P(X <2)~ 1.7%
tovabbra is.
5.3 Egy 1000-oldalas konyvben 1500 sajtohuba van, véletlenszertien elszorva.

a.) Koriilbeliil mennyi annak a valoszintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2 sajtohuba van?

b.) Koriilbeliil mennyi annak a valdsziniisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2, a 42-ediken
pedig pontosan 2 sajtohuba van?

38



c.) A sajtohubédknak kb. %—a vesszGhiba (abban az értelemben, hogy minden sajtohuba % valdszi-
niiséggel vesszGhiba, a tobbitdl fiiggetleniil). Mennyi annak a valészintisége, hogy a 13-adik
oldalon legalabb 2 vessz6hiba és pontosan 1 egyéb sajtohuba van?

Megoldas: Az egyes oldalakra esd sajtohubak szama Poisson eloszlassal kozelithets, mivel sok
sajtohuba probalkozik egymastol lényegében fiiggetleniil, hogy pont oda essen, és ez mindegyik-
nek kicsi valoszintiséggel sikeriil. S6t, az egyes oldalakon 1évs sajtohubak szdma jo kozelitéssel
fliggetlen, ugyanilyen megfontolasbol. Ezek utédn csak a varhato értékiikre van sziikség, ami
persze az adott oldalszdmra es¢ hubak atlagos szama.

a.) Jelolje X153 a 13-adik oldalra es6 sajtohubak szamat. A fentiek alapjan ez jo kozelitéssel
Poisson eloszlasi A = % = 1.5 paraméterrel, vagyis
AP _ 15(1.5)"

P(X13=k)~e*—

= o (B=012,)

Emiatt
P(X3>2)=1-PX=0)-PX=1)~1-c"—e 1. 15044

b.) Legyen X5 a 42-edik oldalra esé sajtohubak szama. A fentiek miatt X5 is Poi(1.5) eloszlassal
kozelithetd és Xy3-t6l jo kozelitéssel fliggetlen, vagyis

1.5)?
P(X13>2és Xgo=2) ® P(X13 > 2)P(Xyo =2) =~ 0.44 - 6—1-5% ~0.11.
c.) S6ts6t, a vessz6hibék és az egyéb sajtohubdk szama jo kozelitéssel kiilon-kiilon is Poisson
eloszlasu és egyméstol fiiggetlen, ugyanilyen megfontolasbol. Ezért ha Yi5 a 13-adik oldalon

lévs vessz6hibak szama, 713 pedig a 13-adik oldalon 1évS egyéb sajtohubak szama, akkor jo

./1500- % 1500-2

kozelitéssel Yiz ~ Poi( =552 ), Ziz ~ Poi(=goe) és ezek fiiggetlenck. Igy

P(Yis>2¢és Ziz=1)~ (1—e**(140.5) (e7' - 1) ~0.033.

5.4 Egy radioaktiv sugarforras nagyon sok bomlésra képes atommagbol all, melyek mindegyike va-
lamilyen kis valosziniiséggel bomlik el éppen az altalunk megfigyelt idGintervallumban (és bocsat
ki észlelhetG sugarzast), a tobbi atommagtol fiiggetleniil. A minta aktivitasa 0.1Bgq (vagyis Bec-
querel), ami azt jelenti, hogy masodpercenként atlagosan 0.1 bomlas toérténik.

a.) Legyen X az egy perc alatt (mondjuk 08:00-t61 08:01-ig) térténd bomlasok szdma. Milyen
eloszlassal jo ezt modellezni? Vagyis mennyi a P(X = k) valoszintiség (és melyik k-kra)?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 08:00-t61 08:01-ig pontosan 4 bomlés torténik, 08:01-t6l
08:03-ig pedig pontosan 107

c¢.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 09:00-t6l a kovetkez6 bomlasig legalabb 10 masodpercet
kell varni?

Megoldas:

a.) X a sikeres probalkozok szama nagyon sok fiiggetlen probalkozasbol, nagyon kis sikerval.ség
mellett, igy X ~ Poi()\) ahol A = EX. Esetiinkben A = EX = 60s - 0.1Bq = 6, vagyis
X ~ Poi(6), ami azt jelenti, hogy
_ 6"

P(X=k)=e"q k=012....
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b.) Legyen Xjoj a 08:00 és 08:01 kozotti bomlasok szdma, X[ g a 08:01 és 08:03 kozotti bomlasok
szdma. Ezek diszjunkt intervallumok, ezért X és X[ 3 fiiggetlenek. Tovabba Xjoq ~
Poi(6) az el6z6 részbdl, és hasonloan Xy 5 ~ Poi(12). Ezért

P(Xp =4 és Xz = 10) = P(X[o ) = 4)P(Xp 3 = 10) =
6* 1210
69 12

=e i e 101 ~ 0.134-0.105 ~ 0.01403

c.) Legyen Y a 09:00:00 és 09:00:10 ko6zotti bomlasok szama. Az elézGekhez hasonloan Y ~
Poi(1). Vegyiik észre, hogy pontosan akkor kell legalabb 10 méasodpercet varni, ha 10 méa-
sodperc alatt nem torténik bomlas, vagyis a keresett valoszintiség

10

o e~ 0.368.

P(Y =0)=¢

Alternativ megoldas: Legyen 7 a 09:00 utidn torténd els6 bomlasig a varakozasi id§ ma-
sodpercben. A Poisson-folyamat tulajdonsigai miatt 7 ~ Exp(\) ahol A = %o a folyamat
intenzitasa. Igy

P(r > 10) = 1~ Fp,,1)(10) =1 - (1 . e_T10'10> — !~ 0.368

rp

részecske keletkezik. A detektorunk a nagy energiaju részecskéket 90% valoszintiséggel észleli, a
kis energidajuakat viszont csak 20% valoszintiséggel (a tobbi részecskétdl fiiggetleniil). Mennyi a
valoszintisége, hogy egy két méasodperc hosszu idintervallumban legaldbb 4 részecskét észlel?

Megoldas: A nagy energiaju alfa-részecskék Poisson-folyamat szerint keletkeznek, 1 rataval. (Az
id6t mérjitk masodpercben.) Az észlelt nagy energiaju részecskék folyamata ennek egy ritkitasa,
ezért szintén Poisson-folyamat, 1-0.9 = 0.9 rataval. Ugyanigy, a kis energidju alfa-részecskék is
Poisson-folyamat szerint keletkeznek 3 rataval, tehat az észlelt kis energiaju részecskék folyamata
is Poisson-folyamat, 3 - 0.2 = 0.6 rataval. A kétféle észlelt részecske folyamata fiiggetlen, ezért
az uni6juk is Poisson-folyamat — és a ratak osszeadddnak.

Osszefoglalva a lényeg: az dsszes észlelt részecske folyamata Poisson-folyamat, 0.9 + 0.6 = 1.5
rataval.

Legyen X a két mésodperc alatt észlelt részecskék szama. Igy X ~ Poi()), ahol A = EX =

2.1.5=3. Vagyisk=0,1,2,...-te P(X =k) = e*’”k—]; = 6*3316—]?. A kérdésre a valasz:

3

32 33

PX>4)=1-Y P(X=k)=1—¢" <1+3+?+€> —1—13e3 ~ 0.3528 ~ 35%.
k=0

5.6 A radioaktiv “C atommag élettartama (vagyis a létrejottétsl a bomlasaig eltelt id6) exponen-
cialis eloszlasi. A felezési id6 5730 év, ami azt jelenti, hogy egy sok atommagbdél allo6 mintanak
ennyi id6 alatt bomlik el a fele.

a.) Mennyi az élettartam eloszlasdanak A paramétere (rataja)
i.) ha az id6t években mérjik?
ii.) ha az id6t masodperchen mérjiik?
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b.) Vesziink egyetlenegy *C' magot. Mennyi a valésziniisége, hogy egy masodpercen beliil el-
bomlik? Es hogy két méasodpercen beliil? Es hogy 3 méasodpercen beliil? (Figyelem: nem
csak képleteket kérek, hanem konkrét szamokat!)

c.) Vesziink egy ezermillidrd (vagyis 10'?) magbol 4ll6 mintat, és X-szel jeloljiik a 3 masodperc
alatt bekovetkezd bomlasok szamat. Mennyi a P(X = 12) valoszintiség? (Figyelem: nem csak
képletet kérek, hanem egy konkrét szamot!)

d.) A 10'? magbol all6 minta bomlasait egy detektorral figyeljiik, ami csak a bomlasok egy részét
észleli: minden bomlast a tobbitdl fiiggetleniil }L valoszintiséggel. Legyen Y a 3 mésodperc
alatt észlelt bomlasok szama. Mennyi a P(Y = 3) valoszintiség? (Figyelem: nem csak képletet
kérek, hanem egy konkrét szdmot!)

e.) Legyen T a detektor altal észlelt els6 bomlas idépontja (masodperchen). Mi T' eloszlésa?
Megoldas:

a.) Jeloljiik &-vel az (egyetlen) atommag élettartamat, F-fel ennek eloszlasfiiggvényét, T} /o-vel a
felezési id6t, vagyis T’/ = 5730év ~ 1.8 - 10"s. Az exponenciélis eloszlas definicioja szerint
z > 0-ra
Flr)=1—e?"

a felezési id6 definicibja szerint pedig

- P(f < T1/2) - F(T1/2> - 1 - 6_/\T1/2,

amibdl
o Ing In2 0693 _ 0.693
- Ty, Ty 57306v T 1.8-10's
L) A= 208 ~1.21-107*L, vagyis ha az id6t években mérjiik, akkor A ~ 1.21- 107

i) A A 288~ 3.83-10° 122, vagyis ha az id6t masodpercben mérjiik, akkor A ~ 3.83 -

1012,
b.) Meérjiik az id6t méasodpercben!
i.) 1 mésodpercen beliill: Az eltelt id6 ¢t = 1.

P <t)=F(t)=1—-e*M~~383 107"

Hat persze: Mivel M\t nagyon kicsi, e~*-t nagyon jol kozeliti az elséfoku Taylor polinom-
ja: e & 1 — At, vagyis F(t) ~ At. Eppen ezért hivjak M-t az exponenciélis eloszlas
ratdjanak.

(Alternativ érvelés: mivel Xt kicsi, a & élettartam f(x) = e ™ (ha z > 0) suruseg—
figgvénye jo kizelitéssel konstans a [0,t] intervallumon, igy P(§ < t) fo

FO)(t—0) = At.)

ii.) Hasonloan 2 és 3 mésodpercre:

P(£ < 2) =2\ ~ 7.66- 1072
P(¢<3)~3\A~1.15-107"
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5.7

c.) Szigortian véve X binomidlis eloszlasi n = 102 és p = P(§ < 3) ~ 3\ ~ 1.15- 107!
paraméterekkel, igy

n _
PO =12) = (1 )0 - o
N (1000000000000) (115 10,11)12 (1-1.15- 10,11)999999999988
~ 12 . . .

Ezt az én szamologépem nem is birja kiszamolni, ezért Poisson eloszlassal kozelitiink: mivel
n nagy ¢és p kicsi, jo kozelitéssel X Poisson eloszlast np ~ 11.5 paraméterrel. Vagyis

11.512
~ o115

~0.113 =11.3
12! %

P(X =12)
d.) Y a fenti, Poisson eloszlassal modellezhets X ritkitasa, igy maga is (jo kozelitéssel) Poisson
eloszlést “2 ~ 2.875 paraméterrel. Igy

2.8753
~ 672.875

P(Y = 3) 2

~ 0.223 = 22.3%

e.) Mivel az anyag méasodperces idéskalan nézve nagyon lassan fogy el, révid ideig nyugodtan
ugy tekinthetjiik, hogy az észlelések Poisson folyamat szerint torténnek. (Hosszu idére ez
persze nem igaz, 5730 év alatt példaul a felére csokken az aktivitas (vagyis a rata).) Mivel a
bomlésok rataja n\, az észlelések ratéja "TA ~ 0.96. Igy az els6 észlelésig eltelt T id6 (nagyon
jo kozelitéssel) exponencialis eloszlast 0.96 paraméterrel.

Jancsi és Juliska hazaban a vezetékes telefon Poisson folyamat szerint csorog, két oranként atla-
gosan egyszer.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy az esti filmet, ami reklamokkal egyiitt két és fél ora hosszu,
végignézhetik a nélkiil, hogy csérégne a telefon?

b.) Mennyi a valoszintisége, hogy az elsé telefonhivéasra a film kezdetétdl szamitva kevesebb, mint
fél orat kell varni?

¢.) Mivel filmnézés kozben nem szeretnek telefonalni, minden csorgésnél érmedobassal dontenek,
hogy melyikiik vegye fel. Mennyi a valoszintisége, hogy Jancsinak igy is 1-nél tobbszor kell a
film alatt telefonalnia?

Megoldas: Az idét mérjiik 6raban. Igy a csorgések Poisson folyamatanak rataja % Legyen

X; a film kezdetétdl szamitva t id6 alatt a csorgések szama, T' pedig az elsG csorgésig eltelt id6.
Tudjuk, hogy X; ~ Poi(t - \), de azt is, hogy T' ~ Exp(A).

a.) 1. megoldas: P(Xy5 = 0) = P(Poi(2.5- 1) = 0) = e "L = 125 ~ (287, 2,

megoldas: P(T > 2.5) =1 — P(Ezp() < 2.5) =1 — (1 — e 225) = ¢ 1% ~ 0.287.
b.) 1. megoldas: P(Xy5 > 0) = 1 — P(P0i(0.5- 1) = 0) = 1 — e 002 — ] _ =025 ~ ().221.
2. megoldas: P(T < 0.5) = P(Exp(l) < 0.5) =1 — ¢ 309 =1 — 0% ~ 0.221,

c.) 1. megoldas: Poisson folyamat ritkitasa is Poisson folyamat: ha csak a Jancsi altal felvett
1,1 _ 1

hivasokat nézziik, azok is Poisson folyamatot alkotnak, csak a rata eztttal v = 5 -5 = 7,
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mivel oranként atlag }1 hivést vesz fel. Tgy, ha Y5 5 a Jancsi altal 2.5 6ra alatt felvett hivasok
szama, akkor Y5 ~ Poi(2.5- 1) = P0i(0.625). Igy

P(Yos >1)=1-P(Yo5 =0) —P(Yos5=1)=1— ¢ 2%(140.625) ~ 0.130

2. megoldas: Legyen X = X5 a telefoncsorgések teljes szama, X ~ Poi(p) ahol p = 1.25,
és legyen Y a Jancsi altal felvett telefonok szama. Az X = n feltétel mellett az Y feltételes
eloszlasa binomidlis, éspedig (n,p = %) paraméterekkel. Vagyis ¢ = 1 — p jeloléssel n =
0,1,2,...-re

(Dp*¢* hak=0,1,...,n

( | ) {O ha k& > n, persze

Ebbdl a teljes valoszintiség tétele szerint minden £ =0,1,2...-re

P(X = k) = iIP’(X —)P(Y = k| X =n) = i el (Z)pkq"k.

n!
n==k

. ’ . . , | ., . . , . . M,
Ez az 6sszeg szerencsére kiszamolhato: (Z) = m—t kifrva n! kiesik, utana pedig kézenfekvs

az | :=n — k jeldlés, ha mar n gy is csak k-tol fut:

—~ 1 ()" = (qp)"
P(X:k):Ze ppl+kmpkql:€p(k'> Z(l')
1=0 o T 1=0 )

. . e . l 2
Az utolsé szumma kedves ismerdsiink, mivel e* = 3% . Igy

P(X =k)=e" (pp)* w = e_ppM.

— €

k! k!

Vagyis sikeriilt kézzel bebizonyitanunk, hogy Poisson eloszlas ritkitasa is Poisson eloszlas,
éspedig Y ~ Poi(pp).
Innen pedig, mivel pp = % -1.25 = 0.625,

PY>1)=1-PY =0)—P(Y =1)=1—e (1 +0.625) ~ 0.130

5.8 Egy szamitogépes halozati kiszolgalohoz Poisson folyamat szerint érkeznek az igények, percenként
atlagosan tiz. Minden igény kiszolgalasa soran 1—10 valoszintiséggel torténik valamilyen hiba, az
el6zményektdl fiiggetlentil.

a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy perc alatt (mondjuk 08:00-t6] 08:01-ig) 5-nél keve-
sebb igény érkezik?
b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 08:00-t61 09:00-ig pontosan 2 hiba torténik?

c.) Mennyi annak a valosziniisége, hogy 08:00-t6l 08:01-ig legalabb 5 igény érkezik, de egy hiba
sem torténik? (Vigydzat: Az igények szama és a hibdk szdma nem fiiggetlen! Tipp: a hibdt
nem o0kozo igények szama viszont fiiggetlen a hibdk szdmdtél. Miért is?

Megoldas:

93



a.) Legyen X, az a és b id6pont kozott érkezd igények szama, és mérjiik az id6t 08:00-t6l kezdve
percben. Mivel percenként atlagosan tiz igény érkezik, a Poisson folyamat rataja Ay = 10,
igy a = 0, b = 1 vélasztassal Xjo,1) ~ Poi((b — a)Ax) = Poi(10). (Persze: az egy perc alatt
érkezG igények szama Poisson eloszlasi, varhato értéke pedig 10.) Igy annak a valoszintisége,
hogy egy perc alatt 5-nél kevesebb igény érkezik,

4 4

0 10F
P(Xp,1 <5) = § P(Xpo) = k) = Ze . [
k=0 k=0
102 10° 104
— ,—10 1 1 - N — | =~ 0.0292
e ( + 10 + 5 + 5 + 24 0.02925

b.) Legyen Y, az a és b id6pont kézott torténd hibak szama. Mivel az egyes igények az eléz-
ményektdl fliggetleniil azonos valosziniiséggel okoznak hibéat, a hibak is Poisson folyamatot
alkotnak (ami az igények Poisson folyamate:mak ritkitdsa), ennek rataja Ay = 11—0 <10 = 1.
(Persze: percenként atlag 1 hiba torténik.) Igy Yoo ~ Poi((60 — 0)Ay) = Poi(60), amibsl

_060° —23

P(Yjoe0 =2) =€ o1 ~ 1.576 - 10

c.) Legyen Zj,y az a és b id6pont kozott érkezs, hibat nem okozd igények szama. Igy az Y és a
7 Poisson folyamatok egyarant az X ritkitasai, amik rdadasul diszjunktak: ha egy igény az
egyik folyamatban szerepel, akkor a masikban nem. Az ilyenekrdl tudjuk elGadasrol, hogy
egymdstol fiiggetlenek (de persze az X folyamattol nem). Igy

1 9
Yioa) ~ Poi((1 = 0)75 - 10) = Poi(1) ,  Zjpa) ~ Poi((1—0)7 - 10) = Poi(9)

a kérdés pedig P(Xjo1) > 5 és Yoy = 0). Ennek a szdmoldsakor az Y és Z fiiggetlenségét
ugy tudjuk kihasznalni, hogy

P(Xo1 > 5, Yo = 0) = P(Zjo) > 5, Yo = 0) = P(Zjo1) > 5) - P(Yjo1) = 0).

Az els6 tényezd

4 9k 92 93 94
P(Zjoa 25):1—2679—:1—679 (1+9+5+E+ﬁ)’

a masodik pedig

10
P(Yjp1 = 0) = e—la =e!
Ezt Osszerakva
2 93 94
P(Xoa) > 5, Yjou) = 0) = {1 —e’ (1 o9+ +ot ﬂ)] el & 0.3477

5.9 A postafickomba az emailek Poisson folyamat szerint érkeznek (éjjel-nappal egyenletesen), napon-
ta atlagosan 24. Minden email a tobbitsl fiiggetleniil }l valoszintiséggel spam; % valoszintiséggel
nem spam, de nincs is vele teendd; a maradék }l valoszintiséggel viszont azt eredményezi, hogy
valamit csinalni kell.
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a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy reggel 8-tol 10 oraig 4-nél t6bb emailt kapok?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 8-t6l 10 o6raig legalabb 3 olyan email érkezik, amivel
teendd lesz?

c.) Mennyi annak a valoszintsége, hogy 8-tol 10 éraig legalabb 5 email érkezik, de spam egy
se? (Vigydzat: Az emailek szima és a spamek szama nem figgetlen! Tipp: a spamek szima
viszont fiiggetlen a tobbi email szamdatol. Miért is?)

Megoldas:

a.) Legyen X[s 10 areggel 8 és 10 kozott érkezd emailek szama. Mivel az emailek Poisson folyamat
szerint érkeznek, Xg 19y Poisson eloszlast. Vérhato értéke 2, mivel 6ranként atlag 1 email

érkezik. Vagyis X(s 10 ~ Poi(2), vagyis P(Xg10 = k) = ¢ 22, k = 0,1,2,...-re. Ebbdl

]P)(X[&lo] > 4) == 1 — UP)(X[S 10] — O) + P(X[&lo] - 1) + A + P(X[g}lo} = 4)] =

20 ol 92 98 o
—1—e( + gttty T )

0! ol T 31
4 8 16

= 1- 1 =1 - 72% . = 5. X

< +2—|—2+6+24) Te 0.053 = 5.3%

b.) Legyen Y510 a reggel 8 és 10 kozott érkezé olyan emailek szama, amivel teendd lesz. Az
ilyen emailek folyamata az Osszes email Poisson-folyamatanak ritkitasa p = i—szeresére, igy
maga is Poisson-folyamat, negyedakkora rataval. Ezért Y g ~ Poi (%), vagyis P(Yjs 10 =
m_e%() k=0,1,2,...-re. Ebbcl

AR

P(Yisa0p >3) = 1—=[PYg19 =0)+PYs109 =1) +P(Ys10 = 2)] =
1\0 1\1 1\2
B (G LG LG
= l-es ( of T T | T

1 1 13
1 =1——¢ 20014 = 1.4%.
(+2+2) g ¢ %

NJ\»—-

= l1—c¢

c.) Tekintsiik kiilon a spamek folyamatéat és a nem spam emailek folyamatat. Mindketts az
Osszes email Poisson-folyamatanak ritkitasa, sdt: az egyik egy ritkitas soran megmaradé ese-
ményekbdl all, a masik pedig az ugyanezen ritkitas soran kidobott eseményekbdl. ElGadasrol
tudjuk, hogy ezek nem csak kiilon-kiilon Poisson folyamatok, hanem fiiggetlenek is.

Hogy kicsit kevesebb legyen a jelolés, mint az el6z6 két pontban, nem irok tébb indexet...
Legyen Z a reggel 8 és 10 kozott érkezé nem spam emailek szama, V' pedig a reggel 8 és 10
kozott érkezd spamek szama. A fentiek szerint Z ~ Poz( ) V ~ Poz( ) és fiiggetlenek,

vagyis
INEANNE AT
6 \ 2 24 \ 2

5.10 Egy internetes kiszolgdlohoz percenként atlagosan 10 kérés érkezik, Poisson folyamat szerint.
Minden kérés a tobbitsl fiiggetleniil %0 valoszintiséggel hibés.

P(Z>5V =0 = P(Z>5PV =0)=

3 1/3\?
— 1—7 1 — — —_
[ e <+2—|—2(2>+

0.011 = 1.1%.

Nl

Q
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a.) Mennyi a valoszintisége, hogy 10:00 és 10:02 kozott nem érkezik hibas kérés?

b.) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kozott pontosan 20 kérés érkezett (Gsszesen), mennyi a valoszi-
niisége, hogy ezek egyike sem hibés?

c.) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kozott legalabb 18 hibatlan kérés érkezett, mennyi a valoszinii-
sége, hogy hibas viszont egy sem?

Megoldas:

a.) Legyen X a 10:00 és 10:02 kozott érkez6 hibas kérések szama. A hibas kérések folyamata az
Osszes kérés Poisson-folyamatanak ritkitasa, igy maga is Poisson folyamat. Mivel két perc
- 0
alatt atlag két hibas kérés érkezik, EX = 2, vagyis X ~ Poi(2). Igy P(X = 0) = ¢ 2% =
e 2~ 0.135

b.) Mivel a 20 kérés mindegyike a tobbitdl fiiggetleniil % valoszintiséggel hibés,

1\ 20
P(egyik sem hibas) = (1 - 1—0) ~ 0.122

(Alternativ megoldds: azon feltétel mellett, hogy dsszesen 20 kérés érkezett, a hibds kérések
szdma binomidlis eloszldsi n = 20, p = 1L0 paraméterekkel, és

(o (ord) )~ () 68 ()

c.) A hibas és a hibatlan kérések szama egymastol fiiggetlen, ezért a feltételes valosziniség
megegyezik a feltétel nélkiili valoszintiséggel, amit az a.) pontban kiszamoltunk: e™2 ~ 0.135

6. Laplace-transzformacio

6.1 Legyen X ~ Exp(\). A definicio alapjan irjuk fel X Laplace transzformaltjat! Ennek derivala-
saval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

6.2 Az X valosziniiségi valtozo egyenletes eloszlasi az [a, b] intervallumon. Mi a Laplace-transzformaltja?

6.3 X,Y > 0 fiiggetlen valoszintiségi valtozok, Z = X +Y, X ~ Exp(l) és Z ~ T'(1,1). MiY
eloszlasa?

6.4 Moricka éjjelente hullocsillagokat néz, és oranként atlagosan 4-et 1at. Minden hullocsillag, a

tobbitdl fiiggetleniil, véletlen ideig latszik. Ez a véletlen id6 exponencidlis eloszlast, %s varhato

értékkel. Jeloljiik X-szel azt az id6t, ameddig Moricka 22:00 és 24:00 kozott hullocsillagot ldat
(masodpercben mérve).

a.) Szamoljuk ki X Laplace transzformaltjat! (Jelolje L.)
b.) Mennyi L'(0)?
¢.) Mennyi L"(0)?
d.)

Mennyi X szorésnégyzete?
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6.5

7.1

(A precizek kedvéért: Elvileg eldfordulhat, hogy egyszerre két hulldesillag is ldtszik, vagy hogy egy
hullocsillag felvillandsa csak részben esik 22:00 és 24:00 kizé (pl. mert 22:00 eldtt egy ezredmd-
sodperccel kezdddik). Ezektdl nagyvonalian tekintsink el.)

Pistike irod4jaban reggel 8-t6l kezdve oranként atlag 3-szor csorog a telefon, Poisson-folyamat
szerint. Pistike valamikor 8:00 és 9:00 kozott érkezik az irodaba, egyenletes eloszlast véletlen
id6pontban (ami fiiggetlen a telefonhivasoktol). Mi a valészintisége annak, hogy Pistike egyetlen
hivasrol sem marad le?

Folytonos idejti Markov lancok

Pistike az ablakbol az utca forgalmat nézi. Személyautok és teherautok mennek arra, mind-
ketté Poisson-folyamat szerint: személyautobol percenként atlagosan 3, teherautobol percenként
atlagosan 1. Pistike csak a teherautokat szereti. Jokedve 5-0s skalan valtozik (1 és 5 kozott):
ha teherautot lat, 1-gyel felfelé ugrik (hacsak nem maér elGtte is 5-0s volt), ha pedig személyau-
tot, akkor 1-gyel lefelé (hacsak nem mar elGtte is 1-es volt). Legyen X(t) Pistike jokedve a t
idépillanatban, ¢ > 0.

a.) Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov lanccal. Irjuk fel X (¢) generatorat.

b.) Hatarozzuk meg (X (¢),t > 0) stacionarius eloszlasat. (Szabad észrevenni, hogy X véges
allapottert sziiletési-halalozési folyamat.)

c.) Pistike a nézelddést teljes jokedvvel kezdte. Egy ora elteltével arra jar az apukaja. Kozelitéleg
mennyi annak a valoszintsége, hogy Pistikét teljes rosszkedvben (vagyis 1l-es allapotban)
talalja?

d.) Hosszu tavon az id6 hany szazalékédban lesz Pistikének 5-6s jokedve?

e.) Hosszu tavon mennyi lesz Pistike jokedvének idGatlaga?

Megoldas:

a.) Az id6t mérjiik percben. Az allapottér S = {1;2;3;4;5}. Ugrani csak szomszédos &llapotba
lehet, éspedig felfelée 1 rataval (mert a teherautok 1 rataval jonnek, lefelé pedig 3 rataval,
mert, a személyautok 3 rataval jonnek. Persze az 1-bdl csak felfelé, az 5-bdl csak lefelé lehet
ugrani. Igy a generator

-1 1 0 0 O
3 =4 1 0 O
A=10 3 -4 1 O
o 0 3 -4 1
o o0 0 3 -3

b.) A sziiletési-halalozasi folyamat stacionérius eloszlasa a szomszédos allapotoknak olyan relativ
silyt ad, ami reciproka az egymasba val6o dtugrasok ratai aranyanak. Vagyis m : mo = 3: 1,
moim3=3:1,m3:my=3:1, my:m5=3:1. Osszesitvem:7T2:7r3:7r4:7r5:81:27:9:
3 : 1. Az ardnysort lenormélva

7.[.:(81 27 9 3 1)'

121 121 121 121 121
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7.2

Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az ATnT = 0 egyenletrendszert (a transzponalas
nagyon fontos), vagyis azt, hogy

-1 3 0 0 010
1 -4 3 0 010
0o 1 -4 3 0]0
0O 0 1 -4 3]0
o o0 o0 1 -1/0

c.) Egy ora hosszu idg, ezért a kiindulési llapottol fiiggetleniil a stacionarius eloszlassal kozeli-
tink: P(XE;OI 1|X0:5) ~ T = % %69%

d.) Az ergodtétel értelmében az idGatlag w5 = E11 ~ 0.8%.

e.) A jokedv egy szam 1 és 5 kozott, egész pontosan t-kor a jokedv X;. Az ergodtétel értelmében
az idGatlag a staciondrius eloszlas szerinti varhato érték, vagyis

81 27 9 3 1 179
) . l:l-— 2._ 3._ 4._ 5-—:—%1.48‘
;Z : TR TR U TR U R D YRR T Y|
(Ha valaki mindenaron az allapottéren értelmezett valos értéki fiiggvényre akarja az ergod-
tételt alkalmazni, tekintse az f: S — R, f(i) = i fiiggvényt.)

A Falab FC focicsapatanak 4 csatara van Osszesen. A csatarok koziil esetleg néhany sériilt. A
csapat mindig 2 egészséges csatarral jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges, akkor az
Osszes egészséges csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor atlagosan 3 havonta sériil le. Egy
sériilés atlagosan 1 honapig tart. Ha egy csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jelolje az egészséges csatarok szaméat a t idépontban X;. Az id6t mérjiik honapokban.
a.) Modellezziik X;-t folytonos idejti Markov-lanccal! Irjuk fel a generatort. Legyiink észnél a
ratakkal!

Szémitsuk ki a stacionarius eloszlast.

<

Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil jatszani? Miért?

[oFaNe)

Atlagosan hany csatarral jatszanak? Miért?

]

Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik meg annak a valoszintiségét,
hogy a kovetkez$ 10 napban ez végig igy marad (a 10 napot tekinthetjiik 1/3 honapnak).

Megoldas: Az allapottér S = {0,1,2,3,4}. Ha 0 csatar egészséges, persze nincs sériilés. Ha

1 egészséges (vagyis X, = 1), akkor az az egy 3 rataval sériil meg, vagyis Ajp = 3. Ha 2
csatar egészséges, akkor mindkettd jatszik is, igy valamelyikik mar \o1 = 2 - % = % rataval sériil

meg. Ha 3 vagy 4 csatar egészséges, akkor is csak kettG jatszik, igy a sériilés ratdja ugyanennyi:
Azg = A3 = %

Ha minden csatar egészséges, akkor persze egy se tud meggyogyulni. A pontosan 1 sériilt (vagyis
X; = 3), akkor azaz egy 1 rataval épiil fel, vagyis A\34 = 1. Ha 2 sériilt, akkor mindketts
labadozik, igy valamelyikik méar M3 = 2 -1 = 2 rataval épiil fel. Ugyanigy, ha 3 sériilt, akkor
mindharom ldbadozik, ezért \;2 = 3, és ha mind a 4 sériilt, akkor mind a négy labadozik, igy
)\01 =4,

Mivel egy valoszintiséggel egyszerre csak egy csatar tud megsériilni vagy felépiilni (a folytonos
Markov modell szerint), az Osszes tobbi (nem szomszédos allapotok kozotti) ugrasi rata 0.
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7.3

a.) Igy az infinitezimalis generator

—4 4 0 0 0
1/3 —10/3 3 0 0

G=|0 23 -83 2 0
o 0 2/3 -5/3 1
0 0 0 2/3 -2/3

(A foatlon kiviilre az ugrasi ratékat irjuk, a f6atloba meg annyit, hogy minden sorésszeg nulla
legyen.)

b.) A= (m,...,m) stacionarius eloszlas kiszamitasdhoz vagy megoldjuk a GT7T = 0 homogén
linearis egyenletrendszert azzal a kiegészit6 feltétellel, hogy mo + - - - 4+ m4 = 1, vagy kihasz-
o i

naljuk, hogy X; sziiletési-halalozési folyamat, amib6l szomszédos 1,7 allapotokra = = .
J ]
Mindkettsbol az jon ki, hogy

1 12 54 162 243
T=c-(1 12 54 162 243) = (55 15 = 1= 25)

~ (0.002 0.025 0.114 0.343 0.515).

c.) A 0 allapotban eltoltott id6nek a teljes id6hoz mért aranya nem egyéb, mint f(X;) idSatlaga,
ahol f : S — R a 0 allapot indikatora: oszlopvektor forméajaban f = (10000)%. Mivel
a Markov lanc folytonos idejd, véges allapotterd és irreducibilis, az ergodtétel szerint ez az
idGatlag tart wf = my ~ 0.002, vagyis a Faldb FC hosszi tavon az idG kb. 2 ezrelékében
jatszik csatar nélkiil.

d.) A jatszo csatarok szamat az allapot fiiggvényében a g = (01222)7 fiiggvény adja meg.
Ennek idGatlaga hossza tavon - ismét az ergodtétel miatt mg = m +2 - (mg + 73 +m4) &~ 1.97.

e.) A 4 allapotbol valo elugras rataja %, igy annak valoszintisége, hogy t = % ideig nem torténik
ugras, pontosan annak valészintisége, hogy egy A = % paraméterii exponenciilis eloszlas

1 2

3 =e 9 ~ (.80.

wiN

t= %—nél nagyobb értéket vesz fel, vagyis 1 — FA:%(%)

Egy egyszerd jelfeldolgoz6 eszkéz az egyes beérkezd jeleket fiiggetlen, exponenciélis eloszlasu
véletlen idgk alatt dolgozza fel. A feldolgozasi id6 varhato értéke 1 masodperc (vagyis % perc).
Amig egy bejové jel feldolgozasa zajlik, addig az esetlegesen beérkez6 tjabb jeleket az eszkoz
figyelmen kiviil hagyja (vagyis nincs feldolgozasi sor). A beérkezs jelek Poisson folyamat szerint
érkeznek, percenként atlagosan 2. Az eszkoz igy kétféle allapotban lehet: ,szabad, passziv, jelre
var”, illetve foglalt, feldolgozéas folyamatban, nem figyel”.

Modellezziik az eszkoz allapotat folytonos ideji Markov lanccal. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

b.) Az eszkoz a miikodése els§ pillanataban szabad. Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy
tiz ora elteltével éppen foglalt lesz? Miért?

c.) Az eszkoz teljesitményfelvétele passziv dllapotban 1W, feldogozés soran viszont 10WW. Mennyi
az atlagos teljesitményfelvétel hosszu tavon? Miért?

Megoldas: Az allapotokat jeloljiik szamokkal: legyen S = {0,1} ahol 0 a passziv, 1 pedig az

aktiv allapot. Jeloljiik a rendszer allapotat ¢t id§ elteltével X;-vel. Mivel csak két allapot van,
ugrani persze 0-bol csak 1-be, 1-bél pedig csak 0-ba lehet.
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a.) Az 1-bgl 0-ba ugras rataja Ajp = 60, mert a feldolgozéssal eltoltott id varhato értéke /\ll =

Aim = %. A 0-bol 1-be ugras ratadja Ao = 2, mert ilyen rataji Poisson folyamat szerint
érkeznek a jelek. Ezek a \;j-k lesznek a G infinitezimalis generdtor f6atlon kiviili elemei. A

foatlot pedig ngy toltjiik ki, hogy minden sorésszeg 0 legyen. Igy

-2 2
G:(GO —60)'

b.) Mivel a Markov lanc véges allapottert, irreducibilis és folytonos idejii, a Markov lancok alap-
tétele szerint hosszi id6 elteltével az egyes allapotok valdszintiségei tartanak a (z egyetlen)
stacionarius eloszlas szerinti sulyokhoz. 10 o6ra azaz 600 perc pedig (ilyen ratak mellett)
hosszi idG. Ezért keressiik a m = (mg ;) stacionarius eloszlast a GTw7 = 0 linearis egyenlet-

rendszer megoldasaval:
-2 60 m) (0
2 —60)\m /) \0)’

avagy a lineéris algebraban szokasos tomor jeloléssel

-2 6010
2 —60(0)"

A két egyenlet egymasnak —1-szerese, igy elég mondjuk az els6t nézni: —2my + 60m; =
0, amib6l my = 30m;. Példaul m; = 1 valasztassal is megkapjuk az egyenletrendszer egy
lehetséges megoldasat: @ = (30 1). A keresett stacionarius eloszlas ennek olyan konstans-
szorosa, amiben az elemek Osszege 1:

™= (5 &)

A Markov lancok alaptétele szerint tehat P(Xgoo = 1) ~ m = 57 ~ 0.0323.

c.) A pillanatnyi teljesitményfelvétel a t idépontban f(X;), ahol az f : S — R megfigyelhets
mennyiség olyan, hogy f(0) =1 és f(1) = 10. Ezt célszert oszlopvektorként irni:

=)

Mivel a Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, az ergodtétel értelmében f(X;) idGat-
laga hosszt tavon (1 valoszintiséggel) tart az egyetlen 7 stacionarius eloszlas szerinti varhato
értékhez:

1" . 1 30 1 40
lim f/o f(Xt)dt:ZWif(l):Wf:(g_? 3_11)(1()):5.14_5.10:3—1@1,29,

7.4 Mérnok Mari 0jsziilott gyermeke az édesanyja megfigyelése szerint haromféle allapotban lehet:
1 - ,sit”; 2 — Jalszik”; 3 — eszik”. A gyermek idénként véletlenszertien ugrik at egyik allapotbol
a masikba, az el6zményektdl (a jelenre, mint feltételre nézve feltételesen) fiiggetleniil, vagyis 6
egy harom allapotu, folytonos idejii Markov lanc. Jelolje X (t) a gyerek allapotat ¢ idGben. A
bedgyazott diszkrét ideji Markov lanc () atmenet-valosziniiség matrixa a kévetkezo:

0 1 0
Q=108 0 02
0.8 02 0
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Az allapotsorrend 1,2,3 balrél-jobbra és feliilrGl-lefelé. Feltessziik, hogy az 1-es allapotban marad
Exp(8) ideig, a 2-es allapotban Exp(1l) ideig és a 3-asban Ezp(5) ideig. (Mari az id6t 6raban
méri.)

Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

a.)

b.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlésait.

¢.) Az id6 hany szazalékaban van az 1-es, 2-es, 3-as allapotokban? Miért?
d.)

Ha a gyerek az 1-es allapotban van, Marinak 6ranként 100 hajszala hullik ki. Hasonléan a
2-es allapotban 5, a 3-as allapotban 20 hajszalat veszit 6ranként. Koriilbeliil hany hajszéla
hullik ki Mérndk Marinak, mire a gyermek eléri a négyhetes kort? Miért?

Megoldas:

a.) Az egyes allapotokban a tartozkodasi id6k a feladat szévege szerint exponencialisak, ahogy
annak egy folytonos idejii Markov lancban lenni kell. Ezek paraméterei (ratéi) éppen a
tartozkodasi id6 paraméter vektort adjak: A = (A, A2, A3) = (8,1,5). Ezek a ratak keriilnek
negativ elGjellel a G infiniteziméalis generdtor f6atlojaba. A f6atlon kiviili elemekre G;; =
Aij = AiQqj. Ezeket mind beirva

-8 8 0
G=108 —1 0.2
4 1 =5
b.) Meg kell oldani a GT#T = 0 linearis egyenletrendszert. A linearis algebraban szok4sos matrix-
jeloléssel
-8 0.8 410 -8 08 410
8 —1 1]0|*™R"*™ 0 —02 5|0~
0 02 =50 0 02 =50

Az utolso6 egyenlet elhagyhat6, mert azonos a mésodikkal. Az els6hoz hozzdadjuk a masodikat
4-szer, majd mindkét sort leosztjuk a fGatlobeli elem abszolut értékével:

-8 0 24|10 -1 0 3|0

0 —-02 510 0 —1 25/0/°
Vagyis m; = 3wy és mo = 2573, amibdl az egyenletrendszer egy lehetséges megoldasa ™ =
(3,25,1). Ezt lenormélva (hogy az elemek Gsszege 1 legyen)

3 25 1
===, —=].
29729 29
c.) Legyen S = {1,2,3} az allapottér. Az, hogy az 1-es allapotban eltoltott id6 az Gsszes idének

hanyad része, az f : S — R,
1

megfigyelheté mennyiség idGatlaga. Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotter,
az ergodtétel szerint az idGatlag hosszu tavon (1 valoszintiséggel) megegyezik a stacionarius
eloszlas szerinti atlaggal, vagyis 7 - f = 1 = 23—9. Hasonléan hosszi tavon a 2-es allapotban
az id6 my = 3—37 a 3-asban pedig my = % hanyadat tolti.
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7.5

d.) Ezuattal el@szor a g : S — R,

100
g=1 5
20
fiiggvény idGatlagat keressiik. Megint csak az ergodtétel értelmében az idGatlag hosszi tavon
egy valoszintiséggel - g = 100m; +5my + 2073 = 42 (hajszal /ora). Négy hét az 4-7-24 = 672
ora, vagyis Mari ezalatt koriilbeliil 672 - 42%5 ~ 10312 hajszalat veszit.

Egy kisbolt parkol6jaban 3 auténak van hely. A parkolohoz Poisson folyamat szerint érkeznek
az autos vevek, atlagosan 5 percenként. Ha a parkolo tele van, akkor tovabbmennek, ha pedig
van hely, akkor leparkolnak és bemennek a boltba, ahol exponencialis eloszlast véletlen id6t
toltenek el, 5 perc varhato értékkel, egyméstol fiiggetleniil. Vasarlas utan azonnal autoba iilnek
és elhajtanak. Kezdetben a parkolo iires. Jelolje X, (t > 0) a parkoloban 1év$ autok szamét ¢
perc elteltével.

a.) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov lanccal. Adjuk meg az allapotteret és az infinite-
zimalis generéatort. (Vigyazat: érdemes észnél lenni. Két bent 1év6 vevl egyike konnyebben
elmegy, mint egy vevs énmaga.)

on

Szamoljuk ki X; stacionarius eloszlasat.

Hosszt id6 elteltével kozelitGleg mennyi a valészintisége, hogy a parkoldt iiresen talaljuk?

[P e

Hosszt id6 atlagaban hany auto all a parkoloban?

€.

)
)
)
) A potencialis autos vevik hany %-at vesziti el a bolt amiatt, hogy kicsi a parkoloja?
Megoldas:

X; véges allapottertd sziiletési-halalozasi folyamat. Az id6t percben meérjiik, igy a felfelé ugras

rataja (aut6 jon) mindig i, hacsak nem tele van a parkolo, a lefele ugras rataja (auto megy)
pedig az ¢ allapotbol i - %, 1=0,1,2,3.

a.) Az allapottér S = {0; 1;2; 3}, a generator

~1/5 1/5 0 0
1/5 —2/5 1/5 0
0 2/5 -3/5 1/5
0 0 3/5 -3/5

G:

b.) A sziiletési-halalozasi folyamat stacionérius eloszlasa a szomszédos allapotoknak olyan relativ
silyt ad, ami reciproka az egymasba vald atugrasok ratai aranyanak. Vagyis mp:m =1: 1,
m oMy =2:1, m:m3=3:1,. Osszesitve mg : 7 : g 3 =6:6:3: 1. Az arénysort
lenormélva

= 1 i 1)

Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az G'n? = 0 egyenletrendszert (a transzponalas
nagyon fontos), vagyis azt, hogy (az atlathatosag kedvéért 5-tel végigszorozva)

-1 1 0 010
1 =2 2 010
0 1 -3 3|0
0 0 1 310



c.)

d.)

e.)

Hosszt id§ elteltével a kiinduldsi allapottol fiiggetleniil a stacionarius eloszlassal kozelitiink:

b =
Az ergodtétel értelmében az idGatlag a stacionarius eloszlas szerinti varhato érték, vagyis

6 6 3 1 15
o =0-—+1-—+2.—4+3-— =— ~0.94.
ZEZS“T 66T 16 16

(Ha valaki mindenaron az allapottéren értelmezett valos értéki fiiggvényre akarja az ergod-
tételt alkalmazni, tekintse az f : S — R, f(i) =i fiiggvényt.)

A parkol6 az id6 w3 = %—éban van tele, tehat az autésoknak pontosan azt az %—at azaz
6.25%-at veszitjik el, aki ezalatt jon. Masképpen szamolva: percenként atlagosan é autos
jon arra, de a Markov lanc felfelé ugrasainak szama (vagyis a ténylegesen leparkolé autok
széma) idGatlagban csak moAgy + M Ajg + Tz = (o + T + o) - L =12 %, vagyis az arra

5 16
jaro autok 11—6—0da nem parkol le.

7.6 Egy béka fel-le ugrél egy 4-foku lépcsén, ahol a legalsé szint a 0, a legfelsd pedig az 4, igy a béka
5 kiilonb6z6 helyen (vagyis szinten) lehet. A béka exponencialis eloszlasu véletlen ideig var 10
masodperc varhato értékkel, majd feldob egy dobokockat. Ha az eredmény 5 vagy 6, akkor ugrik
egyet felfelé, kivéve, ha méar legfeliil van (mert akkor nem ugrik sehova). Ha a dobas eredménye
1, 2, 3 vagy 4, akkor lefelé ugrik egyet, kivéve, ha mar legalul van (mert akkor nem ugrik sehova).
Ez utdn a béka ugyanezt ismételgeti, az el6zményektsl fliiggetleniil. Kezdetben a béka az 1-es
szinten van. Legyen Y (t) a béka helye t id6 elteltével. Az id6t mérjiik percben.

h.)

Irjuk fel az Y (t) Markov lanc allapotterét, tartozkodasi idé paraméter vektorit és kezdeti
eloszlas vektorat! (Vigydzat: a szélsé dllapotokban sem lehet helyben ugrani, csak tovdbb
vdrni!)

Irjuk fel a beépitett diszkrét ideji Markov lanc dtmenetmatrixat!

[rjuk fel az Y (t) Markov lanc rata-métrixat és infinitezimélis generatorat!

Rajzoljuk le a Markov lanc graf-reprezentaci6jat!

Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy a béka 1 masodperc elteltével a 2-es szinten lesz?

Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlésait! Szabad kihasznélni, hogy Y (¢) sziiletési-
halalozasi folyamat.

Kozelitsleg mennyi a valoszintsége, hogy 20 perc elteltével a béka legfeliil lesz? Miért?

Mennyi lesz a béka helyének id6atlaga hosszi tavon? Miért?

Megoldas:

a.)

Az allapottér S = {0,1,2,3,4}. A kozbiilss allapotokbol (1, 2, 3) az elugréis rataja 6, mivel
a varhato tartozkodasi idg % perc. Legalul, a 0 allapotban viszont csak ennek %—a, mert nem
elég, hogy csérég az ora, hanem még 5-Ost vagy 6-ost is kell dobni, aminek a valdszintisége
1 - , . , L, e, 2 . L, L, e e 1.
3- Ugyanigy legfeliil, a 4 dllapotban az elugrasi rata 6 - § = 4. Vagyis a tartozkodési id6
paraméter vektor

A=(2 6 6 6 4).
A kezdeti eloszlas vektor w(0) = (01000).

jen}
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b.) 0-bol csak 1-be lehet ugrani, 4-b6l csak 3-ba. A tébbi allapotbol % valoszintiséggel ugrunk

fel és % valoszintiséggel le. Igy a beépitett diszkrét idejii Markov lanc atmenetmatrixa
01000
2 1
035 00
Q=10 20 5 0
2
00 35 0 %
00010

c.) A A rata-matrix f64tlojaban nincs semmi, a tobbi eleme A;; = A;Q;;. A G infinitezimalis
generdtor ugyanez, csak a f6atloja agy van kitoltve, hogy minden sorosszeg 0 legyen, vagyis

Gij:{“’ ha i # j

~\i hai=j
Esetiinkben
x 2 00 0 -2 2 0 0 0
4 % 2 0 0 4 -6 2 0 0
A=1|04 x 2 0] G=]10 4 -6 2 0
B 00 4 % 2 0 0 4 -6 2
000 4 x O 0 0 4 -4

Hat persze: a lefelé ugras rataja mindig 4, mert egy oracsorgés és egy 1 és 4 kozotti dobas
kell hozza (kivéve legalul); a felfelé ugras ratéja pedig mindig 2, mert egy oracsorgés és egy
5-0s vagy 6-os dobas kell hozza (kivéve legfeliil).
d.) A graf-reprezentacio:
2 2 2 2

4 4 4 4

e.) t = g rovid id6, ezért a t idejli atmenetmétrix P(t) ~ P(0) + tP'(0) = I + tG. Ezen beliil

Pm(t) ~ O+t)\12 = % = 3—10 Vagyls

1 1
P(X[—=)]=2/X0)=1)~—.
f.) Folytonos idejd sziiletési-halalozasi folyamatban minden i-re m\; ;41 = mip1Aiy1,. Ebbol

esetiinkben 70 = 7L = 72 = 7 = 2 Ebb6l my = 1 vélasztassal T = (16;8;4;2;1). Ezt
lenorméalva kapjuk az (egyetlen) stacionérius eloszlast:

7T:7T(

Y)_(E 8 4 2 L)
— 31 31 31 31 31/°

g.) t = 20 hosszi id6. A Markov lanc véges allapottert, irreducibilis és folytonos ideji. Ezért a
Markov lancok alaptétele szerint

P(X(t) =4 X(0) = 1) ~my = —.
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h.)

A béka helye az f : S — R fiiggvény, ahol f(i) = i, vagyis vektor-forméban f =

W~ O
g

4
Markov lanc véges allapotteri és irreducibilis, ezért az ergodtétel szerint f(X,,) idGatlaga
hosszi tavon 1 valosziniiséggel

N—-1
lim — 3" F(X) =Bl f =3 mf(i) =7/
n=0

N—oo N oy
K3

_16-0+8-1+4-2+2-3+1~4_26N084
N 31 RIS

7.7 Egy lépcs6hazban 3 villanykorte van, és folyamatosan égnek — ha csak nincsenek éppen kiégve.
Az egyes villanykorték élettartama fiiggetlen és exponenciélis eloszlasi, 1 év varhato értékkel. A
lépcesGhazban évente atlag kétszer megjelenik a gondnok (Poisson folyamat szerint), és az Gsszes
kiégett kortét ujra cseréli. Jeloljik X (¢)-vel a t id§ elteltével miikods korték szamat. Az id6t
mérjiik években.

a.)

b.)
c.)

d.)

e.)

Adjuk meg az X (t) Markov lanc allapotterét és az atmenetratakat (rata-matrixot). (Vigyd-
zat: ha éppen 2 korte mikodik, milyen rdtdval ég ki kozilik valamelyik?)

Irjuk fel az infinitezimalis generatort!

Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliil mennyi a valészintisége, hogy holnap
délben mind mikodni fog?

Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliill mennyi a valoszintisége, hogy pont 20
évvel kés6bb mind mikodni fog?

A 1épcs6hazban akkor van zavaréan sotét, ha legfeljebb 1 korte vilagit. Hossza tavon az id§
hany szézalékdban van zavaroan sotét?

Megoldas:

a.)

Az allapottér S = {0,1,2,3}. Ha egy korte ég, annak kiégési rataja a varhato élettartam
reciproka, esetiinkben 1/1 = 1, vagyis az 1 allapotbol a 0 allapotba Ajp = 1 rataval ugrik
a rendszer. Ha 2 korte ég, akkor mar 1 + 1 = 2 rataval fog kiégni valamelyik, igy Aoy = 2.
Ugyanigy A3» = 3. A gondnok latogatasainak rataja 2, igy a 0, 1 és 2 allapotbdl is A\g3 =
A13 = Agg = 2 rataval ugrik a rendszer 3-ba. (Ha a rendszer éppen a 3 allapotban van és jon
a gondnok, akkor nem torténik semmi.) Mas dtmenet nem lehetséges, igy a rata-matrix

é:

S O = %
SN *x O
w *x O O
* DN DN DN

(Ennek a f6atlojaban nincs semmi, mert helyben ugrés nincs.)

Az infinitezimdlis generatort dgy kapjuk, hogy a A f6atlojat kitoltjiik agy, hogy minden
sorosszeg nulla legyen:
-2 0 0 2
1 -3 0 2
G = 0o 2 —4 2
o 0 3 -3



c.)

Legyen tegnap délben a t = 0 idépont. Igy a kérdés
P(X(At) = 3| X(0) =2) = Pog(At) =7

ahol A(t) = %, mert az id6t években meérjiik, és P(t) a t idejli atmenetmartix. Mivel At
kicsi (a rendszerbeli tipikus varakozasi id6khoz képest), P(At) = P(0)+ AtP'(0) = I + AtG,
ahol I az egységmatrix. Vagyis
Po3(At) ~ Iz + 2 Gz =0+ 2 2= 1 ~ 0.01 = 1%
AT TR P T T 365 © 365
(Més szoval: Két nap alatt a 2 — 3 atmenet valoszintisége els¢ kozelitésben megegyezik
annak valoszintségével, hogy a két nap alatt jon a gondnok, mert méar ennek is elég kicsi a
valészintisége — annak meg, hogy tobb esemény is torténik, még sokkal kisebb. A gondnok

latogatasanak valoszintisége pedig rovid id6 alatt rata - id6.

A kérdés most is
P(X(t) =3[ X(0) = 2) = Py(t) =7

de ezuttal ¢t = 20 hosszu id6. A Markov lanc véges allapottert és irreducibilis (valamint foly-
tonos idej, igy periodikus nem lehet), ezért a Markov lancok alaptétele szerint a P(X (t) = 3)
valosziniiséget a stacionéarius eloszlas szerinti w3 valoszintiséggel kozelithetjiik (a kiindulo al-
lapottol fiiggetleniil), ahol 7 az egyetlen stacionarius eloszlds. Ennek kereséséhez a GTnl = 0
linearis egyenletrendszert kell megoldani:

2 1 0 o0lo0 2 1 0 00 2 1 0 0]0
0 -3 2 010 0 -3 2 010 0 -3 2 010
0 0 —4 310 T lo o —4 3ol o 0o -4 3|0
2 2 2 =30 0 3 2 =30 0 0 4 =30
2 1 0 0|0 -1 1/2 0 0|0

~ [0 =3 2 oo]~[0 -1 2/3 010

0 0 —4 3|0 0 0 -1 3/4[0

Ezt kiolvasva my = %7?1, ™= %7@, Ty = %7?4, vagyis pl. m3 = 4 valasztassal kapjuk, hogy egy

megoldas a 7 = (1,2, 3,4) vektor, és persze megoldés ennek minden szamszorosa is. Minket
az egyetlen normalt megoldés érdekel (amire ), o7 = 1), vagyis

L 1 2 3 4
ﬂ-zl_oﬂz(ﬁ 10 10 E)
Igy a kérdésre a vélasz
3

e.) Legyen f : S — R a ,zavar6an sotét van” esemény indikatora, vagyis f(0) = f(1) = 1,

f(2) = f(3) = 0. Vektor-jeloléssel

~
I
S O = =
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gy at € [0, 7] id6tartam alatt a 0 és 1 allapotok valamelyikében eltltott id6 fOT F(X(¢))dt,
a kérdés pedig, hogy az id6 hany szazalékat tolti a rendszer a 0 és 1 4llapotok valamelyikében,
az f(X(t)) idsatlaga:
_ 1 [T
= 1 _— :?
) = Jim 7 [ x ) ae =

A Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, ezért az ergodtétel szerint egy valoszintiséggel

fX)=E.f =) mf(i)=nf,

€S

ahol 7 az egyetlen stacionarius eloszlas. Esetiinkben

X == % 1w 1)

O O ==
—_
)

7.8 Egy fagyis bacsi el6tt gyerekek allnak sorba. O minden sorra keriils gyereket exponencialis
eloszlast véletlen id6 alatt szolgal ki, fél perc varhaté értékkel, az el§zményektdl és a sorban
allok szamatol fiiggetleniil. A gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan
1, a multtol és a sor hosszatol fiiggetleniil. Kivétel, ha a sorban méar 3 gyerek all, mert akkor
tobb nem allhat be (az apukéja elvonszolja). Jelolje X (¢) a sorban allok szamat ¢ id§ elteltével.
Az id6t mérjiik percben. Modellezziik a sor hosszat folytonos idejii Markov lanccal.

a.)
b.)

e o

=o0R — D

—e

J)

Mi a Markov lanc allapottere?

Rajzoljuk fel a Markov lanc graf-reprezentaciojat — vagyis a lehetséges atmenetek iranyitott
grafjat az egyes atmenetek rataival.

Irjuk fel a Markov lanc rata-matrixat.

Irjuk fel a Markov lanc tartézkodasi id6 paraméter vektorat.

Ha a sor hossza éppen 2, varhatéan mennyi id6 milva fog megvaltozni?

Ha a sor hossza éppen 2, mennyi a valoszintisége, hogy a kévetkezo6 allapot a 3 lesz?
Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat.

Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

Ha a sor ¢t = 0-kor iires, kozelit6leg mennyi a valosziniisége, hogy 2 ora elteltével 3 lesz a
hossza?

Az id6 hany szazalékat tolti a fagyis bacsi tétleniil (mert iires a sor) hossza tavon?

Megoldas:

a.)
b.)

A sorban allok szama 0,1,2 vagy 3 lehet, igy az allapottér S = {0, 1,2, 3}.

Egyszerre csak egy gyerek mehet el, és csak egy érkezhet, igy ugrani minden allapotbdl csak
szomszédos allapotokba lehet. A felfelé ugréas rataja mindig a gyerekek érkezési folyamatanak
rataja, vagyis 1 (mert percenként atlag 1 gyerek érkezik). A lefelé ugras rataja pedig a
kiszolgalas rataja, vagyis 2, mert a bacsi percenként atlag 2 gyereket szolgal ki. FONTOS,

hogy a rdta, ami 2, nem egyenld a kiszolgdldsi 1dd vdarhato értékével, ami %, hanem annak a
reciproka. Igy a graf-reprezentéciod
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c.)

d.)

2 2 2
Ez alapjan a rata-méatrix
*x 1 0 0
2 x 10
A= 0 2 * 1
0 0 2 x

A tartozkodési id6 paraméter vektor a rata-matrix sordsszegeibdl all, vagy mas szoval az
egyes allapotokbol valo elugréis rataibol:

A=(1 3 3 2).

A 2 allapotbol valo elugras ratadja Ao = 3 vagyis a tartozkodasi id6 varhatéd értéke /\% = %

Az egyes irdnyokba valo ugrasok valészintiségeit a beépitett diszkrét idejii Markov lanc at-
menetmatrixa adja meg: Q;; = ’f\—f hai # j, és Q;; = 0, ha i = j. Most a kérdés csak a 2-bdl
3-ba ugras val.ségére vonatkozott, vagyis a valasz Qo3 = A/\—Q; = % De ha mar itt tartunk,
felirom az egész matrixot:

0100

2 1

=0 £ 0

Q=12 2 2 1
035 0 3
0010

Az infinitezimalis generatort Ggy kapjuk a rata-matrixbol, hogy a f6atléba beirjuk a tartoz-
kodasi id6 paraméter vektor eleminek ellentettjét (vagyis annyit, hogy a sordsszegek nullak
legyenek):

-1 1 0 O
2 =3 1 0
G= 0 2 -3 1
0o 0 2 =2

Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotteri, pontosan egy 7 stacionarius eloszlas
(sorvektor) van, éspedig a GT 77 = 0 linearis egyenletrendszer egyetlen olyan megoldasa, ahol
a sorosszeg 1. Jelen esetben az egyenletrendszer a szokisos matrix-reprezenticioval

-1 2 0 010
1 -3 2 0|0
0O 1 =3 2|0}|"
0 0 1 -=2|0

aminek a normalt megoldasa
_ (8 4 2 1
= (E 5 15 1_5) :
(Az egyenletrendszer megoldasanak és a megoldas lenormélasanak menetét illetGen lasd az
el6z6 feladat megoldasat, vagy barmelyik linearis algebra konyvet.)
A Markov lanc folytonos idejt, irreducibilis és véges allapottert, t = 120 perc pedig hosszi
id6, ezért a Markov lancok alaptétele értelmében a kezdeti eloszlastol fiiggetleniil

1

P(X(120) = 3) = = —.
(X(120) = 3) = 7y = —
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j.) Legyen

o O =

0

fiiggvény az allapotéren. Ez éppen a 0 allapot indikatora, igy f(X(¢)) id6atlaga éppen azt
mondja meg, hogy a sor az id6 mekkora hanyadaban {ires. A Markov lanc irreducibilis és
véges allapotterd, ezért az ergodtétel értelmében az f(X(t)) fiiggvény (id6)atlaga hosszi
tavon 1 valdszintiséggel a stacionérius eloszlas szerinti varhato értékhez tart:

lim l/o FXA) At =Eof =Y mf(i)=nf =

Tooo T ieS
1
S (L4 2Ly 01_38
15 15 15 15 0 15
0

7.9 Egy fagyishoz a gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként &tlagosan ketten, és
beallnak a sorba. A fagyis bacsi minden gyereket fliggetlen, exponencidlis eloszlast id§ alatt
szolgal ki, 1 perc varhato értékkel. Ha a sorban nem &ll senki, a fagyis bacsi unatkozik. Hosszu
tavon az id6 hany szazalékaban fog unatkozni, ha

a.) A sor hossza legfeljebb 5 lehet, mert ha mér 5-en allnak sorban, akkor a tovabbi érkezd
gyerekeket az apukajuk elrdngatja.

b.) A sor hossza akdrmennyi lehet, de ha legalabb 5, akkor csak a gyerekek legelszantabb %—a all
be. (Minden gyerek, a tobbitdl fiiggetlentil, % valosziniiséggel legelszantabb.)

(Segitség: Legyen X (t) a sor hossza t perc elteltével. Szabad kihaszndlni, hogy X (t) sziletési-
haldlozdsi folyamat.)

Megoldas:

a.) Legyen a segitség szerint X (t) a sor hossza t perc elteltével. Ennek allapottere S = {0,1,2,3,4,5}.
Ugrani csak szomszédos allapotokba lehet, vagyis X (¢) sziiletési-halalozasi folyamat. A felfelé
ugras, vagyis a gyerekek érkezésének rataja mindig 2, vagyis Mgy = Ao = Aoz = Agq = A\y5 = 2.

A lefelé ugras, vagyis a kiszolgalas ratdja mindig 1, vagyis Ajg = Aoy = Ag2 = A\yz3 = A5y = 1.
A t6bbi \;; = 0. A graf-reprezentaci6

2 2 2 2 2
02122232425
o1 111
A sziiletési-halalozasi folyamat stacionarius eloszlasa mindig olyan, hogy minden i-re (amire

ez értelmes) m\; i1 = Miy1Niy14. Esetiinkben ¢ = 0,1,2,3,4-re 2m; = 1lmyy, vagyis az
egyetlen stacionarius eloszlas

W:const(l 2 4 8 16 32) = (6—13 % % % % %)
A fagyis béacsi akkor unatkozik, ha X(t) = 0, vagyis az f : S — R, f = (1,0,0,0,0,0)T
(oszlopvektor) idGatlagat keressiik. Ez az ergodtétel szerint

S 1
JX) =nf=m= =~ 0016 =16%
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b.)

Az allapottér ezattal S = {0,1,2,3,4,5,...} végtelen, de X (¢) tovabbra is sziiletési-halalozasi
folyamat. A lefelé ugras rataja tovabbra is mindig 1, vagyis A\jy1;, = 1 (¢ =0,1,2,...). A
felfelé ugras rataja viszont csak akkor 2, ha legfeljebb 4 gyerek all a sorban, vagyis \g; =
)\12 = )\23 = )\34 = )\45 = 2, Ha ¢ Z 57 akkor /\i,i—i-l = %7 mert csak minden harmadik érkezd
gyerek all be a sorba. A graf-reprezentacit ezuttal

2 2 2 2 2
l=l1l22232425026=27=28---
1 1 1 1 1 1 1 1

gy a TiNiit1 = Tir1Ait1,; szabaly minden ¢ = 0,1,2,...-re érvényes. 7 = 0,...,4-re azt
mondja, hogy 7,11 = 2m;, viszont ¢ > 5-re azt, hogy m; 1 = %m. Vagyis az egyetlen staciona-
rius eloszléas, ha létezik,

m=c(l 2 48 16 32 & & = 2 )

Esetiinkben létezik, mert a vektorban szerepld szamok Osszege véges:

1 64 128 2i
= = 1424448416432+ —+—+-+ o F =
c 3 9 3i
2 2\ ? 32
= 31+432(1+=+(2) +... | =31+ > =127 < 0.
3 3 1-2

Az ergodtétel Allitasa ebben az esetben is érvényes az f = (1,0,0,0,0,0,...)7 fiiggvényre,
vagyis a fagyis bacsi az id6

__ 1
f(X):ﬂ'f:ﬂg:E%O.S%

-aban unatkozik.

7.10 Egy halozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodpercenként at-
lagosan ketts, és beallnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egyméstol és a beérkezésektdl

is fiiggetlen, exponencidlis eloszlasi véletlen ideig tart, aminek varhato értéke

1

7 masodperc. A

sorban legfeljebb 5 feladat lehet (azzal egyiitt, amelyik éppen kiszolgalas alatt all), ami ezen feliil
esetleg érkezik, az elvész. Jelolje X, a t id6ben a sorban &ll6 feladatok szamét.

a.)

b.)

d.)

e.)
f.)

Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov lanccal! Adjuk meg az allapotteret, és
rajzoljuk fel a graf-reprezentéciot (az egyes atmenetek rataival).

Adjuk meg a rata-maéatrixot, a tartozkodasi id6 paraméter vektort és a bedgyazott diszkrét
idejii Markov lanc atmenetmaétrixat.

frjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

Kezdetben a sor iires. Kozelit6leg mekkora valoszintiséggel lesz a sorban 120 masodperc
elteltével pontosan 2 feladat?

Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hossz tavon?

A beérkezs feladatok mekkora hanyada vész el hosszi tavon?

Megoldas:
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a.)

Az allapottér S = {0;1;2;3:4;5}. Atmenet csak a kozvetlen szomszédok kozott lehet, A
felfelé ugras ratdja mindig éppen a beérkezd feladatok folyamatanak ratdja, vagyis 2. A

;;;;;;

reciproka, esetiinkben 4. Kivétel a 0 allapot, ahonnan nincs lefelé ugras, és az 5 allapot,
ahonnan nincs felfelé ugras. A graf-reprezentacio:

4 4 4 4 4
05152535455
2 2 2 2 2

A rata-matrix

1>~

I
oo ook ¥
O OOk % D
OOk ¥ DO
O ¥ DO O
N V==l
* OO O OO

a tartozkodasi id6 paraméter vektor
A=(26 6 6 6 4),
a beagyazott diszkrét idejii Markov lanc atmenetmatrixa

0 2/2 0 0 0
46 0 2/6 0 0
0 4/6 0 2/6 0
0 0 4/6 0 2/6
0 0 0 4/6 0 2/6
0 0 0 0 4/4

Q=

OO O O O

Az infinitezimalis generator

-2 2 0 0 0 0
4 -6 2 0 0 O
0O 4 -6 2 0 0
G= 0o 0 4 -6 2 0
o 0 0 4 -6 2
o 0 0 0 4 -4

Mivel a Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, a Markov lancok alaptétele szerint
hosszi id§ elteltével a tartozkodasi valoszintiségek az egyetlen stacionarius eloszlassal koze-
lithet6k. Ezért kiszamoljuk a stacionarius eloszlast, vagyis megoldjuk a GTnl = 0 homogén
linedris egyenletrendszert, ahol a 7 sorvektor a stacionarius eloszlas (a transzponaltja pedig
oszlopvektor). Pontosabban: ennek a lineéris egyenletrendszernek a végtelen sok megoldasa
koziil azt az egyet keressiik, amelyik valoszintiségeloszlas (vagyis az elemek Gsszege 1). Az
egyenletrendszer:

-2 4 0 0 0 010
2 -6 4 0 0 01/0
0O 2 -6 4 0 01(0
o 0 2 -6 4 0]0}["
o o0 0 2 -6 4]0
o o0 0 0 2 410




7.11

ennek normalt megoldasa pedig

T=(2 1 8 4 2 1)
— \63 63 63 63 63 63/ °

Tehat 8
]P)(Xlgo = Q‘Xg = O) X Ty = @ ~ 0.127

Legyen az f : S — R fiiggvény annak az indikatora, hogy a rendszer a 0 allapotban, vagyis
iresjaratban van. Oszlopvektor formé&jaban irva

'
I
S OO OO

Mivel a Markov lanc véges allapotteri és irreducibilis, az ergodtétel értelmében f idGatlaga
majdnem biztosan konvergél az egyetlen stacionérius eloszlas szerinti varhaté értékhez, vagyis
YiesTifi=mf = %—hoz. Tehat a rendszer hossza tavon az idé %—%’Lt tolti iiresjaratban.

Azt kell kitaldlnunk, hogy a beérkezé feladatok hanyad része érkezik pont olyankor, amikor
a rendszer az 5 allapotban van. Mivel a feladatok érkezési rataja fiiggetlen a rendszer &l-
lapotatol, ez pontosan annyi lesz, amekkora hanyadat az idének a rendszer az 5 allapotban
tolti. Ez pedig az eléz6 ponthoz hasonléan 75 = 6—13, vagyis hosszi tavon a beérkezd feladatok
%—ada vész el.

Egy halozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodpercenként at-
lagosan ketts, és beallnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egyméastol és a beérkezésektdl

1

is fliggetlen, exponenciélis eloszlasu véletlen ideig tart, aminek varhato értéke 7 mésodperc. A

4

sorban akarhany feladat lehet. Jelolje X; a t id6ben a sorban 4ll6 feladatok szamét.

a.)

b.)

d)

e.)

Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov lanccal! Adjuk meg az allapotteret, és
rajzoljuk fel a graf-reprezentéciot (az egyes atmenetek rataival).

Adjuk meg a rata-maéatrixot, a tartézkodasi id§ paraméter vektort és a bedgyazott diszkrét
ideji Markov lanc atmenetmaéatrixéat.

Irjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

Kezdetben a sor iires. Kozelit6leg mekkora valoszintséggel lesz a sorban 120 méasodperc
elteltével pontosan 2 feladat?

Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hossza tavon?

Megoldas:

a.)

Az allapottér S = {0,1,2,...} = N. Atmenet csak a kozvetlen szomszédok kozott lehet, A
felfelé ugras ratdja mindig éppen a beérkezd feladatok folyamatanak rataja, vagyis 2. A lefelé
ugras rataja az exponencialis kiszolgélasi id6 paramétere, vagyis varhato értékének reciproka,
esetiinkben 4. Kivétel a 0 allapot, ahonnan nincs lefelé ugras. A graf-reprezentécio:

4 4 4 4 4
05185253545 -
2 2 2 2 2
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b.) A rata-matrix

a tartozkodasi id6 paraméter vektor

[1>~
I

O OO O

S OO = x N
S O = % DO

O = % DN OO

=% N O O O

* N OO OO

A=(26 6 6 6

),

a beagyazott diszkrét ideji Markov lanc atmenetmatrixa

0 22 0 0 0 0
4/6 0 2/6 0 0 O
0 4/6 0 2/6 0 0
O=|0 0 46 0 2/6 0
0 0 0 4/6 0 2/6
0 0 0 0 4/4 0
c.) Az infinitezimalis generator
-2 2 0 0 0 0
4 -6 2 0 0 O
0O 4 -6 2 0 O
=10 0o 4 -6 2 o
o 0 0 4 -6 2
0o 0 0 0 4 -4

d.) A 7 stacionarius eloszlas végtelen sorvektor, a sziiletési-halalozasi folyamat sajatossaga miatt

eleget kell tennie a 2w, = 4mq egyenletnek minden £k = 0,1,2...-re. Ebbdl kiolvashato,
hogy ha van staciondrius eloszlds, akkor az csak olyan lehet, hogy minden k£ € N-re

o

A kuleskérdés, ami megkiilonbozteti a végtelen allapottér esetét a végestdl, az, hogy vajon
van-e olyan 1-re feldsszeqzddd nemnegativ szamsorozat, ami ennek eleget tesz, vagyis g
megvalaszthato-e gy, hogy

Tk

e} o

Sr-Y g emy

keS k=0 k=0

1
o =1

legyen. Szerencsére esetiinkbena >~ 2% sor véges, konkrétan = 2, vagyis my = % valasztassal
az (b) egyenlet tényleg stacionarius eloszlast ad. Azt kaptuk tehét, hogy

— (1 1 1 1 1 )
7T_<2 1 B :



(Vagyis m = PessGeom (%) pesszimista geometriai eloszlas.) A végtelen allapottert sziiletési-
haldlozasi folyamatok stabilitasarol szolo tétel szerint ez tényleg az egyetlen stacionarius
eloszlas, a t id6beli eloszlasok ehhez konvergalnak. Tehat

1
]P)(Xlg() = 2|X0 = O) ~ Ty = g =0.125

e.) Legyen az f : S — R fliggvény annak az indikatora, hogy a rendszer a 0 allapotban, vagyis
iiresjaratban van. Oszlopvektor formajaban irva

S
I
S OO O O

A végtelen allapotterd sziiletési-halalozasi folyamatokra vonatkozé ergodtétel értelmében f
idéatlaga majdnem biztosan konvergal az egyetlen staciondrius eloszlas szerinti varhatéd ér-
tékhez, vagyis 3, m; fi = 7 f-hez (ha az atlagolando fiiggvény olyan, hogy ez a varhato érték
létezik). Esetiinkben hosszi tavon az id6 nf = mp = % részében lesz a gép iiresjaratban.

8. Folytonos idejti sorbanallasi modellek

8.1 Legyen az X valOszintiségi valtozo eloszlasa nulldban torzitott geometriai: X = V - Y ahol
V ~ B(p), Y ~ Geom(r) és Y fiiggetlen V-t6l. (Magyarul: feldobunk egy hamis érmét, amin a
fej val.sége p. Ha iras jon ki, akkor X = 0, ha pedig fej, akkor X legyen ~ Geom(r).

a.) Irjuk fel X eloszlasit (vagyis a P(X = k) valoszintiségeket). (Megjegyzés: Erre nem lesz
sziikség a tobbi részfeladathoz.)

b.) Mennyi X varhato értéke?

c.) Mennyi X? varhato értéke?

d.) Mennyi X szorasa?

e.

)
)
)
) Mi X generatorfiiggvénye? (Tipp: teljes varhato érték tétel.)
Megoldas:
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8.2 Tegyiik fel, hogy az X € N val.valtozé generatorfiiggvénye g(z) = % alaku, ahol a,b,c,d € R
és ¢ # 0. Lassuk be, hogy ekkor X eloszlasa 0-ban torzitott geometriai.
Megoldas:
'(otf i Dl e ndderf igqud
A Obon Ledldt gomednn Sleslis  gendatert nggving.,
Vi ahel UV~Blp) &5 ' beenr)
u@ )( (( qfle 'F '

p/;;%g -/E/mcéf

:?S H/—-ai-, 0£.—[-sz [
/% P FApMT)R LT
p e > -

9XM 0T Loz S~ 1) Z

["9.9:’]'F lr}'f( en a/t_“f

Dron| Al
Masldt] 2 +h+ ;_,,__2____,- : e

b
e
g7 crdh A+ 42

ot
4 J___/M)/ f:f'f‘» 2= i Hries

) Umly gmp/;,éq'#/ Jogyta, PLISHE Jeo| 7

Ahh(’:}i hf‘jc‘ g E
IT?’}} 9bcd Vistole, PR P/fgﬁ%@/ " €9 [—9/3'/0 /F;ﬂ/ e,

F/ // f’”’ = /?JLJ/;

—

8.3 Legyen az X valoszintiségi valtozo eloszlasa hidnyos exponencidlis: X =V - Y ahol V ~ B(p),
Y ~ Exp(a) és Y fliggetlen V-t6l. (Magyarul: feldobunk egy hamis érmét, amin a fej val.sége
p. Ha iras jon ki, akkor X = 0, ha pedig fej, akkor X legyen ~ Ezp(«).

Mennyi X véarhato értéke?

Mennyi X? varhato értéke?

Mennyi X szorésa?

Mi X Laplace transzformaltja? (Tipp: teljes vdrhato érték tétel.)
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Megoldas:

4‘.-) A foﬁgglﬁlfféhsﬁg myott éX?g/[/V)’£U£//: fé

= —
—_—

& / = A 7 T (
Uy EA~ Y] EVEY, ob!
{ Y oveieles Hesifizh

= =y I 3
1 t f4 A T $3elass
E%f-‘l/ﬂﬂﬂfﬂ‘(&w(a K" \

=) EX- f%

* 3 W
C-)VQ/X‘:E)EL—(E)()’:%’(] E/,ﬁ )D

Y1 - Bl

~s¥Y -
PR P T f/ Zi :

99{JM,
_ P Plv-1)E e Hv-1) = LA

1/’10?7/')@#

{ffv £1’(’ ol
( 4fp)4 F iy 0y

)i ElET
("F)*PLL/)
Ly5)

8.4 Tegyiik fel, hogy az X > 0 val.valtoz6 Laplace transzformaltja L(s) = %Zi alaki, ahol a,b,c,d €
R és d # 0. Lassuk be, hogy ekkor X eloszlasa hidnyos exponencidlis.
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Megoldas:

A f’]_,'d/)y\?_g f:yfg;f;f?f;z:,-r”fj Z/"-"ﬂ/:;j LQ/;/?/@ '{fr?ﬁﬂ‘{:?/ﬂ;./ﬂ’%
pont iheer alebs- Ko X=V1 ahol (~Blp) - Expl )

95 'i“}/ 1 qg_f/ﬁ/.-//’___./;!(f M”ijq/
£ SRR < @--f_)of-4f41-"/$_j£f<_

X1 S

(I

—k

{/}B f: é‘f)oufo/} (i::{—f , Jﬁ =

r[L/é,hﬂ;, }Lﬁ /0s) Zﬁf?f,//f?j !@/J/a/c’ ‘7(/17/?57'-%3/”’4/( Z

/?57 ) persie Jell, /?f?n/, ahed Vi 0765

[bs oliide) moglelels 1ogyra, pl
Lio)=

A . 4 /oo
b 17

8.5 Moricka egyéni konzultaciot tart a hallgatéinak. A hallgatok kérdéseire egyesével valaszol, min-
den hallgat6 (egyetlen) kérdésére az el6zményektdl fiiggetlen, exponencialis eloszlasa véletlen id6
alatt, atlagosan 5 perc alatt. A kivancsi hallgatok Poisson folyamat szerint érkeznek, 6ranként
atlagosan tizenoten, és bedllnak a Moricka irodaja el6tt kigydz6 sorba. Ebben a tempdban Mo-
ricka nyilvan nem gy6zné a sok kerdest Am szerencsére nem minden hallgaté jut el a kérdezésig:
mindegyikiik, a tobbitél fuggetlenul valoszintiséggel rossz konzultacidra jott, és erre csak akkor
jon ra, amikor sorra keriilt. Akkor Vlszont azonnal kideriil a hiba, és a hallgaté azonnal elmegy.
(Més szoval: az egy hallgatora forditandé id6 % valoszintiséggel nulla, a maradék % valoszintiséggel
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pedig exponencialis eloszlasi 5 perc varhato értékkel.)

Nézziik a folyamatot mint kiszolgalasi sort, ahol az érkezések kozott eltelt idék 17,75, --- ~ T, a
kiszolgalasi id6k Sy, 55, --- ~ S.

a.)
b.)

k.)

Mi T eloszlasa?

Mi S eloszlasa? (Itt kell észnél lenni!) Mennyi S varhaté értéke? Mennyi S szorasnégyzete?
Mi S Laplace transzformaltja?

Hosszt tavon atlagosan hany hallgatoé all a sorban (beleértve azt is, akinek Moricka éppen
valaszol)?

Hosszt tavon az id6 mekkora hanyadéban véalaszol kérdésekre Moricka?

Hossza tavon atlagosan hany hallgato all a sorban, nem szdmitva azt, akinek Moricka éppen
véalaszol?

Moricka, valahanyszor egy kérdésre valaszolt, és a hallgatdé éppen elment, kinéz az ajton.
Hosszt tavon atlagosan hany embert 1at sorban allni?

Hosszu tavon, atlagosan, az érkezG hallgatok hany mésik embert taldlnak maguk el6tt a
sorban (beleértve azt is, akinek Moricka éppen vélaszol)?

A sok hallgato atlagosan hany percet tolt sorban allassal (nem szamitva azt az id6t, amikor
Moéricka méar vele foglalkozik)?

Pistike sokadikként érkezik a konzultaciora. Mennyi a valoszintisége, hogy legfeljebb ketten
allnak elGtte a sorban? (Tipp: szdmoljuk ki a sorban dllék szamdnak generdtorfigguényét,
aztdn nézzik meg jol.)

Pistike sokadikként érkezik a konzultacidra. Mennyi a valdsziniisége, hogy kevesebb, mint 10
perc alatt sorra keriil? (Tipp: szamoljuk ki a vdrakozdsi idé Laplace transzformdltjdt, aztdn
nézzik meg jol.)

Pistike sokadikként érkezik a konzultdciora. Mennyi a valoszintisége, hogy 10 perc milva mér
nincs is ott?

Megoldas:
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8.6 Moricka egyéni konzultaciot tart a hallgatdinak. A hallgatok kérdéseire egyesével valaszol, min-
den hallgato (egyetlen) kérdésére az elGzményektdl fiiggetlen, exponencialis eloszlasi véletlen id6
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8.7

8.8

alatt, atlagosan 5 perc alatt. A kivancsi hallgatok Poisson folyamat szerint érkeznek, atlagosan
huszpercenként. Igen am, de nem csak egyesével johetnek: elGfordul, hogy tébb hallgatd is jon
egyszerre: konkrétan az érkezék szama mindig az el6zményektsl fiiggetlen, p = % paramétert
geometriai eloszlasu val.valtozo. (Megjeqyzés: Ezt ugy is mondhatjuk, hogy a hallgatdk ,6sszetett
Poisson folyamat” szerint érkeznek.)

Ezt tgy is fel lehet fogni, hogy egy hallgatd érkezése utan q = % valoszintiséggel azonnal érkezik
egy masik, a maradék % valoszintiséggel viszont egy exponencidlis véletlen id6t kell kivarni, 20
perc varhato értékkel.

Nézziik a folyamatot mint kiszolgalasi sort, ahol az érkezések kozott eltelt idék 17, 75,--- ~ T, a
kiszolgalasi id6k Sy, Ss,--- ~ S.
a.) Mi S eloszlasa?

b.) Mi T eloszlasa? (Itt kell észnél lenni!) Mennyi T varhato értéke? Mi T Laplace transzfor-
maltja?

c¢.) Hossza tavon atlagosan hany hallgato all a sorban (beleértve azt is, akinek Moricka éppen
valaszol)?

d.) Hosszu tavon az id6 mekkora hanyadaban vélaszol kérdésekre Moricka?

e.) Hosszu tavon atlagosan hany hallgato all a sorban, nem szamitva azt, akinek Moricka éppen
valaszol?

f.) Moéricka, valahanyszor egy kérdésre vélaszolt, és a hallgaté éppen elment, kinéz az ajton.
Hosszt tavon atlagosan hany embert 1at sorban allni?

g.) Hosszu tavon, atlagosan, az érkezs hallgatok hany masik embert taldlnak maguk elGtt a
sorban (beleértve azt is, akinek Moricka éppen vélaszol)?

h.) A sok hallgat6 atlagosan hany percet tolt sorban allassal (nem szamitva azt az id6t, amikor
Moéricka méar vele foglalkozik)?

i.) Pistike sokadikként érkezik a konzultaciora. Mennyi a valosziniisége, hogy legfeljebb ketten
allnak el6tte a sorban?

j.) Pistike sokadikként érkezik a konzultaciora. Mennyi a valoszintisége, hogy kevesebb, mint 10
perc alatt sorra keriil?

k.) Pistike sokadikként érkezik a konzultaciora. Mennyi a valoszintisége, hogy 10 perc milva méar
nincs is ott?

Pistikéék haza el6tt reggelente a buszok A intenzitasi Poisson folyamat szerint érkeznek a jat-
szOtér iranyabol, és mennek tovabb az iskola irdnyaba. Egy ettdl fiiggetlen p intenzitasi Poisson
folyamat szerint viszont az iskola iranyabol érkeznek, és mennek a jatszotér iranyaba.

Reggel 7-kor Pistike almosan tamolyog ki a haz elé, és felszall az elsG arra jard buszra. Mennyi
a valoszintsége, hogy a jatszotér iranyaba utazik?

Legyenek S ~ Fap(u) és T ~ Exzp()\) fiiggetlen valoszintiségi valtozok. Mennyi a P(S > T)
valoszintiség?

(Tipp: nem kell szamolni. Aki mégis szamolni szeretne, annak egy lehetséges megoldds (a sok
kézil) a teljes valdszinidséy tétel:

IP’(S>T):/OO fr@B(S > T|T = ) dz
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8.9

8.10

8.11

ahol fr a T sdriségfiggvénye.)

Legyenek S, T > 0 fiiggetlen valosziniiségi valtozok. Tegyiik fel, hogy S ~ Exp(p). (T barmilyen
eloszl&st lehet, csak ne legyen negativ. Az érdekes eset az lesz, amikor 7' is exponencialis. Akinek
az konnyebb, csindlja csak arra.) Legyen U = S — T és legyen u > 0. Feltéve, hogy U > 0,
mennyi a valoszintisége, hogy U > u?

Egész pontosan: kérdés a P(U > u|U > 0) feltételes valdsziniséy.
(Tipp: A kérdés persze dtfogalmazhatd igy: P(S >T +ul|S >T)=7)

Legyenek S ~ Exp(u) és T ~ Exp()\) fliggetlen valoszintségi valtozok, és legyen U = S — T.

a.) Szamoljuk ki U siirtségfiiggvényét!

b.) Legyenek V', A és B fliggetlen valosziniiségi valtozok, V ~ B(p), A ~ Exp(«), B ~ Exp(f),
és legyen .
U=VA+(1-V)(—B).

(Magyajul: Feldobunk eqy hamis érmét, amin a fej valdszinisége p. Ha az eredmény fej,
akkor U-t o paraméterd exponencidlisnak vdlasztjuk; ha wviszont irds, akkor [ paraméterd
exponencidlisnak, negativ eldjellel.)

Hogyan kell megvalasztani a p, a és 8 paramétereket, hogy U és U azonos eloszldsi legyen?

(Tipp: Bdrmelyik részfeladat megolddsdbol azonnal adddik a vdlasz a mdsikra. Aki szdmolni
szeret, kezdje az elsével. Aki az eldzo par feladatot megoldotta, kezdje a mdsodikkal.
Aki az elsével kezdené, annak eqy lehetséges megoldds (a sok kozil) a teljes valdszindség tétel:

P(U < u) = / fr(@)P(U <u|T =x)de
ahol fr a T striségfigguénye, illetve
P(U <u) = / fs(@)P(U < u|S =z)de

ahol fs az S siriségfigguénye. u eldjelétdl figg, hogy ezek kézil melyik a kényelmesebb. )

Legyen 0 < C' < 1,7 >0¢és

0 h 0
F(a;):{’ azr <

1—Ce™,  hax>0.

(Vagyis F' egy hidnyos exponencidlis eloszldsi X val.vdltozo eloszldsfigguénye: 1 — C wval.séggel
X =0, a maradék val.séggel X ~ Exp(7y).)

a.) Legyen B ~ Exp(\). Minden z > 0-ra szamoljuk ki az I, (x) (F(z+ B)) varhato értéket.

=K
b.) Legyen A ~ Exp(p). Minden x > 0O-ra szamoljuk ki az Ir(z) := E(F(x — A)) varhato értéket.

(Tipp: Az eredmény tényleg csak x > 0-ra kell, és persze mindkét részfeladatndl ki kell haszndlni,
hogy = > 0.)
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8.13

Legyenek S ~ FExp(u) és T ~ Exp()\) fiiggetlen valoszintiségi valtozok, és legyen U = S — T.
Oldjuk meg az

F(z) =

0, haz <0
E(F(zx—-U)), hax>0

Lindley-féle integralegyenletet. (Vagyis: keressiik azt az ' : R — R fiiggvényt, amire az egyenlet
teljesiil.)

(Megjegyzés: eldaddsrol tudjuk, hogy minek kell kijonni. Azért csak ellendrizzik le, hogy az
tényleg jo. Milyen p és \ mellett lesz F' eloszldsfigguény?)

Moricka egyéni konzultaciot tart a hallgatoinak. A hallgatok kérdéseire egyesével valaszol, min-
den hallgato (egyetlen) kérdésére az elzményektdl fiiggetlen, exponencialis eloszlasi véletlen id6
alatt, atlagosan 5 perc alatt. A kivancsi hallgatok Poisson folyamat szerint érkeznek, atlagosan
huszpercenként. Igen am, de nem csak egyesével johetnek: el6fordul, hogy t6bb hallgaté is jon
eqyszerre: konkrétan az érkezék szama mindig az el6zményektsl fiiggetlen, p = % paramétert
geometriai eloszlasu val.valtozo. (Megjegyzés: Ezt igy is mondhatjuk, hogy a hallgatok ,dsszetett
Poisson folyamat” szerint érkeznek.)

Ezt gy is fel lehet fogni, hogy egy hallgaté érkezése utan g = % valoszintséggel azonnal érkezik
egy masik, a maradék % valoszintiséggel viszont egy exponencidlis véletlen id6t kell kivarni, 20
perc varhato értékkel.

Mastel6]l nem minden hallgato jut el a kérdezésig: mindegyikiik, a t6bbitdl fiiggetleniil, % valoszi-
niséggel rossz konzultaciora jott, és erre csak akkor jon ra, amikor sorra keriilt. Akkor viszont
azonnal kideriil a hiba, és a hallgato azonnal elmegy. (Méas szoval: az egy hallgatora forditando
id6 % valoszintiséggel nulla, a maradék % valoszintiséggel pedig exponencialis eloszlast 5 perc
varhato értékkel.)

Nézziik a folyamatot mint kiszolgalasi sort, ahol az érkezések kozott eltelt idék 17,75, --- ~ T, a
kiszolgalasi id6k Sy, S, -+ ~ S.

a.) Mi S eloszlasa?

b.) Mi T eloszlasa?

c.) Pistike sokadikként érkezik a konzultaciora. Mennyi a valoszintisége, hogy kevesebb, mint 10
perc alatt sorra keriil? (Tipp: a vdrakozdsi idd hatdreloszldsa hidnyos exponencidlis.)
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