Fels6bb matematika villamosmérndkoknek - Sztochasztika
mésodik ZH megoldas, 2021 Gsz

1. Feladat
a)

b)

P(Z, = 0) = g2,(0) = g (4(0)) = ¢ (i) - (é) 10 <037

c)

Mivel m = 2 > 1 szuperkritikus esetben vagyunk. A kihalas valoszintisége: z megoldéasa a z = g(2)
egyenletnek és 0 < z < 1.

Numerikusan iteracios modszerrel oldhatjuk meg, ahol 2,1 = g(z,) rekurziot iteraljuk kellGen
sok lépésig valamilyen 0 < zp < 1 kezdeti értékbdl, példaul zp = 0. Szadmologéppel ezt gy tehetjiik
meg, hogy rogzitjik ANS = 0-t, majd (m){et ismételgetjiik.

Algebrai médszerrel egy harmadfokid polinom gyokét kell megkeresniink.

2(2—2)* =1
2(2* — 4z +4) =1
2 =42+ 42— 1=0

Innen a harmadfokt gyokét megkereshetjiik numerikusan okos szamologépekkel, vagy mazochistak
alkalmazhatjik a harmadfoki megoldoképletet.

Felhasznalhatjuk viszont triikknek, hogy z = 1 mindig fixpont, igy a baloldalt leoszthatjuk z — 1-
el polinomosztassal. Ez altal egy masodfokit egyenletet kapunk, amit kozépiskolas modszerekkel is
meg tudunk mar oldani.

22-3241=0

_3+45
2

z

Mivel z-nek [0, 1] intervallumbol kell kikeriilnie a megoldés z = 3_2‘/5 ~ 0, 382.




2. Feladat

Megjegyzés: A feladat paraméterei Apple részvények multbeli adatai alapjan lettek megadva.
(Ertsd: a valosdgban is lehet hasznos ilyen szamitasokat végezni.)
A feladat paraméterei:

m=1,4-1073
0=1,9-10"2
§=1,8-10"°

n =2 -365 = 730.

Megjegyzés: Vegyiik észre hogy egy adott napon bar az atlagos hozam pozitiv, a szoras egy
nagysagrenddel nagyobb, igy gyakorlatilag teljesen véletlen, hogy tobb vagy kevesebb pénzzel tériink
majd haza a nap végén. Viszont ne feledjiik el, hogy id6ben a varhato érték linedrisan ndvekszik,
mig a szoras csak gyokosen, igy hossziutavon a trend fog nyerni a volatilitdssal szemben. (Gondoljunk
csak a nagy szamok torvényére.)

a)

El6szor centralizalast alkalmazunk

S, —nm nm S, —nm
P(S, =P|L— < —— | P L— < —1, )
(5 <0) ( eV aﬁ) ( eV 99)

A centrélis hatareloszlas tétele alapjan

S, —nm
Pl ——<-1,99 ) =~ ®(—1,99) =1 — ®(1,99) ~ 0.023.
(P < 1.99) = 0(-1,99) = 1 - 21,99
b)
A Berri-Essén tétel alapjan
S, —nm (@)
Pl——<—-1,99 ) —P(—1,99)| < ~ 0, 046.
‘ ( vn ’ ) (=1 )‘—03\/5 ’

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a hibatag nagyobb, mint az el6rejelzett valoszintiség, ha bar a
nagysagrendjiik megegyezik. Ez a példa szemlélteti, hogy ész nélkiil nem szabad normal kozelitést
alkalmazni, amikor az atlagtol nagyon eltéré értékre vagyunk kivancsiak, vagy amikor tul kicsi a
mintank.

A szdmolasaink mindenesetre nem haszontalanok, felsG becslésként alkalmazhatjuk a

P(S, < 0) < ®(—1,99) + ~ 0,069

o)
aiy/n

a veszteség valosziniiségéhez.



3. Feladat

Hoeftding-egyenlétlenséget kell alkalmaznunk, elvégre feltehetjiik, hogy az embereket egymastol fiig-
getleniil éri baleset, viszont a balesetb&l adodo karok eloszlasat nem ismerjiik, s felteheten nem is
azonos eloszlast az emberek kozott.

Indexeljiik az embereket gy, hogy 1 < ¢ < 75000 indext kliensek normél, 75001 < ¢ < 100000
indextiek pedig prémium szerz&dést kotottek.

A koltségek nem negativak és mind a normal, mind a prémium szerzddéseknél feliilrél korlatos az
értékiik. Ez alapjan

a; :O

b 5000 ha 1 <4 < 75000
120000 ha 75001 < i < 100000.

gy a Hoeffding-egyenlGtlenségben hasznélt négyzetosszeg:

100000
> (b — a;)* = 7500 - 5000” + 2500 - 20000% ~ 1,19 - 10"

=1

A varhato koltség

75000 100000
E(S,) =Y EX:)+ Y E(X;)="75000-50+ 25000 - 100 = 6,25 - 10°.
=1 1=75001

Bontsuk szét a K korlatot K =t + E(S,,)-re! Hoeffding szerint

P(Sp > K) = P(S, > t + E(Sy)) < exp (_ S (2;2— a»)2>

Ugy kell megvalasztanunk ¢-t, hogy a fizetésképtelenség esélye legfeljebb 0,1% legyen. (S termé-
szetesen a lehetGségekhez képest a legkisebb ¢ értéknek oriiliink.)

22

exp | —== =0, 001
( Zi:l(bi_ai)2>

1
t=y—5~ 10g(0,001) Y ~(b; — a;)? ~ 6,4 - 10°

i=1

A korlatunk tehat K ~ 1,265 - 107.
Megjegyzés: Ez a korlat egy nagysagrenddel kisebb, mint a konzervativ 8,75 - 10® becslés,
melyet tgy kapunk, hogy feltessziik minden kliensnél a maximalis kart kell megfizetniink.



4. Feladat

Megjegyzés: A 700-as szam realisztikus a KSH adatbéazisa szerint, csak nem Pest Megyében,
hanem Budapesten. (Elnéztem.) Az autd és motorbalesetek szamarol nem talaltam megfelel adat-
bazist, a szazalékokat nem kell komolyan venni.

Az els6 negyedévben 90 nap van, igy napban mérve a rata az Osszbalesetekre A\ = % ~ 7,78.
Hasonléan az aut6é és motor balesetek rataja rendre:

Ao =0,8 -\ ~ 6,22
A =0,05 - A = 0, 39.

Mondanom sem kell, Poisson folyamattal modellezziik a jelenséget.

a)

Jelolje N a balesetek szamat az adott napon.

b)

Legyenek N,, N,, rendre az auto és motorbalesetek szama az adott napon, melyek fiiggetlen valtozok.

B(N, > 3, N,y > 1) =P(N, > 3)B(N, > 1)

)\2
= (1 —e M — Ao — 5“6—%) (1—e?) ~0,305



5. Feladat

A feladat nem mondja ki pontosan, de egy diszkrét idejd Markov-lancrol van sz6, ahol az atme-
netvaloszintiségek skalajabol adodva jol kozelithetiink folytonos idejii Markov-folyamattal. Mindkét
esetben a stacionarius eloszlast kell kiszdmolnunk, mivel a 10. hét egy tavoli idépont.

Megoldas diszkrét idében

Van két allapotunk: egészséges (E), és beteg (B), s a hozza tartozé dtmenetméatrix

ki
qg 1—g¢q

ahol p = 1,16 -1071% és ¢ = 1,16 - 107°. Megjegyezziik, hogy p = 10q, ami a késSbbi szamitasoknal
hasznos lesz.

A stacionéarius eloszlashoz meg kell oldanunk a m = 7P sajatvektor egyenletet, vagy komponen-
senként kifrva

(1 —p)mg +qnp =7k
pre + (1 — q)mp =mp.

Az egyenlet azonossigra fog vezetni, ami annak tudhaté be, hogy a megoldasok szama végtelen
(elvégre (em) = (cm) P ugyanigy megoldés). Ezt ugy orvosolhatjuk, hogy a stacionarius eloszlasnak
teljesitenie kell még, hogy mp + mp = 1. Ezzel az egyenlettel helyettesithetjiik valamelyik sort -
példaul a masodikat.

(1 —p)mg+qrp =g
TE + TR =1.

q p]:[lol

Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy a stacionarius eloszlas m = [qu’ o 1 1)s vagyis a

gyakorlatvezetd koriilbeliil }—(1) eséllyel lesz egészséges.

Megoldas folytonos id6ben (stacionarius eloszlassal)

Vegyiik észre hogy, mind az &tmenetvaloszintségek, mind a 1épéskozok (ezredmasodperc) kis mennyi-
ségek. Nagyobb idGegységet valasztva, példaul napot mar sokkal baratsdgosabb szamot kapunk, s
ilyen skalan a Markov-lanc is jol kozelithetd folytonos idejii Markov-folyamattal. (Anal6g modon
ahhoz, ahogy a kis lépéskozii sszegek kozelithetGek integralokkal.)

Valasszuk az egység id6t egy napnak, s igy a lépéskoz: At ~ 1,158-1078. Legyen a megbetegedés
atmenetrataja A mig a gyogyulasé p. Jo kozelitéssel p = AAt, ¢ ~ pAt, vagyis (kerekitést elhagyva)

A=0,01¢és pu=0,1.
G:{_/\ A ]
o=

A folyamathoz tartozo ratamatrix
A stacionérius megoldast ezittal a 7G' = 0 egyenlet oldja meg, melyet a diszkrét esettel analog

moédon oldhatunk meg. m = [{£-, 2] =12, L], a megoldas tehat ismét 12
[ X 11 11 11

Megjegyzés : Azzal, hogy napokban mérjiik az id6t igy t = 6 - 7+ 5 = 47 id6pont eloszlasat
helyettesitjiik a stacionariussal. Latszolag t sokkal nagyobb, ha az id6t mégiscsak ezred masodpercek-

ben mérjiik, s igy joval kisebb eltérést gondolhatnank naivan olyankor. Ez természetesen nem igaz,

5



az id6 atskaldzasa nem befolyasolja az eredményt. Viszont sokkal jobban megitélhetjiik "mennyire
nagy a t" ha olyan mértékegységet valasztunk, ahol G matrix értékei "értelmes szamok", melyeket
nem kell normal alakban leirnunk, hogy kezelhet6ek legyenek.

Megoldas folytonos id6ben (differenciidlegyenlettel)

Természetesen igy senki nem oldotta meg a feladatot, de a teljesség kedvéért ez is szerepel itt.

Jelolje pi(t) = [pip(t), pip(t)] a gyakorlatvezets egészségiigyi allapotanak eloszlasét ¢ idépontban.
Kezdetben pi(0) = [1, 0], mivel egészségesként indul. pi(t) id6beli alakulasat a Kolmogorov-egyenlet
irja le:

&W(t) =7(t)G.

Az E koponenset kiirva:

%WE(t) = —)\WE(t) + HJ'NB(t)

Mivel pi(t) egy eloszlas vektor, teljesiilnie kell mp(t) = 1 — 7wg(t)-nek, igy némi behelyettesités és
atrendezés utan kapjuk, hogy

d

=) + A+ w)mst) = p

Igy egy elsérendii inhomogén linearis ODE-hez jutunk, melynek megoldasa

t
me(t) —e— (At (WE(O) _|_/ ue(’”“)s)
0

(M)t H —(Ap)t
—e +—E a-e
A p ( )
N——

=TE

Jol latszik, hogy ahogy t — oo mwg(t) gy lesz egyre kizelebb a stacionarius eloszlashoz. t = 47
mellett a pontos érték

10
TE(4T) = e M + T (1—e ') ~ 0.9096.

Ehhez képest a stacionarius eloszlas becslése % ~ 00,9091



