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1. Valé6szintiségszamitas alapok

1.1 Elguritunk egy piros dobokockat, és a dobott szamot X-szel jeloljiik. Ezutan elguritunk X darab
z0ld dobokockat, és Y-nal jeloljiik a zold kockdkkal dobott szamok dsszegét. Mennyi Y varhato
értéke?

Megoldas:
Jeloljiik m-mel egyetlen kockadobas eredményének varhato értékét, vagyis m = % A teljes
varhato érték tétel szerint

EY = ip(x —BE(Y|X = k) = zﬁij’(X = k) [km] =

k=1

6
4
= E P(X =k) k m:m-m:zzz—9:12.25
— 22 4

1.2 Legyen A > 0 rogzitett. n = 1,2,3...-re legyen p, = %, és legyen az X, valoszintiségi valtozo
eloszléasa X,, ~ Bin(n,p,). Rogzitett k € N-re szamoljuk ki a

lim P(X, = k)

n—o0
hatarértéket!

(Tipp: lim,,_, (1 + ﬁ)n =e.)



Megoldas:
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1.3 Pistikéék padlasan egy villanykorte van felszerelve, aminek az élettartama exponencialis elosz-
lasta, 1 év varhato értékkel. Pistike csak évente kétszer megy fel a padlasra: december 23-an a



1.4

2.

2.1

karacsonyfadiszekért, illetve januar 23-an, eltenni a karacsonyfadiszeket.

Legutobb, amikor Pistike december 23-an felment, azt vette észre, hogy az égét felkapcsolva felej-
tette (nyilvan januar 23-an, amikor legutobb ott jart), de mar kiégett. Mi annak a valoszintisége,
hogy az ég6 tobb, mint fél évet vilagitott feleslegesen?

Megoldas: Legyen X a villanykorte élettartama. Honapokban szamolva X eloszlasa Fxp(1/12),
kihasznalva, hogy az exponencialis eloszlas paramétere a varhato érték (1 év = 12 honap) recip-
rokaval egyezik meg.

Az exponencialis eloszlas 6rokifjusaga miatt feltehetjiik, hogy januarban hagyta felkapcsolva. A
kérdéses valoszintiség:
P(6 <X <11) (1—e /1) —(1—¢912) /121

P(X > 6|X < 11) - ]P)(X < 11) = 1— 6_11/12 = 611/12 -1

Pistike minden nyéri este tesz egy sétat, és kozben az eget nézi, hullocsillagokat figyelve. Egy
este atlagosan 4-et szokott latni. Ennek megfelelGen, ha 4-et vagy tobbet lat, akkor viddman
megy haza, ha viszont kevesebbet, akkor banatosan.

Pistike augusztus 16-an banatosan ment haza. Ezt tudva, mennyi a valoszintisége, hogy egyetlen
hullocsillagot sem latott?

(Ravezetd kérdés: Legyen X a Pistike dltal augusztus 16-dn ldtott hulldesillagok szdma - ami
persze eqy valdsziniségr vdltoze. Mi X eloszldsa? Pontosabban: Milyen eloszldssal jo modellezni
X-et?)

Megoldas: X-et Poisson eloszlassal modellezziik, mert nagyon sok meteor probalkozik azzal,
hogy pont Pistike szeme lattara égjen el aznap este, és mindegyik kis valoszintiséggel jar sikerrel,

egymastol fliggetleniil. X pedig a sikeres probalkozasok szdma. A szoveg szerint EX = 4, igy
X ~ Poi()\) ahol A = 4. Vagyis minden k =0,1,2,...-re

_ N

pri=P(X =k) T

Igy a kérdésre a valasz a feltételes valosziniiség definicioja szerint

P(X = 0|X <4) P(X=0és X <4) P(X=0) o B
a N P(X < 4) T P(X<4) pot+pitpetps
et 3

— = — ~0.042 = 4.2%.
et (1+4+ 24871 )

Generatorfiiggvény-modszer

Az X nemnegativ egész értékid valdszintiségi valtozo generatorfiiggvénye
1 1 3
g(z) = 1 + i + §z2 +¢2®, ahol c € R.

(a) Mennyi c értéke?
(b) Mennyi X varhato értéke?



(¢) Mennyi X szorasa?

(d) Mennyi a P(X = 2) valoszintiség?
Megoldas:
(a) Minden genaratorfiiggvényre igaz, hogy ¢g(1) = 1, ezért

11 3 1 1 3
D=-+-14+--PP+4c-P=-4-+-+c=1
g(1) it ltg te ititgte=1

amibdl ¢ = %. Ebbél
1 1 3 1
9(z) = 3+ 32+ §22 + ng

(b) Mint mindig, EX = ¢'(1). Ehhez

/ — _2 - 32

g (z) 4+8 z+8 2°,

amibal 1 3 | 1
EX=¢(1)=-4+—--24+—--3="—=1.375.

g)=73+35-2+3 8

(¢) Mint mindig, D*X = ¢”(1) + ¢’(1) — ¢’(1)®. Ehhez

amib6l ¢'(1) = 2 + 3.1 = 2, amibol

3 11 11\> 96+88—121 63
X="p [ =) =0 7 =
b 573 8 64 64
Ebbsl
V63
DX:—g—wO%

(d) Mint mindig, P(X = 2) = £ Esetiinkben ¢”(0) = 3, amibél

Alternativ megoldas: A generdtorfiiggvénybdl kiolvashatdo X eloszldsa: pp =
jeloléssel

- 1 1 3
g(z) = g P2t = 1 + i + §Z2 + ez,
k=0

amibdl pg = ;i, P = }L, P2 = %, p3 = ¢, és a tobbi k-ra p, = 0. Igy persze

(a) ZZO:() pr = 1 miatt ¢ = %.
(b) EX =302 kpr=0-2+1-142-243. 1 =1

—_



(€) B(X?) = S kope = 02 2 +12- 1422 8437 L = 2 Fmiatt

23 (11\*> 63
WX:Mﬁ%ﬂMY:§—(§):a,
amibdl
DX = @ ~ 0.99
(d) P(X =2)=p2 = %-
2.2 Egy X valoszintiségi valtozd generatorfiiggvénye g(z) = 4_22Z.

a.) Mennyi X varhato értéke?
b.) Mennyi X szorésa?
c¢.) Mennyi a P(X = 0) és a P(X = 1) valoszintiség?

Megoldas: InfoMSC-MatD-HFmegoldasok-2014tavasz

2.3 Egy szabalyos dobokockaval dobunk, majd ami szdm kijott, annyiszor dobunk egy szabdlyos
érmével. Jelolje Y az érmével dobott fejek szamat.

a.) Szamoljuk ki Y generatorfiiggvényét. (Tipp: Y egy véletlen tagszami dsszeg.)
b.) Mennyi Y varhato értéke?

Megoldas:

a.) Jelolje N a kockaval dobott szamot, Xy pedig az k-adik érmedobas soran a ,fej” indikatorat,
vagyis
{1, ha a k-adik dobas fej,
k pr—

0, ha nem

Igy Y = Zgzl X}, véletlen tagszamu Osszeg, és generatorfiiggvénye

gy (2) = gn(9x(2)),

ahol
> 1 2422+ 23425425
=Y P(N=k)b=—z'+ 224 4 =20 =
gn(2) 2 ( )z 62 +6z + +6z 5

az N generatorfiiggvénye és

- 1
gx(2) = Z]P’(X = k)" = §z0 + 57 5
k=0

az X-k kozos generatorfiiggvénye. Osszesitve:

B ()7 () + (59" () + (59)°

gy (2) = 2 6
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b.) Mivel Y = Zszl X véletlen tagszamu Osszeg,

EY — ENEX — 1+2+3g4+5+6'0;1 :g

Ugyanez, persze, kiszdmolhato sokkal tobb munkaval is mint EY = g4-(1).

Moricka addig dobal egy szabdalyos dobokockéat, amig kétszer egymds utdn ki nem jon neki a
6-os. Hatarozzuk meg a sziikséges dobasok X szaméanak generatorfiiggvényét és varhato értékét.
(Segitség: Nézziink X-re mint véletlen tagszamu Osszegre: legyen N az a véletlen szam, hogy
hanyszor kialt fel Moéricka, hogy ,Na, egy hatos mar megvan!”. Igy az X el6all mint N darab
véletlen szam Osszege: az i-edik felkidltdshoz Y; darab dobés tartozik. Vigyazat: jol gondolkod-
junk el Y; eloszlasdn. Figyelmeztetésiil mondom, hogy minden Y; > 2, mert dobni kell egy 6-ost,
aztan még valamit, hogy eldéljon, vége-e a jatéknak.)

1. megoldas, a segitség szerint:

Moricka egy ,kisérlete” alljon azokbol a dobasokbol, amig sikeriil neki egy 6-ost dobni, és még
az azt kévetd dobdsbol. Ha ez az utolsd6 dobas 6-os, akkor vége, ha pedig nem 6-os, akkor jon a
kovetkezd kisérlet. Jeldlje Y; az i-edik kisérlet hosszat. Igy

N
X=) Y.

Y; pedig 1-gyel tobb, mint a hatos megdobasahoz sziikséges dobasok szdma, vagyis Y; = Z; + 1,
ahol Z; geometriai eloszlasi p = % paraméterrel (hagyomanyos optimista geometriai eloszlas), és
{Z1,Zs, ...} figgetlenek egymastol és N-t6l is.

A Z;-k generéatorfiiggvénye

Az N maga is geometriai eloszlasi p = % paraméterrel, igy generatorfiiggvénye

gn(2) = gz(2) = 6 _252-
A véletlen tagszamu Osszeg generatorfliiggvénye
22 2’2
9x(2) = onlov(2) = 5 = g5

6—5z

A varhato értéket szamolhatnank ennek derivalédsaval, de azt is tudjuk, hogy

1/1
IEX:ENEYZ-:—(—%—l) =6-7=42.
D \P
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2. megoldas, t6k masképp (jobb, altalanosithaté megoldas):

Legyen g az X generatorfiiggvénye, g; pedig a hatralévs dobasok szamanak (X;-nek) a genera-
torfiiggvénye akkor, ha a legutobbi dobas 6-os volt, de az azel6tti nem. Ezek kozdtt keresiink
Osszefiiggéseket a teljes varhato érték tétellel.

g-re felirunk egy teljes varhato érték tételt aszerint, hogy mi az els6 dobas eredménye. Ha 6-ost
dobunk, akkor még X; dobés van hatra, ha pedig mést, akkor kezdddik minden el6lrél:

E(z%) = P(6)E(2"* | 6) + P(mas)E(z* | mas) = %E<z1+xl) i 2E<Z1+X/>’

ahol X’ azonos eloszlasu X-szel. Igy

1 )

9(2) = 5291(2) + £29(2). (1)

Ugyanigy felirjuk a teljes varhato érték tételt gi-re is a soron kévetkezg dobas eredménye szerint.
Ha 6-ost dobunk, akkor vége, ha pedig méast, akkor kezd6dik minden el6lrél:

1 .
E(z*1) = P(6)E(z*" | 6) + P(mas)E(z™" | més) = EE(Zl) + 2E<21+X ),
vagyis
(Z) = 12 + §Z (Z) (2)
g1 =5 6 g(z).
A (2) egyenletet (1)-be visszairva

o(6) = 5 |5+ 22| + 220t

amit megoldva

1.2 2
g(z) = 1 5362 5 .2 36 33 522"
—62—%2 — Z — Iz

A varhato érték ennek derivalasaval kaphato meg:

722 — 3022
(36 — 30z — H22)2’

9'(z) = gy EX =g'(1) = 42.

Egy szabalyos dobdkockaval addig dobalunk, amig ki nem jon egy hatos. Jelolje X az addig
dobott szamok dsszegét (az utolsonak dobott hatost nem beleértve). Szamoljuk ki

a.) X generatorfiiggvényét,
b.) X varhato értékét,

c.) X szorasat.

Megoldas:

Jeloljiik N-nel a dobasok szamét, az utolsd 6-ost nem beleértve, vagyis X ~ PessGeom(p = %)
(pesszimista geometriai). Igy N generatorfiiggvénye gn(z) = 1_qu = ﬁ (a szokdsos ¢ =1 —p
jeloléssel).
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A keresett Y egy véletlen tagszamu dsszeg, éppen N taggal: X = Efil Y;, ahol Y1, Y5, ... fligget-
lenek és azonos eloszlasuak, mégpedig egyenletes eloszlasuak az {1,2,3,4,5} halmazon. (Figye-
lem: az Y;-k tényleg az {1,2,3,4,5} halmazon egyenletesek, és nem az {1,2,3,4,5,6}-on, mert
az Y; eloszlasa egy kockadobas eredményének feltételes eloszlisa azon feltétel mellett, hogy az
eredmény nem 6-0s.)

Ezek szerint az Y;-k generatorfiiggvénye
24+22+283 424425 B 1z— 25

gr(2) = 5 T 51—z’

igy
a.) a véletlen tagszamu Osszeg generatorfiiggvénye gx = gy © gy, vagyis

1 1

T 6 (2Bt g2

9x(2) = gn(gy(2))

b.) A varhato értéket szamolhatnank a generatorfiiggvény derivalasaval is, de eladasrol azt is
tudjuk, hogy a véletlen tagszamu oOsszegre EX = ENEY;. Esetiinkben EN = % —1 =5,

EY; = H23455 — 3 vagyis EX = 5-3 = 15.

c.) A szorast megint csak szamolhatnank a generatorfiiggvény derivaltjaibol, de elgadasrol azt
is tudjuk, hogy D*X = D?N(EY;)? + END?Y;. Esetiinkben EN = 5, EY; = 3, tovabb4 az
eloszlastablazat szerint D*N = % = 30 és D2, = 251 = 2. Tgy D2X = 3032 452 = 280,
DX = /280 ~ 16.73.

Legyen N ~ Geom(p) és X1, Xs, -+ ~ Geom(q) teljesen fliggetlenek. Mi az Sy := Zi\il X;
véletlen tagszamu Gsszeg eloszlasa?

Megoldas:
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2.7 a.) Legyen X ~ PesszGeom(p). A definicio alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek
derivalasaval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

b.) Legyen Y = 1. Mennyi EY? Mennyi VarY?
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c.) Legyen Z = X + 1, igy Z ~ Geom(p). Az osszeg varhato értékére és szorasnégyzetére
vonatkozo tételek segitségével szamoljuk ki az EZ varhato értéket és a VarZ szorasnégyzetet!
Megoldas:

Q) k=941 = Px-

| % )( geﬂp/cprf’ff Jggmlnye

B a0 [p lrg) | = ber) () :(fi_:

941)=[pq @Lﬂr%f] - Vg f4)- (—J—‘;ﬁ&



b) EXx=-1, EN={, obd Var X=0 ,hdt Prte.
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2.8 Legyen X ~ Poi()). A definici6 alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek derivalasaval
szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

Megoldas:
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2.9 Legyenek N ~ Bin (10, %) és Xq,Xy,---~ B (%) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy = chvzl X
véletlen tagszamu Gsszeg eloszlasa?

Megoldas:
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2.10 Ha az X € N valoszintségi valtozo eloszlasa p, := P(X = k), akkor a generatorfiiggvénye
9(2) = po+p12+p2z2+p3z3+. .., amib6l rogton latszik, hogy z € (0, 1)-re g(z) méasodik derivaltja
nemnegativ (meg persze az Osszes tobbi derivaltja is, de ez most nem fontos), vagyis ¢g(z) konvex
a [0,1] intervallumon. Milyen legyen X eloszlasa ahhoz, hogy ¢(z) a [0, 1] intervallumon ne csak
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konvex, hanem szigorian konver legyen? (Vagy forditva: hogyan fordulhat az el, hogy g(z)
konvex, de nem szigortian konvex?)

Megoldas:
al2)=p, + P2+ [).Lﬂ ff)gig-F(]é er ol
3’(4 - p, +1p143p, 2y by o
9 2)- o 432pma +Hh3p 0
Mivel P25, Py-— =0, 224t 2>0 oselds g"“/%} ek
09y oot nalla, b Pops=p = =0,
Vagyis  p, o5 p,  Kicktlbvd midn Py -mbk ullinad
= Q  /plossen.

/@f/ / PM'?;‘} f?qj[i 6”/1}
% £ 2ek PUrsie ﬂﬂn\fpsqn o kkor /:c,//ofﬁ} /’Iq

Tt 1
X et Cuvrg A [ohel, vagy/s M olostlas!

5 A IARES 5y

nom XrBlp) Volombe, p€[01]1e,

m,&'fy ¢sethe, 20/cre ﬁ(z,) inodrX vagy kowstans.

3. Galton-Watson folyamat
3.1 Mocika, népes csalddjaban, pilotajatékot szervez. A jaték résztvevsi nem tul kitartéak: minden

egyes résztvevd addig probal tjabb és tjabb résztveviéket beszervezni, amig elGszor kudarc nem
éri (vagyis vissza nem utasitjak), az els¢ kudarc utan viszont leall. A kudarc valoszinisége pedig
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minden egyes beszervezési kisérletnél p, az el6zményektdl fiiggetleniil.

A jaték els6 résztvevGje Moricka, 6 alkotja egyediil a nulladik generaciot. Az els§ generaciot a
Moéricka altal (kozvetleniil) beszervezettek alkotjak, a masodik generaciot az elsé generacio tagjai
altal beszervezettek, stb.

Jelolje 7y, a k-adik generacié tagjainak a szamat (kK = 0,1,2,...), N pedig a teljes jaték Ossz-
résztveviszamat (vagyis N = > 7~ Z).

Valaszoljuk meg az alabbi kérdéseket

I p= % esetén,

II. p= % esetén:

W=

Mi Z; generatorfiiggvénye?
Mennyi Z;o varhato értéke?
Mennyi a P(Z3 = 0) valoszintség?

Mennyi a valosziniisége annak, hogy a jaték elébb-utébb elakad (vagyis hogy valamelyik
generaciéo mar tires)?

e.) Mennyi N varhato értéke?
f.) Mi N generatorfiiggvénye?
Megoldas:

Zy, elagazo folyamat, amiben az egylépéses utodszam (X)) — vagyis az egy résztvevd altal beszerve-
zettek szdma — pesszimista geometriai eloszlast p paraméterrel: P(X = k) = ¢*p (k=0,1,...),

ahol ¢ =1 — p. Ennek generatorfiiggvénye g(z) = ﬁ, varhato értéke m .= EX = % — 1.
I. p=:2 eseten m = % g(z) = 332.
) 95:2) = slo()) = p2r
b.) EZyp = m! = T124
) P(Zs = 0) = g(o(0{0). Esetinkben 9(0) = 3. g(2) = 2. (%) = & vagyis B(Zy —0) -
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d.) Mivel m < 1, az elagazo folyamat szubkritikus, ezért P(kihalas) = 1.

e.) EN = Zk OEZk =Y oo ,mF. Jelen esetben m < 1, ezért a sor fel6sszegezhets, EN =
Dhom® = =2

f.) Elsadasrol tudjuk, hogy a G = gn(z) generatorfiiggvény eleget tesz a G = zg(G)
egyenletnek, ahol g(z) még mindig az egylépéses utodszam generatorfiiggvénye, vagyis
9(z) = . Ez atszorzés és
strendezés utan mésodfokira vezet: 0 = ¢G? — G + pz, aminek a két megoldasa G =
&—Vlzquz. Hogy a ketté koziil melyik az igazi generatorfiiggvény, azt eldonthetjiik

pl. a generatorfiiggvény azon alaptulajdonsaga alapjan, hogy gny(0) = P(N = 0).
Esetiinkben N > 1, mivel a jatéknak Moricka személyében legaldbb egy résztvevdje
biztosan van, igy gn(0) = P(IN = 0) = 0, aminek a két gyok koziil a ,-7-0s tesz eleget.
Vagyis




1
3—-2z"

II. p= 3 esetén m =2, g(z) =
a.) 92,(2) = 9(9(2)) = 55
b) EZlO = mlo = 1024

¢.) B(Zs = 0) = 9(g(9(0))). Esetiinkben g(0) = 5 9(3) =
1_5.

d.) A kihalas valoszintisége a z = g(z) egyenlet legkisebbik (nemnegativ) gyoke. (Mivel
m > 1, az elagazo folyamat szuperkritikus, ezért el6re tudjuk, hogy ez 1-nél kisebb.
Azt is tudjuk elére, hogy z = 1 gyo6k lesz, mert g(1) = 1 minden generéatorfiiggvényre,

de mi most nem ezt a gokot keressiik.) Meg kell tehat oldani a z = ﬁ egyenletet. Fz

~Jlw

,9(2) = &, vagyis P(Z3 = 0) =

atszorzas és atrendezés utan masodfokira vezet: 0 = 222 — 3z + 1, aminek a gyokei £
¢s 1. A kihalds valoszintisége tehat ezek koziil a kisebbik: P(kihalas) = 3.

e) EN = Y2 EZ, = > 2 mP. Jelen esetben m > 1, ezért a sor divergens, EN =
Yoo 28 = oo. Ezt persze onnan is lehetett tudni, hogy m > 1 miatt a folyamat
szuperkritikus, vagyis pozitiv valoszintiséggel sose hal ki, vagyis pozitiv valoszintiséggel
N = o0.

f.) Mivel m > 1, a folyamat szuperkritikus, és pozitiv valoszintiséggel N = oo. Vagyis az
N most elfajult, és nem is igazi val-valtozo. Ilyeneknek a generatorfiiggvényérdl nem
beszéltiink, és ne is er6ltessiik.

3.2 Egy atomreaktorban sok olyan atommag van, ami maghasadasra képes, ha egy neutron eltalalja.
Egy, a reaktorba bekeriil6 neutron sorsa kétféle lehet:

i.) Kirepiil a reaktorbol, vagy elnyel6dik (pl. egy nem hasad6 atommagban) anélkiil, hogy
hasadast okozna - és ezzel elvész a lancreakcié szamara. Ennek valoszintisége legyen p.

ii.) Egy hasadasra képes magot eltaldlva hasadast okoz. O maga elnyelgdik, helyette a ha-
sadas soran véletlen szamu masik neutron szabadul fel: 1, 2 vagy 3, azonos (vagyis %)
valoszintiséggel.

Az egyes neutronok sorsa fiiggetlen egyméstol és az el6zményektSl. A p paraméter értéke a
reaktor méretének és alakjanak valtoztatasaval (vagyis szabalyozorudak mozgatasaval) allithato.

Beloviink a reaktorba egyetlen neutront — legyen ez egymaga a ,nulladik generacié”. Az ,els6
generacio” alljon a legels6 neutron &ltal okozott hasadas soran létrejové neutronokbdl (ha van
ilyen). A ,masodik generécié” alljon az elsG generacié tagjai altal okozott hasadasok soran lét-
rejové neutronokbol. Es igy tovabb, az n + l-edik generacié alljon az n-edik genericié tagjai
altal okozott hasadasok soran létrejévé neutronokbol, n = 0,1,2,...-re. Jelolje Z,, az n-edik ge-
neraci6 elemeinek szamat. Legyen X = Zj, és legyen N = > ' Z, a lancreakcioban résztvevs
neutronok 0ssz-szama.

Vialaszoljuk meg az alabbi kérdéseket
[.) hap=
I1.) hap=

= ool

a.) Mi X eloszlasa?
b) EX =7
c.) Mi X generatorfiiggvénye?
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Mennyi a valoszintisége, hogy a lancreakcio el6bb-utébb ledll, vagyis hogy valamelyik gene-

racidé mar tires?

Megoldas:

L)

I1.)

( E
]EZQO = Moy = mzo = (%)20 =~ 0.00317.
Zo generatorfiiggvénye

o) k 0/1]2]3]
o =P(X Zk)‘g‘%‘%‘%‘
b) m:=EX=0-3+1-1+2-4+3-1=3
)X generatorfuggvenye 9(2) = >0, pkzk =20+ + 2+ = Stztelts?
)
)

542422423 542422423 2 5+z+22+23 3
o 5 s

8
f.) Mivel m < 1 (a folyamat szubkritikus), EN = -2~ = 15 =4

1-m I_Z
g.) Az r, := P(Z, = 0) sorozatrol tudjuk, hogy eleget tesz az 1,11 = g(r,) rekurzios
szabalynak ro = 0 kezdeti értékkel. Igy az r,-ek egyesével szamolhatok:
o g =
o 11 =g(ro) = 9(0) = §
e rp=g(r) =y
® '3 — ( )
® 7y = g(?”g) ~ (0.90398.

h.) m < 1, vagyis a folyamat szubkritikus (és nem elfajult, vagyis P(X = 1) # 1), ezért a
kihalas valoszintisége ro, = 1.

ok [0[1]2]3]

pe=PX=B)zlzl1[1]
b)m:=EX=0-1+1-74+2-1+3-1=2
c.) X generatorfuggvenye g(z) =2 peoprt =120+ 1+ 1224 128 = W.
d.) EZyy = mgg = m? = (2)* ~ 3325.
e.) Zy generatorfiiggvénye

4 4

4

2 3
1 4 1+z+52+23 + <1+z+22+z3> + <1+z+z2+23)

f.) Mivel m > 1, EN = oc.

g.) Az r, := P(Z, = 0) sorozatr6l tudjuk, hogy eleget tesz az r,y1 = g(r,) rekurzios
szabéalynak ro = 0 kezdeti értékkel. Igy az r,-ek egyesével szamolhatok:
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o rg=10

o 11 =g(ro) = g(0) = §

o o =g(r1) = g(3) =~ 0.33203
o 13 = g(re) ~ 0.36972

o 14 = glrs) ~ 0.38024.

h.) m > 1, vagyis a folyamat szuperkritikus, ezért szamolni kell: a kihalas valészintisége a
z = g(z) fixpont-egyenlet egyetlen [0, 1)-beli megoldéasa. Vagyis meg kell oldani a

1+z+22+23
Z:
4

egyenletet, ami nullara redukalva
B4+ —-324+1=0.

Ez els§ ranézésre ijeszté harmadfoka, de szerencsére tudjuk, hogy ¢g(1) = 1 mindig, igy
z = 1 mindig megoldas. Vagyis a baloldalbdl z — 1 kiemelhetd. Es valoban:

P -3z+1=(2-1)("+22-1),

tehat az egyenletiink
(z—1)(2*+22—1)=0.

Ebb6l z — 1 = 0 vagy 22+ 22 — 1 = 0. Ez utébbi mér csak masodfokt, megoldasai
z=-1+2.
Osszefoglalva: a z = g(z) fixpontegyenlet megoldasai —1 — v/2, —1 + /2 és 1. Ezek
koziil pontosan egy esik a [0, 1) intervallumba (ahogy annak lenni kell), és ez a kihalasi
valoszintiség:

roo = P(kihalds) = —1 + v/2 &~ 0.4142

3.3 Moricka az egyetemi 6rak latogatasanak egészségiligyi kockazatairol ir egy kamu lanclevelet, és
elkiildi 10 ismerdsének a nulladik napon. A levélben benne van, hogy a cimzett kiildje tovabb
tjabb 10 embernek. A levelet a cimzettek egyméastol fliggetleniil 90% valoszintiséggel olvasatlanul
torlik, &m a maradék 10% valoszintiséggel tényleg tovabbkiildik 10 embernek, a kovetkezs napon.

a.) Varhatoan hanyan kiildenek levelet a harmadik napon?
b.) Mennyi a valoszintisége annak, hogy el6bb-utobb senki nem kiildi tovabb a levelet?

c.) Mennyi a levelet tovabbkiild6 emberek szamanak varhato értéke?

Megoldas: Legyen Z, az n-edik napon levelet kiild§ emberek szama. (Vagyis nem az az érdekes,
hogy hany levelet kiild — aki kild, az igyis pont 10-et kild, — hanem, hogy hdny embert fertdz
meg a lanclevél-kildés.) Ez a Z, Galton-Watson elagazo folyamat. Mindenki n = 10 embert
probal megfertézni, és minden probélkozés p = 11—0 valoszintiséggel sikeres, igy a kdzvetlen utdédok
szamanak varhaté értéke m = 1.

1

(Konkrétan az egylépéses utodszameloszlas X ~ Bin(n,p) = Bin(10, 15), de ez most nekiink

csak annyiban kell, hogy m = np = 1.)
Ezért

a.) EZg = m3 =1.

18



3.4

b.) m =1, vagyis a folyamat kritikus (és nem elfajult). Ezért a kihalas valoszintsége 1.

c.) A folyamat kritikus, ezért a teljes létszam varhato értéke EN = oo.

Egy szamitogépes programban egy véletlen, rekurziv rutin fut: minden egyes részfolyamat egység-
nyi id6t vesz igénybe, &m ezen feliil minden részfolyamat véletlen szami, onmagaval megegyezs
al-folyamatot indit. Az igy inditott al-folyamatok szama 0, 1 vagy 2 lehet, rendre py = p, p1 = %
és py = % — p valészintiséggel, az eldzményektdl fliggetleniil.

Kezdetben egyetlen ,.gyokér” folyamat fut, ez alkotja egyediil a nulladik generaciot. Az elsd
generaciot a ,gyokér” altal (kozvetleniil) inditott alfolyamatok alkotjak, a masodik generaciot az
elsG generéacio tagjai altal inditottak, stb.

Jelolje Z;, a k-adik generaci6 tagjainak a szamat (kK = 0,1,2,...), N pedig a program futésa
soran indul6 részfolyamatok teljes szamat (vagyis N = > ;- Zi, ami egyben a program teljes
futési ideje is).

Vilaszoljuk meg az alabbi kérdéseket

I. p= = esetén,

II. p= % esetén:

N[

Mi Z; generatorfiiggvénye?
Mennyi Z;o varhato értéke?
Mennyi a P(Z3 = 0) valoszintség?

Mennyi a valoszintisége annak, hogy a program el6bb-utobb lefut (vagyis hogy valamelyik
generacio mar iires)?

e.) Mennyi N varhato értéke?
f.) Mi N generatorfiiggvénye?

Megoldas: 7, elagazo folyamat. Egylépéses utddszam-eloszlasa

2 _
i ettt olyamat. Brliptses wipdzincloviy PTT
Ennek generdtor-fiiggvénye g(2) = p2” + 32" + (5 —p)2° =p+ 32 + , Varhato erteke

m=p-04+3-1+(3—-p)-2=2-2p
Lp=ireg(z)=3+32+¢z2sm=
2
a.) g2(2) =9(9(2) =3+ (3 +32+3:22) +: (3 +32+ 327
b) EZp=m'" = (2)" ~0.017
c.) P(Z3 =0) = rs ahol 7o = 0 és rpyq = g(ry,). Esetiinkben r; = g(0) =%, ry = g(3) = 3
rs =g (35) ~ 0.82.
d.) m < 1, vagyis a folyamat szubkritikus, igy a kihalés (*lefutas) valoszintisége 1.

W

—_

e.) m < 1, vagyis a folyamat szubkritikus, igy EN = =3.

f.) N generatorfiiggvénye, gy (2) a gn(2) = 29)gn(2)) egyenlet megoldasa. Az atlathatosag
kedvéért gy (z)-t Y-nal jelolve Y = zg(Y'), vagyis

11 1
Y=z(=+=Y+-Y?
Z(2+3 G )
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ami egy masodfokd egyenlet Y-ra:

Ezt megoldva

—§i\/( ~1)°—422 3.4\ 9_6:_222
- .

Hogy a két gyok koziil a +-os vagy a —-os a jo, azt ki lehet talalni pl. abbdl, hogy
z = 1-ben minden generéatorfiiggvény 1 kell hogy legyen, vagyis 1 = 3=1Ev9-6-2 V19’H =241,
tehat a minuszos megoldas a helyes:

3—2—vV9— 62— 222

gn(z) = >

o~

Il p=irag(z) =t +32+322 ésm=
a) 92(2) = 9(9(x) = 5+ 5 (5 + 52 +32%) +§ (5 +52+32)
b) EZip =m' = ()" ~17.6
c.) P(Z3 =0) =r3 ahol ro = 0 és rx; = g(rg). Esetiinkben r = ¢(0) = é, Ty = g(%) =,
rs =g (%) ~ 0.27.

d.) m > 1, vagyis a folyamat szuperkritikus, igy szamolni kell: a kihalas (=lefutas) valoszi-
niisége a z = g(z) egyenlet legkisebb nemnegativ megoldasa. Esetiinkben

RS
z2==+ -2+ =z
6 3 277

NS

ami egy masodfoka egyenlet z-re, megoldasai z = 1 (mint mindig) és z = %, vagyis a
kihalas (=lefutés) valoszindsége 3.

e.) m > 1, vagyis a folyamat szuperkritikus, igy EN = oc.

f.) m > 1, vagyis a folyamat szuperkritikus igy N pozitiv valoszintiséggel végtelen. Az ilyen
elfajult val.valtozok generatorfiiggvényérdsl nem beszéltiink, igyhogy inkabb hagyjuk.

3.5 Egy sort kiszolgald szamitogép a hozza érkezd, sorra keriils feladatokat pontosan egységnyi id6
alatt végzi el. Ezen idGegység alatt azonban tujabb feladat(ok) érkez(het)nek, melyek szama
véletlen, és az el6zményektdl fiiggetlen. Ezek a feladatok beallnak a sorba, és ott varakoznak,
amig az el6ttiik érkezett feladatokat a gép el nem végzi. Az egy idGegység alatt érkezd nj feladatok
szamanak eloszlasa:

k o 1] 2 | 3
P(k igény) | 4/10 | p | 5/10 —p | 1/10

A sor kezdetben tires, az elsd feladat érkezésének pillanataban kezdjiik az id6t mérni. Nevezziik a
feladatok ,nulladik generacidojanak” a legel&szor érkezett feladatot. Nevezziik ,els6 generacionak”
azokat a feladatokat, amik az & elvégzése alatt érkeznek. Nevezziik ,mésodik generacionak”
azokat a feladatokat, amik az els6 generdcidba tartozo feladatok elvégzése alatt érkeznek, stb
... Nevezziik ,(n+1)-edik generacionak” azokat a feladatokat, amik az n-edik generacioba tartozo
feladatok elvégzése alatt érkeznek. Jeldlje Z,, az n-edik generacio elemszamét, n = 0,1,2,....

Vialaszoljuk meg az alabbi kérdéseket
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I. ha p =4/10,
II. ha p = 2/10.

Mennyi Z; varhato értéke?

Mi Z; generatorfiiggvénye?

Mennyi Z79 varhato értéke?

)

)

.) Mi Z, generétorfiiggvénye?

)

) Mennyi az r3 := P(Z3 = 0) valoszintiség?
)

foku egyenletet konnyd megoldani, ha ismerjik az eqyik gyikét.)

Mennyi annak a valoszintisége, hogy a sor el6bb-utobb tjra iires lesz? (Segitség: egy harmad-

g.) Mennyi a foglaltsagi periodus hosszanak varhato értéke? (A foglaltsagi periodus az a véletlen

idGszak, aminek a végén elGszor lesz a sor Gjra iires.)

Megoldas: 7, Galton-Watson eldgaz6 folyamat, amire Z; = 1 és az egylépéses utodszam-
eloszlas éppen a feladatban szerepld tablazatban megadott eloszlas. A kérdések megvalaszolasa-

hoz ennek m varhato értékére és g(z) generatorfiiggvényére lesz sziikség:

L. hap—4/10 akkor g(z
1+E 2—1—10 3=

=204+t 2= =
1, a folyamat szubkritikus.

10

/(%)
—0<
IT. ha p = 2/10, akkor g g) H0+2 32 L ZS_M,WL:A.(H_%.
—>
10

1+3-2++5-3= 1, a folyamat szuperkritikus.

Ezek alapjan, a szokasos jelolésekkel

. ha p = 4/10,
a.) EZl m = 190
b.) Z; generatorfiiggvénye g1(z2) = g(z) = %

c.) Zy generatorfiiggvénye

9(2) = 9(9(2)):9<4+4z+22+z3)

10

. 2,.3
3 44-4z24-2+2 m740_’_%

’ 10

) 2\ 2 2\ 3
4 + 4 (4+4ZT§2+ZJ> + (4+4z+22+z3) 4 <4+42T52+25)

. 10
B 10
d.) EZzy = mzy = m™ = ()™ ~ 0.000507
e.) Az r, :=P(Z, =0) jeloléssel
e rg=0

o 71 =g(ro) = g(0) = 5
o 1y =g(r) =g (55) = 0.5824
o 73 =g(ry) = ¢g(0.5824) ~ 0.68663

f.) P(a sor el6bb-utobb tjra iires lesz) = P(kihalas) = ro, = 1, mert a folyamat szubkriti-

kus.
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g.) A foglaltsagi periodus hossza éppen N := > °  Z,, amire EN = = = 10 (mert
m < 1).

II. ha p =2/10,

a.) EZl m = }(1)

b.) Z, generatorfiiggvénye gy (z) = g(z) = 232420

10
c.) Zy generatorfiiggvénye

n(s) = alo(e) =g (FEELIEEE)

2 2\ 3
44224322423 44224322423 44224322423
Ao (B ) g (it )y (Beits)
10

d.) EZz = mgs =m™ = (1) ~ 995.59
e.) Az r, :=P(Z, = 0) jeloléssel
e =20
¢ 7“1:9(7”0): g9(0 ):
o 75 =g(r1) (%)—05344
o 3 = g(rs) = ¢ (0.5344) ~ 0.60782
f.) A kérdés P(a sor el6bb-utobb tjra iires lesz) = P(kihalas) = r. Mivel a folyamat
szuperkritikus, tudjuk, hogy ro < 1 és szamolni kell: meg kell oldani a g(z) = 2
egyenletet. Esetiinkben az egyenlet

44224322+ 23
10

g 2:7
atszorozva és nullara redukalva
2 4+322-8244=0.

Ez egy harmadfoku egyenlet, de szerencsére tudjuk, hogy z = 1 mindig gyoke, vagyis a
baloldali polinomb6l ki lehet emelni a (z — 1) gyoktényezst. Valoban,

4322 -8z +4=(2—1)(2* +42—4),
amit az egyenletbe visszairva
(z = 1)(2* + 42— 4) = 0.

Mivel mi NEM a z = 1 megoldast keressiik, nyogodtan vévgig lehet osztani (z — 1)-gyel,
és marad, hogy
2244z —4 =0,

ami mar méisodfokd. A megoldasai
—4 + —4)2—4-1-(—4 —4 4+ /32
2 2
vagyis a gyokok z = —2(1 — v/2) ~ —4.4 és z = —2(1 — v/2) ~ 0.8284. Mi az egyetlen
[0, 1)-beli megoldést keressiik, vagyis

P(kihalds) = ro = 2(V2 — 1) = 0.8284

22



g.) A foglaltsagi periodus hossza éppen N := "> 7, amire EN = oo, mert m > 1.

3.6 Egy vice gy terjed, hogy mindenki, aki meghallja, véletlen szami Gj embernek meséli el, éspedig
0, 1, 2 vagy 3 Gj embernek, rendre py = p, p1 = i, P2 = %L és p3 = % — p valoszintiséggel, az
eldzményektdl figgetlenil.

A viccet Moricka talalja ki, 6 alkotja egyediil a nulladik generaciot. Els6 generacionak nevezziik
azokat, akinek Moricka maga meséli el a viccet, masodik generdciénak azokat, akiknek az elsd
generacid tagjai mesélik el, stb.

Jelolje Zy a k-adik generacio tagjainak a szamat (kK = 0,1,2,...), N pedig a viccet megismerd
emberek teljes szamat (Morickat is beleértve, vagyis N = >"° / Zy).

Valaszoljuk meg az aldbbi kérdéseket

I. p= 3 esetén,

I. p=

= W=

esetén:

Mi Z, generatorfiiggvénye?

T

Mennyi Z;5 varhato értéke?

Mennyi a P(Z3 = 0) valoszintiség?

)
)
)
)

e o

Mennyi a valoszintisége annak, hogy a vicce terjedése el6bb-utobb megall (vagyis hogy vala-
melyik generacio mar iires)? (Segztseg ha egy harmadfoki egyenletnek ismerjik eqy gyokét,
akkor a gyoktényezdt kiemelve a t6bbi gyokre mdsodfoki egyenletet kapunk.)

e.) Mennyi N varhato értéke?

Megoldas: Z, Galton-Watson eldgaz6 folyamat, ahol az egylépéses utodszam-eloszlas a fenti
P(k utod) = pi (K =0,1,2,3). Jeloljik ennek varhato értékét m-mel, generatorfiiggvényét g-vel.
Legyen tovabba Z, varhato érétke m,,, generdtorfiiggvénye g,, a kihalas-valoszintiségek pedig
rn=P(Z,=0)=g,0),r=P(3n : Z, =0) = lim,_,o 7p.

I p=3 esetén m = 3 -0—1—1-1—1—1‘2—1—#3:%, 9(z) =3+ 32+ 322+ 25
a.) go(2) = ( (2)) = 22+ 241224 L) L (A Lo 122 L8y 2p L Lo 1224 128)3
b.) myg = (%) ~ 14.55.

o
N>

= g(ro) = g(0) = %; ro = g(r1) = g(1/3) = 0.4506; r3 = g(r2) ~ ¢(0.4506) =~
0 5120

d.) Mivel m > 1, a folyamat szuperkritikus, igy a kihalas valoszintisége az r = g(r) egyenlet
egyetlen [0, 1)-beli gyoke. Vagyis
1 1 1 1

T:§+ZT+ZT’2+6T3.

Ezt nullara rendezve és 12-vel végigszorozva azt kapjuk, hogy
0=2r"+3r" —9r + 4.

Mivel a ¢g(1) = 1 mindig teljesiil, tudjuk, hogy ennek az egyenletnek r = 1 biztosan
gyoke. (Es mivel a folyamat szuperkritikus, azt is tudjuk, hogy mi nem ezt a gyokot
keressiik.) Vagyis a jobboldali polinombdl ki lehet emelni (r — 1)-et, és az jon ki, hogy

0=(r—1)(2r* +5r — 4),
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tehat az 1-t6l kiillonb6z6 gyokokre
0 =2r? 4 5r — 4,
amibol r = =2£Y5T Mivel r € [0,1),

P(kihals) — 1 — —° Z‘/_ ~ 0.637.

e.) Mivel a folyamat szuperkritikus, EN = oco. (S6t, P(N = o0) > 0.)

II. p:%eseténm:1-0+l-1+l-2+1-3:%,g(z):%+iz+%22+%z3
a.) ga(2) = ( (2)) = 2 +1(h+ 241224 L) L (A Lo 224 1282 L (A4 Lo 1224 128)3
b.) mis = (g) ~ 825.
c.) 602568 r1 = g(ro) = g(0) = &5 2 = g(r1) = g(1/6) = 0.2168; r3 = g(ry) ~ g(0.2168) ~

d.) Mivel m > 1, a folyamat szuperkritikus, igy a kihalas valoszintisége az r = g(r) egyenlet
egyetlen [0, 1)-beli gyoke. Vagyis

IR R WS TP
7“—6 47’ 47” 37“.

Az el6z6h6z hasonloan ezt nullara rendezve és 12-vel végigszorozva azt kapjuk, hogy

0=4r>+3r* —9r +2=(r — 1)(4r* +7r —2),

amibsl r = 1 vagy r = #871, és mivel r € [0, 1),
— V38 1
P(kihalas) = ! —; =T

e.) Mivel a folyamat szuperkritikus, EN = oo. (S6t, P(N = c0) > 0.)

3.7 Egy boltban minden vevé kiszolgélasa pontosan egy percig tart. Ez alatt véletlen szamu tjabb
vev§ érkezik, és bedllnak a sorba. Az egyes vevek kiszolgalasa alatt érkezé 0j vevdk szama
fiiggetlen és azonos, A = % paramétert Poisson eloszlast.

A legels6 vevl Pistike, nevezziik 6t egymagat a vevek ,nulladik generacié’-janak. Az 6 kiszol-
gélasa alatt érkezG vevsk legyenek az .elsG generacio”. Az elsG generacié tagjainak kiszolgalasa
alatt érkezGk alkossak a vevék ,masodik generacio™jat, stb. Az n-edik generacidba tartozd vevok
szamat jeloljik Z,-nel (n=10,1,2...).

(a) Vegyiik észre, hogy Z,, Galton-Watson elagazo folyamat. Mi az egylépéses utodszameloszlas

generatorfiiggvénye és varhato értéke?

(b) Mennyi Zy, varhato értéke?

(c) Mi Z3 generatorfiiggvénye?

(d) Szamoljuk ki a P(Zy = 0), P(Z5 = 0) és P(Z, = 0) valoszintiségeket.

(e) A boltos akkor tarthat pihendt, ha egyszer csak iires lesz a sor. Vegyiik észre, hogy ez

pontosan akkor kivetkezik be, ha valamelyik genericié mar iires — vagyis az eldgazé folyamat
kihal. Mi annak a val6sziniisége, hogy ez el6bb-utébb bekévetkezik?
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(f) Mennyi a boltos elsé pihengjéig kiszolgalt Gsszes vevs szaméanak varhato értéke?

(g) Bonusz feladat: Mi a valasz a Te kérdésre, ha a fenti A = ;él helyett A = 27

Megoldas:

a.)

Valoéban, minden vevd véletlen szamu ,,utédot” hoz létre, a tobbitsl fiiggetleniil és veliik
azonos eloszlassal, igy az egyes generaciok elemszama Galton-Watson elagazo folyamat. Az
egylépéses utdodszam-eloszlas éppen a Pistike kiszolgalasa alatt érkezék szamanak eloszlasa,
vagyis A\ = % paramétertd Poisson eloszlas. Ennek generatorfiiggvénye az 1.0 feladat szerint

g(2) = 7D = €361 varhat6 értéke pedig m = \ = 2
EZy = m'® = (3)"° ~ 0,056,
Z5 generatorfiiggvénye

(2) = o(9(9(:1) = eap (3 (e (3 (eon (3= ) =1) ) 1) ).

A szokésos 1, = P(Z,, = 0) jeloléssel g = 0 és 1,11 = g(r,), vagyis
[ J T’O =
o 11 =g(rg) = g(0) = e1®V ~ 0,4724
o 1y = g(r1) ~ g(0,4724) = 14741 ~ 0 6732
o 73 = g(rs) ~ g(0,6732) = 1067271 ~ 0, 7826
o 4= g(rs) ~ g(0,7826) = 17826~ ~ 0, 8496,

Valoban, pontosan akkor van az elsG pihendig véges sok vevS, ha a nemdiires generaciok
szama véges. (Ugyanis az egyes generaciok elemszama kiilon-kiilon mindenképpen véges.)

A kihalas valészintisége viszont kénnyti: mivel m = 2 < 1, a folyamat szubkritikus, igy

4
P(pihens) = P(kihalas) =
Mivel m < 1, a folyamat 0ssz-elemszamanak varhato értéke a szokasos jeloléssel EN = %m =

1
3 .
1-3

Bénusz feladat: Ha \ = 2, akkor m = A = 2 > 1, a folyamat szuperkritikus, és a kihalas
valosziniisége nehezebb: a g(z) = z egyetlen [0, 1)-beli megoldasa. Vagyis meg kell oldani a
g(z) = z egyenletet. Esetiinkben g(z) = e}~ = 231 igy a megoldandé egyenlet

2(z—1) _

(& zZ.

Ezt algebrai ton megoldani nem lehet, de numerikusan elég konnytd. Mivel a g fiiggvény
fixpontjat keressiik, és tudjuk, hogy ro = 0-bél inditva az r, := g(r,_1) sorozat tart ehhez
a fixponthoz, az egyik legegyszertibb megoldas egy tablazatkezel6 programmal kiszdmolni az
rn sorozat els6 néhany (mondjuk 50) elemét: egy cellaba beirjuk hogy 0, majd az alatta levd
cellaban kiszamoljuk a g(felette levs) értéket, és a cella tartalmat atméasoljuk az alatta levé

25



3.8

3.9

0.00000000000000
0.19907980576336
0.20307658623782
0.20318483564429
0.20318778722911
0.20318786772323
0.20318786991843
0.20318786997830
0.20318786997993
0.20318786997998
0.20318786997998
0.20318786997998

48 cellaba. A kapott sorozat

0.13533528323661
0.20152529167524
0.20314265199913
0.20318663690331
0.20318783635204
0.20318786906289
0.20318786995497
0.20318786997930
0.20318786997996
0.20318786997998
0.20318786997998
0.20318786997998

0.17740333081914
0.20251336053740
0.20316949532043
0.20318736888815
0.20318785631440
0.20318786960730
0.20318786996982
0.20318786997970
0.20318786997997
0.20318786997998
0.20318786997998
0.20318786997998

0.19297524966823
0.20291395050895
0.20318040310131
0.20318766634852
0.20318786442662
0.20318786982853
0.20318786997585
0.20318786997987
0.20318786997998
0.20318786997998
0.20318786997998

A kihalés valdszintisége jol latszik: ro, ~ 0.20318786997998.

Egy halozati kiszolgalé minden beérkezé igényt pontosan 1 idGegység alatt szolgal ki. Az igények
pedig % ratajia Poisson folyamat szerint érkeznek és allnak be a kiszolgalasi sorba, vagyis az egy
igény kiszolgalasaval t6ltott 1 idGegység alatt érkezé Gjabb igények szama % paraméteri Poisson
eloszlasi, és fiiggetlen az el6zményektél. A t = 0 pillanatban az addig iires sorba megérkezik
az els igény, és ezzel kezdetét veszi egy foglaltsagi periodus”’, ami addig tart, amig egy igény
kiszolgalasa utan tjra iires nem lesz a sor. Szamoljuk ki a foglaltsagi periddus hosszanak varhato
értékeét!

Megoldas: Definidljuk az igények csaladfajat a kovetkezSképpen: egy igény gyerekeinek tekint-
jik azokat az igényeket, amik az ¢ kiszolgalasa alatt érkeznek. Mivel minden igény kiszolgilasa
pontosan 1 idSegységig tart, a gyerekek szdma a bejovs Poisson folyamat beiitésszama ezen 1 id6-
egység alatt, vagyis az el6zményektdl fliggetlen, A = % paraméteri Poisson eloszlasu valosziniiségi
valtozo.

Tekintsiik az igények 0. generaciojanak a t = O-kor érkezd legelss igényt egymagat. Tekintsiik
1. generacionak az ¢ gyerekeit, illetve altalaban (n + 1)-edik generacionak az n-edik generaciod
tagjainak gyerekeit.

Jeloljiik Z,-nel az n-edik generaci6 elemszamat. Igy Z, Galton-Watson elagazo folyamat X ~
Poi (%) egylépéses utodszameloszlassal. A foglaltsagi periddus hossza nem egyéb, mint a folya-
mat kihalasiig az Osszes generacio Ossz-létszama, vagyis N =Y >  Z,. A kérdés pedig EN.

Az egylépéses utodszam varhato értéke m = EX = )\ = % Mivel m < 1, a folyamat szubkritikus,

és ilyenkor tudjuk, hogy
1 1
= =3.

EN = .

Legyen Z; Galton-Watson elagaz6 folyamat, ahol az egylépéses utodszam-eloszlas generatorfiigg-
vénye g(z) = e*~!. Mennyi a valoszintisége, hogy a folyamat elsbb-utobb kihal?

Megoldas: Az egylépéses utdodszameloszlas varhato értéke m = ¢'(1) = 1, vagyis a folyamat
kritikus. Ezért a kihalas valdszintisége 1.
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3.10 Legyen Z, (n = 0,1,2,...) Galton-Watson elagazo folyamat, ahol Zy = 1 és az egylépéses

3.11

4.1

utodszam-eloszlas

L

1]2]3]
P(kuted) | 5 | = | =

6 |

4
4
10

—_

Mennyi a valoszintisége, hogy a folyamat el6bb-utobb kihal?

Megoldas: Mivel mindenkinek legalabb egy utoda sziiletik, a kihalas valészintisége nulla.

Egy Galton-Watson eldgazo folyamatban az egylépéses utodszam-eloszléds generatorfiiggvénye
z—1

g(z) = ez . Mennyi a kihalas valoszintisége?

Megoldas: ¢'(z) = eZT_l%, igy az egylépéses utodszam-eloszlas varhato értéke m = ¢'(1) =

Vagyis m < 1, a folyamat szubkritikus, ezért a kihalas valoszintisége 1.

1
5

Poisson folyamat

Egy varban 1év6 szaraz kut mellett rengeteg ttrista megy el. Ezek mindegyike egyméastol fiig-
getleniil, valamilyen kis valoszintiséggel egy pénzérmét dob a kutba, amibe igy egy nap alatt
atlagosan 50 érme hull. Ezek mindegyike 50% valoszintiséggel esik a ,FEJ” oldalaval felfelé, a
tobbitdl fiiggetleniil.

a.) Legyen X az egy nap alatt (mondjuk junius 1-én) a katba dobott érmék szama. Milyen
eloszlassal jo ezt modellezni? Vagyis mennyi a P(X = k) valoszintiség?

b.) Legyen Y az egy nap alatt ,FEJ” oldalaval felfelé a kutba esé érmék szama. A teljes varhato
érték tétel segitségével szamoljuk ki Y varhato értékét. (Segitség: Mi is lesz Y feltételes
eloszldsa (ill. feltételes vdrhato értéke) az {X = n} feltétel mellett?)

c.) Szamoljuk ki Y eloszlasat, vagyis a P(Y = k) valoszintiségeket a teljes valoszintiség tétel

segitségével! (Segitség: > f—,l =e".)
i=0

Megoldas:

a.) Mivel sok kisérlet egymastol fiiggetleniil kis valosziniiséggel sikeres és X a sikeres kisérletek
szama, Poisson eloszlassal modellezziik: X ~ Poi(\), ahol a paraméter A = EX = 50 a
szoveg szerint. Vagyis

AF 50F
oy A 502V _
P(X =k)=e T (k=0,1,2,...).

b.) Azon feltétel mellett, hogy X = k, vagyis k érme esik a katba, Y varhato értéke %k;, hiszen
az érmék atlagosan fele esik fejjel felfelé. Vagyis E(Y | X = k) = £. Az {X = k} események
teljes eseményrendszert alkotnak, igy a teljes varhato érték tétel miatt

e}

~ k
EY = ZP(X:k)E(Y]X:k):ZP(X:k)§:
k=0 k=0
= 1§:k ]P’(X—k)—l]EX—25
- 2k:0 - 2 O
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c.) Ha tudjuk, hogy n érme esik a kitba, és ezek mindegyike a tobbitdl fiiggetleniil % valoszint-
séggel lesz fej, akkor a fejek szama ezen {X = n} feltétel mellett binomidlis eloszlasu n és
p= % paraméterekkel. Matematikai jeloléssel:

s (o= (0 ()

ha 0 < k < n, vagyis ha n > k. Ezzel szemben n < k-ra persze P(Y = k| X =n) = 0. Mivel
az {X = k} események teljes eseményrendszert alkotnak, a teljes valoszintség tétel miatt
minden k € {0,1,2... }-re

oo e B A"
PO =) = YO =B = k| X =)= 3o (1)t
n=0 n==k ’
~  nl k!(n—k)' k:! — (n —k)!
)\kp q)\ \F p )\kpk
. _)\ o _)\ —(1— )/\_ _
= Z ¢ Ty e T ! kKo

1=0%
—p/\ (p)‘> _ e—uﬂ_k
k! k!’
ahol u = pA = 25, vagyis Y ~ Poi(u): a ,FEJ” oldallal felfelé érkezs érmék szama Poisson
eloszlasu p = 25 paraméterrel.

4.2 A mazsolas kalacs ngy késziil, hogy egy nagy kondérban sok tésztdhoz sok mazsolat ontenek,
jol elkeverik, majd egy nagy kalacsot siitnek belGle, amit sok szeletre vagnak. A szeletek egyi-
két Moricka eszi meg. Vegyiik gy, hogy minden mazsola egyméstol fiiggetleniil, azonos, kicsi
valoszintiséggel keriil Moricka szeletébe.

a.) Egy szeletbe atlagosan 6 szem mazsola szokott jutni. Mennyi a valészintisége, hogy Moricka
szeletébe 2-nél kevesebb jut?

b.) Pistike is kapott egy szelet kalacsot, és boldogan ujsagolta, hogy 12 szem mazsolat talalt
benne. Ezek utdn mennyi a (feltételes) valoszintisége annak, hogy Moricka szeletébe viszont
2-nél kevesebb keriilt?

Megoldas:

a.) Legyen X a Moricka szeletébe keriil6 mazsolak szama. X jo kozelitéssel Poisson eloszlasu,
mert sok mazsola probalkozik, hogy bekeriiljon, mindegyik a tobbitol fliggetleniil kis valoszi-
ntiséggel jar sikerrel, X pedig a sikeres probalkozok szama. A X\ paraméter pedig a varhato
érték: A =6. Igy

_)\ )\0 )\1

+e =e M1+ =

PX <2) = PX=0)+PX =1)=e"5 T

= 7¢%~0.017 = 1.7%.

b.) Legyen Y a mazsolak szama Pistike szeletében. Mivel a kondér nagy és a mazsola sok, X és
Y jo kozelitéssel fiiggetlen, igy

P(X <2|Y =12) =P(X <2) ~ 1.7%

tovabbra is.
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4.3

4.4

Egy 1000-oldalas kényvben 1500 sajtohuba van, véletlenszertien elszorva.

a.) Koriilbeliil mennyi annak a valoszintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2 sajtohuba van?

b.) Koriilbeliil mennyi annak a valosziniisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2, a 42-ediken
pedig pontosan 2 sajtohuba van?

c.) A sajtohubdknak kb. 3-a vesszohiba (abban az értelemben, hogy minden sajtohuba § valoszi-
niiséggel vesszGhiba, a tobbitdl fliggetleniil). Mennyi annak a valoszintisége, hogy a 13-adik
oldalon legalabb 2 vessz6hiba és pontosan 1 egyéb sajtéhuba van?

Megoldas: Az egyes oldalakra esd sajtohubdk szama Poisson eloszlassal kozelithetd, mivel sok
sajtohuba probalkozik egymastol lényegében fiiggetleniil, hogy pont oda essen, és ez mindegyik-
nek kicsi valoszintiséggel sikeriil. S6t, az egyes oldalakon 1évG sajtohubak szdma jo kozelitéssel
fiiggetlen, ugyanilyen megfontolasbol. Ezek utan csak a varhato értékiikre van sziikség, ami
persze az adott oldalszdmra es¢ hubak atlagos szama.

a.) Jelolje X13 a 13-adik oldalra es6 sajtohubak szamat. A fentiek alapjan ez jo kozelitéssel
1500 _

Poisson eloszlasa A = {555 = 1.5 paraméterrel, vagyis

—/\)‘_k P ¥ (L5)"

k! k!

]P)(Xlgzk’)ﬁe (kZO,l,Q,)

Emiatt
P(X13>2)=1-P(X=0)-PX=1)~r1-€e""—e " 1.5~ 0.44.

b.) Legyen X5 a 42-edik oldalra esG sajtohubak szama. A fentiek miatt Xy is Poi(1.5) eloszlassal
kozelithetd és Xq3-t6l jo kozelitéssel fliggetlen, vagyis

1.5)2
P(X13 > 268 Xgo =2) ® P(X13 > 2)P(Xyp =2) ~ 0.44 - e“’% ~ 0.11.

c.) S6ts6t, a vessz6hibék és az egyéb sajtohubdk szama jo kozelitéssel kiilon-kiilon is Poisson
eloszlasu és egyméstol fiiggetlen, ugyanilyen megfontolasbol. Ezért ha Yi5 a 13-adik oldalon

lévs vessz6hibak szama, 713 pedig a 13-adik oldalon 1év6 egyéb sajtohubak szama, akkor jo

. /1500- % 1500-2

kozelitéssel Yiz ~ Poi( 5552 ), Z13 ~ Poi( 55

) és ezek fiiggetlenek. Igy
P(Yis>2és Ziz=1)~ (1—e*°(1+0.5)) (e -1) ~0.033.

Egy radioaktiv sugarforras nagyon sok bomlésra képes atommagbol all, melyek mindegyike va-
lamilyen kis valoszintiséggel bomlik el éppen az altalunk megfigyelt idGintervallumban (és bocsat
ki észlelhets sugarzast), a tobbi atommagtol fiiggetleniil. A minta aktivitasa 0.1Bgq (vagyis Bec-
querel), ami azt jelenti, hogy masodpercenként atlagosan 0.1 bomlas torténik.

a.) Legyen X az egy perc alatt (mondjuk 08:00-t61 08:01-ig) térténd bomlasok szdma. Milyen
eloszlassal jo ezt modellezni? Vagyis mennyi a P(X = k) valoszintiség (és melyik k-kra)?

b.) Mennyi annak a valészintisége, hogy 08:00-t61 08:01-ig pontosan 4 bomlés torténik, 08:01-t6l
08:03-ig pedig pontosan 107

¢.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 09:00-t6l a kovetkez6 bomlasig legalabb 10 masodpercet
kell varni?
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Megoldas:

a.)

X a sikeres probalkozok szama nagyon sok fliggetlen probalkozasbol, nagyon kis sikerval.ség
mellett, igy X ~ Poi()\) ahol A = EX. Esetiinkben A = EX = 60s - 0.1Bq = 6, vagyis
X ~ Poi(6), ami azt jelenti, hogy
6k
P(X = k) :e*‘dg, k=0,1,2,....
Legyen X|g ) a 08:00 és 08:01 kozotti bomlasok szama, X3 5 a 08:01 és 08:03 kozotti bomlasok

szama. Ezek diszjunkt intervallumok, ezért X1 és X|j g fiiggetlenek. Tovabba Xjgq ~
Poi(6) az el6z6 részbdl, és hasonléan Xy 5 ~ Poi(12). Ezért

P(X[(),l] =4 és X[173] = 10) = P(X[O,l] = 4)IP)(X[173] = 10) =
664 12 1210

Legyen Y a 09:00:00 és 09:00:10 kozotti bomlasok szama. Az el6z6ekhez hasonléan Y ~
Poi(1). Vegyiik észre, hogy pontosan akkor kell legalabb 10 masodpercet varni, ha 10 mé-
sodperc alatt nem torténik bomlés, vagyis a keresett valoszintiség

NG

P(Y =0)=e o= e ! = 0.368.

Alternativ megoldas: Legyen 7 a 09:00 utan térténd elsé bomlasig a varakozasi id6 méa-

sodpercben. A Poisson-folyamat tulajdonsagai miatt 7 ~ Exp()\) ahol A = L a folyamat

; 10
intenzitasa. Igy

P(r > 10) = 1 — Fyp1)(10) =1 - (1 - e*%'lo) = ¢! ~ 0.368

c s

részecske keletkezik. A detektorunk a nagy energiaju részecskéket 90% valoszintiséggel észleli, a
kis energiajuakat viszont csak 20% valoszintiséggel (a tobbi részecskétdl fiiggetlentil). Mennyi a
valoszintisége, hogy egy két masodperc hosszu idGintervallumban legalabb 4 részecskét észlel?

Megoldas: A nagy energiaju alfa-részecskék Poisson-folyamat szerint keletkeznek, 1 rataval. (Az
id6t mérjiik masodpercben.) Az észlelt nagy energiaju részecskék folyamata ennek egy ritkitasa,
ezért szintén Poisson-folyamat, 1-0.9 = 0.9 rataval. Ugyanigy, a kis energidju alfa-részecskék is
Poisson-folyamat szerint keletkeznek 3 rataval, tehat az észlelt kis energiaju részecskék folyamata
is Poisson-folyamat, 3 - 0.2 = 0.6 rataval. A kétféle észlelt részecske folyamata fiiggetlen, ezért

az

uniojuk is Poisson-folyamat — és a ratdk tsszeadodnak.

Osszefoglalva a lényeg: az dsszes észlelt részecske folyamata Poisson-folyamat, 0.9 + 0.6 = 1.5
rataval.

Legyen X a két méasodperc alatt észlelt részecskék szama. Igy X ~ Poi()), ahol A = EX =

2.

1.5 =3. Vagyis k= 0,1,2,...-te P(X = k) = e 3} = 331, A kérdésre a valasz:

3

32 3B

PX>4)=1-) P(X=k)=1-¢"* (1+3+5+€> =1—13¢7? ~ 0.3528 ~ 35%.
k=0
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4.6 A radioaktiv C atommag élettartama (vagyis a létrejottétsl a bomlasaig eltelt id6) exponen-
cialis eloszlasi. A felezési id6 5730 év, ami azt jelenti, hogy egy sok atommagbol all6 mintanak
ennyi id6 alatt bomlik el a fele.

a.) Mennyi az élettartam eloszlasanak A paramétere (rataja)
i.) ha az id6t években mérjiik?
ii.) ha az id6t masodpercben mérjiik?

b.) Vesziink egyetlenegy *C' magot. Mennyi a valésziniisége, hogy egy masodpercen beliil el-
bomlik? Es hogy két méasodpercen beliil? Es hogy 3 méasodpercen beliil? (Figyelem: nem
csak képleteket kérek, hanem konkrét szamokat!)

c.) Vesziink egy ezermillidrd (vagyis 10'?) magbol 4ll6 mintat, és X-szel jeloljiik a 3 masodperc
alatt bekovetkezd bomlasok szamat. Mennyi a P(X = 12) valoszintiség? (Figyelem: nem csak
képletet kérek, hanem egy konkrét szamot!)

d.) A 10'? magbol all6 minta bomlasait egy detektorral figyeljiik, ami csak a bomlasok egy részét
észleli: minden bomlast a tobbitdl fiiggetleniil éll valoszintséggel. Legyen Y a 3 masodperc
alatt észlelt bomlasok szama. Mennyi a P(Y = 3) valoszintiség? (Figyelem: nem csak képletet
kérek, hanem egqy konkrét szdmot!)

e.) Legyen T a detektor altal észlelt els6 bomlas idépontja (masodperchen). Mi T' eloszlésa?
Megoldas:

a.) Jeloljiik &-vel az (egyetlen) atommag élettartamat, F-fel ennek eloszlasfiiggvényét, T} jo-vel a
felezési id6t, vagyis T’/ = 5730év ~ 1.8 - 10"s. Az exponenciélis eloszlas definici6ja szerint
x > 0-ra
Flr)=1—e?"

a felezési id6 definicioja szerint pedig

1
5= P(E < Tijp) = F(Tyyp) = 1 — e 72,

amibdl
o Ing  m2 0693 _ 0.693
- Ty, Ty " 5730év T 1.8-10's

A

L) A= 208 ~1.21-107*L, vagyis ha az id6t években mérjiik, akkor A ~ 1.21- 107
i) A~ 79988 ~ 3.83- 10721, vagyis ha az id6t méasodpercben mérjiik, akkor A ~ 3.83 -

10712,
b.) Mérjiik az id6t mésodpercben!
i.) 1 mésodpercen beliil: Az eltelt id6 t = 1.

P(é<t)=F(t)=1—-e*~~383 107"

Hat persze: Mivel M\t nagyon kicsi, e*-t nagyon jol kozeliti az elséfokt Taylor polinom-
ja: e ~ 1 — At, vagyis F(t) ~ M. Eppen ezért hivjak A-t az exponenciélis eloszlas
ratajanak.

(Alternativ érvelés: mivel Xt kicsi, a & élettartam f(x) = Xe™® (ha x > 0) siriség-
fliggvénye jo kizelitéssel konstans a [0,t] intervallumon, igy P(§ < t) = fot flx)der ~
FO)(t —0) = At.)
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4.7

ii.) Hasonloan 2 és 3 mésodpercre:
P(¢ < 2) ~ 2\~ 7.66-10 "
P(¢<3)~3\A~115-107"

¢.) Szigortian véve X binomidlis eloszlasa n = 10'% és p = P(§ < 3) ~ 3\ =~ 1.15- 107!
paraméterekkel, igy

P =12) = (7))o - o

1000000000000
12

~
~

) (1‘15 . 10—11>12 (1 —1.15. 10_11)999999999988 .

Ezt az én szamologépem nem is birja kiszamolni, ezért Poisson eloszlassal kozelitiink: mivel
n nagy és p kicsi, jo kozelitéssel X Poisson eloszlast np ~ 11.5 paraméterrel. Vagyis

N 115115

P(X =12) ~ e o & 0113 =11.3%

d.) Y a fenti, Poisson eloszlassal modellezhets X ritkitasa, igy maga is (jo kozelitéssel) Poisson
eloszlast = ~ 2.875 paraméterrel. Igy

2.8753
~ 2875

P(Y = 3) 3

~ 0.223 = 22.3%

e.) Mivel az anyag méasodperces idéskalan nézve nagyon lassan fogy el, révid ideig nyugodtan
ugy tekinthetjiik, hogy az észlelések Poisson folyamat szerint torténnek. (Hosszu iddre ez
persze nem igaz, 5730 év alatt példaul a felére csokken az aktivitas (vagyis a rata).) Mivel a
bomlasok rataja n)\, az észlelések rataja ”T’\ ~ 0.96. Igy az elsé észlelésig eltelt T id6 (nagyon
jo kozelitéssel) exponencialis eloszlast 0.96 paraméterrel.

Jancsi és Juliska hazéban a vezetékes telefon Poisson folyamat szerint csorog, két 6ranként atla-
gosan egyszer.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy az esti filmet, ami reklamokkal egyiitt két és fél ora hossza,
végignézhetik a nélkiil, hogy csorégne a telefon?

b.) Mennyi a valoszintisége, hogy az elsé telefonhivésra a film kezdetétdl szamitva kevesebb, mint
fél orat kell varni?

c¢.) Mivel filmnézés kozben nem szeretnek telefonalni, minden csorgésnél érmedobassal dontenek,
hogy melyikiik vegye fel. Mennyi a val6szintisége, hogy Jancsinak igy is 1-nél tobbszor kell a
film alatt telefonalnia?

Megoldas: Az idét meérjiik 6raban. Igy a csorgések Poisson folyamatanak rataja % Legyen

X; a film kezdetétsl szamitva t id6 alatt a csorgések szama, T pedig az els6 csorgésig eltelt id6.
Tudjuk, hogy X; ~ Poi(t - \), de azt is, hogy T ~ Exp()\).

0!

a.) 1. megoldas: P(X,5 = 0) = P(Poi(2.5-1) = 0) = e P12 — o125 ~ (287 2.
megoldas: P(T > 2.5) = 1 — P(Eap(}) < 2.5) =1 — (1 — e 32%) = 712 ~ 0.287.
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b.) 1. megoldas: P(Xy5 > 0) = 1 — P(P0i(0.5- 1) = 0) = 1 — ¢ 002 — | _ =02 ~ (221,

2. megoldas: P(T < 0.5) = P(Exzp(3) < 0.5) =1 — em205 =1 — 7025 0.221.

c.) 1. megoldas: Poisson folyamat ritkitasa is Poisson folyamat: ha csak a Jancsi altal felvett

hivasokat nézziik, azok is Poisson folyamatot alkotnak, csak a rata ezuttal v = % . % = }L,
mivel 6ranként atlag }1 hivast vesz fel. Igy, ha Y55 a Jancsi altal 2.5 6ra alatt felvett hivasok

szama, akkor Ya5 ~ Poi(2.5 - u) = Poi(0.625). Igy
P(Yos >1)=1—-P(Yos5=0) —P(Yos=1)=1— e %5(140.625) ~ 0.130

2. megoldas: Legyen X = X5 5 a telefoncsorgések teljes szama, X ~ Poi(p) ahol p = 1.25,
és legyen Y a Jancsi altal felvett telefonok szama. Az X = n feltétel mellett az Y feltételes
eloszlasa binomidlis, éspedig (n,p = %) paraméterekkel. Vagyis ¢ = 1 — p jeloléssel n =
0,1,2,...-re

(Dp*¢* hak=0,1,...,n

PY=Ek|X=n)= )
0 ha k& > n, persze

Ebbdl a teljes valoszintiség tétele szerint minden £ =0,1,2...-re

P(X=k)=> P(X=nP(Y =k[X=n)=)_ el (Z)pkqn_k.

n!
n==k

o 2 . » » | ., . . , . . "
Ez az 6sszeg szerencsére kiszamolhato: (Z) = m—t kifrva n! kiesik, utdna pedig kézenfekvd

az | :=n — k jelolés, ha mar n agy is csak k-tol fut:

0 k

_ 1 _,(pp)" = (qp)'

o _ |+k k1l __

PX =k) =) e Pt =t > T
=0

=0 l=

4 . b s . Iz
Az utolsé szumma kedves ismerdsiink, mivel e* = 37~ % Igy

o o), )"
P(X =k)=e ”Te‘”’—e pPT.

Vagyis sikeriilt kézzel bebizonyitanunk, hogy Poisson eloszlas ritkitasa is Poisson eloszlas,
éspedig Y ~ Poi(pp).
Innen pedig, mivel pp = % -1.25 = 0.625,

PY>1)=1-PY =0)—P(Y =1) =1—e "1 +0.625) ~ 0.130

4.8 Egy szamitogépes halozati kiszolgalohoz Poisson folyamat szerint érkeznek az igények, percenként
atlagosan tiz. Minden igény kiszolgalasa soran — valoszintséggel torténik valamilyen hiba, az

10

el6zményektdl fiiggetlentil.

a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy perc alatt (mondjuk 08:00-t6] 08:01-ig) 5-nél keve-
sebb igény érkezik?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 08:00-t61 09:00-ig pontosan 2 hiba torténik?

c¢.) Mennyi annak a valosziniisége, hogy 08:00-t6l 08:01-ig legalabb 5 igény érkezik, de egy hiba
sem torténik? (Vigydzat: Az igények szama és a hibdk szima nem figgetlen! Tipp: a hibdt
nem okozd igények szama viszont fiiggetlen a hibdk szdmdtol. Miért is?
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Megoldas:

a.) Legyen X, az a és bid6pont kozott érkezs igények szama, és mérjiik az id6t 08:00-t6l kezdve
percben. Mivel percenként atlagosan tiz igény érkezik, a Poisson folyamat rataja Ay = 10,
igy a = 0, b = 1 valasztassal X ~ Poi((b — a)A\x) = Poi(10). (Persze: az egy perc alatt
érkez6 igények szama Poisson eloszlast, varhaté értéke pedig 10.) Igy annak a valoszintsége,
hogy egy perc alatt 5-nél kevesebb igény érkezik,

1010
P(Xj) < 5) = ZIP’X[Ol]_k Z O =

k=0
102 108 10*

= 1+10+ — + — + — ) =~ 0.02925
<+ +2+6+24)

b.) Legyen Y az a és b id6pont kézott torténd hibak szama. Mivel az egyes igények az el6z-
ményektdl fliggetleniil azonos valoszintiséggel okoznak hibat, a hibak is Poisson folyamatot
alkotnak (ami az igények Poisson folyamate:mak ritkitdsa), ennek rataja Ay = % -10 = 1.
(Persze: percenként atlag 1 hiba torténik.) Igy Yio.e0 ~ Poi((60 — 0)Ay) = Poi(60), amibél

o—60°27 60

P(Yjoso) = 2) = e 5 ~ 1576 - 107 2

c.) Legyen Zj, az a és b id6pont kozott érkezs, hibat nem okozd igények szama. fgy az Y és a
Z Poisson folyamatok egyarant az X ritkitasai, amik rdadéasul diszjunktak: ha egy igény az
egyik folyamatban szerepel, akkor a masikban nem. Az ilyenekrdl tudjuk el6adasrél, hogy
egymdstol fiiggetlenek (de persze az X folyamattol nem). Igy

1
Yo ~ Poil(1 —0)510) = Poi(1) , Zay ~ Poi((1 - 0)1% :10) = Poi(9)

a kérdés pedig P(Xpp,1) > 5 és Yjp,;) = 0). Ennek a szamolasakor az Y és Z fiiggetlenségét
ugy tudjuk kihasznalni, hogy

P(Xpa) = 5, Yoy = 0) = P(Zjo.1) 2 5, Yo = 0) = P(Zjo) = 5) - P(Yjoa) = 0).
Az els6 tényezd

4

P(Z >5)—1—Ze‘99—k—1—e 1+9+9—2+9—3+94
o= K 26

a masodik pedig

Ezt 6sszerakva

92 93 9t
P(Xp1 > 5, Yo =0) = {1 —e (1 +9+ — 5 + 3 + 24>] e”! & 0.3477

4.9 A postafiokomba az emailek Poisson folyamat szerint érkeznek (éjjel-nappal egyenletesen) napon-
ta atlagosan 24. Minden email a tobbitsl fiiggetleniil }l valoszintiséggel spam; = valoszmuseggel
nem spam, de nincs is vele teendd; a maradék }l valoszintiséggel viszont azt eredmenyez1 hogy
valamit csinélni kell.

34



a.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy reggel 8-tol 10 oraig 4-nél t6bb emailt kapok?

b.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 8-t6l 10 o6raig legalabb 3 olyan email érkezik, amivel
teendd lesz?

c.) Mennyi annak a valoszintsége, hogy 8-tol 10 éraig legalabb 5 email érkezik, de spam egy
se? (Vigydzat: Az emailek szima és a spamek szama nem figgetlen! Tipp: a spamek szima
viszont fiiggetlen a tobbi email szamdatol. Miért is?)

Megoldas:

a.) Legyen X[s 10 areggel 8 és 10 kozott érkezd emailek szama. Mivel az emailek Poisson folyamat
szerint érkeznek, Xg 19y Poisson eloszlast. Vérhato értéke 2, mivel 6ranként atlag 1 email

érkezik. Vagyis X(s 10 ~ Poi(2), vagyis P(Xg10 = k) = ¢ 22, k = 0,1,2,...-re. Ebbdl

]P)(X[&lo] > 4) == 1 — UP)(X[S 10] — O) + P(X[&lo] - 1) + A + P(X[g}lo} = 4)] =

20 ol 92 98 o
—1—e( + gttty T )

0! ol T 31
4 8 16

= 1- 1 =1 - 72% . = 5. X

< +2—|—2+6+24) Te 0.053 = 5.3%

b.) Legyen Y510 a reggel 8 és 10 kozott érkezé olyan emailek szama, amivel teendd lesz. Az
ilyen emailek folyamata az Osszes email Poisson-folyamatanak ritkitasa p = i—szeresére, igy
maga is Poisson-folyamat, negyedakkora rataval. Ezért Y g ~ Poi (%), vagyis P(Yjs 10 =
m_e%() k=0,1,2,...-re. Ebbcl

AR

P(Yisa0p >3) = 1—=[PYg19 =0)+PYs109 =1) +P(Ys10 = 2)] =
1\0 1\1 1\2
B (G LG LG
= l-es ( of T T | T

1 1 13
1 =1——¢ 20014 = 1.4%.
(+2+2) g ¢ %

NJ\»—-

= l1—c¢

c.) Tekintsiik kiilon a spamek folyamatéat és a nem spam emailek folyamatat. Mindketts az
Osszes email Poisson-folyamatanak ritkitasa, sdt: az egyik egy ritkitas soran megmaradé ese-
ményekbdl all, a masik pedig az ugyanezen ritkitas soran kidobott eseményekbdl. ElGadasrol
tudjuk, hogy ezek nem csak kiilon-kiilon Poisson folyamatok, hanem fiiggetlenek is.

Hogy kicsit kevesebb legyen a jelolés, mint az el6z6 két pontban, nem irok tébb indexet...
Legyen Z a reggel 8 és 10 kozott érkezé nem spam emailek szama, V' pedig a reggel 8 és 10
kozott érkezd spamek szama. A fentiek szerint Z ~ Poz( ) V ~ Poz( ) és fiiggetlenek,

vagyis
INEANNE AT
6 \ 2 24 \ 2

4.10 Egy internetes kiszolgalohoz percenként atlagosan 10 kérés érkezik, Poisson folyamat szerint.
Minden kérés a tobbitsl fiiggetleniil %0 valoszintiséggel hibés.

P(Z>5V =0 = P(Z>5PV =0)=

3 1/3\?
— 1—7 1 — — —_
[ e <+2—|—2(2>+

0.011 = 1.1%.

Nl

Q
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a.) Mennyi a valoszintisége, hogy 10:00 és 10:02 kozott nem érkezik hibas kérés?
b.) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kozott pontosan 20 kérés érkezett (Gsszesen), mennyi a valoszi-
niisége, hogy ezek egyike sem hibé&s?

c.) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kozott legalabb 18 hibatlan kérés érkezett, mennyi a valoszini-
sége, hogy hibas viszont egy sem?

Megoldas:

a.) Legyen X a 10:00 és 10:02 kozott érkez6 hibas kérések szama. A hibas kérések folyamata az
Osszes kérés Poisson-folyamatanak ritkitasa, igy maga is Poisson folyamat. Mivel két perc
alatt atlag ket hibas kérés érkezik, EX = 2, vagyis X ~ Poi(2). Igy P(X = 0) = 22 =
e 2~ 0.135

b.) Mivel a 20 kérés mindegyike a t6bbitdl fiiggetleniil % valoszintiséggel hibés,

1\ 20
P(egyik sem hibas) = (1 — 1—0) ~ 0.122

(Alternativ megoldds: azon feltétel mellett, hogy dsszesen 20 kérés érkezett, a hibds kérések
szdma binomidlis eloszlasi n = 20, p = % paraméterekkel, és

(o) )= () (B () ()

c.) A hibas és a hibatlan kérések szama egymastol fliggetlen, ezért a feltételes valosziniiség
megegyezik a feltétel nélkiili valoszintiséggel, amit az a.) pontban kiszamoltunk: e2 ~ 0.135

5. Berry-Esseen tétel

5.1 Egy bolha a szidmegyenesen ugral. A nulldboél indul, és minden egész masodpercben ugrik. Az
egyes ugrasok fiiggetlenek, és egyenletes eloszlastiak [—1; 1]-en. Vagyis a bolha helye n masodperc
elteltével S, = X7 + Xo 4+ --- + X, ahol X1, X, ..., X, fliggetlenek és egyenletes eloszlasuak a
[—1; 1] intervallumon.

a.) Legyen n = 1000000 (vagyis a bolha kb. 11 6raja és 34 perce ugral). Ha ekkor a IP(S,, > 100)
valoszintiséget a centralis hatareloszlas tétellel kozelitjiik, legfeljebb mekkora lehet a kozelités
hibaja a Berry-Esseen tétel szerint? (A Berry-Esseen tételben szerepl C' konstans egy 2011-
es eredmény szerint valaszthaté C' = 0.4748-nak.)

b.) Azt szeretnénk, hogy a P(S, > 100) kozelitésének hibaja legfeljebb 107° legyen. Legalabb
mennyinek kell lenni n-nek? (Kb. hany évig kell ehhez a bolhéat ugraltatni?)

Megoldas:
A Berry-Esseen tétel szerint

co
ai\/n’

o = VDX, = \[E(X}) - (EX,)".
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5.2

Ebbél a varhato érték szimmetria-okbol nulla. A négyzet varhato értéke

BUXY) = [ fa)d,

o0

1 ha-1<2<1
) = 29 5
/(@) {0, ha nem
Vagyis
2 bl 1
E(X7) = ¥ —dr = =,
2
igy

amit persze a képletgytjteménybdl is ki lehetett olvasni.

Kell még a 9, ami a centrdlt harmadik abszolit momentum, vagyis
§=E(X —EX]?).

Szerencsére EX = 0, igy

s=BIXP) = [ Py~ [

- -1

1
1

2| = da.
2

Itt az abszolit érték nagyon fontos, anélkiil nulla lenne az integral, ami nonszensz.

Az abszolat értékkel legkdénnyebben tigy banhatunk el, ha kihasznaljuk, hogy az integralandé
fliggvény paros, ezért elég pozitiv x-ekre integralni és az eredményt kétszer szamolni:

1
1

5—/ 2dr = -,
o 4

Végiil C' = 0.4748 a feladat szovege szerint, vagyis

C5 06168
o3/n Jn

a.) Ha n = 1000000, akkor hiba < 288 ~ 6.2 - 107"

b.) Ha 0908 < 1075 a cél, akkor n > (%2%)° ~ 3804216300 ~ 3.80 - 10° kell legyen. Ennyi
mésodperc kb. 120 és fél év.

hiba <

Egy béka a szamegyenesen ugral. A nullabol indul, majd minden masodpercben ugrik egyet: %
valoszintiséggel helyben, % valoszintséggel egy egységnyit jobbra, % valoszintiséggel pedig egy egy-
ségnyit balra — az el6zményektdl fiiggetleniil. Moéricka a centralis hatareloszlas tétel segitségével
probalja megbecsiilni annak valosziniiségét, hogy a béka 150 ugras utan legalabb 10 egységnyivel
jutott jobbra. Legfeljebb mennyi lesz Moéricka becslésének hibaja a Berry-Esseen tétel szerint?

(A tételben szerepld konstanst vehetjiik 0.4748-nak.)
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5.3

Megoldas: Legyen X; a béka i-edik ugrasa. A szoveg szerint az X;-k fiiggetlenek és egyenletesek
a {—1,0 — 1} halmazon. Legyen n = 150 és S,, = X; + --- + X, a béka helye 150 ugras utén.
Moéricka a P(S,, > 10) valosziniiséget akarja CHT-vel becsiilni. A Berry-Esseen tétel szerint a
becslés hibajara

hiba < —— \/_03,
ahol C' = 0.4748, 0 az X;-k (kozos) szordsa és 6 = E(|X; — m|?), ahol m = EX,. Esetiinkben

—140+1
m o= Ol

3
o2 EXI_gm?_gx:o CIHOHDE 2
1 1 3 3
| = 1P+ 0P+ 1P 2

3 3

5 = E(IX:—mf) = E(X,*) =

Ezeket visszhelyettesitve

0.4748 - 2 (0.4748
hiba < 3 — = 0.04748 ~ 4.7%.

3
VIso, /2 V10

Pistike iskola utan nem megy csak ugy haza: az iskolakapun val6 kilépést kovetGen minden ma-
sodpercben % valoszintiséggel egyet lép elére (hazafelé), 3 L valészintiséggel viszont kettSt hatra
(vagyis az ellenkezd iranyba), az el6zményektdl fﬁggetlenul Az apukija a centralis hatarelosz-
las tétel segitségével megbecsiili annak valésziniiségét, hogy egy ora elteltével Pistike legalabb
200 lépésnyit kozeledett otthondhoz. Legfeljebb mekkora lehet a kozelités hibaja a Berry-Esseen
tétel szerint? (A Berry-Esseen tételben szereplé C' konstans egy 2010-es eredmény szerint va-
laszthato C' = 0.4784-nek.) (Bodnusz kérdés: hogyan viszonyul ez a hiba az apuka becslésének

eredményéhez? Miben lehet biztos az apuka?)

Megoldas:
Pistike elmozdulasa hazafelé iranyba (lépésben mérve) n = 3600 masodperc elteltével S,

Sor . X, ahol {X1, X», ...} fiiggetlenck és azonos eloszlastak, P(X; = 1) = 2, P(X; = —2) = 3.
A Berry-Esseen tétel szerint ha a P(S,, > 200) valoszintiséget a CHT-vel kozelitjiik, akkor
hiba < ——
tha < — \/_
ahol o az X;-k szorasa J pedlg a centralt harmadik abszolit momentuma (§ = E(|X; — EX;[?)).

Esetiinkben EX; =2 -1+ 1 - (—-2) =0, igy

2 1
UQZE(XE):§-12+§-(—2)2:2, vagyis 0 = V2,
tovabba 5 ] 10
=E(X,))==-11P+=-]-2P =~
() = 2 1P+ =2 = =
Osszerakva:

0.4784 - 2
hiba < @ _ -~ 0.0094 = 0.94%.

avn /2°/3600
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0.4

Vélasz a bonusz kérdésre: az apuka becslése a CHT alapjan

200 — nEX,
P(S, > 200) = 1—P(S, <200)~1— & <—”)

av/n

200
= 1-9 (m) ~ 1 — 0(2.36)

1 —0.9909 = 0.0091 = 0.91%,

Q

ami kisebb a hibanal. Apuka csak abban lehet biztos, hogy a tényleges valdszintiség legfeljebb
1.85%.

Moéricka 10000-szer dob egy szabdlyos dobokockaval.

a.) Kozelitsiik a centrélis hatareloszlas tétel (CHT) segitségével annak valoszintségét, hogy a
dobott szamok atlaga legalabb 3.7.

b.) A Berry-Esseen tétel szerint legfeljebb mennyi lehet a CHT kozelités hibaja?
Megoldas: Legyen n = 10000 és ¢ = 1,2,...,n-re X; az i-edik dobas eredménye. Legyen

S, = X;+---+X,, adobott szamok Gsszege. Feladat a ]P’( 2e > 3.7) =P(S, > 37000) valoszintség
kozelitése. Az X;-k fiiggetlenek és azonos eloszlastak.

a) m = BX, = LESEN0 = 35 EXP = IS — 9 vagyis o2 = Var(X,) =
: : 23 :
EX?—m? = 2. Igy S, varat6 értéke ES =nm = 35000 szorasa pedig DS, = \/no ~ 170.8.

Vagyis ha a Varhato értéket 2000-rel tul akarjuk lépni, az a szoras koriilbeliil 11.7-szeresét
jelenti. A CHT szerint

P(S, > 37000) = P Sn—nm _ 37000 — 35000 | _

Ve T 00, /5

S, — nm
Pl——— >110 | =1—®(11.7) = &(-11.7
(P72 2 100) ~ 1 - 811L7) = 9(-11.),

ahol ® a standard normaélis eloszlasfiiggvény. Ezt kevés tablazatbol lehet 11.7-ben kiolvasni,
de az mindegyikbdl latszik, hogy ®(11.7) > 0.9999, vagyis 1 — ®(11.7) < 107%. A tablazat-
kezelom szerint viszont ®(—11.7) & 6.4 - 10732,

b.) Ehhez kell még az X;-k eloszlasanak § := E(]X; — m|®) jellemzéje. Esetiinkben

Q

1 —-352+12—-352+[3—-35+]4—35°+[5—-35%+[6—-35 51
6 -8
Vagyis a Berry-Esseen tétel szerint a CHT kozelités hibajara C' = 0.4748-cal

5:

5 04748-2%
hiba < ¢ g ~ (0.006.

T Vet 100\/7

Vagyis a becslés hibaja sok nagysagrenddel nagyobb (lehet), mint a becslés maga.
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6.

6.1

6.2

Nagy eltérések

Bergengocia elektromos halozatara tizezer fogyasztoé kapcesolodik. Koziiliik 9000-nek 32 amperes
biztositéka van, vagyis az altala felvett teljesitmény legfeljebb 324 x 230V = 7360W lehet. A
maradék 1000 fogyasztonak 100 amperes biztositéka van, igy legfeljebb 100A x 230V = 23000W
teljesitményt vehet fel. Bergengociaban a ,csticsidd” délutan 2-kor van, ekkor mérik a legnagyobb
fogyasztast. A bergengoc elektromos miiveknek az egyes fogyasztok csicsidbeli fogyasztasanak
eloszlasarol (a fenti korlatokon tul) fogalma sincs, de azt tudjak, hogy az egyes fogyasztok fo-
gyasztasai fiiggetlenek, és hogy az dtlagos ssz-fogyasztds cstcsidében 3.2 - 107W. Mekkora kell
legyen az elektromos halozat K Ossz-teljesitménye (Watt-ban), ha azt akarjak, hogy a csticsidé-
beli ssz-fogyasztas 1 — 1078 valoszintiséggel K alatt maradjon?

Megoldas:
Legyen n = 10000 és a csucsidébeli 6ssz-fogyasztas S, = X1 + - - - + Xi0000, ahol X1, ..., Xi0000

az egyes fogyasztok fogyasztasai Watt-ban. A Hoeffding-egyenlGtlenség szerint minden pozitiv
t-re

2 2
P(S, > ES, +t) < exp (_ = (bt : )2) |
i=1\Ys — WUq

ahol ES,, = 3.2-107 a szdveg szerint, a; és b; pedig az i-edik fogyasztas also illetve fels korlatja: a
konkrét esetben mindegyik a; = 0, a b; pedig a 9000 kisfogyasztora 7360, az 1000 nagyfogyasztora
pedig 23000. Igy a nevezébeli szumma

> (b — a;)* = 9000 - (7360 — 0)* + 1000 - (23000 — 0)* = 1.0165264 - 10'*.

i=1
A 1078-0s biztonsaghoz legyen tehat K = ES,, + t, ahol
2t

o (‘ S (b — ar)?

Ez utobbit t-re megoldva

) =107 (és nem pedig 1 —107%).

iy (bi — a;)?
t= \/— 2z 5 ;) In(10-8) = v/4 - 1.0165264 - 10'2 - In 10 ~ 3.06 - 10,

vagyis K = 3.2+ 106 + 3.06 - 105 = 3.506 - 107 j6 lesz.

Egy forgalmas helyen 16v6 készpénzautomatat egy nap alatt (feltoltéstol feltoltésig) 500 ember
hasznal. A legkisebb felvehetd Osszeg ezer F't, a legnagyobb szézezer Ft. A bank tapasztalata
szerint az emberek atlagosan 20-ezer Ft-ot vesznek fel. Az egyes emberek éltal felvett Gsszegek
fiiggetlenek egymastol. Mennyi pénzzel kell az automatét feltolteni, ha 99%-ig biztosak akarunk
lenni benne, hogy nem fogy ki a kivetkez§ feltoltésig?

Megoldas:
Legyen n = 500, és szamoljunk minden pénzisszeget ,ezerFt”-ban, hogy ne kelljen olyan nagy
szamokat irni. Az egy nap alatt felvett Osszeg

Su= X1+ + X,

ahol X; az i-edik ember altal felvett Gsszeg. S, varhato értéke a szoveg szerint ES,, = n - 20 =
10000.
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A Hoeffding-egyenlGtlenség szerint minden pozitiv t-re

2t?
P(S, > ES, +1t) <exp (— = ),
> i (bi — a;)?
ahol a; és b; az X; also illetve felsé korlatja: esetiinkben minden a; = 1 és b; = 100, igy a tort

nevezd@je
n

> (b — ;) =500 (100 — 1)* = 4900500.
=1
Legyen tehat a betoltott pénz K = ES,, + t, ahol
217 0.01 (¢ dig 0.99)
ex — = U. €S nem pedil .
P b a0 pedig ;

i=1

vagyis
2t*

(b - @)’

= In(0.01) = —21n 10,

amibdl

t=,|(n10)Y (b — a;)* = VIn 10 - 4900500 ~ 3359.
=1
Tehat K ~ 10000 + 3359 = 13359 eFt-tal kell az automatéat feltélteni.

Megjegyzés 1 (sz6rszalhasogatas): Jo, jo, koriilbeliil 13359000 forint kell — a szamolasbol
egész pontosan 13359139 forint és 51 fillér jon ki, meg még egy kis aprd. Persze, az automataba
nem lehet 13359139 forintot és 51 fillért tenni, és elfogyni se tud belGle pont ennyi, mert a
legkisebb cimlet az ezres. Vagyis, amit beletesziink, az 1000 Ft-nak tobbszordse kell, hogy
legyen.

Akkor viszont: elég lesz 13359000 forint, vagy (biztos, ami biztos) legyen inkabb 133600007

Ez a kérdés annyira aprosag, hogy a megvalaszolasdhoz még egy nyelvtant kérdésen is rugdznunk
kell. Nevezetesen: a feladat szovege szerint ,,99%-ig biztosak akarunk lenni benne, hogy nem
fogy ki a kovetkez6 feltoltésig”. Jo, de mit is jelent az, hogy az automata ,kifogy™?

1.) A kifogy” a sz6 szoros értelmében azt jelenti, hogy az automataban 1é6v6 pénz mennyisége
0-ra csokken. Ez torténhet gy, hogy az emberek tobbet akarnanak felvenni, mint amennyi
van, ezért néhanyan (legalabb 1 ember) csalodottan tévozik, de azért elGtte még felvesz,
amennyit tud. Am térténhet tgy is, hogy az utolsé ember pont felveszi az utolsé ezrest (is),
elégedetten tavozik, és az automata kifogyasabol (éppen hogy csak, de) nem lesz gond.
Eszerint az értelmezés szerint, ha a gépben K eFt van, akkor mi a P(S,, > K) valoszini-
séget keressiik. Marpedig (megint csak eFt-ban szamolva) K = 13359 esetén a Hoeffding
egyenlGtlenség szerint ¢ = 3359 valasztassal

2
P(S, > 13359) = P(S, > ES, + ) <exp (_ = (th . )2)
i=1\"1 — %

2. 33592
= exp | — 2227 ) % 0.01000382 > 1%.
=P ( 4900500) %

Vagyis a K = 13359 eFt sziikén, de NEM ELEG ahhoz, hogy (a Hoeffding egyenlStlenség
alapjan) 99%-ig biztosak lehessiink a dolgunkban: kell a 13360 eFt.
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6.3

6.4

2.) Igen am, de a koznyelvben az automata  kifogyasa” nem ezt jelenti, hanem azt, hogy valaki
csalodottan tavozik, mert tobbet akarna felvenni, mint amennyi van. Eszerint az értelme-
z6s szerint, ha a gépben K eFt van, akkor mi a P(S, = K) valoszintiséget keressiik. Igy,
mivel a K := 13359 eF't-ot meghaladd legkisebb lehetséges 6sszeg a 13360 eF't, a Hoeffding
egyenlGtlenséget ¢ = 3360-nal alkalmazva

P(S, > 13359) = P(S, > 13360) = P(S,, > ES, + t)

2t* 2 - 33602
< - = — 2 27 ) %~ 0.009976 < 1%.
=0 ( S (b — ai)2) P ( 4900500) %

Vagyis a K = 13359 eFt sziikon, de ELEG.

Megjegyzés 2: Ez persze szintiszta matematikus sz6rozés (avagy: sport). Egyrészt a feladatban
targyalt modell t6bb okbdl is nagyon durva modellje a valdésdgnak. A valésadgban a pénzt felvevd
emberek szama maga is véletlen, raadasul fiigg attol. hogy hétfs van vagy péntek, tél vagy nyar,
mi volt tegnap az ujsdgban, stb. Az egyes emberek viselkedése még csak nem is fiiggetlen: ha
sorba kell allnia, konnyen lehet, hogy tobbet vesz fel. Masrészt a Hoeffding egyenl6tlenség a
tényleges valoszintiségnek (ebben a helyzetben) elég durva becslése. Vagyis a modellben és a
szamitasi mddszerben is nagysagrendekkel nagyobb hiba van, mint amin az el6z6 megjegyzésben
sz0szmotoltiink.

Egy vizsgan 120 hallgato jelenik meg, koziiliikk 90 késziilt, 30 pedig nem. Aki késziilt, 90%
valoszintiséggel megy at, aki viszont nem, az csak 30%-kal. Adjuk nagy eltérés becslést annak
valoszintiségére, hogy a hallgatok legalabb fele megbukik.

Megoldas: Legyen n = 120 és k = 1,2,... ,n-re X; = 1, ha a k-adik hallgaté megbukik, és
Xy, = 0, ha nem. Legyen S, := X; + --- + X,, a bukott hallgatok szama, igy P(S, > 60)-ra
keresiink nagy eltérés becslést.

Mivel az Xj-k nem azonos eloszlastak (a késziiletlenek nagyobb valoszintiséggel buknak), a Cra-
mér tétel (kozvetleniil) nem alkalmazhato, igy a Hoeffding-egyenl6tlenséget fogjuk alkalmazni.
Ehhez minden k-ra ap = 0, b, = 1-gyel a; < X < b, valamint ES,, = 90-0.1 4+ 30 - 0.7 = 30,
vagyis t = 30 valasztassal a Hoeffding-egyenl6tlenség azt adja, hogy

22 2.302
P(S, > 60) = P(S, > ES, + ) < exp {_Z” = ak)2)} — e 0z = P~ 3.06-1077,
k=1

Moricka elhatarozza, hogy addig dobél egy dobodkockat, amig 1000-szer ki nem jon neki a hatos.
(Persze nem feltétleniil kell az 1000 hatosnak egymaés utan kijonni.) Valamelyik nagy eltérés tétel
segitségével becsiiljiik meg annak a valoszintiségét, hogy ez legfeljebb 5000 dobasbol sikeriil neki.

(Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlds Cramér féle ratafiggvénye

r 1—p 11—z
I =zl —_— |
(@) xn(l—m p )+n(1—p)

(ha 0 <z < 1). A p paraméteri (optimista) geometriai eloszlds Cramér féle ratafiggvénye

r—1 1 11—p
I(x) =21 - Inl =
(x) xn( . 1—p)+n(px—1)
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6.5

(hax>1). )

1. a,b megoldas: A kérdés atfogalmazhato a kovetkezGképpen: Ha Moricka 5000-szer dob a
kockaval, mennyi a valdszintisége, hogy legablabb 1000 dobésa lesz 6-os?

Ezért legyen n = 5000 és k = 1,2, ... ,n-re legyen X} = 1 ha a k-adik dobés 6-0s, és legyen X} = 0
ha nem.Igy az X;-k fiiggetlenek és p = % paraméteri Bernoulli eloszlasuak. S, := X1 +---+ X,
a dobott 6-osok szama, a kérdés pedig P(S,, > 1000).

a.) A legkénnyebb megoldast a Hoeffding egyenl6tlenség adja. ES, = np = %, igy legyen
t =1000— 9, = 290 4, =0és b, = 1 minden k = 1,2, ..., n-re. A Hoeffding egyenl6tlenség
6
szerint
942 9. (M)Q
P(S, > ES, +t) <expq ———— p» =exp _TOGO ~ e '~ 0.000015.

> (b — ax)?
k=1

b.) Pontosabb becslést kaphatunk a Cramér tétel segitségével. Ez is konnyt — ha a segitség
alapjan tudjuk a ratafiiggvényt. Legyen m = EX, = p = ¢, igy a kérdés P(S, > 1000) =
P(%2 > 1) = P(52 € [a,b)), ahol a = £ és b = co. Mivel m < a, a Cramér tétel azt allitja,
hogy

Sh,
P <_ € [a, b)) < e @) = 701G 0719 2 0.0000000054.
n

(a Bernoulli eloszlas ratafiiggvényét szamoltuk ki a segitség alapjan p = ¢, « = 1-ben.)

2. megoldas: A kérdést kozvetleniil is nézhetjiik: legyen n = 1000 és jelentse Y7, Y5, ... Y,
azt, hogy mennyit kell varnia a 6os els, masodik, ..., 1000-edik eléfordulasara (mindig az el6z6
elsfordulastol szamitva). Igy az Y-k fiiggetlenek és (optimista) geometriai eloszlastak p = 1
paraméterrel, S, := Y, +--- 4+ Y, pedig az 1000 darab 6-oshoz sziikséges dobésok teljes szadma.
A kérdés most P(.5,, < 5000).

Vegyiik észre, hogy az Y-k nem korlatosak, igy a Hoeffding egyenlGtlenség nem alkalmazhato. A
Cramér tétel viszont most is mifkddik. Alkalmazésahoz atirjuk a kérdést P(S, < 5000) = P(%x <
5) = IP’(% € (a,b]) alakba, ahol a = —o0 és b = 5 Legyen m = EY}, = % = 6. Mivel b < m, a
Cramér tétel azt allitja, hogy

S
P (— < (a, b}) S e70) = 7 100010) 5 =19 5 (),0000000054.
n
(a geometriai eloszlas ratafiiggvényét szamoltuk ki a segitség alapjan p = %, xr = 5-ben.)

Megjeqyzés: A kérdéses valdszintiségnek a centrdlis hatdreloszlds tétellel torténd becslésére tett
minden kisérlet hibds. a CHT nem nagy eltérés tétel, és egydltaldn nem alkalmas az dtlag ilyen
szélsdséges értékei ilyen kicsi valosziniségeinek becslésére.

Egy vizsgan 400 hallgato vesz részt, és mindegyikiik a tobbitdl fiiggetleniil p = % valoszintiség-
gel vizsgazik sikeresen. Adjunk nagy eltérés becslést annak valészintiségére, hogy a résztvevek
legalabb fele megbukik.

Tipp: a bukottak szamdt irjuk fel mint figgetlen, azonos eloszldsi (indikdtor) valdszindségi val-
tozok dsszeqgét.
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Tipp: mind o Hoeffding eqyenldtlenség, mind a Cramér tétel haszndlhato.

Vigydzat: a centrdlis hatdreloszlas tétellel torténd kozelités viszont nem nagy eltérés becslés.

Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlds Cramér féle ratafiigguénye

I(a:)zycln(lx lﬂ) +1In (1_—5”‘) (ha0<z<1).

—x p I—p

Megoldas: Legyen n =400 és ¢ =1,2,...,n-re

1, ha az i-edik hallgato atmegy,
" 10, ha megbukik.

igy Sy := w1+ Xo+... X, a sikeresen vizsgazok szdma, a kérdés pedig a P(S,, < §) valoszintiség.
Az X; valoszintiségi valtozok fiiggetlenek és azonos, p = % paraméteri Bernoulli eloszlasiak.

a.)

A P(S, < §) valoszintiség becsléséhez hasznalhatjuk a Hoeffding egyenlStlenséget, mivel az
X;-k korlatosak: a; < X; < b; ahol a; = 0 és b; = 1 minden i-re, amib6l > (b; — a;)?) =
Yo (1—=0)) =n-1* = n = 400. Ezen felil ES, = nEX; = np = 300 és % = 200, igy
t = 100 valasztassal a Hoeftding egyenlGtlenség miatt

n 22 2. 1002
P(S, < =)=P(S, <ES, —t) < — — _ _ =50
(5. < 5) = P(S. < >_exp( z;;lwi—ai)?)) exp( 10 ) .
vagyis
P(S, < g) <e 1031072,

A P(S, < %) valoszintiség becsléséhez a Cramér tétel is hasznilhato, mivel az X;-k azo-

nos eloszlastak és az eloszlasuk pontosan ismert. Raadasul meg van adva a Cramér féle

ratafiiggvényiik, igy még szdmolni se kell sokat. A kérdéses valoszintiséget P(S, < ) =

P (S_T? c [()’ %D =P (%n € [a, b]) alakba irjuk a = 0, b = % valasztassal. Mivel m = EX,; =
p= %-del b < m, a Crameér tétel szerint

P (& € [a, b]) < e ) — efnl(%)’
n ~

ahol I ap = % paraméterd Bernoulli eloszldsnak a feladatban megadott Cramér féle rata-
fiiggvénye. Ezért

()45 ) - -

p

amibdl )
e(3) = (4p(1 — p))"/2,

Esetiinkben n = 400 és p = %, gy

S, 1 3 1\ [/3\™
Pl22<-) S (422 == ~1,03-107%.
(reg)s(053) -(3) =rosw

Lathato, hogy ebben az esetben a Cramér tétel 1000-szer jobb becslést ad, mint a Hoeffding
egyenlGtlenség.
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6.6

6.7

Egy 45 pontos ZH-n a hallgatok hosszi évek tapasztalata szerint atlagosan 29 pontot szoktak
elérni. Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintiségére, hogy idén a 130 hallgaté atlaga
legfeljebb 20 pont lesz. (Tegyiik fel, hogy a feladatsor ugyanolyan nehéz, mint mdskor, és a
hallgatok is ugyanolyan felkésziiltek, mint mdskor. Az egyes hallgatok eredményei fiiggetlenek.
Negativ pontszamot nem lehet elérni.)

Megoldas: Legyen n = 130 és legyen i = 1,2,...,n-re X; az i-edik hallgatoé pontszama. Igy
S, = X1+ -+ + X, az éviolyam 0Osszpontszama. Feladat a P(% < 20) = P(S, < 2600)
valoszintiség becslése.

A feladat szerint az X;-k fiiggetlenek és korlatosak: 0 = a; < X; < b, = 45. Egyébként

az eloszlasukrol semmit nem tudunk — nincs okunk pl. feltételezni, hogy azonos eloszlasiak
lennének. Igy a Cramér féle nagy eltérés tétel nem hasznalhato.

Szerencsére tudjuk viszont az dsszeg varhato értékét. Pontosabban, a szoveg szerint E% = 29,
amibdl ES,, = 29n = 3770. A Hoeffding egyenlGtlenség alkalmazasahoz ez éppen elég: Hoeffding
szerint ¢t > O-ra

2
P(S, <ES, —t) < exp{—zn (21)1%_@')2}.
i=1\0i — @

Esetiinkben Y7 (b; — a;)* = 130(45 — 0)* = 263250, igy ¢ := 3770 — 2600 = 1170 valasztéassal

2- 11702

P(S, < 2600) =P(S, <ES, —t) < exp {_M

} —e " x3.107°

Egy kis telefonkézpontba érkezd, egymést kovets hivasok kozott eltelt id6 mindig exponencidlis
eloszlasti 1 perc varhato értékkel, és fiiggetlen az elgzményektsl. Adjunk nagy eltérés becslést
annak valoszintiségére, hogy reggel 8 6ratol szamitva a 400-adik hivasra kevesebb, mint 5 orat
kell varni.

(Segitség: a X\ paramétert exponencidlis eloszlis Cramér féle ratafiggvénye
I(x)=Xx—In(Az) =1 (hax>0).
A X paraméterd Poisson eloszlds Cramér féle ratafiigguvénye

I(z) =xln(x/\) —x+ X (haz>0))

1. Megoldas: Legyen n = 400 és X1, X, ..., X, fiiggetlen azonos 1 paramétert exponencialis
eloszlast valoszintiségi valtozok: azt jelentik, hogy az egyes hivasok koézott mennyi id6 telik el
(percben). Igy S, = X| + --- + X, a 400-adik hivas ideje, és a kérdés P(S, < 300). Erre
a Hoeffding-egyenl6tlenség nem alkalmazhato, mert az Xj-k nem korlatosak. Marad a Cramér
tétel. Ehhez a kérdéses valoszindséget P(S, < 300) = P(%2 € (0,3]) = P(%2 € (a,b]) alakba
irjuk. Mivel EX}, = m-re b < m, a Cramér tétel szerint (az exponencialis eloszlas ratafiiggvényét
hasznéalva A = 1-gyel)

P (& € (a, b]) < en(0) — o A00I(Y) oy o~1507 g 9 84, 1077,
n ~o

2. Megoldas: Vegyiik észre, hogy a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, ezért az 1
perc alatt érkezG hivasok szama Poisson eloszlasi A = 1 varhato értékkel, és az egyes percek
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6.8

fiiggetlenek. Tgy ha n =300 és S, = X; + --- + X,, az 5 ora alatt befutott hivasok szama, ahol
X, ~ Poi(1), akkor a kérdés P(S, > 400). Mivel 3 > m = EX}, = 1, a Cramér tétel szerint (a
Poisson eloszlas ratafiiggvényét hasznélva A\ = 1-gyel)

S, A
P(S, > 400) =P (— €l3 oo)) < e 0IG) x o157 9841077,
n

3. Megoldas: Pontosan ugyanezt kapjuk akkor is, ha egybevessziik az 5 6ra alatt érkezd 6sszes
hivast: a 300 perc alatt érkezé hivasok szama Poisson eloszlasi A = 300 varhato értékkel. Igy
alkalmazhatjuk a Cramér tételt az S,, = X, egytagi Osszegre (n = 1), ahol X; ~ Poi(300), és
a kérdés P(S,, > 400). Mivel 400 > m = EX; = 300, a Cramér tétel szerint (a Poisson eloszlas
ratafliggvényét hasznalva A = 300-zal)

P(S, > 400) =P (i € [400, oo)) < e HU00) o7 150T 92,84 . 1077,
n

Egy kis telefonkdzpontba a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan 2.
Adjunk nagy eltérés becslést annak valdszintiségére, hogy reggel 8 6ratol szamitva a 400-adik
hivasra kevesebb, mint 2,5 6rat kell varni.

(Segitség: a A\ paraméterd exponencidlis eloszlds Cramér féle rdtafiggvénye
I(z) =Xz —In(Az) =1 (hax>0).
A X\ paraméterd Poisson eloszlds Cramér féle ratafiigguvénye

I(z) =xln(x/\) —x+ X (haz>0).)

1. Megoldas: Legyen n = 400 és X, Xs,..., X, az egyes hivasok kozott eltelt id6 percben.
A feladat szerint ezek fiiggetlenek és azonos 2 paraméterti exponenciélis eloszlasiak (mivel a
varhato értékiik % Igy S, := X1 + - + X,, a 400-adik hivas ideje, és a kérdés P(S, < 150).
Erre a Hoeffding-egyenlGtlenség nem alkalmazhato, mert az Xp-k nem korlatosak. Marad a
Cramér tétel. Ehhez a kérdéses valoszindséget P(S, < 150) = P(22 € (0,2]) = P(%: € (a,b))
alakba irjuk. Mivel EX; = m = %—re b < m, a Cramér tétel szerint (az exponencialis eloszlas
ratafiiggvényét hasznalva A = 2-vel)
S,

P(22 € (a,b]) S e ™0 = ¢101() g o 1507 984 . 1077,
n

2. Megoldas: Vegyiik észre, hogy a hividsok Poisson folyamat szerint érkeznek, ezért az 1
perc alatt érkezG hivasok szama Poisson eloszlasi A = 2 varhat6 értékkel, és az egyes percek
fiiggetlenek. Igy han =150 és S, = X; +--- + X,, a 2,5 ora alatt befutott hivasok szama, ahol
X, ~ Poi(2), akkor a kérdés P(S,, > 400). Mivel § > m = EX}, = 2, a Cramér tétel szerint (a
Poisson eloszlas ratafiiggvényét hasznalva \ = 2-vel)
Sn 8 -150-1(% —15.07 -7
IP’(SnZZLOO):IP’(? € [g,oo)) Se () x~e ~2.84-107".

3. Megoldas: Pontosan ugyanezt kapjuk akkor is, ha egybevessziik a 2,5 6ra alatt érkezé 6sszes
hivast: a 150 perc alatt érkezé hivasok szama Poisson eloszlasii A = 300 varhato értékkel. Igy
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6.9

alkalmazhatjuk a Cramér tételt az S,, = X, egytagi Osszegre (n = 1), ahol X; ~ Poi(300), és
a kérdés P(S,, > 400). Mivel 400 > m = EX; = 300, a Cramér tétel szerint (a Poisson eloszlas
ratafiiggvényét hasznalva A = 300-zal)

P(S, > 400) = ]P’(& € [400, 00)) < e HMH00) 5 o=15:07 5 9 84 . 1077,
n

Egy véletlen algoritmus egy eldontends kérdésre p = 0.55 valdszintiséggel ad helyes valaszt.
Lefuttatjuk az algoritmust n = 1000-szer egymastol fiiggetleniil, és megnézziik, hogy melyik
véalasz jon ki tobbszér. Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintiségére, hogy a végeredmény
rossz — vagyis hogy a hibés valasz jon ki tobbszor, vagy az eredmény dontetlen,

a.) a Hoeffding egyenlGtlenség segitségével,

b.) a Cramér tétel segitségével.

c¢.) Es akkor mi jon ki, ha n = 100007

(Tipp: Legyen i =1,2,...,n-re X; =1, ha az i-edik vdlasz helyes, és X; = 0, ha hibds.)
Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlds Cramér féle rdtafiigguvénye

P l—-p
I(x)=—2xIn=—(1—2x)l .
(x) zln~ ( x)nl_x

Megoldas: Legyen i = 1,2,...,nre X; = 1, ha az i-edik valasz helyes, és X; = 0, ha hibas.
Legyen S, = X7 + --- + X, a helyes valaszok szama. Kérdés a

P<5n§2>:]}1> &Sl

2 n 2

valészintiség. Az X;-k fiiggetlenek és Bernoulli eloszlasiak p = 0.55 paraméterrel, vagyis m :=
EX; =p=0.55.

a.) Az X;-k korlatosak 0 = a; < X; < b; = 1 korlatokkal. A Hoeffding egyenlStlenséghez kelleni
fog, hogy

n

> (b — a;)* = n(1 - 0)* = n = 1000.
i=1
ES,, = nm = 550, igy t = 50 vélasztassal a Hoeffding egyenlGtlenség szerint
2t°
D i (b — a;)?
b.) A kérdés P (52 < 1) =P (% € (a,b]), ahol a = —oc0 és b = 1. mivel b =1 < 0.55 =m, a
Cramér tétel szerint

P Sn < 1 =P Sn € (ab]) < o 1(b) _ ,—10001(3)
n = 2 n ~ )

P(S, < 500) = P(S, < ES, —t) < exp {— } — ¢ ~ 0.0067.

ahol I a p = 0.55 paraméteri Bernoulli eloszlas ratafiiggvénye, vagyis ¢ = 1 — p jeloléssel

1 1. p 1 q 1
() =—-mZ-(1-2)1 = — > In(4pq).
(2) 2 M1 ( 2)n1—%  nf4pa)

2

esetiinkben I(3) = —31n(0.99) ~ 0.005025, igy
]P)(Sn S 500) é 6—10000.005025 — 6—5.025 ~ 0.0066.
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c.) n = 10000 esetén a Hoeffding egyenlGtlenséghdl
P(S10000 < 5000) < e ~ 1.93 - 10~%2
jon ki, a Cramér tételbdl pedig

P(S10000 < 5000) < e 7% ~ 1.50 - 10722,

Egy nagy orszagban a sok szavazé 2 partra oszlik: 70%-uk a ,Mindenkit Utalunk” part (MU) hive,
30%-uk pedig a ,Becstiljetek Minket” part (BM) tamogatoja. Egy kozvéleménykutaté intézet 500
szavazot kérdez meg a partszimpatiajarol. Adjunk nagy eltérés becslést annak valdszintiségére,
hogy a kutatas a BM partot mutatja erGsebbnek.

Segitség: A p paraméterti Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafiiggvénye

R Ot DL b
I(x) = 1p—(1—:p) 1 T

A X\ paramétert Poisson eloszlds Cramér féle ratafiiggvénye

I(x)len%—x—i—)\.

Megoldas: Legyen n =500 és ¢ =1,2,...,n-re az X; valoszintiségi valtozo

X {1, ha az i-edik megkézdezett BM-tamogato

0, ha nem.
Az X;-k fliggetlenek és p = 0.3 paraméter Bernoulli eloszldstak. Legyen S, = X; +--- + X,

a megkérdezett BM-tdmogatok szdma. A feladat a P(S, > 250) = P (22 > 1) valészintiség
becslése.

1. megoldas: A Cramér tételt alkalmazzuk a p = 0.3 paraméterti Bernoulli eloszlasra hogy
megbecsiiljiik a P (%" € (a, b)) valoszintiséget, ahol a = % és b = oo. A varhato értéek m = p = 0.3,

ezért m < a, igy

S, 1 Sh (1

P (— > —) =P (— € (a, b)) < @ = oni(3),
n 2 n ~

A segitségben megadott ratafiiggvénybe behelyettesitve x = %—et

e_"j(;):exp{—TL(lln(l_ )%—ml_fﬂ:---:\/w, (3)

2" p(1-3) =3

ahol ¢ =1 — p. Konkrétan n = 500, p = 0.3-ra

S, 1
P (— > 5) <SVA-03-07 0 ~ 117107,
n

(Megjegyzés: persze nem sziikséges a (3)-beli szép leegyszeriisitett képletet kiszdmolni vagy eld-
addsrdl tudni — elég numerikusan behelyettesiteni n = 500, x = 0.5, p = 0.3-at.)
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2. megoldas: Mivel az X;-k korlatosak 0 = a; < X; < b; = 1 korlatokkal, hasznalhatjuk a
Hoeffding egyenl6tlenséget is. > (b; — a;)* = 500 - (1 — 0)* = 500, valamint ES,, = np =
500 - 0.3 = 150, vagyis t = 100 valasztassal

212 21002
P(S, > 250) = P(S, > ES, +1) <exp <_Zn b —a )2) = exp (— 50(())0 ) =10
i=1\Ys — Ug
~4.25-107%.

(Megjegyzés: lathatd, hogy a Hoeffding eqyenldtlenség durvabb felsd becslést ad, mint a Cramér
tétel.)

Egy épiils szennyviztisztito lizem kapacitasa 320000 liter/nap. A szennyviztisztito 1500 haztar-
tast szolgal ki, melyeket a kovetkezd kategoridkba sorolnak:

e kicsi, amelynek atlagos napi szennyviztermelése 100 liter, de semmiképpen nem tébb, mint
300 liter;

e kozepes, amelynek atlagos napi szennyviztermelése 200 liter, de semmiképpen nem tobb,
mint 500 liter;

e nagy, amelynek atlagos napi szennyviztermelése 300 liter, de semmiképpen nem tébb, mint
800 liter.

Az egyes kategoridkba tartozo héaztartasok szdma rendre 400, 800 illetve 300. Az egyes haztar-
tasok napi szennyviztermelése fiiggetlennek tekinthetd.

a.) Adjunk felsG becslést annak a valoszintiségére, hogy egy adott napon az iizem nem képes a
termelt szennyvizet megtisztitani.

b.) Az iizemeltets elégedetlen az el6z6 részben kijott eredménnyel. Adjunk fels§ becslést arra,
hogy mekkorara noveljék az iizem kapacitdsat ahhoz, hogy a tillépés kockizata 107 ala
csOkkenjen.

Megoldas: Jeldljiik X;-vel az i-edik haztartas egynapi szennyviztermelését literben, legyen n =
1500 és S, = X1 + Xo + -+ + X,,. Az X,-k fiiggetlenek és korlatosak: egy valdszintiséggel
a<X; < b;, ahol minden a; = 0, tovabba 400 db i-re b; = 300, 800 db i-re b; = 500 és 300 db i-re
b; = 800. Az atlagokat figyelembe véve ES,, = 400 - 100 4 800 - 200 + 300 - 300 = 290000.

a.) A feladat szerint a P(S,, > 320000) valoszintiségre keresiink becslést. A Hoeffding egyenl6t-
lenség szerint ¢ = 30000 valasztéassal

2
P(S, > 320000) = P(S, > ES, +t) < exp {_E” ét ” )2} =
i=1\Ys — U1

- {_ 2. 300002 } _
400 - (300 — 0)2 + 800 - (500 — 0)2 + 300 - (800 — 0)2

B 2.300002 | _

- {_ 428000000 } ~

~ e+~ 0.015.

49



6.12

6.13

b.) Ha azt akarjuk, hogy a tallépés kockazata egészen biztosan 107° alatt legyen, akkor valasszuk
a kapacitast ES,, + t-nek, ahol ¢ olyan, hogy

2t2 }
exp{ ——n =108,
p{ S (b — @)’

Ezt az egyenletet megoldva

t = /—214000000 In(10-8) ~ 62786,

vagyis ES,, +t = 290000 + 62786 = 352786 literes napi kapacitas biztosan elegends. Meg-
jeqyzés: Ahogy a feladat szovege is fogalmaz, ez eqy felsd becslés arra a kritikus kapacitdsra,
amivel a 1078-0s hibavaldsziniség biztosithato.

Hasznélhato-e a Hoeffding-egyenlGtlenség, és hasznalhato-e a Cramér nagy eltérés tétel a P(X; +
Xo+---+ X, < K) valoszintiség becslésére (triikkozés nélkiil) az alabbi esetekben? A wvdlaszokat
indokoljuk!

a.) Az Xj-k fiiggetlen 1 paramétert exponencialisok.

b.) Az X;-k fiiggetlen és azonos, de ismeretlen eloszlastak, viszont P(2 < X <5) = 1, tovabba
ismert a varhato értékiik és a szorasuk.

c.) Xy egyenletes a [0, 1] intervallumon, és az X;-k fiiggetlenek.

d.) Xy egyenletes a [0, k] intervallumon, és az X;-k fiiggetlenek.

e.) Jancsi egy szabalyos érmét dobal. X legyen 1, ha a k-adik és a k + 1-edik dobés is fej,
egyébként pedig legyen 0.

Megoldas: A Hoeffding-egyenlGtlenség akkor hasznalhato, ha az Xj-k fiiggetlenek, korlatosak
és az Osszeg varhato értéke ismert. A Cramér tétel akkor hasznalhatd, ha az X,-k fiiggetlenek,
azonos eloszlasiuak, és az eloszlasuk ismert (plusz egy enyhe technikai feltétel a momentum-
generalo fiiggvényrdl). Ennek alapjan

Hoeffding Cramér
a.) | NEM, mert nem korlatosak IGEN
b.) IGEN NEM, mert ismeretlen az eloszlas
c.) IGEN IGEN
d.) IGEN NEM, mert nem azonos eloszlastak
e.) | NEM, mert nem fiiggetlenek NEM, mert nem fiiggetlenek

Egy koncesszios palyazat 10 fejezetbdl all, a palyazok minden fejezetre legfeljebb 5 pontot kap-
hatnak. A birdlok a megitélt pontszamot fejezetenként kockadobassal dontik el, azonos esélyt
adva a 0,1,2,3,4,5 pontszamoknak. A felhivasra 10000 pélyazat érkezik. Adjunk nagy eltérés
becslést annak valoszintiségére, hogy a péalyazatok atlagos pontszama eléri a 26-ot. (Vigydzat:
hanyszor is guritjdk el a birdldk azt a dobdkockdt?)

(A p paraméterd Bernoulli eloszlds Cramér féle ratafiigguénye

I(x):xln( ’ ﬂ)+m(%> (haO0<z<1).)

1—x »p

50



Megoldas: n = 100000 kockadobés torténik, ennyi palyazat-fejezet pontszaméat kell 6sszeadni,
amik fiiggetlenek és egyenletesek a {0,1,2,3,4,5} halmazon. Legyen X, ezek koziil az i-edik
(1=1,2,...,n). Igy S, := X1 + -+ X,, az Gssz-pontszam, és a kérdés

S
o> = > =7
P (1000 52 26) P (S, > 260000)

Az X;-k fiiggetlenek és korlatosak: 0 = a; < X; < b; = 5 minden i-re, vagyis a Hoeffding
egyenl6tlenség hasznalhato a nagy eltérés becslésre. Ehhez 7 | (b — a;)? = n(5 — 0)? = 25mn =
2500000, valamint ES,, = nEX; =n - g = 250000. Igy ¢ := 10000 valasztassal

]P>< Sn >26) — P (S, > 260000) = P (S, > ES, +1) <

10000 ~
—2t° —2- 100002
= —expq ——— o =~ 18107,
- eXp{Z?l(bz- —ai)Q} P { 2500000 } ¢

(Megjegyzés: a nagy eltérés becsléshez elvileg a Cramér tétel is haszndlhatd lenne, de az itt sze-
repld, {0,...,5}-0n egyenletes eloszlds rdtafiiggvénye csinya, és nem volt megadva. A feladatban
megadott Bernoulli rdtafigguény itt nem jo semmire.)

6.14 Legyen X, Xo, ..., X, fiiggetlen, azonos Bernoulli eloszlasu valoszintiségi valtozok sorozata p = %
paraméterrel (vagyis P(X; =1) =p=1—-P(X; =0) = 3). Legyen n = 10° ¢s S,, = X; + X» +
-+ X, (vagyis S, ~ Bin(n = 10%p = 3)).

a.) Ha valamilyen K € (0;10°)-ra a P(S,, < K) valoszintiséget a centralis hatéareloszlas tétellel
kozelitjiik, legfeljebb mekkora lehet a kozelités hibaja a Berry-Esseen tétel szerint? (A Berry-
Esseen tételben szerepld C' konstans egy 2011-es eredmény szerint valaszthatéo C' = 0.4748-

nak.)
b.) A Hoeffding egyenlStlenség segitségével keressiink olyan K korlatot, amire biztosan igaz,
hogy

P(S, > K) <107%.
Nevezziik ezt a K korlatot Kpy-nak.
c.) Kozelitsiik a P(S,, > Kp) valoszintiséget a Cramér tétel segitségévell Segitség: A p paramé-

terti Bernoulli eloszlas Cramér féle ratafiiggvénye

_ o d=pz1—p
I(:c)—xlnp(l_I) —lnl_x.

Megoldas:

a.) A Berry-Esseen tétel szerint a normalis kozelités hibaja legfeljebb Cr_ ahol C' = 0.4748,

0—3\/?17
n=10° 0 = VDX, = 5 & p = E(|X; — m[’), ahol m = EX; = §, vagyis p = 5|0 — 5]° +
sl =3P =141+ 35 = &. Osszerakva:

04748 -3 04748 - ¢
3 1

ol

hiba < = 4.748 - 1074,




b.) A Hoeffding egyenlStlenség szerint

2t2
P(S, > ES, +t) <exp (— ST b = ak)Q) )
k=1

Esetiinkben n = 105, ES,, = np = 5 - 10°, & mindegyik a; = 0, b, = 1. Legyen tehat

Ky=ES,+t=5-10°+1

és
2t? 942
1078 = — — _ .
o ( 2 k=1 (Ok — ak)2) P ( 106(1 — 0)2)
Ez utébbib6l —81n10 = —%, Vagyis t = V4- 1061n 10 = 2000 In 10 ~ 3034.85. FEuzt
visszairva

Ky = 500000 + 2000v1n 10 ~ 503034.85

c.) A Cramér tétel szerint

P (S e ) st

n
Célunk a P(S,, > Kp) valosziniiség becslése, tehat ezt eldszor a fenti alakidra kell irni:

s, s 3 (5 ) L (S (B L))

n n n n

vagyis a Cramér tételt a = % ~ 0.50303485, b = oo-vel alkalmazzuk. Ekkor a > m =
ezért inf, .,y [(x) = I(a). Esetiinkben I(z) = xln %= —In %, amibdl I(a) ~ 1.842079-10
és

J

[SAE

P(S, > Ky) ~ e #4979 ~0.9999 - 1075,

Vigydzat: aki menet kdzben meggondolatlanul kerekit, teljesen rossz eredményt kaphat. Pl.
aki az a ~ 0.50303485-6t dére médon a ~ 0.5-re cseréli, az 0.9999 - 10~® helyett %—et kap
végeredmeényiil, ami nagyon nem mindegy. (Hat persze: P (2= € (0.5,00)) =P (52 > m) =~
%. Az egész torténet arrdl szol, hogy az atlag kis valoszintiséggel, de eltérhet a varhato
értektsl.) De még ha valaki a ~ 0.50303485 helyett a ~ 0.503-mal szamol, akkor is 1.52-1078-¢
kap végeredménynek, ami még mindig 50%-os hiba. Hat persze: nagyon nem mindegy, hogy
az Sp-nek a varhato értékétsl valo eltérése 3000, vagy 3034.85: A Cramér tétel pont azt

mondja, hogy kicsit jobban eltérni is sokkal valdszintitlenebb.

6.15 Egy internet-szolgaltatonak 3600 eléfizetGje van. Hétfén este 8-kor minden el6fizets a tobbiek-
t6l fiiggetlen véletlen savszélesség-igénnyel 1ép fel, ami Mbit/s-ben mérve egyenletes eloszlasu a
[0; 4] intervallumon. A szolgéaltatasban akkor lesz fennakadas, ha az igények Osszege tullépi a
rendelkezésre allo 8000 Mbit/s teljes savszélességet.

a.) A szolgaltato a centralis hatareloszlas tétel segitségével probalja megbecsiilni annak a valoszi-
niiségét, hogy hétf§ este 8-kor fennakadas lesz. Legfeljebb mennyit fog a szolgaltato tévedns
a becsléssel a Berry-Esséen tétel szerint?

b.) Adjunk becslést a fennakadas valoszintiségére a Hoeffding-egyenldtlenség segitségével.

Megoldas: Legyen X; az i-edik el6fizets savszélesség-igénye Mbit/s-ben mérve (i = 1,...,n),
n = 3600, és S, = > | X; az Ossz savszélesség igény.
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a.) A CHT becslés hibaja Berry-Esséen tétel szerint legfeljebb %, ahol C' = 0.4748, o az
Xi-k szordsa ¢s § = E (| X; — EX;[?). Esetiinkben X; egyenletes [0; 4]-en, igy m := EX; = 2,

o = 412 (képletgyijteménybdl) és

oo 4
5:/ f($)|x—m\3dx:/£|x—2’3:...:2‘
oo o

Osszerakva: a CHT becslés hibaja legfeljebb —247482 __ ~ (0.0103 = 1.03%.
V360075
b.) Az X, val-valtozok also és fels6 korlatjai a; = 0 illetve b; = 4 minden i-re. ES,, = n-m = 7200,
vagyis t = 800 valasztassal a Hoeffding-egyenl6tlenség szerint

2t 2 - 8002 ~
P(S, > ES, +t) < exp (— ST, a-)2> = exp <_360() ‘ 42> 22222
=1\""1 1

vagyis
P(S, > 8000) <2.2-107%.

7. Diszkrét idejii Markov lancok

7.1 Egy diszkrét idejd, id6ben homogén X,, Markov lanc allapottere S = {1,2,3}. A Markov lanc
az 1-es allapotbol 50 — 50% valoszintiséggel ugrik a 2-es és 3-as allapotba. Ha a 2-es allapotban
van, akkor 50% valosziniiséggel ott is marad, 50% valoszintiséggel pedig a 3-as allapotba ugrik.
A 3-as allapotbol mindig az 1-esbe ugrik. A Markov lanc X, kezdeti allapotat kockadobassal
sorsoljuk, egyenls esélyt adva mindharom &allapotnak.

« e,

Irjuk fel a Markov lanc Atmenetméatrixat.

Mennyi a valdszintisége, hogy a folyamat kezdetén a 131223 Allapot-sorozatot figyeljiik meg
(a 0-dik (kezdd) allapotot is beleértve)?

e.) Mennyi a P(X,; = 1| Xy = 1) dtmenetvaloszintiség?

b.)
c.) Irjuk fel a Markov lanc kezdeti eloszlds vektorat.
d.)

f.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

g.) Kozelit6leg mennyi a valoszinisége, hogy 100 lépés utan a Markov lanc a 2-es allapotban
lesz?

h.) Legyen az f : S — R fiiggvény olyan, hogy f(1) =0, f(2) =1 és f(3) = 5. Mennyi lesz az
f(X,) sorozat (idG)atlaga hosszi tavon?

Megoldas:
a.) A graf-reprezentacio6
172
172
1 2
1 172
172
3
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b.)

c.)
d.)

e.)

0
Az dtmenetmartix P= |0
1

(@Y IS
—~ ONIFN=

A kezdeti eloszlas vektor 7m(0) ), mert mindhérom allapotnak azonos esélyt adtunk.

W=
Wl
Wl

I

P(131223) = P(Xo=1X;=3,Xs=1,X;=2 X, =2 X; =3) =

1 1 1 1 1 1
= 7T1(0)P13P31P12P22P23:5-5- 532 1

—_

Az 1l-es allapotbodl az 1-esbe négy lépésben visszajutni csak kétféleképpen lehet: 1 — 2 —
2 53 —=>1,vagy 1l -3 > 1— 3 — 1. Ezek feltételes val.sége (feltéve, hogy Xy = 1)
P13y Py Py3 Py = g, illetve PygPy P3Py = 1, igy
1 1 3
PX,=1lXg=1)==-4+ - = —.
(X4 | Xo ) 3 + 13
Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotteri, pontosan egy 7 stacionarius eloszlas
(sorvektor) van, éspedig a
(P - Dt =0

lineédris egyenletrendszer egyetlen olyan megoldésa, ahol a sorésszeg 1. (Itt I az egységmat-
rix.) Jelen esetben

-1 0 1
T 1 1
5 2 1
vagyis a linearis egyenletrendszer a szokasos métrix-reprezentacioval
-1 0 1]0
1 1
AR
3z 10
Ezt megoldjuk pl. Gauss eliminéciéval:
-1 0 1]0 -1 0 110
l_looNo_llo,\J_lolow
i 2 ! 0 —% % 0
3 3 40 0 3 —3]0
-1 0 1]0
0 -1 1/0)"
amib6l T, = w3 és ™ = . Igy pl. a w3 := 1 Onkényes valasztassal megkapjuk a linearis

egyenletrendszer egy megoldasat: 7 = (111). Ez még nem az, amit keresiink, mert az elemek
Osszege nem 1, hanem 1+ 1+ 1 = 3, ezért a keresett megoldast tgy kapjuk, hogy ezt a 7-t
lenormaljuk, vagyis leosztjuk 3-mal:

_ (L 1 1
=0 5 3)
A Markov lanc irreducibilis, aperiodikus és véges allapottertd, n = 100 lépés pedig hosszu
id6, ezért a Markov lancok alaptétele értelmében a kezdeti eloszlastol fiiggetleniil
1

]P)(Xlo() = 2) N Ty = g

54



h.) Az f fiiggvényt célszert oszlopvektor formajaba irni:

0
f=1
5)

A Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, ezért az ergodtétel értelmében az f(X,,)
sorozat (id6)atlaga hosszi tavon 1 valosziniiséggel a stacionarius eloszlas szerinti varhato
értékhez tart:

JEEOf(Xo)+f(X1);—...+f(Xn—1) :E”f:;mf(i):mc:
:(l 1 l) (1) :1.0+1.1+1.5:2
3 3 3 5 3 3 3

7.2 Egy szamitogépes program négy részfeladatbol allo feladatokat old meg. Minden idGegység vé-

gén feljegyezziik, hogy hanyadik részfeladaton dolgozik éppen — ha pedig éppen iiresjaratban var
egy uj feladatra, akkor O-t — vagyis a program a 0, 1,2, 3,4 allapotokban lehet. Az 1, 2, 3 és 4
részfeladatokrol a program mindig, az el6zményektsl fiiggetleniil % valoszintséggel tud egy id6-
egység alatt tovabblépni a kovetkezd részfeladatra (ugy értve, hogy a 4 utéan a 0 j6n), a maradék
% valoszintiséggel ugyanazon dolgozik tovabb. Ha a program a 0 iiresjaratban van, akkor minden
idGegység alatt % valosziniséggel kap feladatot és ugrik az 1 allapotba (az el6zményektdl fiigget-
leniil), ellenkezé esetben marad iiresjaratban. Modellezziik a program feljegyzett allapotainak

sorozatat idében homogén Markov lanccal!

a.) Irjuk fel a P Markov atmenet-matrixot.

b.) Feltéve, hogy kezdetben a program a 0 allapotban van, mi a valoszintisége a ,0001223440”
megfigyelés-sorozatnak? (A kezddallapotot is feljegyezziik.)

c.) Feltéve, hogy a kezdgéllapot a 0, mi a valoszintisége, hogy 3 idGegység milva a program
éppen az 1-es részfeladaton dolgozik?

d.) Feltéve, hogy a kezdGallapot a 0, mi a kozelitd valoszintisége, hogy 1000 idGegység utan ismét
a 0 allapotban van a program?

e.) Hosszu tavon az id6 hany szazalékat tolti a program iiresjaratban?

f.) A programunk processzor-igénye iiresjaratban 1%, az 1, 2, 3,4 részfeladatok végrehajtasa so-
ran pedig rendre 10%, 30%, 50% illetve 99%. mennyi az atlagos processzor-terhelés hosszu
tavon?

Megoldas:

a.) Az n idé elteltével felvett allapotot jeldljiik X,,-nel. Az allapottér S = {0,1,2,3,4}. P sorait
és oszlopait ilyen sorrendbe irva

I
pe O O O5le
o O oIl
O ONiENI= O
OwvlFi- O O
p-E O O O

ot
ot



b.) ]P)(XO---XE):0001223440’)(0:0):POO'POO'POI'P12'P22'P23'P34'P44'P40:1%'%'
101,111, 1.1 81

1022727272727 64000°
c.) A lehetséges utak a 0001, a 0011 és a 0111. Ezek valoszintiségeit az el6z6 pontbeli modon

kiszamolva és Osszeadva ]P(Xg = 1|X0 = 0) = PO0PO0P01 + PO0P01P11 + P01P11P11 = %%1—10 +
102 T 1022

d.) Az 1000 id6egység elteltével kialakulo valoszintiségeket kozelitsiik a Markov lanc stacionarius
eloszlasaval! Ehhez a wP = 7 linearis egyenletrendszert kell megoldani, ahol a 7 6telemt sor-
vektor tartalmazza a stacionarius eloszlast. Atrendezés utan (PT —I)7” = 0, ahol I az 5 x 5-6s
egységmatrixot, 0 pedig az 6t nullabol all6 oszlopvektort jeloli. A linearis egyenletrendszerek
szokasos matrix-jelolésével

-01 O 0 0 0510
01 —-05 0 0 0 (0
0 05 —-05 0 010
0 0 05 =05 0 |0
0 0 0 0.5 —-0.5/0

Ezt persze eliminacioval oldjuk meg. Egy sor kiesik, ahogy kell, és a végén (pl.) az marad,
hogy

-1 0 0 0 5]0
0 -1 0 0 10
0o 0 -1 0 1/0
0o 0 0 -1 1/0

vagyis az egyenletrendzser egyik megoldasa az (5 1 11 l)T vektor. A stacionérius el-
oszlas ennek valoszintiségi vektorra normalt valtozata (ahol az elemek sszege 1), vagyis

=G

Végiil a feladat kérdésére a valasz:
5
]P)(Xlog() = 0|X0 = O) ~ Ty = §

e.) A Markov lancunk véges allapottert, irreducibilis és aperiodikus, ezért az ergodtétel szerint
hosszi tavon a 0-s allapot bekovetkezési gyakorisdga majdnem biztosan tart a stacionarius
eloszlas szerinti valoszintséghez:

1 5
lim —#{k:1§i§nést:O}:7T0:§%55.6%.

n—oo N

f.) Legyen f:S — R a processzorigény (szazalékban szamolva) az allapot fiiggvényében:

(1, hai=0
10, hai =1
f(i)=<30, hai=2 |,
50, hav1=3
99, ha i =4
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ami helyett elég egy oszlopvektort leirni:

1
10
f=130
50
09

Az ergodtétel szerint f idGatlaga majdnem biztosan tart a stacionarius eloszlas szerinti so-
kasagatlaghoz. Sokféle kiilonbo6z6 jeloléssel leirva ugyanazt:

1
1 10
le—Zf(Xk) = /de:me(i):Wf:(ﬂo m 7r27T37r4) 30
nmee a4 s i€s 50
99

= 1lmg+ 107 + 3079 + 5073 + 9974 =
=1 5+10 1+30 1—1-5() 1—1-99 1—194’\*216
9 9 9 9 9 9 T

7.3 John megfigyelései szerint reggelente, amikor Londonban munkiba autoézik, haromféle lehet az
idGjaras: esik, zuhog vagy szakad. Tapasztalata szerint egy nap idgjarasabol kévetkeztetni lehet
a kovetkezd nap idGjarasara, az alabbi valoszintiségi értelemben:

P(holnap esik|ma esik) = 1/10,

P(holnap szakad|ma esik) = 6/10,
P(holnap esik|ma szakad) = 2/10,
P(holnap szakad|ma szakad) = 4/10,
P(holnap szakad|ma zuhog) = 5/10,
P(holnap zuhog|ma zuhog) = 4/10.
Jeloljiik az idGjaras allapotait szamokkal: 0 := ,esik”, 1 :=  zuhog”, 2 := szakad”. Modellezziik

John reggeli megfigyeléseinek sorozatat id6ben homogén Markov lanccal!

a.) Irjuk fel a P Markov atmenet-matrixot. (Vigyazat: a fenti Atmenet-valésziniiségek dsszevissza
vannak megadva.)

b.) Feltéve, hogy elsején esik, mi a valosziniisége a ,00012” megfigyelés-sorozatnak (elsejével
kezdve)?
.) Feltéve, hogy elsején esik, mi a valdszintsége, hogy harmadikan zuhog?
Feltéve, hogy elsején esik, mi a kozelit§ valoszintisége, hogy huszonkilencedikén zuhog?
Hoszzu tavon a reggelek hany szazalékén zuhog?

e
f.) Ha esik, John 20 percet autézik dugéban, am ha zuhog, akkor 30-at, ha szakad, akkor pedig

70-et. Napi atlagban hany percet tolt reggeli dugoban autézassal hosszu tavon?

Megoldas:
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a.) A 0,1,2 allapotokat rendre a matrix 1., 2. ill, 3. sordhoz és oszlopahoz rendelve

0.1 0.3 0.6
P=101 04 05
02 04 04

b.) P(00012| Xy = 0) = PyoPogPyr Pi2 = 0.1-0.1-0.3-0.5 = 0.0015

c.)
0.3
(P*)o1 = (0.1 0.3 0.6) [ 0.4 | =0.03+0.12+0.24 = 0.39
0.4

d.) A 28 nap elteltével kialakulo valoszintiségeket kozelitsiik a Markov lanc stacionérius elosz-
lasavall Ehhez a 7P = 7 linearis egyenletrendszert kell megoldani, ahol a m haromelemii
sorvektor tartalmazza a stacionarius eloszlast. Atrendezés utan (P7 — )77 = 0, ahol 1
a 3 x 3-as egységmétrixot, 0 pedig a harom nullaboél all6 oszlopvektort jeloli. A linearis
egyenletrendszerek szokasos méatrix-jelolésével

-09 01 020
03 —-06 041|0
06 05 -0.6{0

Ezt persze eliminacioval oldjuk meg. Egy sor kiesik, ahogy kell, és a végén (pl.) az marad,
hogy
16
10—
01 —2£(0)°

51
vagyis az egyenletrendzser egyik megoldasa a (16 42 51)T vektor. A stacionarius eloszlas
ennek valoszintiségi vektorra norméalt valtozata (ahol az elemek sszege 1), vagyis

m= (48 42 51
— \109 109 109/ °

Végiil a feladat kérdésére a vélasz:

42
]P)(XQQ = 1|X1 = O) NMT = —= = 0.38532
109
e.) A Markov lancunk véges allapottert, irreducibilis és aperiodikus, ezért az ergodtétel szerint
hosszi tavon az 1-es allapot bekdvetkezési gyakorisdga majdnem biztosan tart a stacionarius
eloszlas szerinti valoszintiséghez:

1 42
lim —#{k:1<i<nés Xp=1}=m = 55~ 038532

n—oo 1 1

f.) Jelolje S = {0;1;2} az allapotteret és legyen f : S — R a dugoban t6ltott percek szama az
allapot fiiggvényében:

20, hai =0
f(i))=430, hai=1
70, hai=2
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ami helyett elég egy oszlopvektort leirni:

Az ergodtétel szerint f idGatlaga majdnem biztosan tart a stacionarius eloszlas szerinti so-
kasagatlaghoz. Sokféle kiilonbo6z6 jeloléssel leirva ugyanazt:

n 20
.1 .
h_)m — E f(Xg) = /fd7r: 5 mif()=nf= (7T0 m 7T2) 30
nee S i€s 70
5150

7.4 Jancsi és Juliska randit beszélt meg a K&kojszi utca és a Boborjan utca keresztezGdéséhez. Azt

azonban nem beszélték meg, hogy a négy sarok koziil melyiken taldlkozzanak. Jancsi pontban
11 orakor érkezik az északnyugati sarokhoz, majd keresni kezdi Juliskat. A négy gyalogos-lampa
percenként egyszer, egyszerre valt zoldre. Ilyenkor Jancsi i valoszintiséggel marad, ahol volt, %
valoszintiséggel 6rajaras-irAnyba megy at a zebran, % valoszintiséggel pedig orajarassal ellentétes
iranyban. Ekodzben Juliska orakat késik, igy Jancsi hosszasan bolyong a négy sarok kozott. Jeldlje
X, Jancsi helyét (vagyis hogy melyik sarkon all) n perc elteltével.

a.) Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és atmenet-valoszintiség-méatrixat.

b.) Mennyi a valoszintisége, hogy Jancsi két perc elteltével ugyanott van, mint a legelején?

c.) Egy ora elteltével megkozelitdleg mekkora valosziniiséggel talaljuk Jancsit a délkeleti sarkon?
d.) A magas hézak arnyékot vetnek a délkeleti és a délnyugati sarokra, az északkeleti és az

északnyugati sarok viszont napos. Hosszu tavon az id6 hany szazalékat tolti Jancsi napon?

Megoldas:

a.) Az allapottér legyen S = 1,2,3,4, és szamozzuk a sarkokat az észanyugatitol kezdve, oraja-
rassal ellentétes irdnyban. Igy az dtmenetmatrix

1/4 1/2 0 1/4
1/4 1/4 1/2 0

0 1/4 1/4 1/2
1/2 0 1/4 1/4

P =

b.)
1/4
1/4 11 11 11 5
2, =(1/4 1/2 1/4 — 44 ==
(Pu = (1/4 1/2 0 1/4) 0 1191 12 T 16
1/2

amit persze gy is el lehet mondani, hogy i-i val.séggel marad végig ahol volt, %}L val.séggel

elmegy oOrairanyba aztan visszajon, i . % val.séggel pedig forditva.
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7.5

c.) Egy ora hosszii id6, kozelitsiink a stacionérius eloszlassal, vagyis oldjuk meg a (PT — Iz =0
linearis egyenletrendszert. A transzponilas nagyon fontos. Az egyenletrendszer matrixos
alakban, az attekinthetdség kedvéért néggyel végigszorozva:

-3 1 0 210
2 =3 1 010
0 2 -3 1]0
1 0 2 =30

Innentsl

i.) Szabad megsejteni, hogy szimmetria-okbol a stacionarius eloszlas az egyenletes, aztén
leellendrizni, hogy a m = 1 =73 = my = %1 tényleg kielégiti az egyenletrendszert, vagy
ii.) szabad észrevenni, hogy az eredeti P matrixnak nem csak a sorésszegei nulldk, hanem
az oszlopOsszegei is, majd hivatkozni az el§adasra, miszerint ilyenkor a stacionarius
eloszlés egyenletes (ehhez igazabdl fel se kell irni az egyenletrendszert), vagy
iii.) szabad megoldani az egyenletrendszert.

Mindenképpen arra jutunk, hogy m = (%1 i % i) A feladat kérdésére a valasz m3 = 411'

d.) Legyen f:S — {0;1} a napon levés indikatorfiiggvénye, vagyis

1, hax =1 vagy x =4,
flz) =
0, ha nem.

1
5

Az ergodtétel szerint f(X,,) idGatlaga hosszt tavon ), o f(i) = m + 74 =

Moricka egy golyds ligyességi jatékot jatszik, ahol egy
csapagygolyot kell végigvezetni egy akadalypalydn. Az
els6 palyat gyakorolja, ahol 3 nehéz akadalyon kell at-|
jutni. Moricka az elsé akadalyon i, a masodikon %, a
harmadikon % valoszintséggel bukik el, az el6zményektdl |
fiiggetleniil. Tlyenkor a goly6 ,leesik”, és Moricka kezdhe-
ti az egészet elolrsl. Ellenkez§ esetben tovabbjut a ko-
vetkez6 akadalyhoz. Ha véletleniil mindharom akadélyon
sikeriil tiljutnia, akkor szintén djrakezdi a legelejérol.

Jelolje X, azt, hogy n lépés utan Moricka éppen hany
akadéalyon van tul — igy X,, lehetséges értékei 0, 1,2, 3.

a.) Irjuk fel az X,, Markov ldnc atmenetmétrixat.

b.) Hossza tavon melyik allapotban lesz a Markov lanc legtobbszor, és a 1épések mekkora hanya-
dat tolti Moricka ezzel a leggyakoribb akadallyal?

c¢.) Hossza tavon hanyadik akadéalyon bukik el legtobbszor Moricka, és a bukasok mekkora ha-
nyada torténik ezen az akadalyon?

Megoldas:
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7.6

a.)

b.)

Az S =1{0,1,2,3} allapottérrel

1/4 3/4 0 0
1/3 0 2/3 0
1/2 0 0 1/2

1 0 0 0

P =

Keressiik a 7 stacionarius eloszlast, amihez megoldjuk a (P — I)T#T = 0 linearis egyenlet-
rendszert:

—3/4 1/3 1/2 110
3/4 -1 0 0]0
0 2/3 =1 0]0

0 0 1/2 —1]0

Ennek megoldésa az ), o m; normalasi feltételt is figyelembe véve

m=(% 1 1 1)

vagyis a Markov lanc a 0 allapotban van legtobbszor (hat persze), éspedig az ergodtétel
értelmében hosszi tavon a lépések %—ében. (A lanc irreducibilis és aperiodikus, az ergodtételt
az egyes allapotok indikatorfiiggvényeire alkalmazhatjuk.)

A lepesek 5-¢ben probalkomk Morlcka az 1-es akadallyal, ezen beliil mindig 1 7 val.séggel
bukik el, vagyls a 1epesek = eben éppen az 1-es akadalyt bukja. Hasonloan a 2-es
és 3-as akadalyt is a lépések %—ében bukja, vagyis hosszti td&von mindharom akadalyon
ugyanannyiszor, az 6sszes bukas %—éban bukik.

Legyen az X, diszkrét idejii Markov lanc graf-reprezentacioja a kovetkezd:

- 12 12
1 5

_— =
- - 6 -~ 7
13 12
n 12
213 12 12
l TI/Z ”2/3 n
13 8

X000 = 7| Xo =6
X000 =2|Xo =1
X000 = 2] Xo =6
X100 =7|Xo=5

?

) ~
) ~
) ~
) ~

Megoldas: A Markov lanc NEM irreducibilis. Héarom osztalya koziil ketts zart: a Cy :=
{1,2,3,4} osztaly periodusa 2, a Cy := {6,7,8} osztaly pedig aperiodikus, mert pl. 6-bol 6-ba
vissza lehet jutni 2 és 3 1épésben is. Igy

a.)

P(Xi000 = 7| Xo = 6) = %, mert 6-bol indulva 6rékre bent maradunk a Cy osztalyban.
A Markov lanc ide megszoritva irreducibilis és aperiodikus, igy a Markov lancok alapté-
tele szerint hosszu id6 elteltével az eloszlas a stacionéariussal kozelithets. A Cy irreducibi-

lis komponensen a(z egyetlen) 7 stacionérius eloszlas szimmetria okbol az egyenletes, igy
]P)(Xloo() = 7|X0 = 6) ~ Ty = %
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7.7

b.) P(Xip00 = 2| Xo = 1) = 0, mert 1-bdl indulva érokre bent maradunk a Cy osztalyban, ez
viszont periodikus 2 periddussal, igy paros sok 1épésben csak 1-be és 3-ba juthatunk el.

¢.) P(Xyg00 = 2| Xo = 6) = 0, mert 6-bol indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztalyban, vagyis
2-be nem lehet eljutni.

d.) P(X1000 = 7|Xo = 5) ~ &, mert 5-b6l indulva § valoszintiséggel az els6 lépésben a C
osztalyba lépiink és ott is ragadunk, % valoszintiséggel viszont a C-be, és innen kezdve az

a.) pont szerinti % az esélyiink hosszi id6 alatt 7-be érkezni.

Juliska a kérmét minden nap més szintre festi. Voros, narancs és barna kézott valtogat. Narancs
utdn mindig barna kovetkezik, barna utan viszont érmedobéssal dént arr6l, hogy vords vagy
narancs kdvetkezzen-e. Voros utdn kockat dob: ha az eredmény 6-os, akkor barna kovetkezik,
egyébként narancs.

a.) frjuk fel Juliska kérme szinének, mint Markov lancnak az dtmenetmatrixat!

b.) Ha Juliska kérme méjus 1-én voros, mennyi a valoszintisége, hogy majus 5-én is voros?

c.) A napok hanyad részében lesz voros, narancs illetve barna Juliska korme hosszi tavon?

Megoldas:
a.) Jeloljiik az allapotokat szamokkal, mondjuk 1: vérds; 2: narancs; 3: barna. Igy az Atmenet-
méatrix
o0 2 1
6 6
P=10 01
11
2 2 0

b.) Jeldljiik a Markov lancot X,-nel. Ha mondjuk majus 1-e a nulladik nap, akkor majus 5-e a
negyedik, vagyis a kérdés P(X, = 1| Xy = 1) =? Ez a P matrix (1,1) eleme: P(X, = 1| X, =
1) = P}. Ezt kiszamolhatjuk mondjuk tgy, hogy P* = (PQ)Q, Ebbdl persze nem kell minden
elemet, kiszamolni - ami nem kell, x-gal jel6l6m:

1 1 5 7
) 2 12 6 . s *F
PP={35 *x x|, P =% * x
0 * x * % %

Ebbol P(X, = 1|Xy = 1) = P}, = 15 ~ 0.048611.

c.) Az ergodtételt fogjuk hasznalni, ehhez sziikség van a Markov lanc stacionarius eloszlaséara.
(Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotterii, pontosan egy stacionérius eloszlasa
van.) Meg kell oldanunk a (PT — I)7T homogén linearis egyenletrendszert. A szokdsos
méatrix-jeloléssel

-1 0 110
5 1

g 1 2|0
L1 -1]0

Ennek egy lehetséges megoldéasa pl. 7 = (611 12), egyetlen normalt megoldéasa pedig

= (5 & 3)=~ (020690 0.37931 0.41379).

Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotterti, az ergodtételt az egyes allapotok
indikatoraira alkalmazva azt kapjuk, hogy az ¢ allapotban hosszi tavon az id6 m; hanyadat
tolti.  Vagyis Juliska korme az id6 m ~ 20.7%-aban voros, m ~ 37.9%-aban naracs és
m3 ~ 41.4%-4ban barna.
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7.8 Mari néni szeret beszélgetni, és befolyasolhatdé. Minden este elmegy egy szomszédjahoz beszél-
getni, és atveszi annak partallasat. Hat szomszédja van, ebbdl 2 fiiparti, 1 faparti, 3 pedig
virdgparti. Mari néni minden este vaktaban valaszt beszélgetGpartnert azon 5 koziil, akinél el6z6
este nem jart. Jeloljiik Mari néni lehetséges partallasait {1, 2, 3}-mal, ahol ,,1” jelentése ,fiiparti”,

Yhl
772

jelentése faparti”, .37 jelentése ,yiragparti”. X, pedig jelolje Mari néni partallasat n nap

elteltével.

Modellezziik Mari néni allapotait id6ben homogén Markov laccal.

a.)

Adjuk meg a Markov lanc atmenetméatrixét.

Ha tudjuk, hogy a 0-dik napon Mari néni fliparti volt, mi a valoszintisége az 123123 allapot-
sorozatnak (a nulladik napot is beleértve)?

Ha tudjuk, hogy a 0-dik napon Mari néni ftiparti volt, mi a valészintisége, hogy a 2-dik napon
is az?

Hosszt id§ elteltével kozelitleg mekkora valoszintiséggel lesz Mari néni éppen faparti?
Mari néni minden nap elmegy a gazdaboltba, és ha éppen fiiparti, akkor flinyir6damilt vesz

500 Ft-ért, ha éppen faparti, akkor permetszert 3000 Ft-ért, ha pedig virdgparti, akkor
tapoldatot 1000 Ft-ért. Napi atlaghan mennyit kolt a gazdaboltban hosszi tavon?

Megoldas:

a.)

b.)

c.)
d.)

e.)

Egy példa: ha ma éppen fiiparti, akkor a lehetséges 5 beszélgetpartnere koziil 1 fiparti, 1
faparti és 3 viragparti. Ezért Py, = %, Py = %, Pis = % Hasonléan végiggondolva

1/5 1/5 3/5
P=1|2/5 0/5 3/5
2/5 1/5 2/5

P((X1, X2, X5, X4, X5) = (2,3,1,2,3)| Xg = 1) = PuPyPy PPy = $2213 = 25 =
0.00576.

P(Xy=1|Xg=1)=(P?);, = 29;5 — 0.36.

Megkeressiik a stacionarius eloszlaszt, vagyis megoldjuk a (PT — I)7T = 0 linearis egyenlet-
rendszert:

—-4/5 2/5 2/510

/5 =5/5 1/5|0

3/5 3/5 =3/5/0

Ennek megoldasa (pontosabban: végtelen sok megoldasa koziil az az egy, ami eleget tesz a
m + T + m3 = 1 normalasi feltételnek is): = = (7r1 Ty 7r3) = (2/6 1/6 3/6). Ez nem
meglepd modon éppen a megfelel6 partallasi szomszédok aranya.
Mivel a Markov lanc véges allapotterd, irreducibilis és aperiodikus, a Markov lancok alapté-
tele szerint lim,, ., P(X,, = i) = m;, vagyis ha n nagy, akkor P(X,, = 2) = my = %.
Mari néni koltségfiiggvénye

500

f = 13000
1000



7.9

7.10

Az ergodtétel szerint ennek idGatlaga 1 valdszintiséggel

| ol 500 2000
lim =) f(X) =Y mf(i)=nf= (3 & 3000 | = —— ~ 1167,
S, ics 1000

|
W
~—

vagyis Mari néni hosszi tavon napi atlagban 1167 Ft-ot hagy a gazdaboltban.

Az abran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov ldnc pozitiv valdszintségi
egylépéses adtmeneteit mutatja. Osztilyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt, ! =2

e lényeges-e vagy lényegtelen, \3//

e visszatérG-e vagy atmeneti, /
e mennyi a periodusa. Q4 = SO
Megoldas:
osztaly | zartsag | lényegesség | visszatérés periodus
{1} nyilt | lényegtelen | Atmeneti | co, vagy nincs
{2;3} nyilt | lényegtelen | Atmeneti 2
{4;5} zart lényeges | visszatérs | 1, aperiodikus

Erdemes megjegyezni, hogy az {1} egy tisztességes egyelemii osztaly: onmagéval definicié szerint
minden allapot kommunikal, még akkor is, ha pozitiv lépésszamban nem lehet oda 6nmagabol
(sem) visszajutni. Masképp mondva: az i «w j relacio (,i kommunikal j-vel”) egy rendes ek-
vivalencia, és a belGle addédé osztalyozasnak az allapottér minden elemét le kell fedni. Az mas
kérdés, hogy az {1} osztéaly periddusa problémas: az iireshalmaz legnagyobb kézds osztoja, ami
izlés szerint lehet oo, vagy nem definiélt.

Az 1. abran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valoszintiségii
egylépéses atmeneteit mutatja. Osztilyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt,

e lényeges-e vagy lényegtelen,

e visszatérG-e vagy atmeneti,

e mennyi a peridédusa.
Megoldas:

e Az {1} osztély nyilt, mert el lehet hagyni, tehat 1ényegtelen és &tmeneti. Periodusa 1 (vagyis

aperiodikus), mert 1 lépésben vissza lehet térni.

o A {2,34} osztaly nyilt, mert el lehet hagyni, tehat lényegtelen és atmeneti. Periodusa 2,
mert visszatérni csak paros sok lépésben lehet.

o Az {5,6} osztaly zart, mert el nem lehet elhagyni, tehat (véges méreti osztalyrol 1évén szo)
lényeges és visszatérs. Periodusa 1 (vagyis aperiodikus), mert akdrhany lépésben vissza
lehet térni.
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1. 4bra. Markov lanc graf-reprezentéacioja (valoszintiségek nélkiil)

1 —=2

N

3—=4

G
2. dbra. Markov lanc graf-reprezentacioja (valosziniiségek nélkiil)

7.11 A 2. abran lathato graf egy diszkrét ideji, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valdszintiségi
egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztilyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt,
e lényeges-e vagy lényegtelen,
e visszatérG-e vagy atmeneti,

e mennyi a peridédusa.
Megoldas:

e {1,2,3,4} nyilt, 1ényegtelen, dtmeneti, periodusa 3.
e {5,6} zart, lényeges, visszatérs, periodusa 1 (vagyis aperiodikus).
7.12 Egy jegypénztarhoz pontosan percenként érkeznek a vevék: minden perc végén pontosan 1. Ez

alatt az egy perc alatt a pénztaros véletlen szamu vevést szolgal ki: % valoszintiséggel 2-t, %

valoszintséggel 1-et, és }L valészintiséggel 1-et sem, az el6zményektdl fliggetleniil. Kivétel ez algl:

e Ha a perc elején csak 1 vevé all a sorban, mert akkor 6t % valoszintiséggel sikeriil kiszolgalni,
1 e, .
7 valoszintiséggel pedig nem.

e Ha a perc végén mar 4 vevs all sorban, akkor az Gjonnan érkezé nem all be a sorba, hanem
elkullog.
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Jelolje X,, a sorban allok szaméat az n-edik perc végén (pontosabban: az n + 1-edik perc elején,
kozvetlen azutan, hogy az 0j vevs megérkezett). Tegyiik fel, hogy az elsG perc elején a sorban
pontosan 1 ember all, vagyis Xy = 1.

a.) Adjuk meg az X, Markov lanc &allapotterét. (Vigydzal, érdemes észnél lenni: mik is a
lehetséges, elérhetd dllapotok?)

P

Adjuk meg a Markov lanc atmenetmétrixat!

Adjuk meg a Markov lanc kezdeti eloszlasat, vagyis a 7(0) kezdeti eloszlas vektort!

Mennyi a P(X3 = 2) valoszintiség?

)

)

)

) Mi a valoszintisége, hogy az X0 X1 X5 ... sorozat (a trajektoria) eleje 12112237

)

) Szamoljuk ki X, eloszlasat, vagyis a Markov lanc 2 idGegység uténi m(2) eloszlasvektorat !
)

Mennyi n = 29-re a P(X,, = 3) valoszintiség? Csak képletet kérek! Bonusz: Szdmoljuk ki a
P(X,, = 3) valdsziniséget n = 10, 20, 30-ra valamilyen szamitogépes programmal, ami gyorsan
tud mdtrizokal szorozni.

Megoldas:

a.) Mivel a vevSket mindig kozvetleniil azutan szamoljuk, hogy a soron kovetkezd megérkezett,
X,, mindig legalabb 1 lesz. Mésfel6l, ha mar a 4-et elérte, akkor tovabb nem néhet, vagyis
5-nél mindig kisebb marad. Igy az allapottér

S ={1,2,3,4}.

b.) Mivel mindig 1 vevé érkezik, a Markov lanc mindig eggyel kevesebbet ugrik lefelé, mint ahany

vevét sikeriilt kiszolgalni. Vagyis % valoszintiséggel 1-et ugrik lefelé, % valoszintiséggel nem
ugrik sehové, és i valoszintiséggel 1-et felfelé. Kivétel ez alol a két végsd helyzet: 1-bdl %
valoszintiséggel ugrik 1-et felfelé és % valoszintiséggel marad; 4-bél % valoszintséggel ugrik

1-et lefelé és % valoszintiséggel marad. Igy a graf-reprezentacio

14 1/4
14 Q 1/4 O 1/4
RN P R
3/4 1 2 3 4 12
~— ~— ~—

12 " 12

3/4 1/4 0 0
1/2 1/4 1/4 0
0 1/2 1/4 1/4
0 0 1/2 1/2

P =

d.) A feladat szévege szerint Xy = 1, vagyis m1(0) = P(Xy = 1) = 1, a t6bbi i-re m;(0) = 0.
Vagyis a kezdeti eloszlas vektor 7(0) = (1 0 0 0). Ez sorvektor.
e.) ]P)((X()Xl .. X@) = (1211223)) = 7T1(O)P12P21P11P12P22P23 = 1 . %%%}L}li = ﬁ

f.) Mivel Xy =1, P(X3 = 2) = P(X3 = 2| Xy = 1). Ezt kétféleképpen is ki lehet szamolni:
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i.) 1-b&l 2-be 3 lépésben el lehet jutni az 1112, 1122, 1212, 1222, 1232 atvonalakon. Ezek
val.ségeit az el6zG6 pont mintajara kiszdmoljuk és dsszeadjuk. Nem csindlom meg.

i) P(X3 = 2|Xg = 1) = P}, vagyis a P? 3-lépéses atmenetmatrix els6 soranak masodik
eleme. A matrix-szorzast elvégezve

- /31 3 1 3 1
S N I S N I I
P |2 3973912970 307 3 U _
Y R 01 11
2 1) \0 2t 2 1
(\0 0 5 5/ \0 0 5 3 00 35 3
11 4 1 1 17
1616160 *%** * op KX
x % % % I x ok %k %
ol x ox % % *%**_****’
* % ok % * 0 * x* x ok k%

ahol a x-gal jelolt elemek szdmunkra nem érdekesek, igy ki se szamoltam &ket. Lényeg,
hogy P}, = g = 0.265625

g)
s L00\ /3100
111 ¢ L1 1 ¢
w2 = 2(OPP=1 0002 115|211 :|=

SERIAtEEE
001 1J\oo i1l

2200

3 1 %%1%;0 1 4 1
=G 3005ttt 1]=0GG % % 0
2 4 4
00 3 3

h.) P(Xy9 = 3) = m3(29), vagyis a m(29) vektor harmadik eleme. Ezt elegansan tgy lehet leirni,
hogy

0
P(Xp0 = 3) = m3(29) = m(20) | |

0

Mivel (29) = 7(0)P* = (1 0 0 0) P%,

0

0

— _ 29
P(Xyp=3)=(1 0 0 0)P* |
0

Bénusz:

O = O O

n| 10 | 20 | 30
an | 0.12629 | 0.13294 | 0.13331 °
Megjegyzem, hogy n — oo-re a hatarérték ms(oo) = & ~ 0.1333333.

,GNU Octave™val szamolva:
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7.13

7.14

2

>0

4

|

3. abra. Markov lanc graf-reprezentacioja (valoszintiségek nélkiil)

B

|

A 3. abran lathato graf egy diszkrét idejt, id6ben homogén Markov lanc pozitiv valdszintiségi
egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztilyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik melyikkel
érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

e zart-e vagy nyilt,
e lényeges-e vagy lényegtelen,
e visszatérG-e vagy atmeneti,

e mennyi a peridédusa.

Megoldas: Két allapot pontosan akkor van azonos osztalyban, ha egyikbdl a méasikba és mésik-
bol az egyikbe is el lehet jutni (esetleg tobb lépésben). Egy osztéaly akkor zart, ha nem lehet belgle
kijutni — egyébként nyilt. Mivel az allapottér véges, minden osztaly is véges, ezért minden osztaly
pontosan akkor lényeges és pontosan akkor visszatérd, ha zart, egyébként pedig lényegtelen és
atmeneti. (Végtelen allapotterek végtelen osztalyaira ezek a fogalmak sokkal izgalmasabbak.)

Egy allapot peridédusa az a legnagyobb szam, aminek minden lehetséges visszatérési id6 t6bbszo-
rose. Egy osztaly periddusa az 6 elemeinek kozos periodusa.

Mindezek alapjan

o Az {1,2,3,4} osztaly nyilt, lényegtelen, atmeneti, periodusa 2.
o Az {5} osztaly zart, lényeges, visszatérs, periodusa 1 (vagyis & aperiodikus).

o A {6,7,8} osztaly zart, lényeges, visszatérd. Periodusa 1 (vagyis 6 aperiodikus), hiszen 2 és
3 lépésben is vissza lehet térni ugyanabba az allapotba.

Legyen X, diszkrét idejt, id6ben homogén Markov lanc az S = {0,1,2,3,4,5,6,7} allapotté-

ren, ami egy sor hosszat modellezi. Az atmenetvalosziniiségek legyenek olyanok, hogy ugrani
1 lépésben csak szomszédos allapotba lehet: a sor hossza % valoszintiséggel 1-gyel csokken, %
valoszintiséggel pedig 1-gyel ng. Kivétel ez alol, ha a sor iires, mert akkor a hossza cstkkenés

helyett % valoszintiséggel 0 marad, illetve ha a sor hossza 7, mert akkor ndvekedés helyett %

valoszintiséggel 7 marad.

a.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasat. Ehhez hasznaljuk ki, hogy X, sziiletési-
halalozasi folyamat.
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b.)

c.)
d.)

Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valoszintisége, hogy 1000 1épés utéan ismét iires?
Mennyi lesz hosszi tavon az atlagos sorhossz?

Boénusz kérdés: Mi a valasz a fenti kérdésekre, ha a sorhosszra nincs fels6 korlat, vagyis az
allapottér {0,1,2,...}7

Megoldas: A folyamat graf-reprezentacioja a 4 abran lathato. Ez valoban sziiletési-halalozési

3/4 3/4 3/4 3/4 3/4 3/4 3/4
3/4 8 1 2 3 4 5 6 7 1/4
1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4

4. abra. Sziiletési-halalozasi folyamat graf-reprezenticidja

folyamat, mert ugrani 1 1épésben csak szomszédos &llapotba lehet.

a.)

Sziiletési-halalozasi folyamatban a szomszédos allapotok stacionarius eloszlas szerinti silya
ugy aranylik egymashoz, mint a kozottiik valo két dtmenethez tartoz6 atmenetvaloszintségek
hanyadosa — egészen pontosan olyan sorrendben, hogy

T Prigk
i1 Prks

Ez alapjan a példabeli folyamatra

7r0_§ ﬂ_% E—S M 3 ma 3 W5 3 T §
m 1w 17w 1'm 1w 1w 1w 1
Vagyis a stacionarius eloszlas konstansszorosa a
7 =(37,353° 3% 3% 32,31
vektornak. Ahhoz, hogy az elemek Gsszege 1 legyen, a normélasi konstanst

1 1 1

CT1 3434437 Fo1 3280

-nak kell valasztani, vagyis 7, = g;—;g (k=0,1,...,7), avagy

B 37 3¢ 35 31 33 32 3 1
~ 32807 32807 3280 " 3280 " 3280’ 3280 3280 3280 )

Vegyiik észre, hogy ehhez 6rvendetes modon fel se kellett irni a 8 x 8-as d&tmenetmatrixot.

A Markov lanc irreducibilis, mert minden &allapotbo6l minden allapotba el lehet jutni. A 0
allapot nyilvanvaloan aperiodikus, mert 1 1épésben vissza lehet térni. Igy az 6sszes tobbi alla-
pot — és az egész Markov lanc — is aperiodikus. Irreducibilis, aperiodikus és véges allapotteri
Markov lancban a Markov lancok alaptétele szerint az eloszlas hosszu id6 utan kozel van az
egyetlen stacionarius eloszlashoz. 1000 lépés hosszu id6, igy a kiindulé allapottoél fiiggetleniil
P(X1000 = 0) & mp = o= = 2187 ~ (0.66677.

3280 ~ 3280

69



c.) Vezessiik be az allapottéren az f : S — R fiiggvényt az f(k) := k definicioval. Ez az f a
sorhosszt méri, és oszlopvektorként tekintiink réa:

~
I
N O Ttk WO

Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, az ergodtétel szerint f(X,,) idGatlaga
1 valoszintiséggel tart f-nek 7 szerinti varhato értékéhez (silyozott atlagahoz), vagyis

N—1
1
Jm L3 = S mk = =m0k m L 7=
S, kes
7
37—k 1636
= k= ~ (.4988.
kz—; 3280 3280

d.) Bénusz: A sziiletési-halalozési folyamatra végtelen allapottér esetén is igaz, hogy % =

Pry1k

Perrt? vagyis esetiinkben

To_m_ T _° (4)
1 T2 T3 1 ’
méar ha létezik stacionarius eloszlas. Az pedig pontosan akkor létezik, ha a (4) alapjan
definidlt 7 normalhat6. Mas szoval, a stacionérius eloszlds most is konstansszorosa a

- 1 1 1
mw = 1,5,@,@,...

vektornak, mar ha van olyan konstans, amivel ezt megszorozva az elemek Gsszege 1 lesz —
vagyis ha az elemek 0sszege véges. Esetiinkben szerencsére
1 1 3

11
14+ -+ — 4+ — ... = =_-<
tstmtmt I3

1. 2 2 2 2
W:g’ﬁ: g’?’?’?’“.

lesz az egyetlen stacionarius eloszlas. Mas szoval

B 2
-~ 3k+1

igy

(k=0,1,2,3,...).

T
A Markov lancok alaptételében &llitott eloszlds-konvergencia tovabbra is érvényes, HA a
végtelen allapotteri sziiletési-haldlozasi folyamat irreducibilis és aperiodikus és HA van sta-

cionarius elszlasa. Esetiinkben ezek teljesiilnek, igy

2
]P(Xlogo = O) ~ Ty = §
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Hasonloan, az ergodtételben allitott konvergencia tovabbra is érvényes, HA a végtelen alla-
pottert sziiletési-halalozasi folyamat irreducibilis és HA van stacionarius elszlasa és HA az
f-nek létezik a 7 szerinti varhato értéke. Esetiinkben ezek teljesiilnek, igy az f : S — R,
f(k) := k figgvényre

Zf(Xn) = S m k) =mf =m0l =

n= keS
0 > 2 /1\" 1
f— 'k: k— —_— :—‘
Zﬂk Z 3(3) 2
k=0 k=0

Az utolsod végtelen sort sokféleképpen ki lehet szamolni, pl. ugy is, hogy észrevessziik, hogy

a 7 eloszlas szerint a sorhossz pesszimista geometriai eloszlasia p = % paraméterrel, aminek a
2 2 sz 00 1 1

varhato értéke > 5,7 g mpk = — 1= 3

Lathato, hogy a végtelen allapottéren szamolt hatarértékeket elég jol kozelitik a véges (mind-
ossze 8 elemt) allapottéren szamoltak. Ennek az az oka, hogy a stacionarius eloszlas a mi
modellﬁnkben gyorsan lecseng, és a k > 7 allapotoknak egyiittesen is kicsi (egész pontosan
3 ~ 0.00015) a silya.

7.15 Egy fagyisnal a sorban allo gyerekek szama 0 és 4 kozott valtozhat (beleértve az éppen kiszolgéalas
alatt allot is): ha méar 4-en vannak, és egy ujabb gyerek be akarna &llni, az apukaja elrangatja. A
fagyis bacsi nagyon igyekszik, de mindig csak % valoszintiséggel sikeriil egy gyereket kiszolgilnia
azel6tt, hogy egy tjabb érkezne — az el6zményektdl fiiggetleniil. Kivétel ez alol, ha 4-en vannak,
mert akkor persze biztosan sikeriil (11j gyerek nem tud jonni), illetve ha a sor iires, mert akkor
nincs is kit kiszolgélni.

Tekintsiik a sorban allok szamat diszkrét iddben: a fagyis bacsi csettint egyet, valahényszor egy
gyerek érkezik vagy elmegy, vagyis valahanyszor a sor hossza valtozik. A sor hossza mindig
pontosan 1-gyel valtozik (egyszerre csak 1 gyerek tud érkezni és elmenni is), és a fentiek szerint
% valoszintiséggel csokken, a maradék %L valoszintiséggel pedig né, az elgzményektdl fiiggetleniil

(kivéve ha 4 vagy 0).

Legyen X, a sor hossza az n-edik csettintés utan (vagyis az n-edik sorhossz-valtozéas utén).

Kezdetben a sor iires. Mennyi a valoszintisége, hogy 4 lépés utan ismét iires?

o g

Kezdetben a sor iires. Mennyi a valosziniisége, hogy 5 lépés utin ismét iires?

Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és rajzoljuk fel a graf-reprezentaci6jat!

& o

Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait!

— O

)
)
)
.) Adjuk meg az X,, Markov lanc dtmenetmatrixat!
)
)

Kezdetben a sor iires. Koriilbeliil mekkora a valészintisége, hogy 100 1épés utan ismét iires?
(Vigydzat: a feladat cseles, és az erre vald tétel csak dvatosan alkalmazhato. Egy hibdsan
alkalmazott tételnél jobb, ha preciz indoklds nélkil megsejtjik a helyes eredményt.)

g.) Bonusz kérdés: Mi a valasz az el6z6 kérdésre, ha a sor hosszara nincs fels6 korlat?
Megoldas: Kezdjiik a c.) és d.) kérdéssel, utana jon az a.) és b.).

c.) Az allapottér S = {0,1,2,3,4}, a graf-reprezentécio
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d.) Az dtmenetmatrix

0 0
/ 0
P=10 3/4 0 1/4 0
0 0 3/4 0 1/4
0 0 0 1 0
a.) A 0 allapotbol a 0-ba 4 lépésben visszatérni csak kétféleképpen lehet: 0 -1 —-0—1—0
vagy 0 = 1 — 2 — 1 — 0. Ezek (feltételes) valoszintsége (feltéve, hogy 0-bol indulunk
P01'P10'P01'P10:1'%'1'%:1%ﬂletVeP01'P12'P21'P10:1'%'%'%:%;igy
9 9 45

P(X; = 01X = 0) = 5o + o7 = ¢ ~0.703.

b.) A 0 allapotbol a 0-ba 5 lépésben visszatérni sehogy sem lehet, azért
P(X5 =0|X,=0)=0.

e.) 1. megoldas, ész nélkiil: A (P7 — I)nT linearis egyenletrendszert kell megoldani, ahol [
az egységmatrix, m = (7r0 T Mo T3 7T4) a keresett stacionarius eloszlas (sorvektor):

~13/4 0 0 0
1 -13/4 0 0]|[|m
0 1/4 —1 3/4 0
0 0 1/4 -1 1
0 0 0 1/4 —1) \m

=)
(V)
Il
coocoo

Az egyenletrendszer a szokasos bdvitett matrix jeloléssel

-1 3/4 0 0 010
1 -1 3/4 0 010
0 1/4 -1 3/4 010
0 0 1/4 -1 110
0 0 0 1/4 —1{0
Eliminaciéval nagyon kénnyen kijon, hogy
-1 3/4 0 0 00
o -1 3 0 00
0 0 -1 3 0|0
0 0 0 -1 4|0
Az utolso egyenlet kiesett, ahogy kell. Az jott ki, hogy
3
o = 47T 1
™ = 37T2 (5)
T = 37T3
T3 = 47T4.
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7y = 1 valasztéssal kijon egy megoldas: © = (27 36 12 4 1). Az Osszes tobbi megoldas
ennek konstans-szorosa, tehat az egyetlen stacionérius eloszlas ennek lenormaltja (hogy a

sorosszeg 1 legyen):

_ (20 36 12 4 1
7T_(80 80 80 80 80)'

Azt, hogy pontosan egy stacionarius eloszlas van, persze elére tudtuk abbél, hogy a Markov
lanc véges allapotteri és irreducibilis.

2. megoldas, kevesebb munkaval: Mivel X, sziiletési-halalozasi folyamat, minden ¢ =
0,1,2,3-ra igaz, hogy mP;;+1 = miy1Pi+1,. Ez éppen az (5) egyenletrendszer. Innen az
el6z6 megoldas érvényes.

A Markov lanc véges allapotterii és irreducibilis. Ha aperiodikus is lenne, akkor a Markov
lancok alaptétele szerint P(X199 = 0) = my = % = 0.3375 lenne, a kezdeti allapottol
fiiggetleniil. Tgen am, de ez a Markov lanc periodikus, éspedig a periédusa 2. Mivel a
feltevés szerint Xg = 0, n = 100 1épésben pont lehetséges eljutni a 0-ba — a keresett val.ség
nem nulla.

Intustiv érvelés 1: 0-bol indulva a O-ban csak minden péros lépésben jarhatunk. Meégis,
az ergodtétel szerint hosszi tavon az idének my = 33.75%-at toltjik ott. Ezért a pdros
idépontok 2 - 33.75% = 67.5%-at toltjiik 0-ban, ezért

]P(Xloo = O’XO = O) ~ 271'0 =0.675 = 675%

Intustiv érvelés 2: 0-bol indulva a n = 100 ugras utan csak a paros allapotokban lehetiink.
Ezeken beliil viszont — mivel n = 100 sok id6 — jo kozelitéssel a stacionarius eloszlas adja
meg a tartozkodasi valosziniiségeket: persze abban az értelemben, hogy péaros i-re az
i-ben vald tartdozkodas valosziniisége m;-vel ardnyos. Vagyis mivel a péaros i-khez tartozod
-k Osszege nem 1, Gjra kell ket normélni 1-re. Ennek megfelelGen

o ;—g 27

P(Xi00=0/Xy =0) = = = — =10.675=67.5%.
( 100 ‘ 0 ) 7T0+7T2+7T4 %—F%—F% 40 %

Preciz érvelés: A kétlépéses dtmenetmatrix

3/4 0 1/4 0 0
0 15/16 0 1/16 0
P =19/16 0 6/16 0 1/16
0 9/16 0 7/16 0
0 0 3/4 0 1/4

Nézziink a Markov lancra csak minden paros idépontban. Igy az Y := Xy Markov lanc
aAtmenetmatrixa a fenti P2, graf-reprezentacioja

3/4 6/16 1/4
Q 1/4 Q 1/16 Q
0 2 4
9/16 3/4
1/16
1 3
o " O
15/16 7/16
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Lathato, hogy az Yj, Markov lanc reducibilis, kommunikalé osztéalyai a {0,2,4} és az {1, 3},
mindketts zart. Ezért az S := {0,2,4} rész-allapottér 6nallo életet él, és az Y Markov
lancot nézhetjiik csak ezen. Igy az alapottér mar irreducibilis, az atmenetmatrix pedig a
fenti P? paros indextd elemeibdl all:

3/4 1/4 0
P=1(9/16 6/16 1/16
0 3/4 1/4

Vagyis kaptunk egy véges allapottert, irreducibilis és immar aperiodikus Markov lancot.
Ennek a szokdsos modon kiszdmohatjuk a stacionarius eloszlasat, és az jon ki, hogy

Fe(ho m o m)= (T B &)

Igy a Markov lancok alaptétele szerint

27
]P(Xm() = 0|X0 = 0) = P(Y},O = OD/[) = O) ~ Ty = E = 0.675.
Ha a sorhosszra nincs korlat, a (5) egyenletrendszer megfelelGjére azt kapjuk, hogy
3
o = 47T 1
m™ = 3my
T = 37T3
T3 = 3my
Ty = 37y
T = 3

Ebb6l my := ¢ valasztéssal kaphatd egy megoldas:

ﬁ:(c %c %c 2%0 %c L. e )

ezek Gsszege c(1+ 00, &) = ¢(1+ A3y = 3¢, vagyis pontosan akkor 1, ha ¢ = 5. Vagyis

i=1 37 1-1/3
1 s . L L
¢ := 3 vélasztassal kapunk egy stacionarius eloszlast:
— (L 4 4 4 _4
=3 5 % & - FE )
Avagy:

s, hai=0
U 4 . .
T hazZl

Ellenérizhetd, hogy ez tényleg stacionarius eloszlas.

Irreducibilis Markov lancra, ha a stacionarius eloszlas létezik (vagyis a lanc pozitiv rekur-

rens), akkor végtelen allapottert esetben is érvényes a Markov lancok konvergenciatétele,

mint a véges allapottér esetén (csak a konvergencia lassabb). Igy az f.) pont-beli érveléshdl
az jon ki, hogy

2

P(Xlgo = O‘XO = O) = 27T0 = g
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8. Folytonos idejii Markov lancok

8.1 Pistike az ablakbol az utca forgalmat nézi. Személyautok és teherautok mennek arra, mind-
ketts Poisson-folyamat szerint: személyautobol percenként atlagosan 3, teherautobol percenként
atlagosan 1. Pistike csak a teherautokat szereti. Jokedve 5-0s skalan valtozik (1 és 5 kozott):
ha teherautot lat, 1-gyel felfelé ugrik (hacsak nem mér elGtte is 5-6s volt), ha pedig személyau-
tot, akkor 1-gyel lefelé (hacsak nem mar elGtte is 1-es volt). Legyen X(t) Pistike jokedve a t
idépillanatban, ¢ > 0.

a.)
b.)

c.)

d.)
e.)

Modellezziik a rendszert folytonos idejti Markov lanccal. Irjuk fel X (¢) generatorat.

Hatarozzuk meg (X (¢),t > 0) stacionarius eloszlasat. (Szabad észrevenni, hogy X véges
allapottert sziiletési-halalozési folyamat.)

Pistike a nézel6dést teljes jokedvvel kezdte. Egy ora elteltével arra jar az apukaja. Kozelitoleg
mennyi annak a valoszintisége, hogy Pistikét teljes rosszkedvben (vagyis 1l-es allapotban)
talalja?

Hosszt tavon az id6 hany szazalékdban lesz Pistikének 5-0s jokedve?

Hossz tavon mennyi lesz Pistike jokedvének idGatlaga?

Megoldas:

a.)

Az id6t mérjiik percben. Az allapottér S = {1;2;3;4;5}. Ugrani csak szomszédos allapotba
lehet, éspedig felfelé 1 rataval (mert a teherautok 1 rataval jonnek, lefelé pedig 3 rataval,
mert, a személyautok 3 rataval jonnek. Persze az 1-b6l csak felfelé, az 5-bdl csak lefelé lehet
ugrani. Igy a generator

-1 1 0 0 O
3 -4 1 0 O
A=10 3 -4 1 O
0 0 3 -4 1
o 0 o0 3 =3

A sziiletési-halalozasi folyamat stacionarius eloszlasa a szomszédos allapotoknak olyan relativ
stilyt ad, ami reciproka az egymasba vald atugrasok ratai aranyanak. Vagyis my @ mo = 3 : 1,
Mg :my3=3:1,m3:my=3:1,my:m5=23:1. Osszesitve 7y : g i T3 1 7q : 75 =81 :27: 9 :
3: 1. Az aranysort lenormalva

= (8L 2 9 3 1
— \121 121 121 121 121/ °

Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az ATnT = 0 egyenletrendszert (a transzponalas
nagyon fontos), vagyis azt, hogy

-1 3 0 0 0]0
1 -4 3 0 010
0o 1 -4 3 0]0
0O 0 1 -4 3]0
o o0 o0 1 -—-1/0

Egy ora hosszu id6, ezért a kiindulasi allapottol fiiggetleniil a stacionarius eloszléssal kozeli-

tink: ]P)(XGQ = 1|X0 = 5) ~ T = % ~ 69%.
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d.) Az ergodtétel értelmében az idGatlag m5 = E11 ~ 0.8%.

e.) A jokedv egy szam 1 és 5 kozott, egész pontosan t-kor a jokedv X;. Az ergodtétel értelmében
az idGatlag a stacionarius eloszlas szerinti varhato érték, vagyis
81 27 9 3 1179

=122 3. L 2 s =Y g
;«Z T o 2 Tttt T T m 8

(Ha valaki mindenaron az allapottéren értelmezett valos értéki fiiggvényre akarja az ergod-
tételt alkalmazni, tekintse az f : S — R, f(i) = i fiiggvényt.)

8.2 A Falab FC focicsapatanak 4 csatara van Osszesen. A csatarok koziil esetleg néhany sériilt. A
csapat mindig 2 egészséges csatarral jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges, akkor az
Osszes egészséges csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor atlagosan 3 havonta sériil le. Egy
sériilés atlagosan 1 honapig tart. Ha egy csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jelblje az egészséges csatarok szamat a ¢ idépontban X;. Az id6t mérjiik honapokban.

a.) Modellezziik Xt folytonos idejii Markov-lanccal! Irjuk fel a generatort. Legyiink észnél a
ratdakkal!

<

Szémitsuk ki a stacionarius eloszlast.

Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil jatszani? Miért?

o o

Atlagosan hany csatarral jatszanak? Miért?

€]

Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik meg annak a valoszintiségét,
hogy a kovetkez$ 10 napban ez végig igy marad (a 10 napot tekinthetjiik 1/3 honapnak).

Megoldas: Az allapottér S = {0,1,2,3,4}. Ha 0 csatar egészséges, persze nincs sériilés. Ha
1 egészséges (vagyis X, = 1), akkor az az egy 3 rataval sériil meg, vagyis Ajp = 3. Ha 2
csatar egészséges, akkor mindkettd jatszik is, igy valamelyikik mar A1 = 2 - % = % rataval sériil
meg. Ha 3 vagy 4 csatar egészséges, akkor is csak kettG jatszik, igy a sériilés ratdja ugyanennyi:

_ _ 2
Azg = M3 = 3.

Ha minden csatar egészséges, akkor persze egy se tud meggyogyulni. A pontosan 1 sériilt (vagyis
X; = 3), akkor azaz egy 1 rataval épiil fel, vagyis A\34 = 1. Ha 2 sériilt, akkor mindkettd
labadozik, igy valamelyikik méar N3 = 2 -1 = 2 rataval épiil fel. Ugyanigy, ha 3 sériilt, akkor
mindharom ldbadozik, ezért \;2 = 3, és ha mind a 4 sériilt, akkor mind a négy labadozik, igy
)\0]_ =4,

Mivel egy valoszintiséggel egyszerre csak egy csatar tud megsériilni vagy felépiilni (a folytonos
Markov modell szerint), az Gsszes tobbi (nem szomszédos allapotok kozotti) ugrasi rata 0.

a.) Igy az infinitezimalis generator

4 4 0 0 0
1/3 —10/3 3 0 0
G=|0 273 -83 2 0
0 0 2/3 -5/3
0 0 0 2/3 -2/3

—_

(A featlon kiviilre az ugrasi ratékat irjuk, a f6atloba meg annyit, hogy minden sordsszeg nulla
legyen.)
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8.3

b.) A= (m,...,m) stacionarius eloszlas kiszamitasdhoz vagy megoldjuk a G'77 = 0 homogén
linearis egyenletrendszert azzal a kiegészit§ feltétellel, hogy my + - - - + m4 = 1, vagy kihasz-
naljuk, hogy X, sziiletési-halalozasi folyamat, amibd&l szomszédos i, 7 allapotokra :—] = i—ﬂj
Mindkettsb6l az jon ki, hogy

_ _ 1 12 54 162 243
T=c-(1 12 54 162 243) = (75 15 =5 1 )

~ (0.002 0.025 0.114 0.343 0.515).

¢.) A 0 allapotban eltoltott id6nek a teljes id6hoz mért aranya nem egyéb, mint f(X;) idSatlaga,
ahol f : S — R a 0 allapot indikatora: oszlopvektor forméjiban f = (10000)%. Mivel
a Markov lanc folytonos idejd, véges allapotterd és irreducibilis, az ergodtétel szerint ez az
idGatlag tart 7 f = my ~ 0.002, vagyis a Faldb FC hosszi tavon az id6 kb. 2 ezrelékében
jatszik csatar nélkiil.

d.) A jatszo csatarok szamat az allapot fiiggvényében a g = (01222)7 fiiggvény adja meg.
Ennek idGatlaga hossza tavon - ismét az ergodtétel miatt mg = m +2 - (w9 + 75 +m4) = 1.97.

e.) A 4 allapotbol valo elugras rataja %, igy annak valoszintisége, hogy t = % ideig nem torténik
ugras, pontosan annak valészintisége, hogy egy A % paraméterid exponencialis eloszlas
1 2
= 3 =¢ 9 ~0.80.

e

wIiN

)

Egy egyszerd jelfeldolgoz6 eszkéz az egyes beérkezd jeleket fiiggetlen, exponenciélis eloszlasu
véletlen idgk alatt dolgozza fel. A feldolgozasi id6 varhato értéke 1 masodperc (vagyis % perc).
Amig egy bejovs jel feldolgozasa zajlik, addig az esetlegesen beérkezé tjabb jeleket az eszkoz
figyelmen kiviil hagyja (vagyis nincs feldolgozasi sor). A beérkezs jelek Poisson folyamat szerint
érkeznek, percenként atlagosan 2. Az eszkoz igy kétféle allapotban lehet: ,szabad, passziv, jelre
var”, illetve foglalt, feldolgozéas folyamatban, nem figyel”.

W=

t= %—nél nagyobb értéket vesz fel, vagyis 1 — F/\:%(

Modellezziik az eszkoz allapotat folytonos ideji Markov lanccal. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

b.) Az eszkoz a mifkddése els§ pillanataban szabad. Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy
tiz ora elteltével éppen foglalt lesz? Miért?

c.) Az eszkoz teljesitményfelvétele passziv dllapotban 1W, feldogozés soran viszont 10WW. Mennyi
az atlagos teljesitményfelvétel hosszu tavon? Miért?

Megoldas: Az allapotokat jeloljiik szamokkal: legyen S = {0,1} ahol 0 a passziv, 1 pedig az
aktiv allapot. Jeloljiik a rendszer allapotat t id§ elteltével X;-vel. Mivel csak két allapot van,
ugrani persze 0-bdl csak 1-be, 1-bél pedig csak 0-ba lehet.

a.) Az 1-bgl 0-ba ugras rataja Ajp = 60, mert a feldolgozassal eltoltott id6 varhato értéke /\ll =
/\Lw = %. A 0-bol 1-be ugréas ratadja Aoy = 2, mert ilyen rataja Poisson folyamat szerint

érkeznek a jelek. Ezek a \A;;-k lesznek a G infinitezimadlis generator f6atlon kiviili elemei. A
featlot pedig tgy toltjiik ki, hogy minden sordsszeg 0 legyen. Igy

2 2
G_<60 —60)'
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b.) Mivel a Markov lanc véges allapottert, irreducibilis és folytonos ideji, a Markov lancok alap-
tétele szerint hosszi id6 elteltével az egyes allapotok valoszintiségei tartanak a (z egyetlen)
stacionarius eloszlas szerinti salyokhoz. 10 6ra azaz 600 perc pedig (ilyen ratak mellett)
hosszi idG. Ezért keressiik a m = (mg ;) staciondrius eloszlast a GTw? = 0 linearis egyenlet-

rendszer megoldasaval:
-2 60 m) (0
2 —60) \m ) \0)’

avagy a linedris algebraban szokasos tomor jeloléssel

-2 60 |0
2 —60(0/)"

A két egyenlet egymasnak —1-szerese, igy elég mondjuk az els6t nézni: —2my + 60m; =
0, amibdl my = 30m;. Példaul m; = 1 valasztassal is megkapjuk az egyenletrendszer egy
lehetséges megoldasat: 7 = (30 1). A keresett stacionérius eloszlas ennek olyan konstans-
szorosa, amiben az elemek Osszege 1:

m= (5 1)

A Markov lancok alaptétele szerint tehat P(Xgpo = 1) = m = 3—11 ~ 0.0323.

c.) A pillanatnyi teljesitményfelvétel a t id6pontban f(X;), ahol az f : S — R megfigyelhetd
mennyiség olyan, hogy f(0) =1 és f(1) = 10. Ezt célszerii oszlopvektorként irni:

()

Mivel a Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, az ergodtétel értelmében f(X;) idGat-
laga hosszt tavon (1 valoszintiséggel) tart az egyetlen 7 stacionérius eloszlas szerinti varhato

értékhez:
.17 . w0 1y (1 30 1 40

8.4 Mérnok Mari 1jsziilott gyermeke az édesanyja megfigyelése szerint haromféle allapotban lehet:
1 — sir”; 2 — alszik”; 3 — eszik”. A gyermek idénként véletlenszertien ugrik at egyik allapotbol
a mésikba, az el6zményektdl (a jelenre, mint feltételre nézve feltételesen) fiiggetleniil, vagyis 6
egy harom &llapotu, folytonos idejii Markov lanc. Jelolje X (t) a gyerek allapotat ¢ idGben. A
bedgyazott diszkrét idejii Markov lanc ) dtmenet-valdszintiség méatrixa a kovetkezd:

0 1 0
Q=108 0 02
0.8 02 0

Az allapotsorrend 1,2,3 balrdl-jobbra és feliilrél-lefelé. Feltessziik, hogy az 1-es allapotban marad
Exp(8) ideig, a 2-es allapotban Fxp(1l) ideig és a 3-asban Fxp(5) ideig. (Mari az id6t 6raban
méri.)

a.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk.

b.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszléasait.
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c.)
d.)

Az id6 hany szazalékaban van az 1-es, 2-es, 3-as allapotokban? Miért?

Ha a gyerek az 1-es allapotban van, Marinak 6ranként 100 hajszala hullik ki. Hasonl6an a
2-es allapotban 5, a 3-as allapotban 20 hajszalat veszit 6ranként. Koriilbeliil hany hajszéla
hullik ki Mérndk Marinak, mire a gyermek eléri a négyhetes kort? Miért?

Megoldas:

a.)

Az egyes allapotokban a tartézkodasi idék a feladat szovege szerint exponencidlisak, ahogy
annak egy folytonos idejii Markov lancban lenni kell. Ezek paraméterei (ratéi) éppen a
tartozkodési id6 paraméter vektort adjak: A = (A1, A2, A3) = (8,1,5). Ezek a ratak keriilnek
negativ elGjellel a G infinitezimdlis generator fgatlojaba. A f6atlon kiviili elemekre G;; =
Aij = MiQij. Ezeket mind beirva

-8 8 0
G=108 -1 0.2
4 1 =5

Meg kell oldani a GT7T = 0 linedris egyenletrendszert. A linearis algebraban szokdsos matrix-
jeloléssel

-8 0.8 4]0 8 08 410
8 —1 1|0]*™R"™ 0 —02 5|0~
0 02 —5/0 0 02 -50

Az utolso6 egyenlet elhagyhat6, mert azonos a méasodikkal. Az els6hoz hozzaadjuk a masodikat
4-szer, majd mindkét sort leosztjuk a fGatlobeli elem abszolit értékével:

-8 0 24|10 -1 0 3|0

0 —-02 510 0 —1 25/0/°
Vagyis m; = 3msg és mo = 2573, amibdl az egyenletrendszer egy lehetséges megoldasa ™ =
(3,25,1). Ezt lenormélva (hogy az elemek Gsszege 1 legyen)

(3 251
"7 \29°20°29 )
Legyen S = {1,2,3} az allapottér. Az, hogy az 1-es allapotban eltoltott id6 az Gsszes idGnek
hanyad része, az f: S — R,

1
f=10
0
megfigyelheté mennyiség idGatlaga. Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapottert,
az ergodtétel szerint az idGatlag hosszu tavon (1 valoszintiséggel) megegyezik a stacionarius
eloszlas szerinti atlaggal, vagyis 7 - f = m = 23—9. Hasonl6an hosszi tavon a 2-es allapotban
az id6 my = g—g, a 3-asban pedig my = % hanyadat tolti.
Ezuittal elgszor a g : S — R,
100
g=1 95
20
fliggvény idGatlagat keressiik. Megint csak az ergodtétel értelmében az idGatlag hosszu tavon
egy valoszintiséggel m- g = 100m; +5mp +20ms = 42 (hajszal/ora). Négy hét az 4-7-24 = 672
ora, vagyis Mari ezalatt koriilbeliil 672 - % ~ 10312 hajszalat veszit.
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8.5 Egy kisbolt parkol6jaban 3 autonak van hely. A parkol6hoz Poisson folyamat szerint érkeznek
az autds vevik, atlagosan 5 percenként. Ha a parkol6 tele van, akkor tovabbmennek, ha pedig
van hely, akkor leparkolnak és bemennek a boltba, ahol exponencialis eloszlast véletlen idét
toltenek el, 5 perc varhato értékkel, egyméastol fiiggetleniil. Vasarlas utan azonnal autoba iilnek
és elhajtanak. Kezdetben a parkolo iires. Jelolje X; (¢ > 0) a parkoloban 1év§ autok szaméat ¢
perc elteltével.

a.) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov lanccal. Adjuk meg az allapotteret és az infinite-
zimélis generatort. (Vigyazat: érdemes észnél lenni. Két bent 1évS vevs egyike konnyebben
elmegy, mint egy vevé énmaga.)

o

Szamoljuk ki X, stacionarius eloszlasat.

Hosszt id6 elteltével kozelit6leg mennyi a valoszintsége, hogy a parkolot iiresen talaljuk?

oV e

Hosszt id6 atlagaban hany auto all a parkoloban?

)
)
)
)

e.) A potencialis autos vevsk hany %-at vesziti el a bolt amiatt, hogy kicsi a parkoloja?

Megoldas:

X; véges allapottert sziiletési-haldlozasi folyamat. Az id6t percben mérjiik, igy a felfelé ugras
rataja (auto jon) mindig i, hacsak nem tele van a parkolo, a lefele ugras rataja (auto megy)
pedig az ¢ allapotbol i - %, 1=0,1,2,3.

a.) Az allapottér S = {0; 1;2; 3}, a generator
15 1/5 0 0
1/5 —2/5 1/5 0

0 2/5 -3/5 1/5
0 0 3/5 -3/5

G:

b.) A sziiletési-halalozasi folyamat stacionérius eloszlasa a szomszédos allapotoknak olyan relativ
silyt ad, ami reciproka az egymasba val6é dtugrasok ratai aranyanak. Vagyis mo:m =1: 1,
m iy =2:1, m w3 =3:1, Osszesitvewozm:7T2:7r3:6:6:3:1. Az aranysort
lenormalva

_ (6 6 3 1
= (E 16 16 1_6)‘
Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az GTn? = 0 egyenletrendszert (a transzponalas
nagyon fontos), vagyis azt, hogy (az atlathatosag kedvéért 5-tel végigszorozva)

-1 1 0 0]0

1 -2 2 010
0 1 -3 310
0O 0 1 =30

c.) Hosszu id§ elteltével a kiindulasi allapottol fiiggetleniil a stacionarius eloszlassal kozelitiink:
d.) Az ergodtétel értelmében az idGatlag a stacionarius eloszlas szerinti varhato érték, vagyis
6 6 3 1 15
=0 =+1-—=+2-— c— = — ~0.94.
2 im=0r gl qp 2 e 3 gy = 00

i€s
(Ha valaki mindenaron az allapottéren értelmezett valos értéki fiiggvényre akarja az ergod-
tételt alkalmazni, tekintse az f : S — R, f(i) = i fiiggvényt.)

80



8.6

e.)

A parkol6 az id6 w3 = %—aban van tele, tehat az autésoknak pontosan azt az 1—16—%1‘5 azaz
6.25%-at veszitjiik el, aki ezalatt jon. Masképpen szamolva: percenként atlagosan % autos
jon arra, de a Markov lanc felfelé ugrasainak szama (vagyis a ténylegesen leparkolo autok
szdma) idGatlagban csak moAgy + m1 Ay + T Ass = (mo + T F M) - £ = 12 vagyis az arra

1
. 1 5 16 5
jaré autok {z-oda nem parkol le.

Egy béka fel-le ugral egy 4-foku 1épcsén, ahol a legalso szint a 0, a legfelsG pedig az 4, igy a béka
5 kiilénb6z6 helyen (vagyis szinten) lehet. A béka exponencialis eloszlasu véletlen ideig var 10
masodperc varhato értékkel, majd feldob egy dobokockat. Ha az eredmény 5 vagy 6, akkor ugrik
egyet felfelé, kivéve, ha méar legfeliil van (mert akkor nem ugrik sehova). Ha a dobas eredménye
1, 2, 3 vagy 4, akkor lefelé ugrik egyet, kivéve, ha mar legalul van (mert akkor nem ugrik sehova).
Ez utdn a béka ugyanezt ismételgeti, az el6zményektsl fiiggetleniil. Kezdetben a béka az 1-es
szinten van. Legyen Y (¢) a béka helye t id6 elteltével. Az id6t mérjitk percben.

a.)

o o T

— @D

g.)
h.)

Irjuk fel az Y (t) Markov lanc allapotterét, tartozkodasi id6 paraméter vektorat és kezdeti
eloszlas vektorat! (Vigydzat: a szélsé dllapotokban sem lehet helyben ugrani, csak tovdbb
vdrni!)

Irjuk fel a beépitett diszkrét ideji Markov lanc atmenetméatrixat!

Irjuk fel az Y (t) Markov ldnc rata-matrixat és infinitezimalis generitorat!

Rajzoljuk le a Markov lanc graf-reprezentaci6jat!

Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy a béka 1 masodperc elteltével a 2-es szinten lesz?

Keressiik meg a Markov lanc stacionérius eloszlasait! Szabad kihasznalni, hogy Y (¢) sziiletési-
halalozasi folyamat.

KozelitGleg mennyi a valoszintsége, hogy 20 perc elteltével a béka legfeliil lesz? Miért?

Mennyi lesz a béka helyének idGatlaga hossza tavon? Miért?

Megoldas:

a.)

b.)

Az allapottér S = {0,1,2,3,4}. A kozbiils6 allapotokbol (1, 2, 3) az elugras rataja 6, mivel
a varhato tartézkodési id6 é perc. Legalul, a 0 allapotban viszont csak ennek %—a, mert nem
elég, hogy csordg az 6ra, hanem még 5-0st vagy 6-ost is kell dobni, aminek a valoszintisége
1

3 Ugyanigy legfeliil, a 4 allapotban az elugrasi rata 6 - % = 4. Vagyis a tartozkodasi id6

paraméter vektor
A=(2 6 6 6 4).

A kezdeti eloszlas vektor m(0) = (01000).

0-bol csak 1-be lehet ugrani, 4-bél csak 3-ba. A tébbi allapotbol % valoszintiséggel ugrunk
fel és % valoszintiséggel le. Igy a beépitett diszkrét idejii Markov lanc &tmenetmatrixa
01 000
2 1
035 00
Q=10 20 5 0
2
00 35 0 %
00010
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c.)

A A rata-méatrix foatlojaban nincs semmi, a tobbi eleme )\;; = X\;Q;;. A G infinitezimalis
generdtor ugyanez, csak a f6atloja agy van kitoltve, hogy minden sorosszeg 0 legyen, vagyis

Gy = {)\ij ha i 7 j

—)\;, hai=j
Esetiinkben
x 2.0 0 0 -2 2 0 0 0
4 % 2 0 0 4 -6 2 0 0
A=104 % 20| G=]10 4 -6 2 0
B 00 4 % 2 0 0 4 -6 2
00 0 4 x 0 0 0 4 —4

Héat persze: a lefelé ugras rataja mindig 4, mert egy oracsérgés és egy 1 és 4 kozotti dobas
kell hozza (kivéve legalul); a felfelé ugras ratéja pedig mindig 2, mert egy oracsorgés és egy
5-0s vagy 6-os dobés kell hozza (kivéve legfeliil).

A graf-reprezentacio:
2 2 2 2

0 1 2 3 4
4 4 4 4

t = g5 rovid id6, ezért a ¢ idej atmenetmatrix P(t) ~ P(0) + tP'(0) = I + tG. Ezen beliil
Pio(t) =0+ tAp = % = 3—10. Vagyis

o (x(15) 2| x0-1) ~

Folytonos ideji sziiletési-halalozasi folyamatban minden é-re m\; ;11 = mip1Aip1,. Ebbdl
esetiinkben 70 = 71 = 2 = % = 2; Ebbsl 7y = 1 valasztassal 7 = (16;8;4;2;1). Euzt
lenormalva kapjuk az (egyetlen) stacionarius eloszlast:

_Y)_(16 8 4 2 1
T=T —<31 31 31 31 31)'

t = 20 hosszu id6. A Markov lanc véges allapottert, irreducibilis és folytonos ideji. Ezért a
Markov lancok alaptétele szerint

1
P(X(t)=4|X(0)=1)~my = T
0
1
A béka helye az f : S — R fiiggvény, ahol f(i) = i, vagyis vektor-forméban f = | 2]. A
3
4

Markov lanc véges allapotterii és irreducibilis, ezért az ergodtétel szerint f(X,,) idGatlaga
hosszi tavon 1 valdszintiséggel

N—-1
1 ,
lim N;f(Xn)—wa—;mf(Z)—ﬂf
16 -0 1+4-242- 1-4 2
_ +8-1+ +2-3+ :—6%0.84
31 31
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8.7 Egy 1épcs6hézban 3 villanykorte van, és folyamatosan égnek — ha csak nincsenek éppen kiégve.
Az egyes villanykorték élettartama fiiggetlen és exponenciélis eloszlasi, 1 év varhato értékkel. A
lépesGhazban évente atlag kétszer megjelenik a gondnok (Poisson folyamat szerint), és az Osszes
kiégett kortét tjra cseréli. Jeloljilk X (¢)-vel a t id6 elteltével miikods korték szamat. Az idét
mérjiik években.

Adjuk meg az X (t) Markov lanc allapotterét és az atmenetratakat (rata-matrixot). (Vigyd-
zat: ha éppen 2 korte miakodik, milyen rdtdval ég ki kozilik valamelyik?)

Irjuk fel az infinitezimalis generatort!

Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliill mennyi a valdszintsége, hogy holnap
délben mind mikdodni fog?

Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliil mennyi a valoszintsége, hogy pont 20
évvel kés6bb mind mtkoédni fog?

A lépcsShazban akkor van zavardan sotét, ha legfeljebb 1 korte vilagit. Hossza tavon az id6
hany szazalékdban van zavardan sotét?

Megoldas:

a.)

Az allapottér S = {0,1,2,3}. Ha egy korte ég, annak kiégési rataja a varhato élettartam
reciproka, esetiinkben 1/1 = 1, vagyis az 1 allapotbol a 0 allapotba Ajq = 1 rataval ugrik
a rendszer. Ha 2 korte ég, akkor mar 1 + 1 = 2 rataval fog kiégni valamelyik, igy Aoy = 2.
Ugyanigy A3» = 3. A gondnok latogatésainak rataja 2, igy a 0, 1 és 2 allapotbdl is A\g3 =
A13 = Agg = 2 rataval ugrik a rendszer 3-ba. (Ha a rendszer éppen a 3 allapotban van és jon
a gondnok, akkor nem torténik semmi.) Mas dtmenet nem lehetséges, igy a rata-matrix

S O = %
SN ¥ O
w *x O O
* NN DN

(Ennek a f6atlojaban nincs semmi, mert helyben ugrés nincs.)

Az infinitezimalis generatort gy kapjuk, hogy a A foatlojat kitoltjiik gy, hogy minden
sorosszeg nulla legyen:
-2 0 0 2
1 =3 0 2
G= 0o 2 -4 2
0O 0 3 =3

Legyen tegnap délben a t = 0 idépont. Igy a kérdés

P(X(At) = 3| X(0) = 2) = Py3(At) =7

ahol A(t) = 2=, mert az id6t években mérjiik, és P(t) a t ideji atmenetmartix. Mivel At
kicsi (a rendszerbeli tipikus varakozasi id6khoz képest), P(At) ~ P(0)+ AtP'(0) = I + AtG,

ahol I az egységmatrix. Vagyis

2 2 4
Poa(At) =~ I = — — .2 =—=0.01=1%.
a(A0) ~ Ins + g5 G = 0 355 365~ 01 = 1%
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(Més szoval: Két nap alatt a 2 — 3 atmenet valosziniisége elsd kozelitésben megegyezik
annak valoszintiségével, hogy a két nap alatt jon a gondnok, mert mar ennek is elég kicsi a
valészintisége — annak meg, hogy tobb esemény is torténik, még sokkal kisebb. A gondnok
latogatasanak valoszintisége pedig rovid id6 alatt rata - id6.

A kérdés most is
P(X(t) = 3] X(0) = 2) = Paslt) =7

de ezuttal ¢t = 20 hosszt id6. A Markov lanc véges allapotterd és irreducibilis (valamint foly-
tonos ideji, igy periodikus nem lehet), ezért a Markov lancok alaptétele szerint a P(X (t) = 3)
valosziniiséget a stacionérius eloszlas szerinti w3 valoszintséggel kozelithetjiik (a kiindulo al-
lapottol fiiggetleniil), ahol 7 az egyetlen stacionarius eloszlds. Ennek kereséséhez a GTnl = 0
linearis egyenletrendszert kell megoldani:

2 1 0 o0lo -2 1 0 00 2 1 0 0]0
0 -3 2 010 0 -3 2 010 0 -3 2 010
0 0 -4 310 T lo o -4 3ol o 0o -4 3|0
2 2 2 =30 0 3 2 -3/0 0 0 4 =30
2 1 0 0|0 ~11/2 0 0o

~ [0 =3 2 oo|l~]0 -1 2/3 0]0

0 0 —4 3|0 0 0 -1 3/4[0

Ezt kiolvasva my = %7?1, ™ = %7@, Ty = %774, vagyis pl. m3 = 4 valasztassal kapjuk, hogy egy
megoldas a 7 = (1,2, 3,4) vektor, és persze megoldas ennek minden szamszorosa is. Minket

az egyetlen normalt megoldas érdekel (amire ), o7 = 1), vagyis

Igy a kérdésre a valasz
3

E.
Legyen f : S — R a ,zavardan sotét van” esemény indikatora, vagyis f(0) = f(1) = 1,
f(2) = f(3) = 0. Vektor-jeloléssel

P(X(20) = 3| X(0) = 2) ~ 7y =

O = =

0

gy at € [0, 7] id6tartam alatt a 0 és 1 allapotok valamelyikében eltltott ids fOT f(X(t))dt,
a kérdés pedig, hogy az id6 hany szazalékat tolti a rendszer a 0 és 1 llapotok valamelyikében,
az f(X(t)) idsatlaga:
_ 1 [T
pum— 1 _— :?
A0 = Jim 7 [ r(x(@)ae =

A Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, ezért az ergodtétel szerint egy valoszintséggel

fX) =E.f =) mf(i)=nf,

€S
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ahol 7 az egyetlen stacionarius eloszlas. Esetiinkben

JX)=mf=( % 1w 1)

OO~
—_
S

8.8 Egy fagyis bacsi el6tt gyerekek allnak sorba. O minden sorra keriils gyereket exponencidlis
eloszlasu véletlen id6 alatt szolgal ki, fél perc varhatd értékkel, az el6zményektsl és a sorban
allok szamatol fiiggetleniil. A gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan
1, a multtol és a sor hosszatol fiiggetleniil. Kivétel, ha a sorban mér 3 gyerek all, mert akkor
tobb nem &llhat be (az apukdaja elvonszolja). Jelolje X () a sorban allok szamat ¢ id§ elteltével.
Az id6t mérjiik percben. Modellezziik a sor hosszat folytonos idejii Markov lanccal.

a.)
b.)

8 o

= 09 — @D

—e

J)

Mi a Markov lanc allapottere?

grafjat az egyes atmenetek rataival.

frjuk fel a Markov lanc rata-matrixat.

frjuk fel a Markov lanc tartozkodasi idé paraméter vektorat.

Ha a sor hossza éppen 2, varhatéan mennyi id6é mulva fog megvaltozni?

Ha a sor hossza éppen 2, mennyi a valészintisége, hogy a kovetkezd allapot a 3 lesz?
Irjuk fel a Markov lanc infinitezimélis generatorat.

Keressiik meg a Markov lanc stacionérius eloszlésait.

Ha a sor ¢t = 0-kor iires, kozelit6leg mennyi a valosziniisége, hogy 2 ora elteltével 3 lesz a
hossza?

Az id6 hany szazalékat tolti a fagyis bacsi tétleniil (mert iires a sor) hosszi tavon?

Megoldas:

a.)
b.)

c.)

A sorban allok szama 0,1,2 vagy 3 lehet, igy az allapottér S = {0, 1,2, 3}.

Egyszerre csak egy gyerek mehet el, és csak egy érkezhet, igy ugrani minden allapotbdl csak
szomszédos allapotokba lehet. A felfelé ugras rataja mindig a gyerekek érkezési folyamatanak
rataja, vagyis 1 (mert percenként atlag 1 gyerek érkezik). A lefelé ugras rataja pedig a
kiszolgalas rataja, vagyis 2, mert a bacsi percenként atlag 2 gyereket szolgdl ki. FONTOS,
hogy a rdta, ami 2, nem eqyenld a kiszolgdldst 1dd vdrhato értékével, ami %, hanem annak a
reciproka. gy a graf-reprezentécio

1 1 1

0 1 2 3
2 2 2

Ez alapjan a rata-matrix

[I>~

Il
O O N ¥
O DN ¥ =
O X = O
¥ = OO
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d.)

A tartozkodési id6 paraméter vektor a réta-matrix sorOsszegeibdl all, vagy mas szoval az
egyes allapotokbol valo elugras rataibol:

A=(1 3 3 2).

A 2 allapotbol valo elugras rataja Ao = 3 vagyis a tartozkodasi id6 varhaté értéke /\% = %

Az egyes iranyokba valo ugrasok valdszintiségeit a beépitett diszkrét ideji Markov lanc at-
menetmatrixa adja meg: @Q;; = %] hai # j, és Q;; = 0, ha i = j. Most a kérdés csak a 2-bdl
3-ba ugras val.ségére vonatkozott, vagyis a valasz QQo3 = % = % De ha mar itt tartunk,
felirom az egész matrixot:

0100

2 1

=0 2 0

Q =13 2 3 1
05 0 3
0010

Az infinitezimalis generatort igy kapjuk a rata-matrixbol, hogy a f6atloba beirjuk a tartoz-
kodasi id6 paraméter vektor eleminek ellentettjét (vagyis annyit, hogy a sordsszegek nulldk
legyenek):

1 1 0 0
2 -3 1 0
G=1¢9 2 _3 1
0 0 2 -2

Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotteri, pontosan egy 7 stacionarius eloszlas
(sorvektor) van, éspedig a GT 77 = 0 linearis egyenletrendszer egyetlen olyan megoldasa, ahol
a sorosszeg 1. Jelen esetben az egyenletrendszer a szokdsos matrix-reprezentacioval

-1 2 0 010
1 -3 2 0|0
0 1 -3 210
0 0 1 =20

)

aminek a normalt megoldasa
— (i 4 2 i)
T 5 15 15 15)°
(Az egyenletrendszer megoldasanak és a megoldas lenormélasanak menetét illetGen lasd az
el6z6 feladat megoldasat, vagy barmelyik linearis algebra konyvet.)

A Markov lanc folytonos ideji, irreducibilis és véges allapottert, t = 120 perc pedig hosszu
id6, ezért a Markov lancok alaptétele értelmében a kezdeti eloszlastol fiiggetleniil

1

P(X(120) =3) =73 = —.

(X(120) = 3) ~ my = —

Legyen

1
0
=1
0

fiiggvény az allapotéren. Ez éppen a 0 allapot indikatora, igy f(X(¢)) id6atlaga éppen azt
mondja meg, hogy a sor az id6 mekkora héanyadaban iires. A Markov lanc irreducibilis és
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véges allapotterd, ezért az ergodtétel értelmében az f(X(t)) fiiggvény (id6)atlaga hosszi
tavon 1 valosziniiséggel a stacionarius eloszlas szerinti varhato értékhez tart:

T
Jim 0 f(X(t))dt_]Eﬂf:iEZSmf(z)_7rf:
1
_ (8 4 2 1 0 _ 8
= (& & © ) ol =15
0

8.9 Egy fagyishoz a gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan ketten, és
beallnak a sorba. A fagyis bacsi minden gyereket fliggetlen, exponencidlis eloszlast id§ alatt
szolgal ki, 1 perc varhato értékkel. Ha a sorban nem &ll senki, a fagyis bacsi unatkozik. Hosszu
tavon az id6 hany szazalékaban fog unatkozni, ha

a.) A sor hossza legfeljebb 5 lehet, mert ha mér 5-en allnak sorban, akkor a tovabbi érkezd
gyerekeket az apukajuk elrdngatja.

b.) A sor hossza akarmennyi lehet, de ha legalabb 5, akkor csak a gyerekek legelszantabb %—a all
be. (Minden gyerek, a tobbitdl fiiggetlentil, % valosziniiséggel legelszantabb.)

(Segitség: Legyen X (t) a sor hossza t perc elteltével. Szabad kihaszndlni, hogy X (t) sziletési-
haldlozasi folyamat.)

Megoldas:

a.) Legyen a segitség szerint X (t) a sor hossza t perc elteltével. Ennek allapottere S = {0,1,2,3,4,5}.
Ugrani csak szomszédos allapotokba lehet, vagyis X (¢) sziiletési-halalozasi folyamat. A felfelé
ugras, vagyis a gyerekek érkezésének rataja mindig 2, vagyis Aoy = A2 = Aoz = A3y = A\y5 = 2.

A lefelé ugras, vagyis a kiszolgalas rataja mindig 1, vagyis Ajg = Aoy = A32 = A\y3 = Agy = 1.
A tobbi \;; = 0. A graf-reprezentaci6

2 2 2 2 2
02122232425
1 1 1 1 1

A sziiletési-halalozasi folyamat stacionarius eloszlasa mindig olyan, hogy minden i-re (amire
ez értelmes) m\; ;11 = Tiy1\iy14. Esetiinkben ¢ = 0,1,2,3,4-re 2m; = 1lmy, vagyis az
egyetlen stacionarius eloszlas

m=const(1 2 4 8 16 32)= (g5 & & & & o)

A fagyis béacsi akkor unatkozik, ha X (t) = 0, vagyisaz f : S — R, f = (1,0,0,0,0,0)T
(oszlopvektor) idGatlagat keressiik. Ez az ergodtétel szerint

— 1
fX)=nf=m= 3 ~ 0.016 = 1.6%.

b.) Az allapottér ezuttal S = {0, 1,2,3,4,5, ...} végtelen, de X (¢) tovabbra is sziiletési-halalozasi

folyamat. A lefelé ugras rataja tovabbra is mindig 1, vagyis A\iy1;, =1 (¢ =0,1,2,...). A

felfelé ugras ratéja viszont csak akkor 2, ha legfeljebb 4 gyerek all a sorban, vagyis gy =
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A2 = Aoz = A3y = M\g5 = 2, Ha ¢ > 5, akkor A ;41 = %, mert csak minden harmadik érkezé
gyerek all be a sorba. A graf-reprezentacid ezittal

N
>~
w
N

/3

2 2 2 2 2
0=21222324252627
1 1 1 1 1 1 1

N
g
w

8...

-1l

Tgy a miNiit1 = Tir1Nit1; Szabaly minden ¢ = 0,1,2,...-re érvényes. ¢ = 0,...,4-re azt
mondja, hogy m; 11 = 2m;, viszont ¢ > 5-re azt, hogy ;11 = %m. Vagyis az egyetlen staciona-
rius eloszlés, ha létezik,

m=c(l 2 4 8 16 32 & 128 = 2 ).

Esetiinkben létezik, mert a vektorban szereplé szamok Osszege véges:

1 64 128 2
— o= 1424448416432+ —+—+ 4=
c 3 9 3i-5
2 2\ 2 32
= 31+32(1+Z+(5) +... | =31+ "5 =127 < .
3 3 1-2

Az ergodtétel éllitasa ebben az esetben is érvényes az f = (1,0,0,0,0,0,...)" fiiggvényre,
vagyis a fagyis bacsi az id6

f(X)=nf=m=—=~08%

-4ban unatkozik.

8.10 Egy halozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodpercenként at-
lagosan kettd, és beallnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egyméstol és a beérkezésektdl

is fiiggetlen, exponenciélis eloszlasi véletlen ideig tart, aminek varhat6 értéke

1

7 masodperc. A

sorban legfeljebb 5 feladat lehet (azzal egyiitt, amelyik éppen kiszolgalas alatt all), ami ezen feliil
esetleg érkezik, az elvész. Jelolje X; a t id6ben a sorban allo feladatok szamét.

a.)

b.)

d)

e.)
f)

Modellezziik a folyamatot folytonos idejii Markov lanccal! Adjuk meg az allapotteret, és
rajzoljuk fel a graf-reprezentéciot (az egyes atmenetek rataival).

Adjuk meg a rata-maéatrixot, a tartozkodasi id6 paraméter vektort és a bedgyazott diszkrét
idejid Markov lanc atmenetmaéatrixat.

Irjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

Kezdetben a sor iires. Kozelit6leg mekkora valosziniséggel lesz a sorban 120 méasodperc
elteltével pontosan 2 feladat?

Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hossza tavon?

A beérkez§ feladatok mekkora hanyada vész el hossza tavon?

Megoldas:

a.)

Az allapottér S = {0;1;2;3;4;5}. Atmenet csak a kozvetlen szomszédok kozott lehet, A
felfelé ugras ratdja mindig éppen a beérkezd feladatok folyamatanak ratdja, vagyis 2. A

//////
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reciproka, esetiinkben 4. Kivétel a 0 allapot, ahonnan nincs lefelé ugras, és az 5 éallapot,
ahonnan nincs felfelé ugras. A graf-reprezentacio:

4 4 4 4 4
05152535455
2 2 2 2 2

b.) A rata-matrix

1>~

I
C oo Ok ¥
e R N L
OOk ¥ DO
O R ¥ DO O
B % DO OO
* N O O OO

a tartozkodasi id6 paraméter vektor
A=(26 6 6 6 4),

a beagyazott diszkrét ideji Markov lanc atmenetmatrixa

0o 2/2 0 0 0 0

4/6 0 2/6 0 0 0

Q= 0 4/6 0 2/6 0 0

"o 0 46 0 2/6 o0

0 0 0 4/6 0 2/6
O 0 0 0 4/4 0
c.) Az infinitezimalis generator

-2 2 0 0 0 O
4 -6 2 0 0 O
0O 4 -6 2 0 0
=10 0o 4 6 2 o
o 0 0 4 -6 2

o o0 o0 0 4 -4

d.) Mivel a Markov lanc véges allapotteri és irreducibilis, a Markov lancok alaptétele szerint
hosszi id§ elteltével a tartozkodasi valoszintségek az egyetlen stacionarius eloszlassal koze-
lithetsk. Ezért kiszamoljuk a stacionarius eloszlast, vagyis megoldjuk a G*7? = 0 homogén
linearis egyenletrendszert, ahol a 7 sorvektor a stacionarius eloszlas (a transzponaltja pedig
oszlopvektor). Pontosabban: ennek a lineéris egyenletrendszernek a végtelen sok megoldasa
koziil azt az egyet keressiik, amelyik valoszintiségeloszlas (vagyis az elemek Gsszege 1). Az

egyenletrendszer:
-2 4 0 0 0 010
2 -6 4 0 0 010
0O 2 -6 4 0 010
0o 0 2 —6 4 0]0]|"
0O 0 0 2 —6 4]0
o o0 0 0 2 410




8.11

ennek normalt megoldasa pedig

T=(2 1 8 4 2 1)
— \63 63 63 63 63 63/ °

Tehat 8
]P)(Xlgo = Q‘Xg = O) X Ty = @ ~ 0.127

Legyen az f : S — R fiiggvény annak az indikatora, hogy a rendszer a 0 allapotban, vagyis
iresjaratban van. Oszlopvektor formé&jaban irva

'
I
S OO OO

Mivel a Markov lanc véges allapotteri és irreducibilis, az ergodtétel értelmében f idGatlaga
majdnem biztosan konvergél az egyetlen stacionérius eloszlas szerinti varhaté értékhez, vagyis
YiesTifi=mf = %—hoz. Tehat a rendszer hossza tavon az idé %—%’Lt tolti iiresjaratban.

Azt kell kitaldlnunk, hogy a beérkezé feladatok hanyad része érkezik pont olyankor, amikor
a rendszer az 5 allapotban van. Mivel a feladatok érkezési rataja fiiggetlen a rendszer &l-
lapotatol, ez pontosan annyi lesz, amekkora hanyadat az idének a rendszer az 5 allapotban
tolti. Ez pedig az eléz6 ponthoz hasonléan 75 = 6—13, vagyis hosszi tavon a beérkezd feladatok
%—ada vész el.

Egy halozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodpercenként at-
lagosan ketts, és beallnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egyméastol és a beérkezésektdl

1

is fliggetlen, exponenciélis eloszlasu véletlen ideig tart, aminek varhato értéke 7 mésodperc. A

4

sorban akarhany feladat lehet. Jelolje X; a t id6ben a sorban 4ll6 feladatok szamét.

a.)

b.)

d)

e.)

Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov lanccal! Adjuk meg az allapotteret, és
rajzoljuk fel a graf-reprezentéciot (az egyes atmenetek rataival).

Adjuk meg a rata-maéatrixot, a tartézkodasi id§ paraméter vektort és a bedgyazott diszkrét
ideji Markov lanc atmenetmaéatrixéat.

Irjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

Kezdetben a sor iires. Kozelit6leg mekkora valoszintséggel lesz a sorban 120 méasodperc
elteltével pontosan 2 feladat?

Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hossza tavon?

Megoldas:

a.)

Az allapottér S = {0,1,2,...} = N. Atmenet csak a kozvetlen szomszédok kozott lehet, A
felfelé ugras ratdja mindig éppen a beérkezd feladatok folyamatanak rataja, vagyis 2. A lefelé
ugras rataja az exponencialis kiszolgélasi id6 paramétere, vagyis varhato értékének reciproka,
esetiinkben 4. Kivétel a 0 allapot, ahonnan nincs lefelé ugras. A graf-reprezentécio:

4 4 4 4 4
05185253545 -
2 2 2 2 2
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b.) A rata-matrix

a tartozkodasi id6 paraméter vektor

[1>~
I

O OO O

S OO = x N
S O = % DO

O = % DN OO

=% N O O O

* N OO OO

A=(26 6 6 6

),

a beagyazott diszkrét ideji Markov lanc atmenetmatrixa

0 22 0 0 0 0
4/6 0 2/6 0 0 O
0 4/6 0 2/6 0 0
O=|0 0 46 0 2/6 0
0 0 0 4/6 0 2/6
0 0 0 0 4/4 0
c.) Az infinitezimalis generator
-2 2 0 0 0 0
4 -6 2 0 0 O
0O 4 -6 2 0 O
=10 0o 4 -6 2 o
o 0 0 4 -6 2
0o 0 0 0 4 -4

d.) A 7 stacionarius eloszlas végtelen sorvektor, a sziiletési-halalozasi folyamat sajatossaga miatt

eleget kell tennie a 2w, = 4mq egyenletnek minden £k = 0,1,2...-re. Ebbdl kiolvashato,
hogy ha van staciondrius eloszlds, akkor az csak olyan lehet, hogy minden k£ € N-re

o

A kuleskérdés, ami megkiilonbozteti a végtelen allapottér esetét a végestdl, az, hogy vajon
van-e olyan 1-re feldsszeqzddd nemnegativ szamsorozat, ami ennek eleget tesz, vagyis g
megvalaszthato-e gy, hogy

Tk

e} o

Sr-Y g emy

keS k=0 k=0

1
o =1

legyen. Szerencsére esetiinkbena >~ 2% sor véges, konkrétan = 2, vagyis my = % valasztassal
a (6) egyenlet tényleg stacionarius eloszlast ad. Azt kaptuk tehat, hogy

O
7r_<24816 :
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(Vagyis m = PessGeom (%) pesszimista geometriai eloszlas.) A végtelen allapottert sziiletési-
haldlozasi folyamatok stabilitasarol szolo tétel szerint ez tényleg az egyetlen stacionarius
eloszlas, a t id6beli eloszlasok ehhez konvergalnak. Tehat

1
]P)<X120 = 2|X0 :O) N Ty = é =0.125

e.) Legyen az f : 5 — R fiiggvény annak az indikatora, hogy a rendszer a 0 allapotban, vagyis
iiresjaratban van. Oszlopvektor formajaban irva

s
I
O OO O O

A végtelen allapotterd sziiletési-halalozasi folyamatokra vonatkozé ergodtétel értelmében f
idéatlaga majdnem biztosan konvergal az egyetlen stacionarius eloszlas szerinti varhatéd ér-
tékhez, vagyis 3, m; fi = 7 f-hez (ha az atlagolando fiiggvény olyan, hogy ez a varhato érték
létezik). Esetiinkben hosszi tavon az id6 nf = mp = % részében lesz a gép iiresjaratban.

9. Maximum likelihood becslés

9.1 9-elemii mintat vettiink az X valoszintségi valtozobol, ami (optimista) geometriai eloszlasu,
szamunkra ismeretlen p paraméterrel. Ezt kaptuk: 1,8,7,11,6,5,6,7,4,3. Adjunk maximum
likelihood becslést p-re! A feladatot az is szamolja rendesen végig, aki tudja, hogy mi fog kijonni.

Megoldas:

A feladatba hiba cstiszott, mert a felsorolt minta nem 9, hanem 10-elemt :(. Ugyhogy 10-elemti
mintaval szamolok. Legyen a szokésos jel6léssel ¢ = 1—p, a megfigyelt adatsor pedig x1, zo, . . . x,,
és n = 10. A likelyhood-fiiggvény L(p) = P(X; = 21, X — 2 = 29,... X,, = @) = [[[_, 4" 'p.
Ennek a logaritmusa, a log-likelihood-fiiggvény

+ nlogp.
i=1 i=1

I(p) = [(xi —1)log g + log p] = log(1 — p) [Z T —n

Ennek, mint p fiiggvényének keressiik a maximumaét, amihez megnézziik, hol nulla a derivaltja:
-1 < n
0:=1(p)=—-) x+—,
1-piz p
amit megoldva
n

P=<n
Dic1 Ti
ez lesz a maximum likelihood becslés. A konkrét példaban

B 10 10 0.17
P 8 7T+11+6+5+6+7+4+3 58
Megjeqyzés: Hat persze, p jelentése valoszintiség, ennek a maximum likelihood becslése pedig a

bekovetkezési gyakorisig, és esetiinkben a ,siker” 10-szer kovetkezett be 58 kisérletbdl.
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9.2

9.3

Egy (esetleg) hamis dobokockan a 6-os valoszintisége valami ismeretlen p € (0;1), az 6sszes tobbi
szam valoszintisége pedig azonos, %. A kockéval 10-szer dobva mintat vettiink az eloszlasbol,
és azt kaptuk, hogy 5;6;4;3;4;6; 3;1;6;3. Adjunk maximum likelihood becslést p értékére.
Megoldas: A diszkrét valoszintiségeloszlas p(z) = p, ha x = 6 és p(x) = 1_Tp, hax=1,2,3,4,5.
Igy ha n = 10 és a minta 1, ..., x,, akkor a likelihood-fiiggvény

n

esetiinkben -
]_ _
= (22)

I(p) =7In(1 —p) —7ln5+ 31np.
A maximum likelihood becsléshez az I'(p) = 0 egyenletet megoldva
3
0
Tovabbi derivalassal (pl.) ellendrizhetd, hogy ez tényleg globalis maximumhelye [-nek.

ennek logaritmusa

PMmL =

Mintat vettiink egy X normalis eloszlasi valoszintiségi valtozobol, melynek varhato értéke ismert:
m = 1000, de szorasa ismeretlen. Azt kaptuk, hogy 997, 1002, 998, 1003, 996, 1001, 998, 1004,
1005. Adjunk maximum likelihood becslést az eloszlas szoraséra.

Megoldas: n =9, m = 1000 ismert és a likelihood-fiiggvény

n

o 1 (z—m)?
L(o) =[] foolz) =] e =,
iy \2mo

1=1

amibdl a log-likelihood fiiggvény

l(o) =InL(0) :Z {—ln\/ﬂ—lna—(‘ri_—m)ﬂ :c—nlna—L . (z; —m)>.

’ 202
=1

Ennek maximumat keressiik, ehhez megoldjuk a I'(0) = 0 egyenletet:

n 1 n )
0:—;—1-;;(3:@-—771) ,

amibdl

1
OML = 4| = Z(% —m)?,

i=1
éppen a (korrigalatlan) tapasztalati szoras. Esetiinkben
S (@i —m)? = (=3)2 + 22 4 (=2)2 + 3+ (—4)2 + 12 + (=2)? + 42 + 57 = 88,
i=1
amibdl
88

oML = 3%313
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10.

10.1

10.2

Statisztikai probak

Egy miiszer hosszusagot mér pm-ben. A mérés hibajarol tudjuk, hogy normaélis eloszlasi:
hiba ~ N (m, 0?), s6t a szorasnégyzet is ismert: 02 = 2. A gyarto pedig azt allitja, hogy m = 0.
Ennek ellenrzésére 6 probamérést végeztiink pontosan ismert hossziisdgokon, és a kovetkez6
hibakat kaptuk (um-ben): 0.5; 0.7; —0.9; —0.4; 0.01; 1.1. Dontsiink 99%-o0s konfidenciaszinten
(vagyis € = 0.01) arrdl a hipotézisrdl, hogy a gyarto igazat allit.

Megoldas:
Egymintas u-probat végziink kétoldali ellenhipotézissel. A nullhipotézis: HO: m = 0. Az
ellenhipotézis: H1: m # 0. A probastatisztika

o

0.1683 — 0
V6 =10.292
V2

A korlat, amivel ezt Ossze kell hasonlitani
-1 € -1
K=o"(1- 5) =d7(0.995) = 2.575

Dontés: |u| < K, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

Az 1 kg-os kiszerelésii savanyi kiposzta csomagolésa soran a zacskoba keriilg kdposzta tomege
(amit gramm-ban mériink) normalis eloszlasa valoszintiségi valtozo, melynek varhato értékét és
szorasat nem ismerjiik. A gyartd persze azt allitja, hogy a varhato érték legaldbb 1000. Ennek
ellen6rzésére mintat vettiink a kaposztas zacskokbol, és a kovetkezd tomegeket mértiik: 1005;
1004; 1002; 998; 1004; 999. Dontsiink 90%-os szinten arrol, hogy a gyarto allitasa igaz-e.

Megoldas:

Elvileg egymintas, egyoldali t-probat kellene végezni, mert a széras nem ismert, és a nullhipotézis
egy egyenldtlenség, miszerint HO: m > 1000 (ahol szokas szerint m-mel jeloltiik az ismeretlen
varhato értéket). p := 1000 jelolje a hipotézisbeli alsé korlatot m-re. A préoba arrdl szol, hogy
a mintaatlagot (z) Osszehasonlitjuk p-vel, és ha az eltérés tal nagy a megfeleld irdanyban, akkor
a hipotézist elutasitjuk. Esetiinkben nincs mit szdmolni, mert £ = 1002 nagyobb mint p,
vagyis a mérésiink megerdsiti a hipotézist: tuti, hogy nem utasitjuk el.

Ha valaki mégis végig akarja csindlni a probat: az elemszam n = 6, az atlag * = 1002, a
tapasztalati szorédsnégyzet

z—z : [32+22+02+(—4)2+22+(—3)2]:—:7,

a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet s*2 = Lls -7 =84, igy

st = /8.4 ~ 2.898.

A probastatisztika

x—u
— ~ ~ 1.69,
Vi~ 2898\/_

ezt kell 6sszehasonlitani azn—1 =15 szabadsagl fokt t-eloszlas 1 — e-kvantilisével, ahol 1 — ¢ =
90%, vagyis € = 0.1. A tablazat szerint a kiiszobérték K = 1.476.
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10.3

10.4

Most kell észnél lenni: Mi is az elutasitas feltétele? A probank egyoldali, akkor kell a
nullhipotézist elutasitanunk, ha = {4l kicsi, vagyis ha t lilsdgosan nagy abszolil értéki negativ
szam. Vagyis az elutasités feltétele t < — K, ami nem teljesil. (Ehelyett az teljesiil, hogy ¢t > K,
de ettdl nem fogjuk a hipotézist elvetni, sdt.) Ezért A hipotézist elfogadjuk.

Két nagy elektromos ellenallasrol szeretnénk eldonteni, hogy melyik a nagyobb. Sajnos az ellen-
allast mérni csak hibaval terhelten tudjuk: a miszeriink altal mutatott érték egy valoszintiségi
valtoz6, aminek a varhaté értéke a tényleges ellenéllas, a szorasa pedig 8MS). Ezért aztén
mindkét ellenallason t6bb mérést is végeztiink, és a kovetkezo értékeket kaptuk (M -ban).

A ellendllss | 758 | 772 | 745 | 765 | 764 | 747 | 764 | 751 | 765
B ellenallas | 753 | 764 | 758 | 764 [ 772 | 767 | | |

Dontsiink 99%-o0s szinten arrél a hipotézisrél, hogy az A ellenéllas legalabb akkora, mint a B.

Segitség: Az A ellenallashoz tartozo adatsor atlaga 759, korrigélt tapasztalati szorasnégyzete
87. A B ellenallashoz tartozo adatsor atlaga 763, korrigalt tapasztalati szorasnégyzete 44.8.

Megoldas:
Kétmintas egyoldali u-probat végziink, a nullhipotézis HO: m4 > mp. A teszt-statisztika

Tp— I

aholng =9, ng =6, T4 =759, Tg =763, 04 = og = 8. A korrigalt tapasztalati szérasnégyze-
tekre nincs sziikség, mert a szoéras ismert. Mindezt behelyettesitve

w="2"T5 1 n95

A kiiszobszam, amivel ezt 6ssze kell hasonlitani, K = u. = ®1(1—¢), ahol 1 —& = 99%, vagyis
e =0.01. A tablazat szerint a kiiszobérték K =~ 2.33.

Déntés: Mivel a probank egyoldali és a nullhipotézis szerint m4 > mp, a nullhipotézist akkor
kell elutasitanunk, ha az A adatsor atlaga sokkal kisebb, mint a B adatsor atlaga, vagyis ha ¢
egy tulsdgosan nagy abszolut értékii negativ szam. Az elutasitas feltétele tehat t < —K, ami
nem teljestil, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

Két nagy elektromos ellenallasrol szeretnénk eldonteni, hogy melyik a nagyobb. Sajnos az ellen-
allast mérni csak hibaval terhelten tudjuk: a miszeriink altal mutatott érték egy valoszintiségi
valtozo, aminek a varhato értéke a tényleges ellenallas, a szorasa pedig ismeretlen (de minden
mérésnél azonos). Ezért aztan mindkét ellendllason tébb mérést is végeztiink, és a kévetkezd
értékeket kaptuk (A/2-ban).

A ellenéllés | 758 | 772 | 745 | 765 | 764 | 747 | 764 | 751 | 765

B ellenallas | 7563 | 764 | 758 | 764 [ 772 | 767 | | |
Déntsiink 99%-os szinten arrol a hipotézisrél, hogy az A ellenéllas legalabb akkora, mint a B.

Segitség: Az A ellenédllashoz tartozo adatsor atlaga 759, korrigélt tapasztalati szorasnégyzete
87. A B ellenéllashoz tartozo adatsor atlaga 763, korrigalt tapasztalati szordsnégyzete 44.8.
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10.5

10.6

Megoldas:
Kétmintas egyoldali t-probat végziink, a nullhipotézis HO: my > mp. A teszt-statisztika

y To—1Ip nang
\/(nA71)022+(n371)0'*32 na+npg ’

nat+ng—2

ahol my =9, ng =6, T4 = 759, Tp = 763, o’ = 87, 0% = 44.8. Mindezt behelyettesitve

759 — 763 9-6
t = ~ —0.902.
\/(9—1)87+(6—1)44.8 946
9+6—2

Ezt kell 6sszehasonlitani az n4 +npg — 2 = 13 szabadsagi foku t-eloszlas 1 — e-kvantilisével, ahol
1 —e=99%, vagyis ¢ = 0.01. A tablazat szerint a kiiszobértek K = 2.650.

Déntés: Mivel a probank egyoldali és a nullhipotézis szerint m4 > mp, a nullhipotézist akkor
kell elutasitanunk, ha az A adatsor atlaga sokkal kisebb, mint a B adatsor atlaga, vagyis ha ¢
egy tulsdgosan nagy abszolut értékii negativ szdm. Az elutasitas feltétele tehat t < —K, ami
nem teljestil, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

Egy hegy tengerszint feletti magassagara vagyunk kivancsiak, de csak hibaval terhelten tudjuk
megmeérni: a mérési eredmény normaélis eloszlast valoszintségi valtozo, melynek varhato értéke
az (altalunk nem ismert) tényleges magassag, szorasa pedig 20 méter. Végrehajtottunk 10
egymastol fiiggetlen mérést, és a kovetkezd szamokat kaptuk (méterben): 7009, 7023, 6999,
6994, 6978, 7014, 6989, 6997, 7009, 6993.

Déntsiink 95%-os szinten arr6l a hipotézisrdl, hogy a hegy legalabb 7000 méter magas.

Megoldas: Egymintas egyoldali u-probat végziink X ~ N(m,20?) eloszlasti mintaval, ahol
= 7000 és a nullhipotézis m > p. Ehhez el6szor kiszamoljuk a £ mintaatlagot, ami z = 7000.5-
nek adoédik. Ebb&l z > p miatt rogton latszik, hogy a teszt-statisztika pozitiv lesz. A hipotézis-
beli egyenl6tlenség iranya olyan, hogy ez éppen hogy megerésiti a hipotézist (a t-t valami negativ
kiiszobszammal kellene dsszehasonlitani), igy tovabbi szamolas nélkiil biztos, hogy a hipotézis
elfogadjuk.

Ha egy ember kitolt egy [Q-tesztet, az eredmény normélis eloszlasu valoszintiségi valtozo. Ennek
varhato értékét definicio szerint az illet6 ember intelligencia-hdnyadosdnak nevezziik, szorasa
pedig 3. Adam és Eva is kitoltott néhany fiiggetlen 1Q-tesztet, egyméastol is fiiggetleniil. Adam
pontszamai: 111, 108, 111, 112. Eva pontszamai: 114, 112, 114, 119, 113. Déntsiink 95%-os
szinten arr6l a hipotézisrél, hogy Adam és Eva intelligencia-hanyadosa azonos.

Megoldas: Ismert szorasi normaélis eloszlasokbodl vettiink mintat, a cél pedig a varhato ér-
tekek Osszehasonlitasa. Jeldljiik x;-vel az Adam, y;-vel pedig az Eva pontszamait. A null-
hipotézis m, = m,. Ezért kétmintas kétoldali u-probat végziink. A szérdsok oy = 09 = 3,
a minta-elemszdmok n; = 4 és ny = 5. Az atlagok * = w = 110.5 és §y =

HATL2+ LIS — 114.4. A teszt-statisztika a képletgytjtemény szerint

7 -7 11051144 -39

u: oy
Voi/ny + o /n %Jr% 3v/5+ 3

~ —1.938.
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1 — e = 95%-0s szinten akarunk donteni, vagyis e = 0.05. A kiiszobérték a képletgytjtemény
szerint

_ a1 €y -1 ~
;=07 '(1—5) = ¢ '(0.975) ~ 1.96.

Dontés: |u| < K, azért a hipotézist elfogadjuk.

K=u
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